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Wstep

Waznym celem nauczania matematyki w liceum i technikum jest wyposazenie przysztego absolwenta w
umiejetnosci matematyczne niezbedne do sprostania wymogom egzaminu maturalnego z matematyki na
wybranym przez niego poziomie. Dodatkowo zakres podstawowy powinien da¢ absolwentowi
umiejetnosci przydatne w codziennym zyciu, za$ zakres rozszerzony — stworzy¢ solidny fundament do
kontynuowania nauki na wymagajacych tego wyzszych studiach. Nauczanie matematyki w sposdb
szczegolny stymuluje rozwdj intelektualny ucznia, miedzy innymi wyksztatca:

e umiejetnosé czytania tekstu ze zrozumieniem, w tym réwniez tekstu zawierajgcego dane statystyczne
prezentowane w rézny sposoéb;

e umiejetnos¢ logicznego myslenia i argumentowania;

* nawyku krytycznej analizy informacji;

e umiejetno$¢ formutowania hipotez i ich uzasadniania;

e wyobraznie przestrzenng;

e umiejetnosé planowania strategii rozwigzania problemu;

® postawe wykorzystywania narzedzi matematycznych w zyciu codziennym, budowania modelu
matematycznego dla danego kontekstu praktycznego z uwzglednieniem ograniczen i zastrzezen z niego wynikajacych



Temat lekcji

. Pojecie liczb
naturalnychiich
opisie

. Opis liczby
catkowitej i
wymiernej, ich
wtasnosci

Zakres tresci

Uczen zna

1. LICZBY RZECZYWISTE

dzielniki liczby naturalnej
opis liczby pierwszej
cechy podzielnosci liczb
okreslenie liczby parzystej
i nieparzystej

rozktad liczb naturalnych
na czynniki pierwsze
znajdowanie NWD i NWW

opis liczby catkowitej
opis liczby wymiernej
os liczbowa

kolejnos¢ wykonywania
dziatan

Uczen:
e podaje przyktady liczb pierwszych, parzystych

i nieparzystych

e podaje dzielniki catkowite liczby naturalnej
e przedstawia liczbe naturalng w postaciiloczynu liczb

pierwszych

oblicza NWD i NWW dwoch liczb naturalnych
przeprowadza dowody twierdzen dotyczacych
podzielnosci liczb, np. wykaz, ze dla kazdej liczby
naturalnej n liczba n?+ n jest parzysta”

Uczen:

rozpoznaje liczby catkowite i liczby wymierne wsrod
podanych liczb

podaje przyktady liczb catkowitych i wymiernych
osi liczbowa, wspétrzedne danego punktu

i zaznaczanie

wykonuje dziatania na liczbach wymiernych

Liczba
godzin

15



Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
Uczen:
e odszukuje liczby niewymierne wsréd danych liczb
Licsh = opis liczby niewymiernej ~ ® konstruuje odcinki o dtugosciach niewymiernych
- Llezby = geometryczne e zaznacza na osi liczbowej punkt
.m::wy.ml.erne, przedstawianie odcinkéow ® wykazuje, dobierajac odpowiednio przyktady, ze suma, 1
|ct opISt o réznych dtugosciach roznica, iloczyn oraziloraz liczb niewymiernych nie
wiasnosci niewymiernych musi by¢ liczba niewymierna
e dowdd niewymiernosci liczby vz :v3,+3-1
g . Uczen:
. Jak » postac dziesietna liczby - . - . T
otrzymujemy i rzeczywiste] wyszukuje liczby wymierne i niewymierne wsréd liczb
metoda - metoda zamiany utamkéw podanych liczb w postaci dziesietnej
.. . o e zna metode wyznaczania rozwiniecia dziesietnego
rozwinigcia zwyktych na dziesietne utamkéw zwvkhveh 1
dziesietnego * metoda przedstawiania .. y, y o .
liczb utamkéw dziesietnych w zamienia skonczone rozwiniecia dziesietne na utamki
rzeczywistych postaci utamkow zwyktych zwykte i utamki okresowe



Temat lekcji

. Pojecie
pierwiastka z
liczby
nieujemnej

. Pierwiastek

stopnia
nieparzystego z
liczby
rzeczywistej

. Pojecie potegio
wyktadniku
catkowitym

Liczba

Zakres tresci Uczen zna .
godzin
Uczen:
e oblicza wartos$¢ pierwiastka drugiego i trzeciego
definicja pierwiastka . pien . BIeE 8
. stopnia z liczby nieujemnej
kwadratowego, trzeciego . Lo .
e . : oblicza wartos¢ pierwiastka dowolnego stopnia z
stopnia z liczby nieujemnej . .. .
N liczby nieujemnej
pojecie pierwiastka . L 2
. e wytacza czynnik przed znak pierwiastka
dowolnego stopnia z liczby . L
nieuiemnei e wtgcza czynnik pod znak pierwiastka
. J . J L wyznacza wartosci wyrazen arytmetycznych
dziatania na pierwiastkach . o ) . .
zawierajacych pierwiastki, stosujac prawa dziatan na
pierwiastkach
Uczen:
definicja pierwiastka e oblicza wartos¢ pierwiastka trzeciego stopnia z liczby
trzeciego stopnia z liczby rzeczywistej
rzeczywistej e oblicza wartos¢ pierwiastka nieparzystego stopnia z
definicja pierwiastka liczby rzeczywistej 1
nieparzystego stopnia z e wyznacza wartosci wyrazen arytmetycznych
liczby rzeczywistej zawierajacych pierwiastki nieparzystego stopnia z liczb
dziatania na pierwiastkach rzeczywistych, stosujac prawa dziatan na
pierwiastkach
pojecie potegio Uczen:
wyktadniku naturalnym e oblicza wartos¢ potegi o wyktadniku naturalnym,
pojecie potegi o catkowitym i ujemnym 1
wyktadniku catkowitym e stosuje wtasnosci o dziataniach na potegach do ich
ujemnym obliczania

dziatania na potegach



Temat lekcji

8. Notacja
wyktadnicza
wielkich liczby

9. Sposoby
przyblizania
liczb

10.Pojecie procentu

Zakres tresci

pojecie notacji
wyktadniczej

sposoOb zapisywania
matych

i duzych liczb w notacji
wyktadniczej

dziatania na liczbach
zapisanych w notacji
wyktadniczej

reguta zaokraglania
przyblizanie z nadmiarem
i zniedomiarem

btad przyblizenia

pojecie procentu
pojecie punktu
procentowego

. Liczba
Uczen zna

godzin
Uczen:
e zapisujeiodczytuje liczbe w notacji wyktadniczej
e wykonuje dziatania na liczbach zapisanych w notacji
wyktadniczej
Uczen:
e zaokragla liczbe z podang doktadnoscia
e oblicza btad przyblizenia danej liczby oraz ocenia, czy 1

jestto przyblizenie z nadmiarem, czy z niedomiarem
e szacuje wyniki dziatan
Uczen:
e oblicza procent zdanej liczby
e zna pojecia procentu i punktu procentowego
e oblicza, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba
e oblicza liczbe, gdy dany jest jej procent 2
e zmniejsza i zwieksza liczbe o dany procent
e stosuje obliczenia procentowe w zadaniach
praktycznych



Temat lekcji
11.Powtorzenie

wiadomosci

12.Praca klasowa i
jej omowienie

1. Zbioryiich
wtasnosci

2. Dziatania na
zbiorach

Zakres tresci

Uczen zna

2. ZBIORY | DZIALANIA NA NICH

sposoby opisywania
zbiorow

zbiory skonczonei
nieskonczone

pojecie zbioru pustego
pojecie podzbioru

relacja zawierania zbioréw
zapis symboliczny zbioru

wtasnosci zbioréw
suma zbiorow
réznica zbioréw
dopetnienie zbioru
iloczyn zbiorow

Uczen:

postuguje sie pojeciami: zbior, podzbior, zbidr pusty,
zbidr skonczony, zbiér nieskonczony

wymienia elementy danego zbioru oraz elementy do
niego nienalezace

opisuje stownie i symbolicznie dany zbioér

okresla relacje zawierania zbiorow

Uczen:

zna pojeciami: iloczyn, suma oraz réznica zbiorow
oblicza iloczyn, sume oraz r6znice danych zbioréw
przedstawia graficznie zbior, ktory jest wynikiem
dziatan na trzech dowolnych zbiorach

wyznacza dopetnienie zbioru

Liczba
godzin

22



Temat lekcji

Przedziaty
liczboweiich
oznaczanie

Dziatania na
przedziatach
liczbowych

Rozwigzywanie
nierownosci
pierwszego
stopnia

Zakres tresci

okreslenie przedziatow:
otwartego, domknietego,
lewostronnie domknietego,
prawostronnie
domknietego,
nieograniczonego

zapis symboliczny
przedziatow

iloczyn, suma, réznica
przedziatow

nierdbwnosci pierwszego
stopnia zjedng
niewiadoma

nierdwnosci rbwnowazne i
tozsamosciowe

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

zna pojecia: przedziat otwarty, domkniety,

lewostronnie domkniety, prawostronnie domkniety,
nieograniczony

zapisuje przedziat i zaznacza go na osi liczbowej 1
odczytuje i zapisuje symbolicznie przedziat zaznaczony

na osi liczbowej

wyznacza przedziat opisany podanymi nieréwnosciami

Uczen:

opisuje iloczyn, sume i roznice przedziatow oraz
zaznacza je na osi liczbowej i zapisuje symbolicznie

Uczen:

potrafi sprawdzi¢ prawdziwosc rozwigzania

nierdwnosci

rozwigzuje nierdbwnosci pierwszego stopnia z jedna
niewiadoma 2
potrafi zapisac zbior rozwigzan nierébwnosci w postaci
przedziatow

stosuje nierdwnosci pierwszego stopnia w zadaniach
tekstowych

10



Temat lekcji

6. Wzory
skroconego
mnozenia,
analizaich
powstania

7. Zastosowanie
przeksztatcen
algebraicznych

Zakres tresci

kwadrat sumy dwoch
wyrazen
(a+b)?oraza’+2ab+b?
kwadrat r6znicy dwoch
wyrazen
(a-b)?oraza®-2ab+b?
suma kwadratow dwéch
wyrazen
a’*-b*=(a+b)a-b)
szescian sumy dwoéch
wyrazen

(a +b)? oraz a*+332 +33b2+ b®

szescian roznicy dwoch
wyrazen

(a-b)®oraz a-332+33p2- b’

= zastosowanie
przeksztatcen
algebraicznych do
przeksztatcania
wyznaczania rownan i
nierdwnosci
réownowaznych

" usuwanie niewymiernosci

Z mianownika

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

stosuje odpowiedni wzér skréconego mnozenia do
wyznaczenia kwadratu sumy lub réznicy oraz réznicy
kwadratow

przeksztatca wyrazenie algebraiczne i stosuje

odpowiednie wzordéw skroconego mnozenia

stosuje wzory skroconego mnozenia do wykonywania 3
dziatan na liczbach postaci a+bvc

wyprowadza wzory skroconego mnozenia stosujac
definicje potegi

usuwa niewymiernos¢ z mianownika utamka prz
danych wyrazeniach

Uczen:

stosuje przeksztatcenia algebraiczne w réwnaniach

oraz nieréownosciach 2
potrafi usuwac niewymiernosci z mianownika

danego utamka

11



Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
8. Pojecie wartosci " bojecie wartqsq Uczen:
bezwzglednej liczby . iy -
bezwzgledna . . e oblicza wartosc bezwzgledna danej liczby
. » jlustracja geometryczna .. -
liczby L . upraszcza wyrazenia z wartoscig bezwzgledna 1
wartosci bezwzglednej na . , e . . .
. . e rozwigzuje, proste rbwnania i nieréwnosci z wartoscia
osi liczbowej .
bezwzgledna stosujac metode geometryczna,
Uczen:
, . e znaistosuje podstawowe wtasnosci wartosci
9. Wtasnosci . . . .
wartosci » wtasnosci wartosci bezwzglednej danej liczby
. bezwzglednej e rozwigzuje proste rbwnania i nierownosci z wartoscia
bezwzglednej . .
bezwzgledna stosujac poznane wtasnosci
e upraszcza wyrazenia zwartoscig bezwzgledna
Uczen:
10.R6wnania * metody rozwigzywania e rozwigzuje réwnania i nierbwnosci z wartoscia
i nierownosci z rownan i nierbwnosci bezwzgledna, stosujac postac geometryczna 4
wartoscia z wartoscig bezwzgledna e rozwigzuje réwnania i nierbwnosci z wartoscia
bezwzgledna bezwzgledna, stosujac definicje oraz wtasnosci
wartosci bezwzglednej
11.Btad » okreslenie btedu Uczen:
bezwzgledny i bezwzglednego e rozrdéznia pojecia: btad bezwzgledny, btad wzgledny 1
btad wzgledny i btedu wzglednego przyblizenia oraz potrafi je obliczaé

przyblizenia

12



Temat lekcji
12.Powtorzenie

wiadomosci

13.Praca klasowa i
jej omowienie

14.Sposoby opisu
funkcji liniowych

Zakres tresci

Uczen zna

3. Funkcja LINIOWA

pojecie funkcji liniowej
sposoby jej opisywania
okreslenie miejsca
zerowego

Uczen:

stosuje pojecia: funkcja, argument, dziedzina, wartos¢
funkcji, wykres funkcji, miejsce zerowe funkcji
rozpoznaje wsrod danych przyporzadkowan te, ktore
opisuja funkcje

podaje przyktady funkcji

potrafi opisac funkcje r6znymi sposobami

13

Liczba
godzin

19



Temat lekcji

15.Wykres funkcji
liniowej

16.Wtasnosci
funkcji liniowej

Zakres tresci

» definicja funkcji liniowej
oraz jej wykres

* interpretacja
geometryczna
wspotczynnikow
wystepujacych we wzorze
funkcji liniowej

» pojecia: pek prostych,
srodek peku

» wtasnosci funkgcji liniowej

Uczen zna

Uczen:

rozpoznaje funkcje liniowa, majac dany jej wzor oraz
szkicuje jej wykres

analizuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkgji
liniowej i wskazuje wsrod danych wzoréw funkcji
liniowych te, ktorych wykresy sg rownolegte,
prostopadte, pokrywajace sie

podaje wtasnosci funkcji liniowej danej wzorem
wyznacza wzor funkgji liniowej, ktorej wykres spetnia
zadane warunki: np. jest rownolegty, prostopadty do
wykresu danej funkcji liniowej

Uczen:

wyznacza miejsce zerowe i okre$la monotonicznosc
funkcji

wyznacza wspotrzedne punktéw, w ktorych wykres
funkgji liniowej przecina osie uktadu wspétrzednych oraz
podaje, w ktorych ¢wiartkach uktadu znajduje sie wykres
wyznacza wartosci parametrow, dla ktérych funkcja ma
okreslone wtasnosci

14

Liczba
godzin



Temat lekcji

17.Rownanie
prostej na
ptaszczyznie

18.Wspotczynnik
kierunkowy
prostej

Zakres tresci

* rownanie kierunkowe
prostej
» réwnanie ogblne prostej

= wspotczynnik kierunkowy
prostej przechodzacej
przez dwa dane punkty

= postac geometryczna
wspotczynnika
kierunkowego

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

podaje rownanie kierunkowe i ogélne prostej
zamienia rownanie ogblne prostej, ktéra nie jest
rownolegta do osi OY, na rownanie w postaci
kierunkowej

wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez dwa
dane punkty

geometrycznie przedstawia prosta opisang
réwnaniem ogdélnym

wyznacza wartosci parametru, dla ktérych prosta
spetnia okreslone warunki

Uczen:

oblicza wspotczynnik kierunkowy prostej, majac dane
wspotrzedne dwdch punktow nalezacych do tej
prostej

szkicuje prosta, wykorzystujac interpretacje
wspotczynnika kierunkowego

odczytuje warto$¢ wspoétczynnika kierunkowego,
majac dany wykres; w przypadku wykresu zaleznosci
drogi od czasu w ruchu jednostajnym podaje wartos¢
predkosci

wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez dwa
punkty

15



Temat lekcji

19.Warunek
prostopadtosci
prostych

20.Uktady rownan
liniowychiich
metody
rozwigzywania

Zakres tresci

warunek prostopadtosci
prostych o réwnaniach
kierunkowych
wyznaczanie rbwnania
prostej prostopadtej do
danej prostej

metody algebraiczne
rozwigzywania uktadéw
rownan liniowych
pojecie uktadu rownan
0znaczonego,
sprzecznego,
nieoznaczonego

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

podaje warunek prostopadtosci prostych o

réwnaniach kierunkowych

wyznacza réwnanie prostej prostopadtej do danej

prostej 2
i przechodzacej przez dany punkt

wyznacza wartosci parametru, dla ktérych proste sa
prostopadte

Uczen:

rozwigzuje uktad rownan metoda podstawiania

i przeciwnych wspotczynnikéw

okresla typ uktadu rownan (czy dany uktad réwnan

jest uktadem oznaczonym, nieoznaczanym, czy 1
sprzecznym)

uktada i rozwigzuje uktad réwnan do zadania z trescia
rozwigzuje uktad trzech rownan z trzema

niewiadomymi

16



Temat lekcji

21.Przedstawienie
geometryczne
uktadu rownan
liniowych

22.Uktady
nierownosci
liniowych

Zakres tresci

interpretacja
geometryczna uktadu
rownan liniowych, kazdej
postaci

geometryczne
przedstawienie
nierébwnosci z dwiema
niewiadomymi

pojecie potptaszczyzny
otwartej i domknietej
przedstawienie
geometryczna uktadu
nierébwnosci

Uczen zna

Uczen:

opisuje geometrycznie uktad rownan

rozwigzuje uktad rownan metodg graficzng

zna zwigzek miedzy liczbg rozwigzan uktadu rownan
a potozeniem prostych przy graficznym ich
przedstawieniu

rozwigzuje uktad rownan z parametrem oraz okresla
jego typ w zaleznosci od wartosci parametru
rozwigzuje graficznie uktad réwnan z wartoscia
bezwzgledna

Uczen:

opisuje geometrycznie nieréwnosci zdwiema
niewiadomymi oraz pojecie potptaszczyzny otwartej
i domknietej

zaznacza w uktadzie wspotrzednych zbior punktow,
ktorych wspotrzedne spetniajg uktad nierownosci
liniowych z dwiema niewiadomymi

zapisuje uktad nierownosci opisujacy zbiér punktow
przedstawionych w uktadzie wspétrzednych
rozwigzuje graficznie uktad kilku nierownosci z
dwiema niewiadomymi

wyznacza w uktadzie wspotrzednych iloczyn, sumei
réznice zbiorow punktow opisanych nieréwnosciami
liniowymi z dwiema niewiadomymi

17

Liczba
godzin



Temat lekcji

23.Funkcja liniowa
-jej
zastosowania

24.Powtorzenie
wiadomosci

25.Praca klasowa i
jej omowienie

1. Dziedzinai
miejsca zerowe
funkcji

Zakres tresci Uczen zna

Uczen:

e przeprowadza analize zadania tekstowego, a
nastepnie zapisuje odpowiednie rownanie,
nierownos¢ liniowa lub wzor funkgji liniowe;j

e rozwigzujei analizuje utozone przez siebie rownanie
lub nieréwnos¢

e zapisuje odpowiedz

tworzenie modelu
matematycznego
opisujacego
przedstawione
zagadnienie praktyczne

4. Funkcje

okresla dziedzine funkgji
opisanej wzorem

opis miejsca zerowego
danej funkgji

Uczen:
e wyznacza dziedzine funkcji ze wzoru
e wyznacza miejsca zerowe funkgcji

18

Liczba
godzin

19



Temat lekcji

. Sporzadzanie
wykresu funkcji

. Monotonicznos¢

funkcji

. Odczytywanie
wtasnosci
funkcji

z wykresu

. Przesuwanie

wykresu wzdtuz
osi OY uktadu
wspotrzednych

Zakres tresci Uczen zna
Uczen:
= wykres funkcji danej e geometrycznie przedstawia wykres funkcji okreslone;j
wzorem prostym wzorem

¢ rysuje wykres funkcji przedziatami liniowej
definicje: funkcji rosnacej,
malejacej i statej
pojecie monotonicznosci

Uczen:
e stosuje pojecie funkcji monotonicznej
e zwykresu funkcji podaje jej monotonicznosc

funkcji . .. .
okresla: funkeje nierosnaca rysuje wy!«res fqucp o zadanych kryteriach
o . monotonicznosci

i niemalejaca

bada na podstawie definicji monotonicznosc¢ funkgji

. . .e . H .
pojecie funkcji przedziatami danej wzorem

monotonicznej

zapisuje zbior wartosci Uczen:

funkgji e stosuje pojecia: zbidr wartosci funkcji, najwieksza
interpretacja i najmniejsza wartosc funkgji

geometryczna miejsca e odczytuje z wykresu funkcji jej dziedzine, zbior wartosci,
zerowego funkcji miejsca zerowe; argumenty, dla ktorych funkcja
minimum i maksimum przyjmuje wartosci ujemne; argumenty, dla ktorych
wartosci funkgji funkcja przyjmuje wartosci dodatnie; przedziaty
okresla znak wartosci monotonicznosci funkcji, najmniejsza i najwieksza
funkcji wartosc funkg;ji

metoda otrzymywania Uczeh:

wykresow funkgcji

e rysuje wykresy funkgji:

=f(x) +pdlap=>0
ypeP y=f(x)+pdlap>0 orazy=f(x)-pdla p>0

orazy=f(x)-pdlap>0

19

Liczba
godzin



Temat lekcji

. Przesuwanie

wykresu wzdtuz
osi OX uktadu
wspotrzednych

. Wektory w
uktadzie
wspotrzednych

. Przesuwanie

wykresu funkcji
o dany wektor

. Przeksztatcanie

wykresu w
symetrii
wzgledem osi
uktadu
wspotrzednych

Zakres tresci

metoda otrzymywania
wykresow funkgcji
y=f(x-p)dlap>0oraz y
=f(x+p)dlap>0

pojecie wektora

wektor przeciwny do
danego

wspotrzedne wektora i ich
przedstawienie

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:
e rysuje wykresy funkcji: y=f(x-p) dlap>0oraz 1
y=f(x+p)dlap>0

Uczen:

e postuguje sie pojeciem wektora i wektora przeciwnego

e oblicza wspdtrzedne wektora
wyznacza wspotrzedne poczatku lub konica wektora, 1
majac dane wspotrzedne wektora i wspotrzedne
jednego z punktow

eometryczne
& yez e znajduje obraz figury w przesunieciu o dany wektor
metoda otrzymywania Uczen:
wykresu funkg;ji y= e rysuje wykres funkcji y="f(x-p)+k 1

fx-p) +k

sposob otrzymywania
wykresu funkcji y = - f(x)
sposob otrzymywania
wykresu funkcji'y = f(-x)

e zapisuje wzor funkcji otrzymanej po jej przesunieciu

Uczen:

e rysuje wykresy funkcji y = - f(x) na podstawie wykresu
funkcjiy = f(x)

e rysuje wykresy funkgji y = f(-x) na podstawie wykresu
funkcjiy = f(x)
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Temat lekcji

10.Inne metody
przeksztatcenia
wykresu funkcji

11.Funkcje -iich
zastosowanie

12.

13.

14.Powtorzenie
wiadomosci

15.Praca klasowa i
jej omowienie

16.

Zakres tresci Uczen zna

Uczen:
metoda otrzymywania e na podstawie wykresu funkgji y = f(x) rysuje wykresy
wykresu funkgjiy = |f(x)| funkcjiy = [f(x)| iy =f(|x])
iy="f(|x|) e na podstawie wykresu funkcji y =f(x) rysuje wykres

funkcji wykonaniu kilku przeksztatcen

Uczen:

e rozpoznaje zaleznos¢ funkcyjng umieszczong w
zastosowanie funkcje w kontekscie praktycznym, okresla dziedzine oraz zbidr
zadaniach wartosci takiej funkgcji

e przedstawia zaleznosci opisane w zadaniach

tekstowych

funkcji danej wzorem lub wykresem

21

Liczba
godzin



Temat lekcji

. Wykres funkgji
kwadratowych
f(x) = ax?i jej
cechy

. Przesuniecie
wykresu funkcji
f(x) =ax’o
wektor

Zakres tresci Uczen zna

5. Funkcja kwadratowa

Uczen:
rysuje wykres funkg;ji f(x) = ax?

e podaje wtasnosci funkgji f(x) = ax?

e wykorzystuje wtasnosci funkg;ji f(x) = ax*do
rozwigzywania zadan

wykres i wtasnosci funkgji
f(x) = ax?, gdzie az0

sposoOb otrzymywania
wykresow funkgcji:

f( x)=ax®+q,

f( x)=alx-pJ,

f( x)=a(x-pJ +q
wtasnosci funkgji:

Uczen:

e rysuje wykresy funkcji: f( x) = ax2 +q, f( x)=a(x-p),

f( x)=a(x-py +q i podaje ich wtasnosci

f( x)=ax?+q, e korzysta z wtasnosci funkcji: f( x) =ax®+aq,

f( x)=a(x—p), f( x)=a(x-p), f( x)=a(x—p) +q do rozwigzywania
f( x)=a(x-pf +q zadan

wspotrzedne wierzchotka

paraboli

22

Liczba
godzin
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Temat lekcji

3. Postac
kanoniczna
i postac ogolna
funkcji
kwadratowej

4. Rownania
kwadratowe i
jego wtasnosci

Zakres tresci

postac ogolna funkcji
kwadratowej

postac kanoniczna funkgji
kwadratowej

trojmian kwadratowy
wspotrzedne wierzchotka
paraboli

rysowanie wykresu funkgcji
kwadratowej postaci

f( x)=ax®*+bx+c

pojecie wyrdznika
trojmianu kwadratowego

metoda rozwigzywania
rownan przez rozktad na
czynniki

zaleznos¢ miedzy znakiem
wyroéznika a liczba
rozwigzan rownania
kwadratowego

wzory na pierwiastki
rownania kwadratowego
geometryczna postac
rozwigzan rownania
kwadratowego

Uczen zna

Uczen:

e podaje wzér funkcji kwadratowej w postaci ogolnej
i kanonicznej

e oblicza wspétrzedne wierzchotka paraboli z wtasnosci

e sprowadza postac ogolna funkcji kwadratowej do
postaci kanoniczneji rysuje jej wykres

e sprowadza postac kanoniczng funkcji kwadratowej do
postaci ogélnej

e wyznacza wzor ogdélny funkcji kwadratowej majac
dane wspotrzedne wierzchotka i innego punktu jej
wykresu

e zna metode otrzymania wzoru na wspotrzedne
wierzchotka paraboli

Uczen:

e stosuje wzory skroconego mnozenia oraz zasade
wytaczania wspolnego czynnika przed nawias do
przedstawienia wyrazenia w postaci iloczynu

e rozwigzuje réwnanie kwadratowe przez rozktad na
czynniki

e rozwigzuje rownania kwadratowe, korzystajac z
poznanych wzoréw

e interpretuje geometrycznie rozwigzania rownania
kwadratowego

e stosuje poznane wzory przy szkicowaniu wykresu
funkcji kwadratowe;j
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Liczba
godzin



Liczba

Temat lekgji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
Uczen:
e opisuje postac iloczynowa funkcji kwadratowej oraz
i taciil ) warunek jej istnienia
. Postac Opls postact lloczynowe] zapisuje funkcje kwadratowa w postaci iloczynowej
. funkcji kwadratowej : e . e
iloczynowa . . . e odczytuje wartosci pierwiastkow trojmianu podanego
.. » twierdzenie o postaci . .
funkcji ) . . w postaci iloczynowej
. iloczynowej funkgji . . :
kwadratowej : e przeksztatca postaciloczynowa funkcji kwadratowe;
kwadratowej T
do postaci ogolnej
e wykorzystuje postac iloczynowa funkcji kwadratowej
do rozwigzywania zadan
Uczen:
. e rozpoznaje rownania, ktére mozna sprowadzic¢ do
. Sprowadzanie . ., , , ,
. . " rozwigzywanie rownan rownan kwadratowych
rownania do . . . .
rownan metodg podstawiania e wprowadza niewiadoma pomocnicza, podaje 2
odpowiednie zatozenia i rozwigzuje rownanie
kwadratowych . :
kwadratowe z niewiadoma pomocnicza
e podaje rozwigzanie rownania wyjsciowego
Uczen:
e rozumie zwigzek miedzy rozwigzaniem nierownosci
. Nierownosci » sposoby rozwigzywania kwadratowej a znakiem wartosci odpowiedniego
kwadratowe - nierdwnosci tréjmianu kwadratowego 2
wtasnosci kwadratowych e rozwigzuje nierownos¢ kwadratowa

e wyznacza na osi liczbowej iloczyn, sume i réznice
zbioréw rozwigzan kilku nieréwnosci kwadratowych
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Temat lekcji

8. Uktady rownan

roznych stopni

9. Wzory Viete’a

10.ROwnania
kwadratowe z
parametrem

Zakres tresci

* metody rozwigzywania
uktadéw rownan
drugiego stopnia

= wzory Viete’a

= okreslenie znaku
pierwiastkdw rownania
kwadratowego bez ich
wyznaczania

" rozwigzywanie rownan
i nierownosci
kwadratowych
z parametrem

Uczen zna

Uczen:

e rozwigzuje algebraiczniei graficznie uktady réwnan,
z ktérych co najmniej jedno jest rownaniem paraboli

e stosuje uktady réwnan drugiego stopnia do
rozwigzywania zadan z geometrii analitycznej

e zaznacza w uktadzie wspétrzednych graficznie obszar
opisany uktadem nieréwnosci

Uczen:

e wykorzystuje wzory Viete’a do wyznaczania sumy oraz
iloczynu pierwiastkow réwnania kwadratowego
okresla znaki pierwiastkow rownania kwadratowego,

e stosuje wzory Viete’a do obliczania wartosci wyrazen
zawierajacych sumeiiloczyn pierwiastkdw tréjmianu
kwadratowego

e wyprowadza wzory Viete’a

Uczen:

e przeprowadza analize zadan z parametrem

e zapisuje zatozenia, aby spetniaty warunki z tresci
zadania

e wyznacza wartosci parametru, dla ktérych sa
spetnione warunki zadania
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Temat lekcji

11.Funkcja
kwadratowa -
zastosowania

12.Powtorzenie
wiadomosci

13.Praca klasowa i
jej omowienie

1. Miary katow w
trojkacie -
wtasnosci

Zakres tresci

najmniejsza i najwieksza
wartosc¢ funkgji
kwadratowej w przedziale
domknietym

Uczen zna

Uczen:

stosuje pojecie minimum i maksimum wartosci funkgji
wyznacza wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkgji
kwadratowej w przedziale domknietym

stosuje wtasnosci funkcji kwadratowej do
rozwigzywania zadan

6. Planimetria

rodzaje trojkatow
twierdzenie o sumie miar
katéw w tréjkacie

Uczen:

klasyfikuje trojkaty ze wzgledu na miary ich katow i
dtugosci bokow

stosuje twierdzenie o sumie miar katéw
wewnetrznych trojkata do rozwigzywania zadan
przeprowadza dowdd twierdzenia o sumie miar katow
w tréjkacie

26

Liczba
godzin
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Temat lekcji

. Trojkaty
przystajace

. Trojkaty
podobne

. Wielokaty
podobneiich
wtasnosci

Zakres tresci

opis trojkatow
przystajacych

cechy przystawania
trojkatow
nierownosc tréjkata

definicja wielokatow
podobnych

cechy podobienstwa
trojkatéw

skala podobienstwa
trojkatow

zaleznosSc miedzy polami
i obwodami wielokatow

podobnych a skalg ich
podobienstwa

. Liczba
Uczen zna

godzin
Uczen:
e podaje definicje trojkatow przystajacych orazich
cechy 1

o wie, ktdre trojkaty sa przystajace
e stosuje nierownosc tréjkata do rozwigzywania zadan
Uczen:
e podaje cechy podobienstwa trojkatow
e sprawdza, czy dane trojkaty sa podobne
e oblicza dtugosci bokéw tréjkata podobnego do
danego w danej skali podobienstwa 1
e uktada odpowiednia proporcje, aby wyznaczyc
dtugosci bokow trojkatow podobnych
e wykorzystuje podobienstwo trojkatow do
rozwigzywania zadan
Uczen:
e rozumie pojecie figur podobnych
e oblicza dtugosci bokdéw w wielokatach podobnych
e wykorzystuje zaleznosci miedzy polamii obwodami
wielokatow podobnych a skalg podobienstwa w
zadaniach
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Temat lekcji

. Twierdzenie

Talesaijego
wtasnosci

. Trojkaty
prostokatnei
jego cechy

Liczba

Zakres tresci Uczen zna .
godzin
Uczen:
e podaje twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do

. . niego
twierdzenie Talesa : : . . :

. ) e wykorzystuje twierdzenie Talesa do rozwigzywania
twierdzenie odwrotne do . 2
twierdzenia Talesa zadan

e wykorzystuje twierdzenie Talesa do podziatu odcinka
w dowolnym stosunku
e przeprowadza dowod twierdzenia Talesa
Uczen:

. . e podaje twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie
twierdzenie Pitagorasa . .

o . odwrotne do twierdzenia Pitagorasa oraz wzory na
i twierdzenie odwrotne do L . ; g -~
niego dtugos¢ przekatnej kwadratu i dtugos¢ wysokosci

5 iy trojkata rownobocznego
wzory na dtugosc 2

e stosuje twierdzenie Pitagorasa do rozwigzywania
zadan
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, wyprowadza
zaleznosci dotyczace dtugosci przekatnej kwadratu
i wysokosci tréjkata rownobocznego

przekatnej kwadratu i
dtugosc¢ wysokosci trojkata
rownobocznego
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Temat lekcji

. Funkcje
trygonometrycz
ne kata ostrego

. Trygonometria -
jej zastosowania

. Rozwigzywanie
trojkatow
prostokatnych

Zakres tresci

definicje funkgji
trygonometrycznych kata
ostrego

wartosci funkgji
trygonometrycznych
katéw

300, 450, 60°

odczytywanie wartosci
funkgji
trygonometrycznych
katow

w tablicach
odczytywanie miary kata,
dla ktorego dana jest
wartosc¢ funkgji
trygonometrycznej

rozwigzywanie tréjkatow
prostokatnych

. Liczba
Uczen zna .
godzin
Uczen:
e podaje definicje funkcji trygonometrycznych kata
ostrego w tréjkacie prostokatnym
e podaje wartosci funkcji trygonometrycznych katow
300, 45°, 60°
e wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych
katdéw ostrych danego tréjkata prostokatnego
wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych
katéw ostrych w zadaniach o podwyzszonym stopniu

trudnosci

Uczen:

e odczytuje wartosci funkcji trygonometrycznych
danego kata w tablicach lub wartosci kata na
podstawie wartosci funkcji trygonometrycznych

e stosuje funkcje trygonometryczne do
rozwigzywania zadan praktycznych

Uczen:
e rozwigzuje trojkaty prostokatne 2
e podaje miary katéw i dtugosci bokow
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Temat lekcji

10.Zwiazki miedzy
funkcjami
trygonometrycz
nymi tego
samego kata

11.Pole trojkata

12.Pola
czworokatow

13.Powtorzenie
materiatu

14.Praca klasowa i
jej omowienie

Zakres tresci

podstawowe tozsamosci
trygonometryczne
wzory na: sin(90° - a),
cos(90° - a), tg(90° - a),
ctg(90° - a)

wzory na pole trojkata

leah, leabsin 3,
2 2

wzor Herona

Jp*(—-a)+(p—-b)*(p-o

wzor na pole tréjkata
rownobocznego

wzory na pole, rombu

rownolegtoboku, trapezu

Uczen zna

Uczen:
e podaje zwigzki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi tego samego kata
e wyznacza wartosci pozostatych funkgji
trygonometrycznych przy jednej danej
e stosuje poznane zwigzki w upraszczania wyrazen
zawierajacych funkcje trygonometryczne

Uczen:
e podaje rdézne wzory na pole trojkata
e oblicza pole trojkata, stosujac odpowiedni wzér
do sytuacji wynikajacej z tresci zadania
e wykorzystuje umiejetnos¢ wyznaczania pol
trojkatéw do obliczania pélinnych wielokatow
Uczen:
e podaje wzory na pola czworokatow

e wykorzystuje funkcje trygonometryczne do ich
wyznaczania
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Liczba
godzin



Temat lekcji

. Odlegtosc
miedzy
punktami w
uktadzie

wspotrzednych.

Srodek odcinka

. Odlegtosc
punktu od
prostej

Zakres tresci

Uczen zna

7. GEOMERTRIA ANALITYCZNA

wzor na odlegtos¢ miedzy
punktami w uktadzie
wspotrzednych

wzOr na wspotrzedne
srodka odcinka

wzor na odlegtos¢ punktu
od prostej

wspotczynnik kierunkowy
prostej

Uczen:

oblicza odlegtos¢ punktow w uktadzie
wspotrzednych

wyznacza wspotrzedne srodka odcinka, majac
dane wspotrzedne jego koncow

oblicza obwdd wielokata, majac dane
wspotrzedne jego wierzchotkdw

stosuje wzoér na odlegtos¢ miedzy punktami do
rozwigzywania zadan dotyczacych
réwnolegtobokow

Uczen:

oblicza odlegtos¢ punktu od prostej

oblicza odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi
stosuje wzér na odlegtos¢ punktu od prostej w
zadaniach

stosuje zwigzek miedzy wspoétczynnikiem
kierunkowym a katem nachylenia prostej do osi
OX

wyznacza kat miedzy prostymi

zna wzér na odlegtos¢ punktu od prostej i jego
wyprowadzenie

31

Liczba
godzin
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Temat lekcji

. Okragw
uktadzie
wspotrzednych

. Wzajemne
potozenie dwdch
okregow

. Wzajemne
potozenie
okregu i prostej

Zakres tresci

ogoélne rownanie okregu

okregi styczne,
przecinajace sie i roztaczne

styczna do okregu
sieczna okregu

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

wie, kiedy punkt nalezy do danego okregu
wyznacza srodek i promien okregu z jego
rownania

opisuje rownaniem okrag o danym srodku i
punkcie nalezagcym do niego

sprawdza, czy dane rownanie jest rownaniem
okregu

wyznacza wartosc parametru, aby rownanie
opisywato okrag

stosuje rownanie okregu w zadaniach
rachunkowych

Uczen:

okresla wzajemne potozenie dwoch okregow,
obliczajac odlegtosciich sSrodkow oraz na
podstawie rysunku

dobiera tak wartos$¢ parametru, aby dane okregi
byty styczne

Uczen:

okresla wzajemne potozenie okregu i prostej,
poréwnujac odlegtosc jego Srodka od prostej z
dtugoscig promienia okregu

korzysta z wtasnosci stycznej do okregu
wyznacza punkty wspolne prostej i okregu
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Temat lekcji

6. Uktady rownan
drugiego stopnia

7. Koto w uktadzie
wspotrzednych

Zakres tresci

sposoby rozwigzywania
uktadow rownan drugiego
stopnia

nierownosc opisujaca koto

Uczen zna

Uczen:

rozwigzuje algebraicznie i graficznie uktady
réwnan, z ktérych co najmniej jedno jest drugiego
stopnia

stosuje uktady réwnan drugiego stopnia do
rozwigzywania zadan z geometrii analitycznej

Uczen:

sprawdza, czy dany punkt nalezy do danego kota
opisuje w uktadzie wspotrzednych koto

podaje geometryczng interpretacje rozwigzania
uktadu nieréwnosci stopnia drugiego

opisuje uktadem nieréwnosci przedstawiony
podzbiér ptaszczyzny

zaznacza w uktadzie wspotrzednych zbiory
spetniajace warunki zadania
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Liczba
godzin



Temat lekcji

8. Dziatania na
wektorach

9. Wektory -
zastosowania

10.Jednoktadnos¢

Liczba

Zakres tresci Uczen zna .
godzin

pojecie wektora
swobodnego i zaczepionego
dodawanie i odejmowanie
wektorow Uczen:
mnozenie wektora przez e wykonuje dziatania na wektorach
liczbe e sprawdza cechy wektora 1
interpretacja geometryczna e stosuje dziatania na wektorachiipodaje
dziatan na wektorach interpretacje geometryczna w zadaniach
dtugos¢ wektora
pojecie wektora zerowego
i jednostkowego

Uczen:

e stosuje dziatania na wektorach do badania
zastosowanie dziatan na wspotliniowosci punktow, podziatu odcinka 1
wektorach e stosuje wektory do rozwigzywania zadan

e wykorzystuje dziatania na wektorach do

dowodzenia twierdzen
definicja jednoktadnosci Uczen:, - :
o kresli figury jednoktadne
pojecie figur jednoktadnych , , .
twierdzenie o yvyznacza ws!o(?{rzqdne punktow w danej 2
jednoktadnosci

odobienstwie figur . L. L .
P & e stosuje wtasnosci jednoktadnosci w zadaniach

34



Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
» definicja symetrii osiowej Uczen:
= figury e wie, jakie figury sg osiowosymetryczne
11.Symetria osiowa osiowosymetryczne e wyznacza wspotrzedne punktow w symetrii 1
» symetria osiowa w wzgledem prostej
uktadzie wspotrzednych e stosuje wtasnosci symetrii osiowej w zadaniach
= definicja symetrii Uczen:
Srodkowej - wtasnosci L ,
12.Symetria = figury symetryczne * wskazuje flguryl/ srodkowosym,etryczne .
srodkowa wzgledem punktu e wyznacza wspoétrzedne punktow w symetrii 2
» symetria Srodkowa w Wzgle;.dem punktu , . )
uktadzie wspétrzednych e stosuje poznane wtasnosci w zadaniach
13.
14,
15.Powtorzenie
wiadomosci
- - 3

16.Praca klasowa i
jej omowienie

17.
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Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin

8. WIELOMIANY 20

= wskazuje jednomiany
podobne
. . . d(.)daje,'odeJmUJe imnozy \, 4.
1. Dziataniana wielomiany
wielomianach = stosuje redukcje wyrazéw
podobnych
= stosuje wzory skréconego
mnozenia

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu 1
trudnosci
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Liczba

Temat lekgji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
= stosuje metode wytaczania
wspolnego czynnika przed
nawias
= stosuje wzory skréconego
mnozenia do rozktadania
wielomianow na czynniki
. = ' ia Uczen:
2. Rozktadanie StOSL,”e metode wytqczama . . :
. . wspolnego czynnika przed e dobiera odpowiednig metode do rozktadania
wielomianu na . . . . -
czynniki nawias, gdy czynnik ten wielomianow na czynniki 2
jest suma algebraiczna ¢ rozwigzuje zadania o zwiekszonym stopniu
» stosuje metode trudnosci

grupowania wyrazow do
rozktadania wielomianow
na czynniki

» rozktada wielomiany na
czynniki, wykorzystujac
poznane metody
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Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
* zna pojecie jednomianu
oraz wielomianu wielu
i jednej zmiennej
dowolnego stopnia
= QOpisuje sytuacje
pr'aktyc.znelza pomoca Uczen:
. . wielomianow . . L iy
3. Wielomian , o e rozwigzuje zadania, wykorzystujgc rownos¢
. c . = okresladziedzine danego : L
jednej zmiennej . : wielomianow 1
wielomianu o . . .
, .. ®rozwigzuje zadania o zwiekszonym stopniu
* wyznacza wspotczynniki ,
trudnosci

wielomianu, dla danych
wartosci wielomianu i
okreslonych wartosci
zmiennej

= podaje stopien wielomianu
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Temat lekcji

Dzielenie
wielomianu
przez dwumian
ax+b

Pierwiastki
wielomianu
jednej zmiennej.
Twierdzenie
Bézouta - jego
zastosowanie

Liczba

Zakres tresci Uczen zna .
godzin
wykonuje dzielenie
wielomianu przez .
. Uczen:
dwumianax+b . . -
. - e wyznacza wielomian, gdy zna wynik jego
sprawdza, czy jest mozliwy . .
dzielenia
rozktad danego .
. . - przez dany dwumian
wielomianu na czynniki . . o . 3
. ; e wyznacza wielomian, gdy zna wynik dzielenia
rozwigzuje zadania na .
. L . z reszta przez dany dwumian
dzielenie wielomianu . . . .
o . e rozwigzuje zadania o zwiekszonym stopniu
rozwigzuje zadania o .
. . trudnosci
zwiekszonym stopniu
trudnosci
stosuje twierdzenie o
reszcie z dzielenia
wielomianu przez
dwumian x-a Uczen:
wyznacza reszte z dzielenia e wyznacza wielomian, ktory jest reszta z dzielenia
wielomianu przez wielomianu przez inny wielomian o znanych 5
dwumianx-a wtasnosciach
rozktada na czynniki e rozwigzuje zadania o zwiekszonym stopniu
wielomian, o ktérym wie, trudnosci
ze dzieli sie przez dwumian
X-a
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Temat lekcji

. Rozwigzywanie
rownan
wielomianowych

. Pierwiastki

catkowite

i pierwiastki
wymierne
wielomianow

Zakres tresci

wie, czym rdznig sie
rownania wielomianowe
od innych réwnan
odczytuje pierwiastki
rownan postaci
(x-a)(x-b)(x-c)=0
lub (ax?>+bx+c)(x-d)=0
sprawdza, czy dana liczba
jest pierwiastkiem
rownania
rozwigzuje réwnania
postaci x"=agdyn=a
zna twierdzenie o
pierwiastkach wymiernych
wielomianu
wskazuje liczby catkowite,
ktore spetniajg rownania
wielomianowe
wskazuje liczby wymierne,
ktore moga spetniac
réwnania wielomianowe
okresla krotnosc
pierwiastkow, gdy
wielomian jest postaci
iloczynu dwumianow

Uczen zna

Uczen:

rozwigzuje rbwnania, stosujac jego rozktad na
czynniki

wyznacza réwnanie, znajac jego pierwiastki
podaje przyktad réwnan, gdy zna krotnosc jego
pierwiastkow

rozwigzuje rownania, ktore przyjmuja postac
réwnania wielomianowego po zastosowaniu
przeksztatcen

rozwigzuje zadania o zwiekszonym stopniu
trudnosci

Uczen:

dowodzi twierdzenie o pierwiastkach catkowitych
wielomianu

dowodzi twierdzenie o pierwiastkach
wymiernych wielomianu

uzasadnia brak pierwiastkow wymiernych
wielomianu

rozwigzuje rdwnania z niewiadoma pod
wartoscig bezwzgledna, ktore prowadza do
réwnan wielomianowych
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Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
= odczytuje rozwigzanie Uczen:
nierownosci wielomianowej e rozwiazuje nierdwnosci wielomianowe,
8. Rozwigzywanie z wykresu wielomianu rozktadajac wielomian na czynniki
nierownosci " rozwigzuje nieréwnosci e sporzadza wykres wielomianu i odczytuje 2
wielomianowych wielomianowe, gdy rozwigzanie nierownosci wielomianowej
wielomian jest postaci e rozwigzuje zadania o zwiekszonym stopniu
iloczynowe;j trudnosci
= opisuje objetosc bryt
obrotowych za pomoca
9. Zadania wielomianow .
o Uczen:
tekstowe » ustala dziedzine . S : . o
. : . e oOpisuje sytuacje z zycia, uzywajac wielomianow
z zastosowaniem  wielomianu A . . .
. . o . e rozwigzuje zadania o zwiekszonym stopniu 2
rownan " rozwigzuje proste zadania -
C L . trudnosci
i nierownosci tekstowe prowadzace do
wielomianowych rozwigzywania
nierdbwnosci
wielomianowych
10.Powtorzenie
wiadomosci
- - 3
11.Praca klasowa i
jej omowienie
Godziny do dyspozycji nauczyciela
RAZEM 182
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1. SCENARIUSZE KLASY PIERWSZEJ

1. Liczby naturalne
Umiejetnosci konieczne:

- znajduje dzielniki naturalne liczb

- stosowanie kolejnosci wykonywania dziatan

- zna definicje liczby pierwszej

- zna cechy podzielnosci liczb naturalnych

- okreslenie liczby parzystej i nieparzystej

- rozktad liczb naturalnych na czynniki pierwsze

- szukanie NWD i NWW

- twierdzenie o rozktadzie liczby naturalnej na czynniki pierwsze
- zbiory i zapis symboliczny

Pojecia i fakty:

- podaje przyktady liczb pierwszych, parzystych i nieparzystych

- podaje dzielniki danej liczby naturalnej

- przedstawia liczbe naturalng w postaci iloczynu liczb pierwszych

- oblicza NWD i NWW dwach liczb naturalnych

- przeprowadza dowody twierdzen dotyczacych podzielnosci liczb, np. wykaz, ze dla -
kazdej liczby naturalnej n liczba n’+ n jest parzysta”

Ad. Podstawy programowej

Poznajemy definicje liczby pierwszej

Wyszukuje dzielniki liczb

Wyszukuje NWW i NWD

Stosuje twierdzenie o rozktadzie liczb na czynniki pierwsze
Potrafi zapisa¢ wzorem og6lnym liczbe parzysta i nieparzysta

oo hwbM

Dziatania na zbiorach
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Temat 1: Liczby naturalne.

1. Nauczyciel przypomina definicje liczb naturalnych, parzystych i nieparzystych oraz
pierwszych
N =C.U{0}; 2n; 2n+1; liczby pierwsze to takie, ktore maja tylko dwa
dzielniki: siebie i jeden.

2. Uczniowie wspolnie wyszukujg przyktady liczb spetniajacych powyzsze warunki

ZAD. 1
Przyporzadkuj:

-12;7; 23; 25; 64; 191
L. naturalne
L. parzyste
L. parzyste
L. pierwsze

ZAD. 2

Znajdz dzielniki naturalne powyzszych liczb.

-12
7
23
25
64
191

ZAD. 3

Dla ponizszych par liczbowych znajdz NWW oraz NWD
243i36;521i248;125i620

3. Nauczyciel wprowadza pojecia:

Méwi on, ze dla dowolnych dwéch liczb mozemy znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik
rozktadajac obydwie liczby na czynniki pierwsze, a nastepnie mnozymy wspolne
czynniki i jest to nasz wspdlny dzielnik.

Np.

64 =2%2*2*2*2*2
112=2%*2*2*2*7
NWD(64;112) =2*2*2*2 =16
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Podobnie postepujemy znajdujgc NWW (najmniejszqg wspdlng wielokrotnoscig).
Wykonujemy rozktad liczb na czynniki, nastepnie wybieramy caty rozktad najwiekszej z
liczb i te liczby z rozktadu drugiej, ktore nie powtarzaja sie. Z tych liczb obliczamy
iloczyn, ktory jest szukana liczba.

Np.

64=2%2*2*2*2*2

112=2%*2*2*2*7

WWD(64;112) = 2*2*2*2*2*2*7 = 448

ZAD. 5

Wskaz prawdziwe inkluzje:
{1;2;3}c {0; 1; 2; 3; 4}
{0;1;2}c {1; 2; 3}
NcCi;0c N; {0} cC.

ZAD. 6
Zapisz z uzyciem symboli:

Zadanie domowe:

1. Oblicz:
NWD i NWW

a) 10 i15; b) 150i140; c) 1320; 1650 i 2410; d) 0i 138

2. Opisz wielokrotnosci liczb: 3; 10; 15.

3. Podziel zbior liczb naturalnych od 0 do 50 na klasy ze wzgledu na reszty z dzielenia:
a) przez3; b) przez 4; C) przez 5.
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Temat 2: Liczby catkowite i liczby wymierne.
Umiejetnosci konieczne:

- okreslenie liczby catkowitej

- okreslenie liczby wymiernej

- os liczbowa

- kolejnos¢ wykonywania dziatan
- zbiory i zapis symboliczny

Pojecia i fakty:

- rozpoznaje liczby catkowite i liczby wymierne wérdd podanych liczb
- podaje przyktady liczb catkowitych i wymiernych

- odczytuje z osi liczbowej wspotrzedng danego punktu i odwrotnie:

- zaznacza punkt o podanej wspotrzednej na osi liczbowej

- wykonuje dziatania na liczbach wymiernych

Ad. Podstawy programowej

Poznajemy definicje liczby catkowitej i wymiernej

Zaznacza na osi liczbowej dane liczby

Stosuje i zna kolejnos¢ wykonywania dziatan

Potrafi zapisa¢ wzorem ogélnym liczbe catkowitg i wymierna

i hwbNe

Dziatania na zbiorach i relacje miedzy zbiorami

Uczniowie przypominaja definicje i wtasnosci liczb catkowitych i wymiernych i zapisuja
relacje zachodzace miedzy tymi zbiorami.

Cc=C.uC

C.=N

C.={-1;-2;-3; -4; ...}

C=CUN={0}uC.={...;-2;-1;0;1; 2; ...}

%; m,nECin+0

ZAD.1 Oblicz sume zbiorow A i B, gdzie A = {1;2;3}; B = {2;4}

ZAD. 2 Ktore zdanie jest prawdziwe:
a) NcG; b) C c N; ¢)CUN=C; d)CUN=N

ZAD. 3 Uzasadnij, ze liczba przeciwng do (x - y) jest (y - x). pamietaj, ze nie ma jeszcze reguty
otwierania nawiaséw, czy ,,wyciggania znaku” przed nawias, ani mnozenia przez -1.

ZAD. 4 Podaj regute dodawania utamkow. Zapisz wzorem ogo6lnym.
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ZAD. 5 Skro¢ utamki.
) =2
125’

Praca domowa
ZAD. 1 Czy liczba 13,5798 jest wymierna?

ZAD. 2 Oblicz warto$¢ wyrazenia:

(4,561 +5439)%0,1  (445-22):03
(7,01 -5,01):05 (0,823 +0,177)*30

ZAD. 3 Rozt6z na czynniki:

a) a?+2ab+b?-9=
b) -4x6+9=

ZAD. 4 Oblicz 49907 stosujac wzory skréconego mnozenia
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2. Liczby niewymierne

Umiejetnosci konieczne:

- okreslenie liczby niewymiernej

- 0§ liczbowa i zaznaczanie liczby na niej jako punktu
- konstrukcja geometryczna liczby niewymiernej

- wzory skroconego mnozenia

- kolejnos¢ wykonywania dziatan

- zbiory i zapis symboliczny

Pojecia i fakty:

- rozpoznaje liczby niewymierne wsréd podanych liczb

- podaje przyktady liczb niewymiernych

- zaznacza punkt o podanej wspotrzednej na osi liczbowej
- wykonuje dziatania na liczbach niewymiernych

- zna wzory skroconego mnozenia

- konstrukcje geometryczng liczby niewymiernej

Ad. Podstawy programowej

Poznajemy definicje liczby niewymiernej
Zaznacza na osi liczbowej dane liczby

Stosuje i zna kolejnos¢ wykonywania dziatan
Dziatania na zbiorach i relacje miedzy zbiorami

ihwNe

Poznajemy konstrukcje geometryczng liczby niewymiernej

Temat 3: Liczby niewymierne

Uczniowie przypominaja definicje i wtasnosci liczb catkowitych i wymiernych, niewymiernych
i zapisuja relacje zachodzace miedzy tymi zbiorami.

Nauczyciel podaje definicje liczby niewymierne;j.

Jezelip jest liczba pierwsza, to \/Ejest liczba niewymierna. Ponadto liczby niewymierne maja
nieskonczone rozwiniecie dziesietne i nieokresowe.

ZAD. 1
Wykonaj konstrukcje geometrycznag liczby niewymiernej:

a) V2
b) V3

ZAD. 2
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Podaj prawa strone nastepujacych wzorowdlaaib €R

a) (a+b)=
b) (a-b)?=
c) (a+b)(a-b)=

ZAD. 3
Oblicz:

a) \/\/175*4:(§)_1+\/(W*\/F)3*§=

b) Znajdz taka liczbe niewymierna a i wymierna b, zeby iloraz a przez b byt rowny:

(3vV2 - V17)!
(V2 + 3)72
ZAD. 4

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych ai b:

a) (a+b+c)=a?+b?+c?2+2ab+2ac+2bc
b) a*+b*=(a-b)(a+b)(a?+b?

Zadanie domowe:

ZAD. 1
Wykaz, ze dla dwoch liczb rzeczywistych a i b prawdziwe sg zaleznosci:

a) (a+b)3=a%+ 3a’b + 3ab? + b3
b) (a—b)3=a%—3a%b + 3ab? — b3
c) (a-b)((a2+ab+ b?)=a%-b3
d) (a+b)((a2-ab+ b?)=a3+b3
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3. Rozwiniecie dziesietne liczb rzeczywistych
Umiejetnosci konieczne:

- postac dziesietna liczby rzeczywistej

- metoda zamiany utamkow zwyktych na dziesietne

- metoda przedstawiania utamkéw dziesietnych w postaci utamkéw zwyktych
- utamki okresowe

Pojecia i fakty:

- wskazuje liczby wymierne oraz niewymierne wsréd liczb podanych w postaci dziesietnej
- wyznacza rozwiniecie dziesietne utamkow zwyktych

- zamienia skonczone rozwiniecia dziesietne na utamki zwykte

- przedstawia utamki dziesietne okresowe w postaci utamkow zwyktych

- zamienia utamki okresowe na utamki zwykte

Ad. Podstawy programowej

1. Poznajemy definicje utamka okresowego

2. Stosujeizna metode zamiany utamka zwyktego na dziesietne i odwrotnie
3. Zamienia utamki okresowe na utamki zwykte
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Temat 4: Rozwiniecie dziesietne liczb rzeczywistych

Uczniowie przypominaja pojecia: utamek zwykty, utamek dziesietny, utamek okresowy.
Zapisuja po jednym dowolnym przyktadzie kazdego z utamkoéw: np. 1,25; %; 0,2(12)
Nauczyciel przypomina metode zamiany utamka zwyktego na dziesietny i odwrotnie oraz
podaje, jak rozpoznac bez liczenia, ktory utamek zwykty jest dziesietny (dzielenie licznika
przez mianownik jest skonczone) a ktére utamki sg okresowe (dzielenie licznika przez
mianownik jest nieskonczone).

ZAD. 1
Rozwin w utamki dziesietne liczby. Ktore utamki sa okresowe?

11 90 7 2 1 2
9’11’8’ 7" 14’17
ZAD. 2

Z poprzedniego przyktadu zamien wszystkie utamki, ktére sg okresowe na zwykte, stosujac
odpowiednie przeksztatcenia.

ZAD. 3
Czy liczby 0,999...=0,(9) i 1 réznig sie? Jesli tak, to o ile?

ZAD. 4
Podaj rozwiniecia dziesietne liczb postaci 27", ne N.

Zadanie domowe.

ZAD. 1
Zapisz 12,345999... = 12,345(9) w postaci utamka dziesietnego.

ZAD. 2
Czy rozwiniecie 0,999...=0,(9) moze powstac¢ w wyniku dzielenia liczb naturalnych?
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4. Pojecie pierwiastka z liczby nieujemnej
Umiejetnosci konieczne:

- definicja pierwiastka kwadratowego z liczby nieujemnej

- definicja pierwiastka trzeciego stopnia z liczby nieujemne;j

- definicja pierwiastka dowolnego stopnia z liczby nieujemnej
- dziatania na pierwiastkach

- dziatania na potegach

Pojecia i fakty:

- oblicza wartos¢ pierwiastka drugiego i trzeciego stopnia z liczby nieujemnej
- oblicza wartosc pierwiastka dowolnego stopnia z liczby nieujemnej
- wytacza czynnik przed znak pierwiastka
- wtacza czynnik pod znak pierwiastka
- wyznacza wartosci wyrazen arytmetycznych zawierajacych pierwiastki, stosujac prawa
dziatan na pierwiastkach

Ad. Podstawy programowej
1. Poznajemy definicje pierwiastkow réznych stopni
2. Stosujemy dziatania na pierwiastkach.
3. Zamienia pierwiastki na potege o wyktadniku wymiernym

Temat 5; 6: Pojecie pierwiastka z liczby nieujemnej

Nauczyciel podaje definicje i wtasnosci pierwiastka dowolnego stopnia z liczby nieujemne;j.
Jezeline N, \ {1}, a€ R, U {0}, to pierwiastek arytmetyczny stopnia n z liczby a nazywamy taka

liczbe b, dla ktorejb™ = a

WEASNOSCI:
1. Ya=b&b"=a,a=>0; b=>0
2. (Va)'=a

3. Yab=1%a+%b

nfa _ Va,

5. Y¥a="%a
6. (Va)"=%a"
a;be R, U {0}im;ne N,\({1}.
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ZAD. 1
Usun niewymiernosci z mianownika:

- &=

L=
7|
A

|

=
+
[

i
S

ZAD. 2
Oblicz: (nauczyciel wyjasnia przyktad, gdy liczba podpierwiastkowa jest dosc duza)

V7225 =

Rozwigzanie:

72|25=85
_64
82|5 165*5
825
0
Omowienie przyktadu:

Dzielimy liczbe podpierwiastkowa na klasy, zawierajace po dwie cyfry, zaczynajac od
przecinka dziesietnego w obie strony. Liczba tych klas (w skrajnych przyktadach mogq by¢
jednocyfrowe) rébwna sie liczbie cyfr szukanego pierwiastka.

Nastepnie znajdujemy w pamieci najwiekszg liczbe jednocyfrowa, ktorej kwadrat nie jest wiekszy
od liczby 72 (liczby, ktdrej cyfry stanowiq pierwszqg klase). Jest nig liczba 8.

Cyfra 8 jest pierwsza cyfrg w przedstawieniu dziesietnym obliczanego pierwiastka.

Kwadrat liczby 8, a wiec 64, piszemy pod liczbg 72, obliczamy réznice 72 - 64 = 8 i za cyfra 8
dopisujemy kolejne cyfry naszej klasy. Z otrzymanej w ten sposéb tzw.

Pierwszej reszty, 825 odcinamy pionowa kreska ostatnig cyfre z prawej strony,

i w tym samym wierszu, dalej na prawo, piszemy podwojong liczbe 8 (otrzymang wczesniej ilos¢
dziesigtek w obliczanym pierwiastku), czyli 16. Pozostatg po odcieciu ostatniej cyfry liczbe 82
dzielimy przez 16 i catkowita czes¢ ilorazu, czyli 5 dopisujemy z prawej strony do liczby 16.
Otrzymana w ten sposob liczbe 165 mnozymy przez dopisang w ten sposob liczbe tj. 5
otrzymamy iloczyn 825. Otrzymujemy w ten sposéb druga reszte 0. Cyfra 5 dopisana do
podwojonej cyfry dziesiatek, czyli 16 jest cyfra jednostek obliczanego pierwiastka.

Spr. 822=7225.

52



ZAD. 3 Wspolnie z nauczycielem, uczniowie rozwigzuja drugi, podobny przyktad.

a) 7]129=27
4

32|19 47*5
329

0

b) /4]66]56=216

255|6 4266
2556
0
Cwiczenia:
Usun niewymiernos¢ z mianownika:

1) ! =
24v5+ 2v2+ V10

2) Upros¢ wyrazenie:
n+2+vnz-4 n n+2—+vn2-4
n+2—+vn2—4 n+2+vnZ-4

a) Xx= (zastosuj odpowiednie podstawienie)

b) <a\/§+m+‘§/v—4abz>(m+ C\E_vm>:

c¢) Oblicz:
3z \° 6+5V2 1 271
(2\/5—2) - [2\/5—2 B 5(2 +v2) ]_

Praca domowa.

ZAD.1 Udowodnijtozsamosc:

2_ — 32—
) Va—Vb= [TEER, VAT

)< 243 2-v3 )2:
VZ+V2Z3 | VZ-V2-3
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5. Pierwiastek stopnia nieparzystego z liczby rzeczywistej
Umiejetnosci konieczne:
- definicja pierwiastka kwadratowego z liczby nieujemnej
- definicja pierwiastka trzeciego stopnia z liczby nieujemne;j
- definicja pierwiastka dowolnego stopnia z liczby nieujemnej
- dziatania na pierwiastkach
- dziatania na potegach
Pojecia i fakty:
- oblicza wartos¢ pierwiastka drugiego i trzeciego stopnia z liczby nieujemnej
- oblicza wartosc¢ pierwiastka dowolnego stopnia z liczby nieujemnej
- wytacza czynnik przed znak pierwiastka
- wtacza czynnik pod znak pierwiastka
- wyznacza wartosci wyrazen arytmetycznych zawierajacych pierwiastki, stosujac prawa
dziatan na pierwiastkach
Ad. Podstawy programowej
1. Poznajemy definicje pierwiastkow réznych stopni

2. Stosujemy dziatania na pierwiastkach.
3. Zamienia pierwiastki na potege o wyktadniku wymiernym

Temat 7: Pierwiastek stopnia nieparzystego z liczby rzeczywistej

Nauczyciel podaje definicje i wtasnosci pierwiastka stopnia nieparzystego z lczby rzeczywistej,
oraz jego wtasnosci.

1. Ya=b<b"=a,a; beR
Przyktad: /=8 = —2, poniewaz —23 = —8
Podobnie jest dla innych pierwiastkow z liczb nalezacych do R.

ZAD. 1
Oblicz:
3

s (Fo= ) -

b) 3/(-1):125 =

54



c) Y—625+%5=
d) 10% z wartosci wyrazenia:

133 1 6 1
JJ@‘?-J%W

5

7

Zadanie domowe:

ZAD. 1
Oblicz:

a) (63/40%— 8i/ﬁ> : 2315 =

b) (43V—-625— 3340 + /320) : V5=

c) Uzasadnij, ze:

1
/0,75 = 53\/8
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6. Pojecie potegi o wyktadniku catkowitym
Umiejetnosci konieczne:
- pojecie potegi o wyktadniku naturalnym
- pojecie potegi o wyktadniku catkowitym ujemnym
- dziatania na potegach

Pojecia i fakty:

- oblicza wartosc potegi o wyktadniku naturalnym, catkowitym
- stosuje wtasnosci o dziataniach na potegach do ich obliczania

Ad. Podstawy programowej
1. Poznajemy definicje:
- potegi o wyktadniku naturalnym

- potegi o wyktadniku catkowitym ujemnym

2. Dziatania na potegach:
- kolejnos¢ wykonywania dziatan
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Temat 8: Pojecie potegi o wyktadniku catkowitym

Uczniowie przypominaja definicje potegi i poznane w gimnazjum wtasnosci.
Nauczyciel podaje podstawowe wzory na potegi i dziatania na nich.

DEF. N - t3 potega liczby a nazywamy iloczyn n czynnikow, z ktorych kazdy wynosi a.
a" =axaxax..*xa

a) a " =ain;dlaa¢ 0
b) (an)m = gm
) am = ®an
ZAD.1
Oblicz:
) [ 5 (0] -
2 ’ -

428_64425.41

Q) —3 ==

1613 +3x425

d) Ktéra z liczb jest wieksza?
1024° czy 5'*7?
e) lle wynosi potowa liczby 20037
Zadanie domowe:
Uporzadkuj liczby

a) 27% 97;243%;81%;98;3® od najmniejszej do najwiekszej.

b) 643; 16*; 322;8%; 410; 225 od najwiekszej do najmniejszej.
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Temat 9: Notacja wyktadnicza

e Uczen zapisuje i odczytuje liczbe w notacji wyktadniczej;
e Uczen wykonuje dziatania na liczbach zapisanych w notacji wyktadniczej.

Wprowadzenie:
Nauczyciel zapoznaje uczniow z definicjg notacji wyktadniczej i uzasadnia potrzebe jej

wprowadzenia podajac przyktady wystepujacych w przyrodzie wielkosci bardzo duzych i
bardzo matych. Wykorzystuje strone internetowg o adresie: www.medianauka.pl

wybierajac tematy: Dtugosc i Masa.

Uczniowie z pomocga nauczyciela rozwigzuja proste przyktady:

12345 km ile to metrow?
0,058 gile to kilogramow?
4,3 mm ile to metréw?
5,12t ile to graméw?

Samodzielna praca uczniow:

a) Zapisz w notacji wyktadniczej liczby:

1015000=
0,0000567=
9700=
0,00042=

b) Zapiszw postaci dziesietnej:
3,26 -10%=
1,9-10°=
6,06-103=
5-10°=

Do kolejnych zadan nauczyciel wykorzystuje dane z Internetu

1) Oblicz stosunek masy Ziemi do masy Ksiezyca.

2) Obliczile sekund biegnie swiatto od Stonca do Ziemi?

3) Ziemia jest w przyblizeniu kula. Oblicz dtugo$¢ réwnika, pole powierzchni i
objetosc Ziemi.

4) lle czasteczek kurzu zréwnowazy mase stonia?
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Indywidualna praca uczniow

Wykonaj dziatania i wynik zapisz w notacji wyktadniczej:

(5,2 -10%) - (3,5-10%) =
(1,2-10%) - (2,5-107) =
(1,25-108) : (5-10%%) =
(2,3-107):(3,2-10%) =
2,7 108 +53 -10%=
4,4 -10° +6,5-10 2=
7,24 -10* -1.38 -103=
8,3 -10* -4,7 -10° =

Zadanie domowe:

Wykorzystaj informacje o jednostkach miar na stronie encyklopedia.pwn.pl

i rozszyfruj zapisy:

e 17 megaton

e 5gigawatow

e 28 mikrometrow
e 49 pikogramow

e 216 jottasekund
e 7femtoomoéw
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7. Sposoby przyblizania liczb
Umiejetnosci konieczne:
- algorytm zaokraglania
- metoda przyblizania liczby z nadmiarem
- metoda przyblizania liczby z niedomiarem
- btad przyblizenia
Pojecia i fakty:

- zaokragla liczbe z podang doktadnoscia do okreslonego miejsca

- oblicza btad przyblizenia danej liczby i okresla, czy jest to przyblizenie z nadmiarem, czy z
niedomiarem

Ad. Podstawy programowej

1. Poznajemy zasade zaokraglania liczb
2. Wie, jak zaokragli¢ liczbe z nadmiarem lub niedomiarem
3. Potrafi oszacowac btad przyblizenia
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Temat 10: Sposoby przyblizania liczb

Nauczyciel wyjasnia, ze liczby wymierne maja rozwiniecie dziesietne okresowe, zas niewymierne
maja nieokresowe i nieskonczone.

Wyjasnia, ze dwa odcinki sg niewspotmierne wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje odcinek,
mieszczacy sie w kazdym z nich doktadnie catkowitg liczbe razy.

Przyktad 1:
Boki kwadratu i jego przekatna.

Przyktad 2:

Utamek dziesietny, nieskonczony

0,10110111011110... przedstawia liczbe niewymiernga. Odpowiada ciag przyblizen dziesietnych z
niedomiarem

0,1 0,10 0,101 0,10110 10110, ...
oraz cigg przyblizen dziesietnych z nadmiarem
0,2 0,11 0,102 0,1012 0,10111,...

ZAD. 1
Dla liczb:

a) x=0,1032981...
b) z=0,6928146...

Podaj przyblizenia z nadmiarem i niedomiarem do 1; 2; 3; 4; 5 miejsc po przecinku.
Podaj btad przyblizen.

ZAD. 2
Oszacuj sume liczb x + z do czwartego miejsca po przecinku:

a) zniedomiarem
b) nadmiarem

ZAD. 3

Znajdz przyblizenia dziesietne liczb %; %; V2; /5do drugiego miejsca po przecinku:
a) znadmiarem
b) niedomiarem
c) oszacuj btad przyblizen
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Zadanie domowe.

ZAD. 1 Znajdz przyblizenia dziesietne liczb: ;; V4 do 6smego miejsca po przecinku.
a) znadmiarem
b) niedomiarem
c) oszacuj btad przyblizen
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8. Pojecie procentu

Umiejetnosci konieczne:

- pojecie procentu
- pojecie punktu procentowego

Pojecia i fakty:

- oblicza procent z danej liczby

- zna pojecia procentu i punktu procentowego

- oblicza, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

- oblicza liczbe, gdy dany jest jej procent

-zmniejsza i zwieksza liczbe o dany procent

- stosuje obliczenia procentowe w zadaniach praktycznych

Ad. Podstawy programowej

1. Poznajemy metode przedstawiania liczb za pomoca procentu i odwrotnie
2. Wie, co to jest punkt procentowy, potrafi go obliczy¢
3. Znadziatania na procentach
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Temat 11: Pojecie procentu

Nauczyciel przypomina pojecie procentu, .,zasade zamiany liczb na procenty i odwrotnie.
Wyjasnia pojecie punktu procentowego.
1% - to setna czes¢ tej liczby. Np. 1% liczby wynosi %.

ZAD. 1
Oblicz 15% wartosci wyrazenia:

3 (1 4 5 O,9> ( 1)
—_— % — — — ] —_ =
5 14 32 5
ZAD. 2

Oblicz wartos¢ wyrazenia

ook (1akode (2d):1)
14 : 2%+8%*1%

i znajdz liczbe, ktorej 25% stanowi jego wartos¢.

ZAD. 3
Cene materiatu podwyzszono 0 20% a nastepnie obnizono o0 20%. Czy otrzymano cene
pierwotna?

ZAD. 4
2
Klasa liczy 30 uczniow, liczba nieobecnych wynosi 65%. [lu uczniow byto nieobecnych na lekcji?

Jaki to % liczby wszystkich uczniow?

Nauczyciel opisuje pojecie punktu procentowego na podstawie przyktadu.

Przyktad:

Bank poinformowat, ze oprocentowanie kredytu wzrosto z 8% do 12%. Oznacza to, ze podniodst
stope procentowa o 4 punkty procentowe (zas nie 0 4%!).

Jezeli styszymy wiadomosc, ze bezrobocie wzrosto z 15% o 6 punktdéw procentowych oznacza to,
ze bezrobocie wynosi obecnie 21%.

Zadanie domowe.

Pan Jan miat kredyt w banku w wysokosci 4000zt. Wkrotce stopa procentowa wzrosta z 10% do

12%. O ile punktéw procentowych wzrosta stoa procentowa?
O ile procent wzrosto oprocentowanie kredytu pana Jana?
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Temat 12: Powtorzenie wiadomosci
Zadania na powtorke, to porcja 10 sztuk.

ZAD. 1
Rozt6z na czynniki, znajdz NWW = a i NWD(b) = c dla liczb: 108 i 270. Sprawdz czy znalezione liczby
spetniajg NWW(108; 270) * NWD(108; 270) =a* b

ZAD. 2

Dane s3 zbiory Ai B:

A={x:xE Nidx+ 6 > 2x-2}; B={x:xe Ci2x+3>x—1}
ZnajdzA\B;AUB;ANBorazB\A;BUA;BNA.

ZAD. 3
Oblicz, ile wynosi potowa liczby 2199,

ZAD. 4
Wykonaj dziatania:

(—4,5*)\/§+ (-62) Jg \ JE5E .<_ 16)
() (-)-2apvoms T )
ZAD. 5

. . . . -2 23 . . 2 5
Oblicz jakim procentem liczby a = (6 * 3_3’75) : flm jestliczbab = |3§ PoE (—=0,4)|
ZAD. 6

Usun niewymierno$¢ z mianownika YW RPN T
ZAD. 8
Rozwin u{amekgi zamien go na utamek zwykty znana metoda.

ZAD.9
Cene a towaru podwyzszono 012% a nastepnie obnizono 0 22%. O wynosi cena towaru?

ZAD. 10
Oblicz 24% wyrazenia

8*4%— (11%:9%+ (—2%): 1%)
14 : 2%+8%*1%
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SPRAWDZIAN (Liczby rzeczywiste)
IMiQ i NAZWISKO .ovvurereininiiiniiiiinieieieieiiiiiiieerercerenecenans klasal..ccooeeernrurnnnnnnnn.

ZAD.1 Na oddzielnych rysunkach zakreskuj nastepujace zbiory:

b b b
Y, Y, Y,

0|1
0]2
0|3
a) AUB; b)A\B; ¢ (AuB)Nn(A U B)
ZAD.2
Czy zbior NN (—o0; 3) N (2; +0 ) jest przedziatem:
0|1
a) (2;3) b) (2;3) ) (2;3) d) (2;3)
b)
ZAD.3

Jakim procentem liczby 34% z 40 jest liczba, ktérej 20% stanowi wyrazenie

B (&) - @) e @)

o]

OO0 |O
G|h|W|IN|F

66



ZAD.4
Usun niewymierno$¢ z mianownika w wyrazeniu i oszacuj (podaj w przyblizeniu) wartosé
wyrazenia z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

01

0|2

03

0|4

1 1
3+V11  V11-3
ZAD.5

Rozt6z na czynniki nastepujace wyrazenie:

a) a®— 2% =
b) z? — 5az + 6a?
c) Czyszescian liczby (a® — 3a?b + 3ab? — b3) =jest rowny:
(a—b)% b) (a—b)(@a+b)?; c)(a-b)(a-b)* c)(a+b)a-b)?

o
N
o
N
o
N

SUMA PUNKTOW | 0-7 |8-15|16-17 | 18-19 | 20

OCENA ndst | dp dst db | bdb
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Temat 14: Poprawa pracy klasowej
Rozwigzujemy zadania z pracy klasowej i podobne z tego dziatu
ZAD.1 Na oddzielnych rysunkach zakreskuj nastepujace zbiory:
a) b) c)

) ) )
G G G
»A bl »A

o
N

a) AUB; b)A\B; ¢ (AuB)N(A U Q)

ZAD.2
Czy zbior NN (—o0; 3) N (2; +0 ) jest przedziatem:

CIEY

) (2;3) b) (2;3) c) (2;3) d) (2; 3)

ZAD.3
Jakim procentem liczby 34% z 40 jest liczba, ktérej 20% stanowi wyrazenie

G - (\/%—J_l B [11%’ (Z) +3: @l

2027 ]

oO|O|O|O|O
lbhiwW|INIF
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ZAD.4
Usun niewymierno$¢ z mianownika w wyrazeniu i oszacuj (podaj w przyblizeniu) wartosé
wyrazenia z doktadnoscia do drugiego miejsca po przecinku.

01
02
03
04

1 1
3+V11  V11-3
ZAD.5

Rozt6z na czynniki nastepujace wyrazenie:

b) a® — 2% =
c) z?— 5az+ 6a?
d) Czyszescian liczby (a® — 3a?b + 3ab? — b3) =jest rowny:

(a—b)3 b) (a—b)(a+b)?; c)(@—-b)a—b)?* c)(a+b)(a—Db)?

69



ROZWIAZANIA

ZAD.1 Na oddzielnych rysunkach zakreskuj nastepujace zbiory:

)
B &

Czy zbior NN (—o0; 3) N (2; + ) jest przedziatem:

CIEY

a) (2;3) b) (2;3) ) (2;3) d) (2;3)
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ZAD.3 Jakim procentem liczby 34% z 40 jest liczba, ktorej 20% stanowi wyrazenie

@) [od @ V@ ]

o]

& (B) - [13 @+ @ B epopezis

1
1.1
1 16 " 16
2 1
A (L
4 " \\V2
56 3 1 3 2x3 1 7
B s B b D +§]_36—§_343
B 1 B 1 1 s
1
01
0|2
03
0|4
0|5
ZAD.4

Usun niewymierno$¢ z mianownika w wyrazeniu i oszacuj (podaj w przyblizeniu) wartosé
wyrazenia z doktadnosciag do drugiego miejsca po przecinku.

0[1
0]2
03
0|4
1 L S _<\/1 —3+3+\/H>_<2\/11>_2\/11
3+vV11  V11-3 3+V11 3-vVI1 \3+V11 *V11-3 11-9 2
— Vi1
ZAD.5

Rozt6z na czynniki nastepujace wyrazenie:

a) a8 - 2% =
b) z? — 5az + 6a?
c) Czyszescian liczby (a® — 3a®b + 3ab? — b3) =jest rowny:
(a—b)3 b) (@a—b)(a+b)?; c)(@a—b)(a—-b)* c)(a+b)(a—b)?
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AD. a)
a) a® = 2* = (@7 - (@ID(@H? + (2D = (a* = 2)(a* +2%) = (@) - 2)(@)? +
2Y) =

=@ -v2)(a®+ v2) = (a® + V2)(a+ V2) (a— V2)

AD. b)
b) z2 — 5az + 6a% = z? — 2az — 3az + 6a% = z(z — 2a) + 3z(z — 2a) = (z— 2a)(z + 3a)

AD. c)
c) Czy szescian liczby (a® — 3a?b + 3ab? — b3) =jest réwny:
a) (a—b)? b)(@a=b)@-b)?; c)(@a—b)(@a—b)* c)(a+b)(a—Dh)?

Pyt nr4c
Typ pytania Wybierz odpowiedz
Tre$¢ pytania Czy szescian liczby (a® — 3a?b + 3ab? — b3)
jest rowny?
a) (a—Db)3
b) (a—b)(a—b)?

Odpowiedzi (od a do d) ¢) (a—b)(a—b)?

)
c)(@a+b)(a—b)3
Multimedia do odpowiedzi:

Grafika Rozdzielczo$¢ 640x480
Roéwnanie matematyczne Wzory matematyczne
Audio

Wideo Rozdzielczo$¢ 800x600

Prawidtowa odpowiedz - uzasadnienie
a) (a—b)3 - prawidtowy wz6r na szescian

Odpowiedz zwrotna .
réznicy

Nieprawidtowa odpowiedz - b; c; d
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9. Zbiory i dziatania na nich
Umiejetnosci konieczne:

- sposoby opisywania zbioréw

- zbiory skonczone i nieskonczone

- pojecie zbioru pustego

- pojecie podzbioru

- relacja zawierania zbiorow

- zapis symboliczny zbioru

- nieréwnosci i ich graficzne przedstawienie
- dziatania na przedziatach

Pojecia i fakty:

- postuguje sie pojeciami: zbior, podzbior, zbior pusty, zbidr skonczony, zbior nieskonczony
- wymienia elementy danego zbioru oraz elementy do niego nienalezace

- opisuje stownie i symbolicznie dany zbior

- okresla relacje zawierania zbiorow

- rozrdznia zbiory

Ad. Podstawy programowej

1. Poznajemy metode graficznego przedstawiania liczb za pomoca przedziatow, grafow,
wzoru, wykresu.

2. Wie, jak graficznie przedstawic rozwigzanie nierébwnosci

3. Znadziatania na zbiorach i przedziatach
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Temat 1; 2; 3; 4: Pojecie zbiory i wtasnosci.
Nauczyciel podaje pojecie zbioru i jego wtasnosci
Zbior, to takie pojecie, ktorego nie definiujemy, poniewaz jest to pojecie pierwotne.

Konkretny zbior mozemy okresli¢ w dwojaki sposob:
a) wymieniajac wszystkie jego elementy, np. A = {1; 2; 3}
b) podajac wtasnosci, ktore posiadaja wszystkie jego elementy np. B={x:x € N;0 <x <9}

WELASNOSCI:
1. Dwa zbiory Ai B sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru A nalezy

do zbioru B i odwrotnie.

A=B & (dlakazdegoxmamyxe A & x € B)
2. Zbior A jest podzbiorem zbioru B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru A

nalezy do zbioru B.
Ac B e(dlakazdegoxmamyxe A = x€B)

3. Sumga zbiorow A i B nazywamy taki zbior A U B, ktérego elementami sg wszystkie
elementy, ktore naleza do zbioru Ai naleza do zbioru B:
xEAUB & (x€ Alubx € B)

4. lloczynem zbioréw A i B (wspdlna czescia) nazywamy taki zbior AN B, ktérego
elementami sg wszystkie te elementy, ktdre nalezg do zbioru Ai nalezg do zbioru B
XxE ANB& (xe Aix € B)
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5. RoOznicg zbiorow A i B nazywamy taki zbiér A\ B, ktorego elementami sa te
elementy, ktore naleza do zbioru Ai nie nalezg do zbioru B

x€ A\B& (x€Aix ¢B)

6. Zbidr @ (pusty) nie zawiera zadnego elementu. Zbiér pusty nalezy do kazdego
zbioru.

7. Zbioryroztaczne
8.

XEAixx & Borazxe Bixx €A
lloczyn tych zbioréw jest zbiér pusty @
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Przyktady do samodzielnego rozwigzania:

ZAD. 1
Na osi liczbowej wyznacz konstrukcyjnie punkty odpowiadajace liczbom

%5-0,(3); 1(4); V3; V3 + 1;V5;

ZAD. 2
Wyznacz zbiory: NUC=;RNW=R\W=;NNC=;

ZAD. 3
Dane sa zbiory:

a) A=(2;5)iB=(—4; 5).
) A=(—3:4)iB=(— ;-1)

(=)}

) A=(-3; —1)iB=(4;8)
) A= (—o0;4)iB=(-1;+)
) WyznaczA U B; An B; A\ B; B\A. Podajilustracje na osi liczbowe;j.

o 0

e

ZAD. 4
Opisz nastepujace zbiory na osi liczbowe;j.

a) {xxx <1ix =0}
b) {xix <1lix >2}
o {xxx <1lix < 0}
d {xxx <1ix =20}

ZAD. 5
Zaznacz na osi przedziaty:

a) (0;2)(1;4)

b) (— o0;1) N(0;2)

c) (—o0;1)U (0;2)

d) (=5;+00)n (0; )

e) (- \/_ 3; +00) N (—00;/5)

f) (=5;1)N(=0co0;1)
ZAD. 6

Zaznacz na osi liczbowej przedziaty, a nastepnie wyniki dziatan w kolejnosci ich wykonywania.
a) [(=1;3)U (0; +0)] N (=5:1)

b) [(=2;3)Nn(2;5)] U (2;4)
) [(—o0;=3) U (0; +0)] N (=7:1)
d) [{(=4;13) n(2Z;5)] U (5;6)
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ZAD. 7

Oblicz:

NNC=; NNR=; CNNW=; NWNW =, NN @ =; WU NW =;
NWUR=; CUN =; R\W=; C\NW=, R.UR-=; CUQ =;
ZAD. 8

Nastepujace zbiory przedstaw na osi liczbowe;j:

{x:x€E Ri-3<x<2}; {x:xERi-1<x<0}; (3; + ) N (—x;6);
(—0; —=2) \ (—1; +0); (3; + ) U (4; +o); (—00; 0) N(—=5; + )

Zadanie domowe.
Na osi liczbowej zaznacz nastepujace zbiory:

a
b
c)
d)

A={x:xeNi2<x<8}
B={x:x€Ri2<x<8}
C={x:x€Rix2>2}
D={x:x€Rix <2}

)
)
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Temat 5;6 7: Rownania i nieré6wnosci; wzory skroconego mnozenie z
zastosowaniem zbioréw

Nauczyciel podaje tres¢ zadan do rozwigzania z zastosowaniem poznanych metod.

ZAD. 1

Rozwiaz podane rownania i nieréwnosci. Dla nierdwnosci podaj odpowiedz graficzna.
X—2 2x-7
a)

x+2 2x—1

p) XL _ X -

0,6—3X 0,9-2x
6 5
) 3,5—’6+12 >1,5—1

—-X
18

4x—7 2x+1

g8 — >3
h) (x—2)2+1< + (x—1D(x+1)

i) (x+1)(x— ;) (2+2)2 > 2x 4+ 4

-) x+1 x

J x+1

k) x >| 12+ 2 +2 - (V6)*

) (x+1)?-5(x-2) >(x+\/_) (x—\/_)
m) Znajdz najmniejsza liczbe catkowita spetniajaca nieréwnos¢.
1-1000x < 1,999* 10°

I’l) x—V2 4
1,5 V3
(x+1)2 _ (x+2)2 _9x < 4— (1-x)(1+x)
2 3 6

p) (x—3)? SZ(X+\/§)(X—\/§)— é(_BX‘F 18) — x2

ZAD. 2 Usun niewymiernosci z mianownika.

N
>

|H§|°|“>,<
S

|
N

SiE

1
1+V2+/3
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10. Wartosc bezwzgledna
Umiejetnosci konieczne:

- wykonywanie dziatan w pamieci
- stosowanie kolejnosci wykonywania dziatan
- zbiory liczbowe

Pojecia i fakty:

- wartos¢ bezwzgledna liczby

- obliczanie wartosci wyrazen arytmetycznych z wartoscig bezwzgledna
- rozwigzywanie réwnan i nierbwnosci z wartoscig bezwzgledna

- stosowanie wtasnosci wartosci bezwzglednej

Ad. Podstawy programowej

Poznajemy definicje wartosci bezwzglednej
Stosujemy definicje do obliczania wartosci wyrazen
Poznajemy wtasnosci wartosci bezwzglednej

Stosujemy wtasnosci do uproszczania wyrazen
Poznajemy geometryczng interpretacje wartosci bezwzglednej
Rozwigzujemy réwnania i nierownosci w oparciu o interpretacje geometryczng i wtasnosci

ow A wN R

wartosci bezwzglednej
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Temat 8: Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej.
1. Nauczyciel podaje definicje

x| = {xdlaxZO
—xdlax<0

2. Uczniowie wspdlnie rozwigzuja przyktady obliczania wartosci bezwzglednej na
podstawie definicji

ZAD. 1 ZAD. 2
53] = 17| =
2
|—13,84| = |— 7| =
0] = |- 138| =
|1 -v2|= |138| =
|4v2 — 5| = |—0,8]| =
|m—3|= 10,8| =
[V5 - 5| =
|0, 66 — §| = Czy dostrzegasz jakas$ prawidtowos$¢?
|al =|-al

3. Nauczyciel prezentuje film

ZAD.3 Zapisz bez uzycia znaku wartosci bezwzglednej
x—5dlax>5
|x— 5] =
—x+5dlax <5

Praca samodzielna

|x+ 3| ={
|5 — 2x| ={

4, Nauczyciel wprowadza pojecia:

Wartosci bezwzglednej jako odlegtosci liczby rzeczywistej od liczby 0 na osi
Uczniowie zaznaczaja na osi liczby, ktérych wartosci bezwzgledne spetnig warunek:
x| =4i |x]|=1

ZAD. 4
Oblicz odlegtos¢ na osi liczbowej miedzy liczbami:

-4i-z,8;7i-2,5;-3§i5,5;\/§—1i V3 +5
x| =kik€ Ry x=klubx=-k
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ZAD.5

x| =3
x| =v2
x| =0
x| = =5

Whniosek; |x| = 0

Zad. 6
Sprébujmy znalez¢ wszystkie liczby, ktorych odlegtosc od 0 jest wieksza od 2.
|x| > 2, moga to by¢ liczby: 5; -17; 204

| 0 |

-2 2
XE (—00; =2) U (2; +0)
Rozwiaz nieréwnosci:
|x|] <8
|x| > 4
1

>1-
x| =15

Zadanie domowe:

ZAD. 1

Oblicz:

|53 —7V11| =

22

|T_ 1| =

|-7 = V3| +|5-2V3]| =

11-(-8)-|-3-4|=
2|3 — V7| -3|2v7 5| =

ZAD. 2
Rozwiaz rownania:

Xl =1-V2
V3

|x| =5

ZAD. 3

Rozwigz nieréwnos¢:

x| <32
3

x| > 2v2
x| < =2
x| =0
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Temat 9; 10: Cwiczenia z warto$cig bezwzgledna.
Uczniowie stosuja poznane wiadomosci.

ZAD.1
Wyznacz zbiory.
A={xeC: |x| < 3+/5}
B={xeN: |x|] < 7}
C={xeR: |x| > 1%}
ZAD. 2
Zapisz bez uzycia symbol wartosci bezwzgledne;.
a) la—2|— |la—5]|;a€ (—x;0)
b) la—1|+ |la+ 2|;a€ (3; )
c) |6—al+ |3+al;a€e(-3;6)

ZAD.3
Wiadomo,zek > 0il < 0.
Tam gdzie jest to mozliwe zapisz wyrazenie bez uzycia wartosci bezwzglednej.

k
K| = —1|= k=11 =
-1 = il = 1-Kl =
k2| = 1) =
ZAD. 4

Oblicz, dla jakich x prawdziwe jest rownanie.

|x — 8] =x-8
|2x—\/§| =2 - 2x
N+x|=—x-1

Nauczyciel zapoznaje uczniow z twierdzeniem.

»Pierwiastek kwadratowy z liczby a jest rowny wartosci bezwzglednej tej liczby.”

Va? = |a|

Przyktad.
V52=|5| =5 J(=5)2=|(=5)| =5
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ZAD. 5
Rozwiaz. Uzupetnij z ,worka”

/(2—\/3)2: j(3,/(\/§—5)2=
/(\/E— 1)2= /(2\/5— 10)2 =

2—+5 —1-+2
3V3-5 5-3V3
V5 -2

V2-1 2v/5 — 10
10 + 245

Zadanie domowe:

ZAD.1
Wyznacz zbiér:

A={xeC: |x| >3 |x| < 3}

B={x€R: /(x— 4)? < 2}

ZAD. 2
Wstaw w miejsce liczb a | b liczby rzeczywiste tak, aby warunek

a) |x—al =b spetniatyliczby 3i 10
b) |x—al < b spetniaty liczby rzeczywiste x z przedziatu (—m +2; 7 + 4)

ZAD. 3
Zapisz bez uzycia symbolu wartosci bezwzglednej

a) [3v2— 5|+ 1372 -272| — |n— V11|
b) |2x—10| — |x+2| jeslix € (-2;5)
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Temat 11: Wtasnosci wartosci bezwzglednej

Nauczyciel przypomina wtasnosci juz poznane
L |al = |-a
2. |a|=0

(wynikaja z pracy domowej)
Zadania dla uczniow

ZAD. 1
Oblicz:

|-7%3| = |-7] % 13| = |-12 % (—=2)| =
|—12] % |-2| = (meLIpH |—12—6 -

|—18 _
_6 -
Co zauwazytes? Uczniowie ustalaja wniosek:

a

b

_ Bl

axb|l= |al *|b|i =
jabl = a] « [b] 5

ZAD. 2

Nauczyciel daje do rozwigzania kolejny problem. Podaje przyktady liczb ki [ takich, ze:
[k +1] = |k| + [1].

Uczniowie szukaja liczb ki |

np.[3+ (=8)| = [-5] =5
13] + |-8| =3 +8 =13
5<13

ZAD. 3

Kolejny problem:

Dlajakichkil, |k +1] = |k| + [1].
|-3-5)]=|-8/=8i |-3|+|-5|]=8

Whiosek:

kilsatych samych znakow
Zanotowac kolejng wtasnosc.
k+1 < [k|+ 1
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Przyktady zastosowan poznanych wtasnosci:

13(x = 5)| = |3] * |[x + 5]=12

3% |x + 5|=12/:3

|x+5|=4 lub x-5=-4
X=9 lub x=1

Przyktady do samodzielnego rozwigzania.

a) |7x[=14
b) |6 —2x|=15

elx+ 5| > 10

g) ’xz —3x+

RN

Praca domowa:

1. 23 —-4|2+x| = 3V3
2. J(x+ 4)?2=2
54— |x—4|>0

Sl w
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Vx2 —10x+25 <1
Ix+5/ <1

x-5<1 i x-5= -1
Xx<6 i x=4

.

4
X € (4; 6)

—2X

C) T =2l-|X|

dvx?2— 6x+9 =5

‘—X+§|>3,5

N7 +2

3.11—x|— 3v2=4
4. /(x2 —14x +49=1

6./(36—12x +x2< 6
7.1—|x+5|=>1




Tematl2; 13; 14; 15: Rownania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna
Nauczyciel podaje zadania do rozwigzania.

ZAD. 1
Rozwiaz rownania

13x +2| =4

5x-2|3 —4x| = 3

) 11—x|= |1+ 2x— x?|

d) [3-|2-11-x|||=4

e) |x|—13x—-2|=x—4

f) V3x+2-vVx=+2

g lx+1)?—- x-2)x+2)=6

h) Vx2—6|x|+ 9— yx2—4|x|+ 4=0
i) |x|+3x—4=0

i o|Ixl—4]=-x|

a

)
b)

0

ZAD. 2
Rozwiaz nieréwnosci

a) |2x| <|x?—-4x|-1
b) |2x—8| <1

A 1lxl—1]>1

d [3x+6|+x<6
e) [Ix]—4]|<[-x]|
fy [10-5x]|=>2

g |x*— 4x|+|x|=>1
h) |[2x—1|<1

i) ||||x|—1|—1|—1|21
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Sprawdzian ,Wartos¢ bezwzgledna”

IMi€ i NAZWISKO . vvviiiii i e et eecireee e eeeeeeee e KlASA
1
01 1.Dlaa =~ wyrazenie |1 — 2al jest rowne?
A. 1-2a B. -1-2a C.1+2a D. -1+2a
0l1 2.Podaj przyktady liczb spetniajacych warunek
011 la]=a b=—|b| c=|—cl |d|=|d| -
0]1 . o L. . .
0l 3. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci |x + 2| < 5 jest przedziat:
A. (—=3;7) B. (—7;3) C.(0;3)
D. (—=3;3)
n 4. Zbiér liczb na osi liczbowej, ktorych odlegtosc od liczby 2 jest réwna 6 mozna
opisac rbwnaniem:
Alx—2]=6 B.|x+ 2|=6 C.lx—6]=2 D.|x+ 6]|=2

0[1]2]3] 5 Wykazze \/(1 —2v/3)2- \/(2\/§ — 3)? jest liczbg wymierna.

[los¢ punktow | 0-4 |5|6-7|8-9 | 10
ocena 1 |2] 3 4 5
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Sprawdzian ,Wartos¢ bezwzgledna”

IMi€ i NAZWISKO ..uvviiniii it eie e e ee e eeeeeeee e KlASA
1
01 1.Dlaa =~ wyrazenie |1 — 2al jest rowne?
A. 1-2a B. -1-2a C.1+2a D. -1+2a
0l1 2.Podaj przyktady liczb spetniajacych warunek
011 la]=a b=—|b| c=|—cl |d|=|d| -
0]1 . e L. . .
E 3. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci |x + 2| < 5 jest przedziat:
A. (=3;7) B. (—7;3) C.(0; 3)
D. (-=3;3)
n 4. Zbior liczb na osi liczbowej, ktorych odlegtosc od liczby 2 jest rbwna 6 mozna
opisa¢ rbwnaniem:
Alx—2|=6 B.|x+ 2|=6 C.lx—6]=2 D.|x+ 6]|=2

0[1]2]3] 5 Wykazze \/(1 —2v/3)2- \/(2\/§ — 3)? jest liczbg wymierna.

llos¢ punktow | 0-4 |5|6-7 |8-9 |10
ocena 1 2] 3 4 5
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11. BLAD BEZWZGLEDNY | BLAD WZGLEDNY

Umiejetnosci konieczne:
e pojecie btedu wzglednego i bezwzglednego
e sposoby ich opisywania
e przyblizenia

Pojecia i fakty:

e rozrdznia pojecia: btad bezwzgledny, btad wzgledny przyblizenia oraz potrafi je
oblicza¢

Ad. Podstawy programowej

1. Poznajemy metode obliczania btedu bezwzglednego i btedu wzglednego
2. Zna metode obliczania obliczania przyblizen
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Temat 16: Btad bezwzgledny i btad wzgledny
Nauczyciel wyjasnia pojecie btedu wzglednego oraz bezwzglednego na przyktadzie
PRZYKLAD:

Ogdlnie, btqd okreslamy jako rozbieznos¢ miedzy wynikiem pomiaru (czy obliczen) a
rzeczywistosciq:

Rozrézniamy:
e btad wzgledny przyjmuje sie niekiedy jako stosunek btedu bezwzglednego do
bezwzglednej wartosci przyblizenia
e btad bezwzgledny rozumiemy jako roznica wartosci bezwzglednej doktadnej i
otrzymanej

ZAD 1.. Zmierzono dtugos¢ preta, o ktérej wiadomo, ze wynosi 125cm, i uzyskano 124cm.

Btad bezwzgledny wynosi [125 — 124| = 1cm zas Wzgledny%5 =0,008

Liczby przyblizone pojawiaja sie jako otrzymane z pomiaru miary pewnych wielkosci oraz
wielkosci obarczonych btedem. Zastepujac liczbe doktadna a przez jej przyblizenie a; popetniamy
- btad bezwzgledny, czyli A = |a -a |

- btad wzgledny, czyli k= 2

a
Jezelia > a; to a; jest przyblizeniem z niedomiarem, zas gdy a < a,, to a;jest przyblizeniem z
nadmiarem liczby a.
Zadania do samodzielnego rozwigzania:
ZAD. 2 Zamien ? na utamek dziesietny. Mamy 1,444...

Utamek mozemy przedstawic jako: % ~ 1,44. W tym miejscu popetniamy btad bezwzgledny:

A=la-af;a= ? — 1,44 = ﬁoraz btad wzgledny wynosi;l5 11,44 = ﬁ

ZAD. 3 Oblicz przyblizenia:
3

a)

b)

N|lw |

ZDDANIE DOMOWE:

ZAD. 1 Oblicz przyblizenia:
3
a)

b)

. Slw e
wlc\ b—\l

c)
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Temat 17; 18: Powtdrzenie wiadomosci i praca klasowa

Teoretyczne przypomnienie wiadomosci o NWW i NWD oraz metoda znajdowania powyzszych
wtasnosci.

Zadania do samodzielnego rozwiazania:

ZAD. 1 Rozwigz rownania i nierownosci. Rozwigzanie nieréwnosci przedstaw graficznie i
algebraicznie.
1-2(x—1
12D g
xX—1

x+1)
>
x(x—1) — 0
X 1 X
3375

d |x+1| =1
e) |2x—1| = |x— 3|
f) 4x—5

a)

b)

g) 2X+—=10+—
h) -—

X 2(x+1) -

. . .. 3 1
i) zamien na utamek dziesietny: ]
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Praca klasowa nr 3

ZBIORY | DZIALANIA NA ZBIORACH

IMiQ i NAZWISKO vcuivririiinirininciriniacacerssiscaceceressacesssacaceccssscns klasa ...cccoeevinnnnnne.
AE 1 12 1,31, 1
Zad. 1 Jaka to liczba, jezeli 26% tej liczby to: g—4—<>—223
01 —+(85—6.-):08-1,5:2,25
0|1
0l1 Zad. 2 Zaznacz zbiory na osi liczbowe;j:
ol (24 U(=12)U(46)=
0|1
0]1 Zad. 3 Rozwigz rownanie: a) (x + 1)% — 5(x-2) = (x — V13)*(x + v13); 3pkt
0|1 b) (x+1)2 _ (x+2)2 ox =4 — (1-x)(1+x), 3pkt
0l1 2 3 B 6 P
0|1
0|1
0|1
0|1 Zad. 4 Rozstrzygnij, ktora z rownosc¢ jest prawdziwa:
01 a) R\ {0} =(0; +0)(0; —0)
0]1 b) C. U {0} = (0;+0c0)
0|1 ¢) RN Re=(—00;0)
d)RUR_=(—00; +x)
Pyt nr4
Typ pytania Prawda/Fatsz
Tres¢ pytania Rozstrzygnij, ktora rownosc jest
prawdziwa:
Prawda
Od iedzi (od Ado d
powiedzi (o o d) Fatez
Multimedia do odpowiedzi:
Grafika Multimedia do odpowiedzi:
Rownanie matematyczne Roéwnanie matematyczne- (zbiory)
Audio
Wideo
Prawidtowa odpowiedz - a; d (dziatania na
.y zbiorach)
Odpowiedz zwrotna Nieprawidtowa odpowiedz - b; c; (nie
domykamy nieskonczonosci)

[los¢ punktow | 1-7 [ 8-9 [ 10-13 | 14-15 | 16
Ocena 1 2 3 4 5
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Temat 19: Poprawa pracy klasowej
ROZWIAZANIA

91 9 1*1+1
6 14 30 3 63

ZAD. 1 Jaka to liczba, jezeli 26% tej liczby to: 15 y—
so+(8:5-65.):0,8-1,5:2,25

96
ol 49 1,.1 .1 37 23 1 10, 1 95 1,1
6 14 30 "3 63 _ 6 14 30 3 63 _ __ 21 9 63 -
19 z 7 = 19 (124 _151\4 39 ~ 19 (124 151\ 5 3 4
%+(8E_6ﬁ)'0’8_1’5'2’25 96'(15 24)'5 2'4 96 (15 24)*4 279
31 31 31
= 7 -z _3_,3 .. 3_26 31_403
= - 7 —2- 52 po— = 2 o= 2
v,Ps5 2 19,79 2 2 14 14’ 14 100 14 700
96 40 4 3 96 32 3

ZAD. 2 Zad. 2 Zaznacz zbiory na osi liczbowe;j:
(2;49)uU(—-1;2)U(4;6) = (—1;6)\ {4}

=] |

-1 0 2 4 6

ZAD. 3 Rozwigz rownanie: a) (x + 1)? — 5(x-2) = (x — V13)*(x + V13); 3pkt
2 2 —
b) (x+1) . (x+32) _ow =4 — (1 x)6(1+x); 3pkt

2
(x +1)%2 = 5(x-2)=(x —=V13)*(x+V13); x> + 2x+ 1 — 5x+ 10 =x? — 13

AD.a)
x2 —x%+2x—5x= —13 —11; -3x=-24/:(-3);x=8;
(x+1)2 (x+2)2  ox =4 (1—x)(1+x); x2+§x+1 _ x24+2x+1  ox =4 1—6x2;

AD.b) — - -
2 2 2
X+§X+1 X+§X+1_2X=4_16X/*6;

3x2 +6x+3—2x%—4x—2—-12x=24—1 —x?; —10x=—22; x=2,2;

ZAD. 4 ODP. jw
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12. Funkcja Liniowa

Umiejetnosci konieczne:
e pojecie funkcji liniowej
e sposoby jej opisywania
e okreslenie miejsca zerowego
e definicja funkgcji liniowej oraz jej wykres
e wtasnosci funkgcji liniowej

Pojecia i fakty:

e stosuje pojecia: funkcja, argument, dziedzina, warto$¢ funkcji, wykres funkcji, miejsce
zerowe funkcji

e rozpoznaje wsrod danych przyporzadkowan te, ktére opisuja funkcje

e podaje przyktady funkcji

e potrafi opisac funkcje réznymi sposobami

e zna wtasnosci funkgji

e zna metode obliczania wspotczynnika kierunkowego prostej

e zna warunek prostopadtosci i rownolegtosci dwéch prostych

e potrafi rozwigzywac uktady rownan i nieréwnosci liniowych oraz ich interpretacje
geometryczng

e potrafi analizowac i uktadac¢ réwnania i nieréwnosci do zadan tekstowych

Ad. Podstawy programowej

Poznajemy wtasnosci funkcji liniowych, tworzenie wykresow
Zna metode obliczania wzoru funkcji
Potrafi znalez¢ proste réwnolegte i prostopadte

e

Interpretuje geometryczne rozwigzanie uktadéw rownan i nieréwnosci
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Temat 1; 2; 3: Sposoby opisu funkcji liniowych i ich wykresy
Nauczyciel podaje definicje ogblna funkcji i jej sposoby przedstawienia:

Def. Funkcja nazywamy przyporzadkowanie, wedtug ktorego kazdemu elementowi x ze zbioru X
przyporzadkowany jest doktadnie jeden elementy ze zbioru Y. Zbior X nazywamy zbiorem
argumentow lub dziedzing funkcji zas zbior Y zbiorem wartosci lub przeciwdziedzina.

Funkcje mozemy przedstawi¢ w postaci : wzoru literowego; grafu; tabelki; zapisu stownego;
wykresu.

WEASNOSCI: (funkgji liniowej typu: Ax + By + C=0)
e wykresem jest linia prosta
e miejscem zerowym jest taka warto$¢ argumentu, dla ktérej wartosc funkcji wynosi zero.

e funkcja Ax + By + C =0 moze by¢ przedstawiona w postaci: y = mx + k, gdzie m = B jestto

C
wspotczynnik kierunkowy; wyraz wolny k = - Ejest miejscem przeciecia wykresu funkcji z
osig OY.
k
® miejsce zerowe funkcji wyrazamy wzorem x, = - o

e wykres funkcji y = mx, m # 0 zawsze przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych

e wykres funkcjiy = mx+k; ki m # 0 nigdy nie przechodzi przez poczatek uktadu
wspotrzednych

e funkcjastatay=a,a# 0 jest rownolegta do osi OX

® rownanie postaci x = ¢, c€ R jest prosta rownolegta do osi OY

o jezeliwspétczynnik A=0 wodwczas otrzymujemy funkcje statg typuy=a,a# 0ia€ R;

e gdya=0wykresem jest 0$ OX.

e pek prostych, toto zbior linii prostych na ptaszczyznie przechodzacych przez jeden punkt
lub sg réwnolegte.

e funkcja jestrosnaca, gdy wspdtczynnik przy zmiennej x jest wiekszy od zeza

e funkcja malejaca, gdy wspétczynnik przy zmiennej x jest mniejszy od zeza

PRZYKEADY FUNKCJI LINIOWYCH

ZAD. 1 Podaj przyktady funkcji kazdego rodzaju: y = a; y = mx; y = mx + k i sporzadz ich wykresy.
ZAD. 2 Sporzadz wykresy podanych funkcji, znajdz miejsca przeciecia z osiami.

2
y =-5x + 1, y=-3 y = 2x; 3y+2x+3=0; 3(3x+2)+ (5x-4)=0

ZAD. 3 Ktore z wyzej podanych funkcji sa rosnace, a ktére malejace? Podaj przedziaty, w ktérych
funkcja rosnie a w ktérych maleje.
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ZAD. 4 Znajdz miejsca przeciecia wykresu funkcji z osiami oraz podaj wzor tej funkcji, sporzadz
wykres kazdej z podanych funkcji, gdy dane sa:
a) y=2x+b,b# 0orazx,=-3

) 2x+4y+6=0

) y=mx+4;przechodzi przez punkt P(1; - 6)

) 3x+§y—b; b# 0ixy=-1

) 2x=-3

O T

o

e

Zadanie domowe:

a) Napisz wzér funkcjiy = ax + 2 przechodzacej przez punkt P(-4; %)

b) Napisz wzér funkcjiy = 3x + b przechodzacej przez punkt P(-g; %)
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Temat 4; 5; 6: Rownanie prostej na ptaszczyznie oraz wspotczynnik kierunkowy

Przypomnienie wtasnosci funkcji liniowej oraz przyktadow.
Nauczyciel podaje wtasnosci wspétczynnika kierunkowego dla funkgji f(x) = ax + b. Jest to prosta

nachylona do osi OX pod takim katem «, dla ktérego a =tg a. Jezeli a # 0, to funkcja f ma

. - b
doktadnie jedno miejsce zerowe x, = - >

o

0]

Nauczyciel podaje warunek rownolegtosci dwoch prostych oraz prostopadtosci.

Dwie proste k:y=ax+b,a,b# 0 il:y=a; x+b;;a;;b; # 0saréwnolegte wtedy gdya=a; .

ZAD. 1 W jednym uktadzie wspotrzednych sporzadz wykresy i podaj wzory funkgji, ktérych
wykresy sg rownolegte do danych. Zaznacz miejsca przeciecia wykresow z osiami uktadu.

a) y=-x
b) 2y-4x=5
c) y=-7
d) x=4

Nauczyciel podaje warunek prostopadtosci funkcji liniowych.
Dwie funkcje liniowey=ax+biy=cx+d, gdzie a, c # 0 sg prostopadte jezelia*c=-1
ZAD. 2 Znajdz funkcje liniowg prostopadta do funkcji 3y + 2x + 3 =0 i przechodzaca przez punkt
P(0; 2).
ZAD. 3 Znajdz prosta prostopadtag do prostejy =3x + 2 i przechodzacg przez punk P(4; - 5)
ZAD. 4 Napisz réwnanie prostej rownolegtej do osi OX i przechodzacej przez punkty o
wspotrzednych, oraz prostopadtych do tej osi:
a) (-3;6); b) (00 )55 V2); d) (- 3;0)
ZADANIE DOMOWE:
ZAD.1 Znajdz réwnania prostych prostopadtych i rownolegtych do prostejy=2x + 11
przechodzacych przez punkty: a) (0; 0); b) (1;-2); c) (v3;2V3+1)
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Temat 7; 8; 9: Uktady rownan liniowych i metody ich rozwigzywania

Bazujemy na wiedzy posiadanej z gimnazjum.

Uczniowie wymieniajg metody rozwigzywania uktadéw réwnan. Nauczyciel podaje przyktady do
rozwigzania samodzielnego.

ZAD. 1 Rozwigz uktad metodg podstawiania i okresl jaki to uktad.

_ I X—y+z=2
DT, TR ofsih
y= y= —x+2y+z=4
ZAD. 2 Rozwigz uktad metodg przeciwnych wspodtczynnikow i okresl jaki to uktad.
) (’;B’f; b){—17x+289y=102 { —3x+V2y = —4
y4+z=2 11x— 17y = 104 2X—\/Ey=4—2\/§
ZAD. 3 Rozwiaz uktad metoda graficzna i okresl jaki to uktad.
(y=x+2 {y=x+2 ax—y=a
2) y=x-1 b) 2y=2x+4 C){2X+ay=2

ZADANIE DOMOWE
Rozwiagz uktad trzema znanymi ci metodami:
2x + 5y — 2z = 55
3x—2z+4z =55
X+ y+3z=055
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Temat 10; 11: Uktady nierownosci liniowych i metody ich rozwigzywania

Nauczyciel przedstawia i wyjasnia na czym polega rozwigzanie uktadu nieréwnosci liniowych na
przyktadzie
Przyktad: Rozwigz uktad nieréwnosci liniowych

{x+7>—2x+1 { X+2x> -7+1 { 3x> —6 {X>—2
4 —2x < 2(4x — 25) —2x—8x<—4-50 —-10x < — 54 x> 54
NN
-2 5,4 Zbiorem rozwigzan jest przedziat, gdzie x€ (5,4; +0)
ZAD. 1 Rozwiaz uktad nieréwnosci:
) {(X+1)2+(X+2)222x2 b){5x+3<3x+2 C{ SHI>1
(x— 1%+ (x—2)% > 2x? 4—-3x>6-2x 4x—2(x+1) < 3

ZAD. 2 Zaznacz przedziaty rozwigzan dla nieréwnosci dwéch zmiennych
Przyktad rozwigzany wspolnie z nauczycielem
{Zx—y >4 {y >—-2x+4 {y >4 — 2x
=3 =3
Xx-y >4 -y >—x+4 y< x-4
Sporzadzamy wykres funkcjiy =—2x+4 orazy=x -4

y:n

Wspétrzedne punktow lezacych powyzej prostejy = -2x + 4 spetniajg nierownos¢ y > -2x + 4, zas
wspotrzedne punktow lezacych ponizej prostejy = x - 4, spetniajg nieréwnos¢ y < x - 4. Zbiér
punktow obszaru bedacego czescig wspolna tych dwoch ptaszczyzn, jest zbiorem rozwigzan
uktadu nieréwnosci.

ZAD. 1 Przedstaw graficznie zbi6r rozwigzan uktadu;

x+y <2
x+y >3 b)) x—y <3 3x+y >7
U -y <4 N1 N 3y=3
y = y=zx—2
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Temat 12; 13: Zastosowanie funkcji liniowych w zadaniach.

ZAD. 1 Jakie rownania opisujg ponizsze wykresy:
a)

ZAD. 2Rozwiaz uktady oraz podaj interpretacje geometryczna rozwigzania:

(B-4>3
x—5<2

4z7—-5

7

"’Z4—+5+ 2>2743

>z+3

6y —8>9y+8
7y+3<6y+11

x>0
-3 yZO
3x+y<6

x<0
2x—y>0

x<0
-{ y>0
Xx—2y<4
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Temat 1; 2; 3: Powtdrzenie wiadomosci, praca klasowa i jej poprawa.
Rozwigzywanie zadan z dziatu - funkcje liniowe, uktady réwnan i nieréwnosci

ZAD. 1 Znajdz funkcje liniowa prostopadta do funkcji -2y + 3x - 4 =0 i przechodzaca przez punkt
K(-2;2).
ZAD. 2 W jednym uktadzie wspoétrzednych sporzadz wykresy funkcji i okresl ich monotonicznosc
3y=- 6; - 2x-4y=-8§; ix—yzo;
ZAD. 3 Przedstaw graficznie zbi6r rozwigzan uktadu;
x+y <2
{x+y <3 b)) x—y=3 C){3x+y =6
2x-y >4 y>%x—2 —4y =3
ZAD. 4 Napisz wzér funkcji przechodzacej przez punkty A(-1; 2); B(-2; 3) i rownolegtej do niej.
Okresl przedziaty monotonicznosci.
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Praca klasowa nr 4

Imi¢ i nazwisko

O |O|0O|o|O|O

A G

OO0 |O
===

FUNKCJE LINIOWE |1 DZIALANIA NA NICH

Zad. 1 Znajdz funkcje liniowa prostopadta do funkcji -4y + 2x-8=0i
przechodzaca przez punkt K(-1;-1).

Zad. 2 W jednym uktadzie wspotrzednych sporzadz wykresy funkgji i okreslich

monotonicznosé

-6 2¢—1vy—0
- X-4y=- 6; X 4y—O,

Zad. 3 Przedstaw graficznie zbior rozwigzan uktadu;
x+y =2
Xx—y<3

y < %X—Z

01 Zad. 4 Napisz wzor funkcji przechodzacej przez punkty A(-1; 1); B(-2; -4) i
0|1 réwnolegtej do niej. Okresl przedziaty monotonicznosci.
0|1
0|1
Pytnr4
Typ pytania Prawda/Fatsz

Tres¢ pytania

Rozstrzygnij, ktora funkcja jest rosnaca, a
ktora malejaca:

Odpowiedzi (od 1 do 2)

Prawda - obydwie
Fatsz

Multimedia do odpowiedzi:

Grafika Multimedia do odpowiedzi:
Rownanie matematyczne Rownanie matematyczne

Audio

Wideo

Odpowiedz zwrotna

Prawidtowa odpowiedz - yi; y, (wynika z
wtasnosci funkc;ji)

Nieprawidtowa odpowiedzZ - zadna; (zta
interpretacja wtasnosci)

[los¢ punktow

1-7|18-9(10-12|13-14 | 15

Ocena

1 2 3 4 5
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Temat: Poprawa pracy klasowej (rozwigzania)

Zad. 1 Znajdz funkcje liniowa prostopadta do funkcji -4y + 2x - 8 =0 i przechodzacg przez punkt
K(-1;-1). Sporzadz wykresy
S a2
Y A

@ .

Kk%/4

Wykres funkcji przechodzacej przez punkt K i prostopadty do danej prostej y: =%x — 2 ma postacd:

y>=-2x + b, poniewaz wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej spetnia wtasnos¢: m = a;- a;

=-1

Mamy wiec:-1=-2+(-1) + b= b =-3 = nasza funkcja przybiera postac: y, = -2x - 3

Funkcjay, jest rosngca zas y, malejaca

Zad. 2 W jednym uktadzie wspotrzednych sporzadz wykresy funkcji i okresl ich monotonicznosc
f(x1): = x -4y > - 6; f(x2): %x—%yz 0;

3]

Funkcja f(x,): jest malejaca zas f(x,): jest rosnaca
Zad. 3 Przedstaw graficznie zbi6r rozwigzan uktadu;

x+y =2

x—y<3

y < %X—Z

N

2

=2
=3

Zad. 4 Napisz wzor funkcji przechodzacej przez punkty A(-1; 1); B(-2; -4) i rownolegtej do niej.
Okresl przedziaty monotonicznosci.
Z ogolnego rownania prostejy = ax + b oraz danych punktéw A i B otrzymujemy:

{ 1= -a+b
—4=-2a+b
wspoétczynniki ai b mamy: y; = 5x + 6. Rbwnanie prostej rownolegtej ma réwny

wspotczynnik kierunkowy, wiec prosta réownolegta jest postaci: y, =5x + b; be R.
Funkcja y,: jest rosngca. W przedziale (—00; -1 § ) y< 0 zas w przedziale (—1%; +00) y> 0;
Funkcjay, jest rosnaca. Dla b =0 mamy: W przedziale (—o0; 0 ) y< 0 za$ w przedziale (0; +o0) y> 0;

stad otrzymujemy: a = 5; b = 6; podstawiajac do ogdlnego rownania prostej
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13. Funkcje

Umiejetnosci konieczne:
e zna pojecie funkgji
e wie jak wyznaczy¢ monotonicznos$¢ funkgji
e okreslenieiznajduje miejsca zerowego
e wtasnosci funkgcji liniowej
e znadefinicje wektora

Pojecia i fakty:
e stosuje pojecia: funkcja, argument, dziedzina, warto$¢ funkcji, wykres funkcji, miejsce
zerowe funkcji
e odczytuje wtasnosci funkcji z wykresu
e poznaje przesuniecie wykresu funkcji o dany wektor
e zna metode obliczania wspotczynnika kierunkowego prostej
e zna warunek prostopadtosci i rownolegtosci dwdch prostych

Ad. Podstawy programowej
1. Poznajemy dodatkowe wtasnosci, zwigzane z przesunieciem wykresu funkcji o dany

wektor
2. Zna metode przesuniecia wykresu funkcji
3. Zna metode przesuwania wykresu wzdtuz osi uktadu wspétrzednych
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Temat 1; 2; 3; 4: Dziedzina funkcji; wykres; monotonicznosc¢; sporzadzanie wykresu
funkcjii odczytywanie wtasnosci.

W celu przypomnienia wtasnosci podanych w temacie, nauczyciel podaje tresci zadan, z ktorych
uczniowie odczytaja podane wtasnosci.

Zad. 1 Sporzadz wykres funkcji, przechodzacej przez dwa punkty

a) A(-3;3); B(1;-4).

b) Podaj dziedzine funkcji

¢) Znajdz wzér funkcji réwnolegtej do danej

d) Znajdz wzor funkcji prostopadtej do danej

e) Podaj przedziaty monotonicznosci znalezionych funkgji

f) Sporzadz wykresy znalezionych funkcji i zaznacz punkty przeciecia wykreséw z osiami

uktadu

ZAD. 2 Dana jest funkcja-3x+5-y=0.
a) Podajdziedzine funkcji

b) Sporzadz wykres

¢) Podaj monotonicznosci

d) Znajdz wzér funkcji réwnolegtej do danej i takiej, aby x, = - 1. Co zauwazyte$?

e) Znajdz wzoér funkcji rownolegtej do danej i takiej, aby miejsce przeciecia wykresu z osig OY

znajdowato sie w punkcie K(0; -4). Co zauwazytes?

ZAD. 3 Dana jest funkcja f(x) = - 2x - 1.
Znajdz wzory i wykresy funkcji. Podaj punkty przeciecia wykresu z osiami uktadu
a) f(x)=f(x)+p
b) f(x)=f(x) - p. Co zauwazytes?

ZAD. 4 Podaj wnioski przy przesuwaniu wykresow funkcji o wektor wzdtuz osi uktadu

ZADANIE DOMOWE:
Przesun wykresy funkcji:
a) -y-x-1=0o0wektor a=[0;4]; b=[-4;0]; c = [0; —4]
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Temat 5; 6: Przesuniecie wykresu funkcji wzdtuz osi OY i OX

Whniosek z poprzednich lekgji:

Jezeli mamy dana funkcje y = ax, woéwczas przesuwajgc wykres o wektor [0; b], b€ R otrzymujemy
wykres réwnolegty do danego, przesuniety wzdtuz osi OY o wektor rowny dtugosci wspotczynnika
b.

Np.y=4x

uf
/N

/ Wykres funkcji y = 4x przesunelismy o wektor [0; 2] i otrzymalismy funkcje
dana wzoremy, =4x + 2, za$ przesuwajac go o wektor [0; -4] otrzymalismy funkcje y, = 4x - 4

L4 L ]
s

Powyzszy wykres przesuwajac o wektor [— %; 0] a nastepnie o wektor [1; 0] otrzymujemy te same

wykresy.
ZAD. 1 Dane s3 dwa punkty AG; —2); BG; 6)
a) Napisz wzér funkcji przechodzacej przez te punkty

)
)

O

Okresl dziedzine funkgji

0

Przesun wykres funkcji o wektor [—2; 4]

o

)
) Znajdzréownanie prostej prostopadtej do danej i przechodzaca przez punkt K(—2; —2)
)

D

Zaznacz graficznie obszar, w ktérym funkcje przyjmuja wartosciy > 0

ZAD. 2 Dane sg dwa punkty A(—1; —1); B(—2; 4)

a) Napisz wzér funkcji przechodzacej przez te punkty
b) Okresl dziedzine funkcji
c) Przesun wykres funkcji o wektor [—2; —2]

o

)
) Znajdz rownanie prostej prostopadtej do danej i przechodzaca przez punkt K(0; —2)
)

D

Zaznacz graficznie obszar, w ktérym funkcje przyjmuja wartosci y< 0

ZADANIE DOMOWE
Przesun wykres funkcji y = |x| wzdtuz osi uktadu o wektor [1; 2]
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Temat 7: Wektory i dziatania na wektorach
Nauczyciel podaje pojecie wektora, cechy oraz dziatania na wektorach

DEF. Uporzgdkowana para punktow, ktorych pierwszy jest poczgtkiem wektora a drugi korncem
nazywamy wektorem.

Alxs; y1); B(x:; )

V=[a;b] = [x. — x5 y.—y1]

Dtugosc wektora obliczamy ze wzoru: Vv=vaZ +b2= \/(xz — x1)%24+(y2 —y1)?
Dwa wektory sg réwne jezeli maja takie same dtugosci, ten sam kierunek i zgodny zwrot.
Dwa wektory sg przeciwne jezeli maja takie same dtugosci, ten sam kierunek i przeciwne zwrot.

—

\'%
—v <

[4; —2]; ¢=[— 1; 3]. Oblicz wspotrzedne wektorow
i+ b;a+ ¢ i+ b+g i- b; ¢— b
ZAD. 2 Dane sg punkty A (3; -2); B(1; 4); C(2; -5); D(6; 2). Wyznacz wspotrzedne punktu S, takie ze
dla kazdego S zachodzi: SA+ SB+SC+SD=0

PRACA DOMOWA

Dane sg punkty A(3; 1); B(-1; 5); C(3; -3) bedace wierzchotkami pewnego réwnolegtoboku.
Wyznacz wspétrzedne czwartego wierzchotka tego rownolegtoboku. Ile rozwigzan ma to zadanie?
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Temat 8; 9; 10; 11: Przesuniecie wykresu o wektor, przeksztatcanie wykresu
wzgledem osi uktadu wspotrzednych i inne przeksztatcenia.

ZAD.1 W jednym uktadzie wspotrzednych, przeksztat¢ wykres funkcji 3x - 2y + 1 =0 w symetrii
wzgledem osi OX i OY. Znajdz wzory otrzymanych funkcji.

ZAD.2 Wykres funkcji przechodzi przez dwa punkty A(-1; -1); B(0,5; 0,75). Znajdz wz6r tej funkcji,
przeksztatc jg wzgledem osi uktadu wspétrzednych, znajdz wzory przeksztatconych
funkcji. Sporzadz wykresy tych funkcji.

ZAD.3 Wykres funkcji przechodzi przez dwa punkty A(-2; 2); B(-1; 0,125). Znajdz wzor tej funkcji i
przesun go o wektor [-3; 4]

ZAD.4 W jednym uktadzie wspétrzednych wykresl wykres funkcjiy = |x| orazy = |x| — 3. Co

zauwazytes?

ZAD.5 W jednym uktadzie wspotrzednych narysuj wykres funkcjiy = |x| orazy =[x — 2|. Co
zauwazytes?

ZAD.6 W jednym uktadzie wspétrzednych sporzadz wykres funkcjiy = |2x| orazy = |2x + 4|. Co
zauwazytes?

ZAD.7 W jednym uktadzie wspétrzednych sporzadz wykres funkcjiy = |x| + 1 orazy=—(|x| + 1).
Co zauwazytes?

ZAD.8 W jednym uktadzie wspétrzednych sporzadz wykres funkcjiy = |—x + 2| — 3. Nastepnie
przesun go o wektor [—2; 0]. Co zauwazytes? Nastepnie otrzymany wykres przesun o
wektor [0; [—3]. Co zauwazytes?

ZAD.9 W jednym uktadzie wspétrzednych sporzadz wykres funkcji y = |x|. Nastepnie przesun go o

wektor [—2; —3]. Co zauwazytes?

ZAD.10 W jednym uktadzie wspotrzednych sporzadz wykres funkcji y = | 2x|. Przesun go o wektor

(-5 0l.

ZADANIE DOMOWE
Narysuj wykres funkcjiy = —|—x + 1| — 2 i przeksztat¢ go wzgledem obydwu osi uktadu
wspotrzednych.
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Temat 12: Powtdrzenie, praca klasowa oraz poprawa pracy klasowej
ZADANIA NA POWTORKE

ZAD.1 Punkty A(2; —2); B(5; 1); C(4; 5); D(1; 7) sa kolejnymi wierzchotkami szesciokata, w ktorym
boki przeciwlegte sg réwne i rownolegte. Wyznacz pozostate wierzchotki.
ZAD.2 Dany jest trojkat o wierzchotkach A(2; 1); B(3; 5); C(—1; 7). Wyznacz wspétrzedne
wierzchotkow trojkata otrzymanego przez przesuniecie go o wektora = [—3; —2]
ZAD.3 Sporzadz wykres funkcjiy = |x — 1| + 1. Przesun go o wektor [—1; 2]
ZAD.4 Sporzadz wykres funkcjiy= —|1 —||x + 1|
ZAD.5 Dane sg dwa punkty A(0; —1); B(—2; 0)
a) Napisz wzér funkcji przechodzacej przez te punkty
b) Okresl dziedzine funkgji
) Przesun wykres funkcji o wektor [—3; —4]
d) Znajdzrownanie prostej prostopadtej do danej i przechodzaca przez punkt K(—1; —2)
) Zaznacz graficznie obszar, w ktorym funkcje przyjmuja wartosci ujemne
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Praca klasowa nr 5
FUNKCJE LINIOWE | DZIALANIA NA NICH

IMiQ i NAZWISKO cevuruiureinieiiiniiieiaieiiieiiiniriricerececesececesecacacannes klasa ....coovevnnnnnnnee

Zad. 1 Punkty A(2; —2); B(5; 1); C(4; 5) sa kolejnymi wierzchotkami czworokata, w
ktorym boki przeciwlegte sg rowne i rownolegte. Wyznacz pozostate wierzchotki.

Zad. 2 Dany jest trojkat o wierzchotkach A(1; 1); B(3; 2); C(—1; 4). Wyznacz
wspotrzedne wierzchotkow trojkata otrzymanego przez przesuniecie go o wektor
a=[-3;-2]

O || |0 ||| |0 |O
W INIRFR[RRIWIN|F-

Zad. 3 Sporzadz wykres funkcjiy = —|x — 2| — 1. Przesun go o wektor

=

[_.

H

I
[y
[—"

OO0 |O
GQ|h|W|IN|F

Zad. 4 Sporzadz wykres funkcjiy = —|x + 1|. Przeksztaté go symetrycznie wzgledem
osi uktadu

OO0 |O
DW|IN|[F

o
=

Zad. 4 Sporzadz wykres funkcjiy = |2x — 2| + 2. Znajdz wektor o jaki przesunieto
wykres y =|2x|

o

llos¢ punktow | 1 —10|11—-13|14—-18|19—-20 |21
Ocena 1 2 3 4 5
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Temat 14: Poprawa pracy klasowej
ROZWIAZANIA

Zad. 1 Punkty A(1; —1); B(5; 0); C(9; 3) sa kolejnymi wierzchotkami czworokata, w ktérym boki
przeciwlegte sa rowne i rownolegte. Wyznacz wierzchotek D.

3 Py ’C
ol
1 / B 9
-4 S
A —
CB=[5-9;0-3]=[-4;-3]

ICBl = (=492 +(=3)? =V16+9=5
|AB| =|DC| czyli AB=DC stad AB = [5—1; 0 + 1 ]=[4;1]
DC = [9-x;3—y]stad9-x=4i3-y = 1;x=5;y=2;stad D(5; 2)
Zad. 2 Dany jest trojkat o wierzchotkach A(1; 1); B(3; 2); C(—1; 4). Wyznacz wspoétrzedne
wierzchotkow trojkata otrzymanego przez przesuniecie go o wektora = [—3; —2]

cw$\4ﬁc
C.dF N/B
B
A
I
2B 3
2>

Figura A; By; C,jest trojkatem powstatym w przesunieciu o
wektor [—3; 0] a nastepnie o wektor [0; —2] lub o wektor [—3; —2]. Wspétrzedne mozemy
odczytac i wypisac z rysunku.

Zad. 3 Sporzadz wykres funkcjiy = —|x — 2| — 1. Przesun go o wektor [—3; 3]

2
2
x 1
+x'\\ AN 2 3
N3 ]
\y J’f N
3 ‘4—\9

/ “
Wykres i wzér funkcji y=— |x — 2| — 1otrzymujemy poczynajac od funkcji postaciy = =— [x]|,
nastepnie przesuwamy go o wektor [—3; 0] otrzymujemy wzéry = —|x + 1|. Ponownie
przesuwamy otrzymany wykres o wektor [0; 3] i otrzymujemy koncowy wzéry = —|x + 1| + 2.

Podobnie jak w zad.2 koncowy efekt otrzymamy pierwotna funkcje a nastepnie wykres
przesuniemy bezposrednio o wektor [—3; 3];

Zad. 4 Sporzadz wykres funkcjiy = —|x + 1|. Przeksztat¢ go symetrycznie wzgledem osi uktadu

111



112



14. FUNKCJA KWADRATOWA

Umiejetnosci konieczne:
e zna pojecie funkgji
e wie jak wyznaczy¢ monotonicznos$¢ funkgji
e znajduje miejsca zerowe
e wtasnosci funkcji kwadratowej
e zna postac, ogolna, kanoniczng oraz iloczynowa funkcji kwadratowej
e potrafi przesuwac wykres funkcji o wektor

Pojecia i fakty:

e stosuje pojecia: funkcja, argument, dziedzina, wartos¢ funkcji, wykres funkcji, miejsca
zerowe funkgji

e odczytuje wtasnosci funkcji z wykresu

e poznaje przesuniecie wykresu funkcji o dany wektor

e zna metode sprowadzania funkcji do postaci iloczynowej

e potrafi obliczy¢ wierzchotek paraboli

e rozwigzuje rownania i nierdwnosci kwadratowe

e znai potrafi stosowac wzory Viéte’a

e rozwigzuje rownania i nieréwnosci kwadratowe z parametrem

e potrafi rozwigzywac uktady rownan i nieréwnosci wyzszych stopni

Ad. Podstawy programowej

e Poznajemy wtasnosci funkcje kwadratowa i jej wtasnosci

¢ Zna metode rozwigzywania rownan i nierownosci kwadratowych

e Zna metode rozwigzywania rownan i nierdwnosci kwadratowych z parametrem
e Zna metode przesuwania wykresu

e Znawzory Viéte’a i potrafi je stosowac

e Zna metode rozwigzywania uktadéw rownan i nieréwnosci wyzszych stopni
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Temat 1: Pojecie oraz wykres funkcji kwadratowej postaciy = ax?;a # 0, i jej
wtasnosci

Nauczyciel podaje réznice miedzy funkcja liniowa a kwadratowa.
Rysuje wykres dowolnej funkcji kwadratowej postaci y = ax?;a # 0,;a # 0, i na podstawie
wykresu okreslajg wspolnie wtasnosci.
Np.y=2x%a# 0,
A

- >

a=2;a+ 0,

Sporzadzajac czesciowa tabelke odczytalibysmy, ze ramiona paraboli zwrdcone sg ku gérze.
Funkcja przecina 0$ OX w punkcie (0; 0). Jest to miejsce zerowe tej funkcji. W punkcie (0; 0)
funkcja osigga minimum (najmniejsza wartosc funkc;ji)

Dla x = 0 wartos$¢ funkcji wynosi 0.

ZAD.1 Sporzadzmy wykres funkcji y = -x?; a # 0. Jaki wynika stad wniosek?

ZAD.2 Sporzadzmy wykres funkcji y =x?; a # 0. Dla jakich warto$ci argumentéw powyzsza
funkcja przyjmuje wartosci ujemne; dodatnie lub zero?

ZAD.3 W tym samym uktadzie wspétrzednych sporzadz wykres funkgjiy = -x?%; a # 0. Okresl
monotonicznos$¢ funkcji (czyli: dla jakich wartosci argumentéw powyzsza funkcja

przyjmuje wartosci ujemne; dodatnie lub zero?)

ZADANIE DOMOWE
Sporzadz wykres funkcjiy = - %xz + 1. Okre$l monotonicznos$¢ tej funkcji i podaj miejsca zerowe.
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Temat 2; 3; 4; 5; 6: Przesuniecie wykresu o dany wektor. Wierzchotek paraboli.
Pierwiastki trojmianu kwadratowego. Posta¢ kanoniczna tréojmianu oraz
iloczynowa.

Nauczyciel wraz z uczniami przesuwa wykres funkcji y = ax?, a # 0 i prébuje
Na podstawie wykresu uczniowie rozpatruja, jak zmieni sie wykres i wzér funkcjiy = ax?, a # 0 po

przesunieciu o dany wektor.

Przyktad: Uczniowie szukajg wzoru funkcjiy =2x2, a # 0 po przeksztatceniu.

Z wykresu wynika, ze wykres o wierzchotku W zostat przesuniety o wektor W(p; q].

Funkcja Il przyjmuje postacy = a(x — p)?, za$ z wykresu | otrzymamy wzéry=a(x — p)? + q.
Ogolna postaé trojmianu kwadratowego toy=ax? + bx+c;a# 0, b, c € R. Wyrdznik
tréjmianu wyrazamy wzorem: A= b? — 4ac;stad p=— % iq=— ﬁ; przy tych oznaczeniach

mamy: y=a(x—p)? + q.Astad otrzymujemy postaé kanoniczna tréjmianu
2
kwadratowego y= a(x + %) - ﬁ; zas dalej mamy okreslony wierzchotek
paraboli W(—%; —ﬁ)
ZAD. 1

a) Sporzadz wykres funkcjiy=x? — 3x + 4 i oblicz wspétrzedne wierzchotka paraboli.
Sprowadz wzér do postaci kanonicznej. Znajdz wektor o jaki przesunieto wykres funkcje
y =x2.

b) Sporzadz wykres funkcji -2y = —4x2 — 6x + 2 i oblicz wspétrzedne wierzchotka paraboli.
Sprowadz wzér do postaci kanonicznej. Znajdz wektor o jaki przesunieto wykres.

ZAD. 2 Sporzadz wykres funkcji y = —4x? — x . Znajdz miejsca przeciecia wykresu funkgcji z osig
OX. Podaj wspotrzedne wierzchotka.

Nauczyciel podaje wzory na pierwiastki funkcji kwadratowej oraz wtasnosci wynikajace z
wykresu.

Dany jest tréjmian kwadratowy postaci:y =ax? + bx+ c;a# 0, b, c € R, wowczas sprawdzamy

wartos¢ wyrdznika tréjmianu kwadratowego, czyli jaki znak ma A?

Jezeli A> 0 wowczas trojmian ma dwa pierwiastki, jezeli A= 0 wowczas trojmian ma jeden

podwdjny pierwiastek, zas gdy A< 0, wowczas nie posiada pierwiastkédw w zbiorze liczb
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rzeczywistych. Wykres nie przecina osi OX. Pierwiastki o ktérych mowa znajdujemy znajac
wspotczynniki trojmianu.
Jezeli A> 0, to tréjmian posiada dwa miejsca zerowe; miejsca przeciecia wykresu z osig OX

-b—a __, —b+va .. , -b , . .
X1= Zas X,= . Jezeli A= 0 wéwczas x; ,= —. Gdy A< 0, wéwczas nie posiada
17 2a 27 2a 127 2a

pierwiastkow w zbiorze liczb rzeczywistych

ZAD. 3 Sporzadz wykresy funkcji danej wzorem; znajdz pierwiastki jezeli posiada; sprowadz wzor
funkcji do postaci kanonicznej; znajdz wspétrzedne wierzchotka paraboli

a) y=x%2—12x+35
b) y=2x2+7x+6
c) y=2x?>—-10x+ 11
d) y=—3x*+x+2

) y=—x?-2x+1

y=4x*+x—3

e
f)

Co zauwazyliscie w przyktadzie d) i e)?

WNIOSEK:

Jezeli trojmian kwadratowy ma wspétczynnik a < 0, wowczas ramiona paraboli zwrécone sg ku
dotowi uktadu wspoétrzednych.

Sporzadzimy wszystkie mozliwe przypadki jakie moze przybiera¢ wykres, w zaleznosci od
wartosci A

czyli wyr6znika trojmianu kwadratowego oraz wspotczynnika a. Rozpatrzmy funkcje postaci:

a) y=ax%;a# 0

b) y=ax?+bx;a;b # 0

c) y=ax? +bx+c;a;b;c# 0

Ad. 1 Rozpatrujemy dwa przypadki gdy a< 0 i a < 0. W obu przypadkach funkcja ma jedno
miejsce zerowe w punkcie (0; 0). Pierwsza parabola zwrécona jest ramionami ku dotowi za$
druga ku gorze.

a Al
7/ AN
/ AN
4 \
7/ \
/ A
I a=-1 \
[ A

I A
Ad.2 Dla funkcjiy=ax? + bx; a;b # 0; A= 0;a> 0ia < 0. Wykres przecina 0$ OX w dwéch

miejscach. Funkcje y = ax? + bx mozemy zapisac¢ w postaci: y = x(ax + b), wowczas pierwiastki
powyzszego rownania s3 nastepujace: x;=01ix,= — g. Wykres przybiera postac:
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Ad.3 Dla funkcjiy=ax? + bx + c; a; b; ¢ # 0 mamy nastepujace przypadki:
1) dlaa>0iA> 0otrzymujemy

A
| I v mf
\ l\\ ]
] I
\ ! ‘\ /
\ L Vi
—>
\ [\ /
‘L
~ // \//
Funkcja li lll ma pierwiastki tego samego znaku. Funkcja Il posiada pierwiastki r6znych

znakow.
2) Dlafunkcjiy=ax? + bx + c; a; b; c # 0 mamy nastepujgce przypadki:
dlaa< 0iA> 0otrzymujemy:

| ) - \\ 1 /’\\ 1l
/ \ / \
/ \ ll \\
L 1
L] = l \}
I Vi \
\i \\
I ] \
Funkcja l'i [l ma pierwiastki tego samego znaku. Funkcja Il posiada pierwiastki r6znych

znakow.
3) Dlafunkcjiy=ax? + bx + c; a; b;c # 0 mamy nastepujgce przypadki:
dlaa< 0i A= 0 otrzymujemy:

Kazda funkcja ma po jednym pierwiastku réznego znaku

4) Dlafunkcjiy=ax? + bx + c; a; b; c # 0 mamy nastepujgce przypadki:
dlaa> 0i A= 0 otrzymujemy:
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5) Dlafunkcjiy=ax? + bx + c; a; b; c # 0 mamy nastepujace przypadki:
dlaa> 0i A< 0 otrzymujemy:

A . \\‘ !
\ ! \ /
\ /
\ ! \ ]
\ /! \ /
\ /
\ / \
A4 A
N 7
Zadna z funkgji nie posiada pierwiastkow rzeczywistych

dlaa< 0i A< 0otrzymujemy:

6) Dlafunkcjiy=ax? + bx + c; a; b;c # 0 mamy nastepujgce przypadki:
A

\/

77
\ / \\
’ \ / \\
{ \ / \
/ \ /
1 \ 1
! \
{

Zadna z funkgji nie posiada pierwiastkow rzeczywistych

ZADANIE DOMOWE

ZAD. 1 Przesun funkcje y = 2x2 o wektor [p; q] = [- 4; -3]. Napisz wzér otrzymanej funkcji, sporzadz
wykresy w jednym uktadzie wspotrzednych po kazdym przesunieciu, podaj wspotrzedne
wierzchotka paraboli. Oblicz wartos¢ pierwiastkdw otrzymanej funkgji.

otrzymanej funkgji.

Znajdz postac kanonicznga funkcji y :§x2 w przesunieciu o wektor [-2; 0]. Sporzadz wykres
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Temat 6; 7; 8; 9: Rownania kwadratowe, jego wtasnosci.

ZAD. 1 Zbadaj ile pierwiastkédw maja poszczegdlne trojmiany kwadratowe okreslone w zbiorze R.
Podaj przedziaty monotonicznosci. Sporzadz wykresy. Zapisz kazdy trojmian w postaci
kanoniczneji liniowej.

a) y=—2x%+3x—7 h)y=5x2? — 2x

b) y=7x*+ 5 i)y=10x%+3x —4
c) y=—4x*+9 Jy==—-x%-2x+1
d) y=4x%+x-3 K)y=6x%+5x+2

e) y=2x%— 8x+7 l)y=—%x2+5

f) y=—5x%+4x—6 m)y =25 x% — 20x +4
g) y=9x?-12x+19 ny=2x%+x-3

ZADANIE DOMOWE

Rozt6z, jezeli to mozliwe na czynniki liniowe:
a) x2—1;x*— m;dlam>0
b) x—1)?2—-y%(x+4)>-5
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Temat 10; 11: Sprowadzanie rownan do rownan kwadratowych.

Nauczyciel podaje metode sprowadzania rownan wyzszych stopni do réwnania kwadratowego.
Zaznacza, ze nie kazde réwnanie wyzszego rzedu da sie sprowadzic tag metoda do réwnania
kwadratowego. Podaje istotng wtasnosc, ktora jest stosowana do tego tupu rozwigzan.

DEF. Rownanie zwrotne to takie rbwnanie algebraiczne a,x™ + a,_(x* 1 + -+ a;x +a, = 0, w
ktoryma, = ay; a1 = a3; ap_z = ay; .... Rbwnanie zwrotne stopnia n = 2k, (ay # 0)mozna
sprowadzi¢ do rownania stopnia k za pomoca podstawieniaz=x+ i

Dla réwnan trzeciego stopnia pierwiastkami sg czesto podzielniki wyrazu wolnego.

Rozwigzmy réwnanie: x* — 5x3 + 6x? — 5x + 1 = 0 dzielimy przez x?, co jest mozliwe, poniewaz
ag # 0, wiec liczba 0 nie jest pierwiastkiem tego réwnania, stad x> — 5x + 6 — 5 i + xiz = 0 czyli
(x + i)z -5 (x + i) + 4 = 0, podstawiajac z=x +§otrzymujemy (*):z2—=5z+4=0.
Rozwigzujgc réwnanie (*) otrzymujemy z; = 1; z, = 4, podstawiajagc 1 =x + i oraz4=x+ i,
ostatecznie otrzymujemy: X;; X,- s3 to pierwiastki nierzeczywiste, poniewaz A< 0.Dlaz, = 4
mamyxs =2 —+/3; x, =2 ++/3.

ZAD. 1 Rozwigz rownanie x* — 4x3 — 19x2 + 106x — 120 = 0 grupujac czynniki

ZAD. 2 Rozwigz rownanie
a) x*-2x3+2x2-1=0
)

b) 68x* —257x3 + 257x* + 68 =0
c) 2x*—3x3-3x24+2=0
d) x*-2x3+2x2-1=0

e) x3—-2x>-5x+6=0
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Temat 11; 12: Nierownosci kwadratowe

Nauczyciel podaje metode rozwigzywania nieréwnosci kwadratowych na podstawie przyktadu.
x? + 2x — 35 > 0, poniewaz wspbtczynnik a> 0 wykres nieréwnosci jest parabola zwrdcona
ramionami ku gorze. Liczymy wyrdznik trojmianu dla x? + 2x — 35, stad mamy A= 144 > 0, wiec
parabola przecina 0§ OX w dwoch miejscachx; = =7ix, =5

Z wykresu odczytujemy w jakich przedziatach nierownos¢ jest spetniona.

++++++

Powyzsza nieréwnosc przyjmuje wartosci dodatnie w przedziatach:
(—o0; =7) U (5; +0) Liczby -7; 5 sa miejscami zerowymi.

ZAD. 1 Rozwiaz nieréwnosci. Zapisz w jakich przedziatach spetniona jest nieréwnosc.

a) x?+2x—-3<0 f)l-x2+2x—2>0

b) x2+x+5>0 g)x2—-9>0
x?—3x+1

C) x2-1 >1 )x2+5x+4

d —x2+x-5>0 i)4x +x% < 0

e) —3x*+x—-5<0 x> —4x>2x—5
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Temat 13; 14: Uktady rownan réznych stopni.

ZAD. 1 Rozwiaz uktady. Do kazdego sporzadz wykres.

{x+y=2 ; y? = 5x
a
x2-y=0 x2-y2+4=
){ZX—y=0 { y>+4x=0
4x%-y? =0 x? +y2+35=0
{ZX—y+5=0 h){(2y2+x)2—25y2=0
2x2-y+3x=5 x+y2—4=0
1
g ) YTET: i){ (x+y)+ xy=0
3x%-3y% = 12 3 +y3) + (xy)? =12
i)
3. 5 _
) 2X—5 x—2y_ .){Ix—1|+y—5=1
2 5 11 |x—1] =y =5
2x-5 X—2y

ZADANIE DOMOWE
Rozwiagz uktad. Zastosuj odpowiednie podstawienie

x+y=16
x+y 1
xy 3
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Tematl5; 16: Wzory Viete’a i ich zastosowanie.

Nauczyciel podaje twierdzenie o zwigzkach zachodzacych miedzy pierwiastkami tréjmianu
kwadratowego a jego wspotczynnikami.

Twierdzenie: (Viete’a). Jezelia # 0, x4 i x, sq pierwiastkami tréjmianu kwadratowego
ax? + bx + c to zachodzq zwiqzki:

X1+ X = —g orazx; * X, = 2
Dowod: Z zatozenia wynika, ze A > 0 wowczas dla kazdej wartosci x prawdziwa jest rownos¢:
ax? + bx+c=a(x— x)(x— x3)
Wykonujac dziatania po prawej stronie rownosci otrzymujemy:
ax? 4+ bx+ c=ax? —a(x; — Xz)X + ax; *X,
Rownos¢ powyzsza zachodzi dla kazdego x wtedy i tylko wtedy, gdy wspétczynniki przy x i wyrazy
state sg odpowiednio rowne:

. b .
b: _a(X1 + X2)| C:a*Xl * X Stad X1 + Xy = _; | X1 * Xp = C.n.d

Lo

Gdy A= 0mamyx; = x, = X, woéwczas wzory Viete’a sg postaci:
2Xo = —2 oraz xy,? = §
Badanie znakow pierwiastkéw trojmianu kwadratowego.
Zaktadamy:A > 0,x; < X,
Z wtasnosci sumy i iloczynu liczb rzeczywistych wynika:
1) #x,<0 & x <0ix, >0)
2) X1 *x%,>0ix1+x,>0) = (x;>0ix, >0)
3) X1 *xX,>0ix+x,<0)e= (X <0ix, <0)

Przyktad
Nie obliczajac pierwiastkow ustal ich znak.
Obliczamy A i sprawdzamy czy jest dodatnia. Jezeli tak, to pierwiastki istnieja i zachodzi x; # x,.

Ze wzordw Viete’a mamy:

C 2
Xq * x2=;=5>0

=2>x;>0ix, >0

o

X1+X2:_ 4’>0

; =
ZAD. 1 Dla jakich warto$ci parametru k trojmiany =x2? — (2k + 1)x + k% + 1 ma doktadnie dwa
rézne pierwiastki?

ZAD. 2 Dany jest trojmian: x? — 4x — 6. Oblicz sume odwrotno$ci pierwiastkow tego tréjmianu.

ZAD. 3 Oblicz drugi pierwiastek tréjmianu, gdy dany jest jeden.
a) x2+3x—4,x, =1
b) ax? + bx + ¢, x; = m. Jaki zwigzek zachodzi miedzy m, a, b, c?

ZAD. 4 Rozwigz rownania:
1) (5x-2)(x+3)=0
2) (m+1)(m-1)=0
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3) 9x%-9=0
4) 3x2—xv2=0
5) x(x-4)=0

ZADANIE DOMOWE
Rozwiaz rownanie V5 y2 — 2y — 3v5 = 0
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Temat 17; 18; 19; 20: Rownania kwadratowe z parametrem.

Nauczyciel podaje metode rozwigzywania réwnania kwadratowych z parametrem na podstawie
przyktadu.

Przyktad: Dla jakich wartosci parametru m réwnanie: x? — ZEX — 2mx + 4 = 0 majedno

rozwigzanie.

Zaktadamy, ze m=# 0. Po przemnozeniu réwnania stronami przez m otrzymujemy:

mx? — 2(m? + 1)x + 4m = 0. Poniewaz m# 0i2(m? + 1) # 0, rdwnanie ma jedno podwdjne
rozwigzanie, jezeli wyroznik rownania jest zero.

A=0<=4(m? + 1)2—-16m?=4(m? — 1)?* (m?+ 1)?’=0=>m=1im=—1.

Dla m =1 réwnanie przyjmuje postac: x* —4x+4=0= (x* —2)* =0 = x;, = 2,zasdlam=-1
Mamy: —x? —4x—4=0=2x*+ 4x + 4 =0 2 (x*+2)* =0 =2 x5, = —2

ZAD. 1 Dla jakich warto$ci parametru m rownanie: (m+ 1)x? = (m + 1)?x+ (m+ 1)2 = 0
ma rozwigzanie?
ZAD. 2 Dla jakich warto$ci parametru m tréjmian kwadratowy: (m — 4) x> — (2 —m)x + %+ 1

. AP 5
ma wszystkie wartosci wieksze od " ?

ZAD. 3 Dla jakich warto$ci parametru m rownanie: x2 — 2(2m — 3)x + (m — 1) = 0 majedno
podwdjne rozwigzanie?
ZAD. 4 Dla jakich wartosci parametru m rownanie: (m — 1) x? + 2mx + (3m — 2) = 0 madwa
rézne rozwigzania rzeczywiste?
ZAD. 5 Dla jakich warto$ci parametru m rownanie: : m (1—x?)—2x% +2x—2 =0ma
rozwigzania?
ZAD. 6 Dla jakich wartosci parametru m rownanie: (m? -5m+3)x?+ B3m—1)x + 2 =0ma
dwa rézne rozwigzania, z ktérych jedno jest dwa razy wieksze od drugiego?
ZAD. 7 Podac réwnanie kwadratowe, ktorego kazde rozwigzanie jest o 5 wieksze od
odpowiedniego rozwigzania réownania x* — 6x — 7 = 0.
ZAD. 8 Podac réwnanie kwadratowe, ktorego rozwigzania sa m razy wieksze od odpowiednich
rozwigzan réwnania ax? + bx + ¢ = 0.
ZAD. 9 Nie rozwigzujac rownania x? — 9x + 20 = 0 oblicz: (x1)3 + (x;,)3 oraz (x;)* + (x,)*
ZAD. 10 Podaj rownanie kwadratowe, w ktorym suma kwadratoéw rozwigzan i suma odwrotnosci
kwadratéw rozwigzan sg réwne po %.
ZAD. 11 Rozwigz rownania:

a) |x=3-7=0

b) |7x—1|4+9x—-21=0

o |x—1|+|x—-2|=1
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Praca klasowa nr 6

FUNKCJE KWADRATOWE, ROWNANIA | NIEROWNOSCI, UKLADY ROWNAN

IMiQ i NAZWISKO cevuvuinreiniiiiiniiieiaieiiieiiirirrcerececesececesacacacasnes klasa ....cooeenvnnnnnnee

O ||| |QpP|O|Oo|O

NP IWINIFHPWIN|E

x—yl=2

Zad. 1 Rozwiaz uktad rownan: {
2 x| + |yl = 4

x*-y+1=0
x>+ 2x+y—-3=0
znajdz wierzchotki paraboli. O jaki wektor zostaty przesuniete wykresy
paraboli?

Zad. 2 Znajdz rozwigzanie uktadu rownan { , sporzadz wykres,

Zad. 3 Dla jakich wartosci parametru m suma kwadratéw rozwigzan rownania

x? + mx + 4 = 0 jest dwa razy wieksza od sumy tych rozwigzan?

oO|O|O|O|O

bW |IN|IF

0| 1| Zad. 4 Rozwiaz réwnanie |[x — 3| =7=0

0|2
03

Zad. 5 Rozwigz rownanie: x* — 5x3 + 6x2 = 5x+1 =0

oO|O|O|O

HIWIN(F-

llo$¢ punktow | 1 —10 |11 —13 | 14—18 | 19—20 | 21

Ocena 1 2 3 4 5
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Temat 22: Poprawa pracy klasowej
ROZWIAZANIA

|x =yl =2

x| + [yl = 4

Podnosimy rownania stronami do kwadratu i otrzymujemy:

{x2+y2—2xy=4 { X2 +y2=4+42xy (%)

x? +y?+2|xy| = 16 44+ 2xy+2|xy| =16 =>xy + |xy| =6
Jezelixy> 0, to xy = |xy| i rbwnanie przyjmuje postac: xy = 3, co po podstawieniu do(*) daje
uktad:
{xz+y2 =10 _, {(x+y)2—2xy= 10 (:){(x+y)2 =16 _, {X+y=4lubx+y= —4

Xy = 3 xy =3 Xy = 3 xy =3

Wykorzystujac wzory Viéte’a otrzymujemy: z2 —4z+3=0=>z=1lubz=3,czylix=1iy=3 lub
x=3iy=1lubz? +4z+3=0=>z=—3lubz=—1,czylix=—3iy=—1 lubx=—1iy=-3
Rozwigzaniem uktadu s cztery pary liczb:

x=1 x=3 x=-3 =-1
sl 2wl Z w2

AD. 2 Znajdz rozwigzanie uktadu réwnan (x)

AD. 1 Rozwiaz uktad rownan: {

X2-y+1=0
x>+ 2x+y—3=0
wierzchotki paraboli. O jaki wektor zostaty przesuniete wykresy paraboli?

Wykresem pierwszego réwnania jest parabola: y =x? + 1 za$ drugiego rownania jest parabola
postaci:y = —x? — 2x + 3. Rozwigzujemy uktad réwnan rachunkowo.

, Sporzadz wykres, znajdz

— 2
{Xz n 23;; ++11_ 320 po uporzadkowaniu otrzymujemy: x> + x — 1 = 0, stad
~1—-+5 —1++5
X1 = T; Xy = T ;
—1-v5 —1+v5
Uktad (*) jest rownowazny alternatywie uktadéw: [ =T lub{ X=—
y=x>+1 y=x%+1
) Xy = _1;/5 ~-16 |x= _1;‘/5 ~ 0,6
Stad otrzymujemy: SivE i . .
yi=——-=36 yin=——=14

Wykres funkcjiy = x? + 1 jest przesunieciem wykresu funkcji y = x? o wektor [0; 1]. Wykres ma

ramiona paraboli zwrocone ku gérze. Wierzchotek ma wspétrzedne (0; 1). Wykresem funkgji
y=—x% — 2x + 3 jest parabola zwrécona ramionami ku dotowi uktadu

wspotrzednych. Aby wyliczy¢ wspotrzedne wierzchotka nalez obliczy¢ wartosé wyroznika

tréjmianu kwadratowego. A= (—2) 2 — 4(—1)3 = A= 16. Wierzchotek ma wspétrzedne:

b -A . . . - N .

(Z; E) stad wyliczamy jego wspétrzedne podstawiajac odpowiednie wartosci liczbowe.
;((:3 ;Tli))’ stad W(-1; 4). Wykres drugiej funkcji powstat przez przesuniecie

wykresu funkcjiy = —x2 o wektor [—1;4]. Sporzadzamy wykresy obu funkgji:

Otrzymujemy: W(
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o0
AD. 3 Dla jakich warto$ci parametru m suma kwadratow rozwigzan réownaniax? + mx+4 =0
jest dwa razy wieksza od sumy tych rozwigzan?
X2+ X% = 2(X1 +X2) = (X2 + X2 + 2X1Xp) — 2X1Xp = 2(X1 + X5) 2 (X1 +X,)% — 2% =
= 2(x1 + x3). Zwzorow Viete’ax; + X, = —m; X;X, = 4 co po podstawieniu daje rownanie:
m>+2m—-4=0 > m, =—-1—-4/5; m, =—14++5 dlam=—=1—-+5lubm=
—1 + +/5 spetnione sa warunki zadania.
AD. 4 Rozwigz rownanie |x — 3| =7 =0
1%) Jezeli x< 3,to |x — 3| = —x + 3 i rownanie przyjmuje postaé -x+3-7=0=>x=-4,co lezyw
rozwazanym przedziale (—oo; 3), czyli x =- 4 jest rozwigzaniem réwnania.
29) Jezelix=> 3,to |x — 3| = x + 3 i rdbwnanie przyjmuje posta¢ x+3-7=0=x=10, co lezyw
rozwazanym przedziale (3; +) , czyli x = 10 jest rozwigzaniem réwnania.
AD. 4 Rozwigz rownanie: x* —5x3 + 6x2 = 5x+1 =0
Przeksztatcamy réwnanie nastepujaco, dzielac go przez x?, i otrzymujemy x? — 5x + 6 — z +

1_yg

XZ

(x + i)z -5 (x + i) + 4 = 0. Podstawiajac z=x +§otrzymujemy réownanie kwadratowe
z2—-5z2+4=0

Ktdérego pierwiastkami sa liczby 1 i 4. Rozwigzujemy nastepujace rownanie x + i = 1 nie

posiada pierwiastkow, oraz réwnanie x + i = 4, czylix* — 4x + 1 = 0, ktorego pierwiastkami sa

liczby

x; = 2 —+/3orazx, = 2 + /3, ktére sg rozwigzaniem réwnania.
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15. Planimetria 6

Umiejetnosci konieczne:

opis trojkatow podobnychiich cechy

opis trojkatow przystajacych

opis wielokatow podobnych

twierdzenie Talesa oraz Pitagorasa; twierdzenia odwrotne do nich
witasnosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych i ich wtasnosci
tozsamosci trygonometryczne

pola trojkatow i czworokatow

Pojecia i fakty:

o klasyfikuje trojkaty

e podaje cech trojkatédw podobnych i przystajacych

e rozumie pojecie figur podobnych i przystajacych

e wykorzystuje znajomosc twierdzenia Talesa w zadaniach

e wykorzystuje znajomosc twierdzenia Pitagorasa w zadaniach

e zna definicje funkcji trygonometrycznychiich zaleznosci

e znazwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata
e potrafi obliczac pola trojkatéw i czworokatow

Ad. Podstawy programowej

1.
2. Zna metode obliczania pél poznanych figur
3.

4, Potrafi rozwigzywad trojkaty prostokatne

Poznajemy wtasnosci funkcji trygonometrycznych

Potrafi udowadniac tozsamosci trygonometryczne
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Temat 1: Miary katow w trojkacie, wtasnosci.

Nauczyciel przypomina jak dzielimy trojkaty ze wzgledu na boki i katy. Przypomina, ze aby z
trzech réznych odcinkéw a > b > ¢ mégt powstac tréjkat musi zachodzic nierownos¢:a+b > c.

Podziat trojkatow ze wzgledu na boki:
e trojkat jest rownoboczny, jezeli ma wszystkie trzy boki réwne.
o trojkat jest rbwnoramienny, jezeli ma dwa boki rowne zwane ramionami a trzeci zwany podstawa
e trojkat, ktory nie jest rownoramienny ani rbwnoboczny nazywamy réznobocznym

Podziat trojkatow ze wzgledu na katy:
e mowimy, ze tréjkat jest ostrokatny, jezeli ma wszystkie katy ostre
e mowimy, ze tréjkat jest prostokatny, jezeli ma jeden kat prosty
e mowimy, ze tréjkat jest rozwartokatny, jezeli ma jeden kat rozwarty

WLASNOSCI:
e Katy przy podstawie w trojkacie rownoramiennym sg réwne
e Kazdy trojkat ma trzy wysokosci, trzy dwusieczne, trzy sSrodkowe i trzy symetralne
e Suma katow trdjkata jest katem pétpetnym: o + g + y = 180°
e Kazdy tréjkat jest okreslony przez 6 elementéw: 3 boki i 3 katy.

Punkty szczegolne w trojkacie:
e Srodek ciezkosci, tj. punkt przeciecia sie trzech srodkowych
e Srodek kota wpisanego, tj. punkt przeciecia sie trzech dwusiecznych katow
e ortocentrum, tj. punkt przeciecia sie trzech wysokosci
e Srodek kota opisanego, tj. punkt przeciecia sie trzech symetralnych bokow

Symetralna

Dwusieczna

ZAD. 1 Kiedy wysokosc¢ trojkata lezy:
a) wewnatrz trojkata
b) pokrywa sie z bokiem
c) lezy poza tréjkatem
ZAD. 2 Ile wysokosci moze wychodzi¢ poza trojkat?
ZAD. 3 Czy istnieje tréjkat, w ktorym tylko jedna wysokos¢ pokrywa sie z bokiem?
ZAD. 4 Czy kat przy podstawie trojkata rownoramiennego moze byc rozwarty?

ZADANIE DOMOWE
Udowodnij, ze w tréjkacie rownoramiennym dwusieczne katow przy podstawie sg rowne.
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Temat 2: Trojkaty podobne - wtasnosci

Nauczyciel podaje ogoélng definicje podobienstwa figur.
DEF. Podobieristwo jest to przeksztatcenie jednej figury w drugq, przy ktorym odlegtosci pomiedzy
punktami jednej figury zmieniajqg sie w tym samym stosunku, zwanym skala podobieristwa.

Dwie figury sg podobne, jezeli odcinki jednej figury s proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw
drugiej figury.

WEASNOSCI:

o dwa wielokaty o tej samej liczbie bokdw sg podobne, jezeli odpowiednie katy tych wielokatéw sa
réwne, a odpowiednie jednego wielokata sa proporcjonalne do odpowiednich bokow drugiego
wielokata
dwa okregi sa podobne
dwa odcinki sg podobne
dowolne dwie proste s3 podobne
dowolne wielokaty foremne sg podobne, jezeli maja te sama liczbe wierzchotkow.

Nauczyciel podaje cechy podobienstwa trojkatow:

I cecha podobienstwa (b b b)

Dwa tréjkaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie boki jednego trojkata sa
proporcjonalne do odpowiednich bokow drugiego tréjkata.

Il cecha podobienstwa (b k b)

Dwa tréjkaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dwa boki jednego tréjkata sg proporcjonalne
do dwoch bokdéw drugiego trojkata, a katy zawarte miedzy proporcjonalnymi bokami maja réwne
miary.

Il cecha podobienstwa (k k)
Dwa tréjkaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dwa katy jednego tréjkata maja te same miary
co dwa katy drugiego trojkata.

IV cecha podobienstwa (b b k - naprzeciwko wiekszego boku lezacy)

Jezeli dwa boki jednego trojkata sa proporcjonalne do dwdch bokow drugiego trojkata i kat
lezacy naprzeciwko wiekszego z tych bokéw w jednym tréjkacie jest rowny katowi lezagcemu
naprzeciwko wiekszego boku w drugim trojkacie, to te trojkaty sa podobne.

PRZYKEAD

W tréjkacie ABC poprowadzono wysokosci AD i BE przecinajace sie w punkcie S. Wykazmy pary
trojkatow podobnych wyznaczonych przez punkty A, B, C, D, E, S

W tym przyktadzie mamy nastepujace pary trojkatow podobnych:

AAQOS ~ ABSD (cecha: (k k)); AADC ~ ABEC (cecha: (k k)); AASB ~ AESD (cecha: (b k b));

ZAD. 1 Figura F; jest podobna do figury F, w skali k, a figura F, jest podobna do figury F; w skali 2k.
Wyznacz k.
PRACA DOMOWA: Czy kazde dwa prostokaty sa podobne? (OdpowiedzZ uzasadnij)
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Temat 3: Trojkaty przystajace - wtasnosci
Nauczyciel definicje przystawania trojkatéw oraz cechy.

Dwa tréjkagty nazywa sie przystajgce, jezeli dajg sie nawzajem natozyc, tzn. jezeli jeden z nich po
przeniesieniu pokrywa sie z drugim. Pokrywanie sie dwdch tréjkgtow wyznacza odpowiedniosc ich
elementow. Jezeli dwa trojkqgty sq przystajgce, to boki i kgty jednego z nich sq odpowiednio rowne
bokom i kgtom drugiego.

Cechy przystawania trojkatow:

| cecha przystawania tréjkatow, (b b b):
Jezeli trzy boki jednego tréjkata sa odpowiednio réwne trzem bokom drugiego tréjkata, to
trojkaty sa przystajace.

Il cecha przystawania trojkatow, (b k b):
Jezeli dwa boki i kat zawarty miedzy nimi w jednym trojkacie sg odpowiednio rowne dwém
bokom i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim tréjkacie, to tréjkaty sg przystajace.

Il cecha przystawania trojkatow, (k b k):
Jezeli jeden tréjkat ma bok i dwa przylegte do niego katy odpowiednio rowne bokowi i dwém
przylegtym do niego katom drugiego trojkata, to te tréjkaty sa przystajace.

IV cecha przystawania tréjkatow, (b b k - naprzeciwko wiekszego boku lezacy):

Jezeli dwa boki i kat naprzeciwko wiekszego boku lezacy w jednym tréjkacie sg odpowiednio
réwne dwdém bokom i katowi naprzeciwko wiekszego boku lezagcemu w drugim tréjkacie, to te
trojkaty sa przystajace.

Przyktad
Zmierz odlegto$¢ dwoch domoéw nad jeziorem bez przeptywania przez nie.(patrz rysunek)

N

Poprowadzmy z A do B dwie przecinajace sie proste w punkcie C. Od punktu C odt6zmy na
pierwszej potprostej odcinek CD réowny AC, na drugiej odcinek CE réwny BC. Katy wierzchotkowe
4BCA i 4DCE sg rowne, wiec na podstawie cechy (b k b) wnioskujemy, ze tréjkaty AABC i A DEC sg
przystajace, stad |AB| = |DE]|

132



Temat 4: Figury podobne - wtasnosci.

Na podstawie przyktadu, nauczyciel wyjasnia ceche podobienstwa wielokatow.
N

A C
AN
4 \

A v B
W kwadrat [JABCD wpisano kwadrat CJKLMN. Wiemy, ze kazde dwa kwadraty sa podobne, wiec

CABCD ~ CKLMN. Oznaczmy dtugosc boku |AB| = a, stosujac twierdzenie Pitagorasa
otrzymujemy:

a)? a2 2a2 _ a2 |[AB| a*2 _ 22 .,
|KN| = \/(5) + (E) N e stad k KN a2 V2, k to skala podobienstwa
kwadratu L) ABCD do kwadratu CKLMN. Z obliczen mamy: pole kwadratu CJ ABCD jest dwa razy
wieksze od pola kwadratu CJKLMN, stad mamy, ze:

P

PDABCD =2= (\/5)2 = k2. Z powyzszych rozwazan wynika nastepujgca wtasnosc, ze:
LIKLMN

Stosunek pol figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

P_l = kz

P,

ZAD. 1 Kazdy bok prostokata o wymiarach 3x 4 zwiekszono czterokrotnie. Oblicz stosunek pol
obu prostokatow.

ZAD. 2 Prostokatna dziatka na planie w skali 1:2500 ma pole 15,36 cm?. ile arow ma dziatka w
rzeczywistosci?

ZAD. 3 Pole rownolegtoboku wynosi 72 cm?. Oblicz pole rownolegtoboku podobnego do danego
w skali 1:3.

ZAD. 4 Masz zaprojektowac staw w ksztatcie prostokata o powierzchni 10 ha. Jakiej skali uzyjesz,
jesli do dyspozycji masz papier prostokatny o wymiarach 55 cm X 25 cm?

PRACA DOMOWA

Dane s odcinki dtugosci a, b, ¢, d. Zbuduj trojkat prostokatny podobny do danego o obwodzie d.
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Temat 5: Twierdzenie Talesa i odwrotne oraz wtasnosci
Nauczyciel podaje tres¢ twierdzenia Talesa i odwrotnego do niego i ich dowody.

Twierdzenie Talesa:
Jezeli ramiona kqgta przetniemy dwiema prostymi rownolegtymi, to odcinki wyznaczone przez proste
rownolegte na jednym z ramion kqgta sq proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych

na drugim ramieniu kqta.
b 5 p

A1 B1
(@) p’

Zatozenie: a || b
Teza: AO: OA1 =0 A:: A1B;

DOWOD:

W dowodzie rozr6zniamy dwa przypadki, zalezne czy OA i OB sg wsp6tmierne czy nie. Rozpatrzmy tylko
pierwszy przypadek.

Przypus¢my, ze odcinki sg wspdtmierne; niech odcinek m stanowi ich najwieksza wspolng miare. Jezeli
odcinek m miesci sie k razy w odcinku OA i | razy w odcinku AB, to OA=k|,AB=1m, a wiec OA: AB=k"l.
Odktadamy odcinek m na odcinkach OA i AB, prowadzimy przez otrzymane punkty podziatu K, L, M, N, ...
proste réwnolegte do prostej aii oznaczamy ich punkty przeciecia z prostg p’ odpowiednio przez K’, L’, M’,
N’, ... Poniewaz odcinki odtozone na prostej p sa rowne, przeto i odcinki wyznaczone na prostej p’ beda
réwne, przy tym na odcinku OA’ bedzie k takich odcinkow, a na odcinku A’B’ bedzie |. Wobec tego OA’ : A'B’
=k: |, czyli zachodzi proporcja OA: AB=0A’: A’B’, kt6ra mieliémy wykazac.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenie Talesa:

Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sa proporcjonalne do
odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata, to proste sa
réwnolegte.

Zatozenie: OA: AB=0A;:A’B’.

Teza:a || b.

b p

B
a
A

A B’
o C p'
Dowod:

Zastosujemy dowdd przez zaprzeczenie. Przypusémy, ze prosta b nie jest rownolegta do prostej a.
Wtedy przez punkt B mozna by poprowadzic¢ r6zng prostejb prosta c || a, przecinajaca ramie p’ w
punkcie C, przy tym punkt C lezatby po tej stronie punktu A’, po ktorej lezy punkt B’. Na mocy
twierdzenia Talesa zachodzitaby proporcja: OA: AB=0A’: A’C. Poniewaz jednak A’C #A’'B’,
proporcja ta jest sprzeczna z zatozeniem. Wobec sprzecznosci mamy a || b.
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ZAD. 1 Dany odcinek m podziel na czescix iy, proporcjonalne do dwu danych odcinkéw aii b.

ZAD. 2 Zbuduj odcinek x, jezeli dane sg odcinki a, b, c.

L T D=
ZAD. 3 Majac dane odcinki a, b, ¢, @’, b’ zbuduj odcinek x :%,
ZAD. 4 W jakiej odlegtosci od punktu A znajduje sie punkt C na prostej AB, jezeli % = %’
|AB| =21cm?

ZAD. 5 Sprawdz, czy proste CD i BE sg rownolegte jezeli (patrz rys.):

|ABl _ 3, = . =

a) Bl = ¥ |AE| =6cm; |AD| = 14cm
|AB| _ 7 | _ . _

b) A= 13 |AE| =28cm; |AD| =2dm
|AD| _ . e _

<) 1aq = 0.2 IDE|= - IBCI =5
b

C
B

D E

ZADANIE DOMOWE

Majac dane a; b; gdzie b > a, skonstruuj:y :M.

a
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Temat 7; 8: Trojkaty prostokatne i jego cechy.

Twierdzenie Pitagorasa
W trojkqcie prostokgtnym kwadrat przeciwprostokgtnej jest rowny sumie kwadratow
przyprostokgtnych.

a’? +b%=c?
Wtasnosci i zastosowanie twierdzenia
19

a d? = a? + a? = d = av/2. Dotyczy kazdego kwadratu
29)
Wysokos¢ trojkata rownobocznego:

a
h
a h? = %\/5
39) Pole tréjkata rownobocznego
2
P=2v3
49) Przekatna prostokata
d a
b d=+aZ? + b2

49) Przekatna prostopadtoscianu

%/ a
b p=vaZ+ b2+ c?
5%) Przekatna szescianu p = av3

69) Wysokos¢ czworo$cianu foremnego h = a\/g i jego objetosc V= 1—12a3\/§
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jezeli dane sq trzy boki trojkgta i suma kwadratow dwdch krotszych bokow jest rowna kwadratowi
boku najdtuzszego, to trojkgt ten jest prostokagtny.

ZAD. 1 Oblicz promien r kuli wpisanej i opisanej R na czworoscianie foremnym o krawedzi a.

ZAD. 2 Udowodnij, ze jezeli A(xy; y1) i B(Xy; y2) to AB=4/(x, — X1)2 + (y2 — ¥1)?

ZAD. 3 Sprawdz czy prostokatny trojkat o bokach:
a) 5;12;13
b) 6;8;10

PRACA DOMOWA
Sprawdz, czy trojkat o bokach dtugosci V535 2v/3;5 /17 jest prostokatny?
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Temat 9; 10; 11; 12: Definicje funkcji trygonometrycznych oraz ich wartosci dla
katow 30°; 45°% 60° oraz wtasnosci.

Nauczyciel podaje stowng definicje funkcji trygonometrycznych:

1°) Sinusem (skrot: sina) kata ostrego a w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek
przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata a do przeciwprostokatnej.

2°) Cosinusem (skrot: cosa) kata ostrego a w tréjkacie prostokatnym nazywamy stosunek
przyprostokatnej lezacej przy kata a do przeciwprostokatne;j.

3% Tangensem (skrét: tga) kata ostrego a w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek
przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata o do drugiej przyprostokatne;j.

4% Cotangensem (skrot: ctga) kata ostrego a w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek
przyprostokatnej lezacej przy kacie a do drugiej przyprostokatnej.

Aby obliczy¢ powyzsze funkcje nalezy: dobrac uktad wspétrzednych, aby jego poczatek lezat w
wierzchotku kata o, dodatnia p6tos OX byta jednym ramieniem, a drugie ramie lezato w |

¢wiartce uktadu wspoétrzednych (patrz rys.)
A

T

y
r
a N
0 X |
1) obrac jakikolwiek punkt P(x; y) na drugim ramieniu
2) znalez¢ jego wspotrzedne xiy
3) Obliczy¢ jego odlegtosc r od poczatku uktadu wspotrzednych
Wtedy
sina = %; cosa = %; tga = g; ctga = 3;
PRZYKEAD

Dla kata o = — 45° oblicz: sina; cosa; tga; ctga
Kat o = — 45° wyznacza jedna z pétprostych prostej y = —x, wiec P(x; —x). Teraz
r=yx2+ (=x)2=v2x2=xv/2 > 0, wéwczas mamy:

C ey =Y X _Z1_ V2
Sin(—45)=1=15=7" ~

ey =X_ X _ 1 _ V2
cos(—45°) iy Ry Ay

=Y _X_ _
tg(—45°) —XX— XX— 1
ctg(—45°) Rt -1

Rownosc § = —1 okresla wszystkie punkty prostej y = —x z wyjatkiem punktu O(0; 0). Dla
wspotczynnika kierunkowego tej prostej mamy a = —1 = tg(—45°)
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Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw: 30°; 45% 60° mozemy wyliczy¢ z tréjkata
prostokatnego katach 30°; 60° i 90° oraz 45°% 45°; 90° lub trojkata rownobocznego.

o (0.2

b
a=30° B:60°;b:§;a:%c

stad mamy:
1
e sin30°=2>¢in300=2 =1
c o3 C 2
o cos300=0=z 3 _
C 1C 2
o_a_2*_1_38
o tg30 —b—f_ﬁ—ﬁ— 3
b Zﬂ
° Ctg300 :;: %:\/g
—C
2
o3
. sin60°:9::z3=£
C (i 2
° cos600=3: —2£-1
C C 2
cV3
o tg600 =2=2=43
a EC
1
0_a_3°_¥3
e ctg60 b oE 3
2
Y
c
a
Y
a C:a\/i
0-3a_3a_1_v2
sin45 =T TETETS
cos450 =2=Y2
C 2
tg45° ===1
ctg45°:§:1

ZAD.1 Pod jakim katem jest nachylona do osi OX jest prosta 'y = 2x?
ZAD.2 Obliczmy funkcje trygonometryczne dla § = 570°.
ZAD.3 Zbuduj kat B, 90° < B < 180°, majac dane:

a) cosfB = —-0,3; b) sin 3 =0,7 ctgB= -5
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WELASNOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

1°) Dla kazdego x € R
sin’x + cos’x =1
2°) Dla kazdego x € R\ {kn + %n: k e C}

tox = sinx
& cosx’

3% Dla kazdego x € R\{km: k € C}
ctgx — COosXx

sinx’
. 1
4% Dla kazdego x € R\ {Ekﬂ: k € C}
tgx-ctg=1
Wykazemy, ze dla x € R zachodzi tozsamosc¢: cos®x + cosx-sin’x = cosx.
L = cos3x + cosx-sin?x = cosx+(Cos?x + sin?x) = cosx-1 = cosx

ZAD.1 Sprawdz, ze:
a) sin®x +sinx-cosx?x - sinx=0;dlax € R
1 2 1.
b) coszx—l+tg x,dlax € R\{kn+2n.ke C}
1

c) 1+ ctg?x— = 0;dlax € R\ {km: k € C}

sin2 x

d) sin*x — cos*x = cos?x — sin?x;dlax € R

e) sin*x + cos*x = 1 — 2sin?x * cos?x;dlax € R
ZADANIE DOMOWE

Sprawdz tozsamos¢:
l+sinx _sinx _ Izlx; dlax € R\ {km:k € C}

sinx 1+cosx si
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Temat 13; 14: Rozwigzywanie trojkatow prostokatnych.

Rozwigzac tréjkat prostokatny oznacza, ze nalezy obliczy¢ wszystkie dtugosci bokéw i miary
katow.

Przyktad:

Samolot wida¢ pod katem 35°w momencie, gdy znajduje sie nad punktem odlegtym od
obserwatora 0 4 km(odlegto$¢ mierzona w poziomie). Na jakiej wysokosci i jak daleko od
obserwatora znajduje sie samolot?

Rozwigzanie
S

=35

4 km A
tga, wiec h=|0A| - tga, czylih =4 - tg35° stad h = 4-0,700 = 2,8 km. Analogicznie x =

h_
|0A|

Stad x ¥ —— ~ 4,9 km
0,819

cos350

Zad. 1 Aby wyznaczyc¢ szerokos$¢ rzeki (rys. ponizej) DC zmierzono odlegto$¢ |AD| = 52,5m
prostopadle do brzegu. Drzewo BC = h, rosnace na brzegu po przeciwnej stronie rzeki, wida¢ z
punktu A pod katem o mierze 35°. Oblicz szerokos¢ rzeki.

Zad. 2 Oblicz na jakiej wysokosci znajduje sie balon widziany z punktu P pod katem 42°zas z
punktu K pod katem 22° wiedzac, ze odlegtos¢ miedzy P i K wynosi 90m.

Zad. 3 Podaj miare kata zawartego miedzy wykresem funkcji y =%x + 8 a osig OX.

Zad. 4 Rozwiaz tréjkat prostokatny majac dane:
a) PA=2+/3; przyprostokatna a=2
b) c=3 - przeciwprostokatna, a=31°
¢) a=10,a=23°
d) a=6v3;h=3-tréjkat rwnoramienny
)

e) P=100V3;a=60°-tréjkat rownoramienny
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Zad. 5 Dtugosc przekatnej w prostokacie jest rowna pierwiastkowi rownania % +1=2akat
zawarty miedzy przekatnymi wynosi:

a) 120°

b) 160°
Oblicz obwod prostokata.

PRACA DOMOWA
Oblicz pole rombu o boku dtugosci 2*43—O * 0,75, jezeli kat ostry rombu ma miare 36°.
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Temat 15; 16: Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata
Bezposrednio z poznanych wtasnosci trygonometrycznych wynikaja tzw. wzory
redukcyjne.

Dla kazdego a € R zachodzi:
e sin(90°- a)=cosa
e 0s(90°- a)=sina

Dla kazdego a € R\ {k‘l‘[ + %11: ke C}
e tg(90°- a)=ctga

Dla kazdego a € R\{km: k € C}
o tg(90°- a)=tga

e sin(90°+ o) =cos a

e 0s(90°+a)=-sina

Dla kazdego a € R\ {k‘l‘[ + %11: ke C}
o tg(90°+a)=-ctga

Dla kazdego a € R\{km: k € C}

e ctg(90°+ a)=-tga

Dla kazdego a € R zachodzi:

e sin(-a)=sina

e cos(-a)=cosa

Dla kazdego a € R\ {kn + %n: k € C}
o tg(-a)=-tga

Dla kazdego a € R\{km: k € C}
o ctg(-a)=-ctga

UWAGA!

Aby tatwo zapamietac powyzsze wzory, przyjmijmy, ze a € (0; %11 ).

Ustalamy czy dana funkcja przyjmuje wartosci dodatnie czy ujemne.

Jezelif=m =+ alub =21 + o - w tym przypadku nazwa funkcji nie zmienia sie.
Jezelif= %n +alubf= %n + a - w tym przypadku nazwa funkcji zmienia sie z sinusa na

kosinus, z kosinusa na sinus, z tangensa na kotangens, z kotangensa na tangens. Czesto
mowimy, ze funkcja przechodzi w kofunkcje.

Przyktad: Oblicz sin>m — a) =

sin(%n —a)= sin(%n + (m—a) =cos(m—a) = — cos(a)
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ZAD. 1 Korzystajac ze wzordw redukcyjnych oblicz:

17
a) ctg-m=
b) cosgn =
c¢) cosl35°=
d) sin300°=
35
e) tg—

ZAD. 2 Wiedzac, ze cos a =— g ia € (%11; ), oblicz:

a) cos(%n —a); b) cos(9T — a); c)tg(m+ a)
ZAD. 3 Oblicz:
a) sin(—=m); b) cos(—=2m); <) tg(—Zm);
ZAD. 3 Oblicz:
a) tg(%n + a); b) cos(m + a); ) sin(gn — a);
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Temat 17; 18: Obliczanie pol z zastosowaniem wzoréw na pole trojkata.

Nauczyciel podaje wzory na obliczanie pola trojkata.
Oznaczenia: a; b; ¢ - boki trojkata; h - wysokosc, sina - kat zawarty miedzy bokamiaib
axh
)
P a*b
= * sina
2

wzor Herona
P=\px(p—a)*(p—b)*(p—c)

a+b+c
P="">
wzor na pole tréjkata rownobocznego
p=22V3

4

Przyktad:
Oblicz wysokosc trojkata majac dane: PA=15; podstawa - 6
Rozwigzanie:
h - wysokos¢

axh
P=
2

P
:>h:2:=> h=15:3%6= h=5

ZAD.1 Przez wierzchotek C trojkata ABC poprowadzono prostg | rownolegta do boku AB. Wykazac, ze
tréjkat o podstawie AB majacy wierzchotek na prostej |, ma pole rowne polu trojkata ABC.

ZAD.2 Pole trapezu wynosi 480, wysokosc jest rowna 12, jedna z podstaw jest dtuzsza od drugiej 0 6.
Oblicz podstawy trapezu.

ZAD.3 Dany jest kwadrat ABCD o boku a. Na bokach AB; BC; CD; DA kwadratu obrano kolejno punkty
K; L; M; N tak, ze AK=BL=CM =DN :%a. Oblicz pole czworokata.

ZAD.4 Oblicz pole trojkata o bokacha=4;b=5;c=8.
ZAD.5 Dane sg dwa boki tréjkata i kat zawarty miedzy nimi a = 60°. Oblicz jego pole.
ZAD.6 Bokitrojkatasgrownea=6;b=7; c=8. Wyznacz stosunek wysokosci h,: hg: he.

ZAD.7 Dany jest prostokat o wymiarach 6-(120:12) i (15 + 45:3) + 6-4. Oblicz jego pole, przyjmujac za
jednostke pola kwadrat o boku 6.

ZAD.8 W trapezie rownoramiennym krotsza podstawa i ramiona maja dtugosci 6, a przedtuzenia
ramion przecinajg sie pod katem prostym. Oblicz obwdd trapezu.
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Tematl9; 20: Pola czworokatow.
Rozwigzujemy rézne zadania dotyczace wielokatéw.

ZAD.1 Pole trapezu jest rowne 480, wysokos¢ wynosi 12, jedna z podstaw jest dtuzsza od drugiej o
6. Oblicz podstawy trapezu.

ZAD.2 Wykonaj konstrukcje trojkata ABC majac dane: podstawe AB = a, wysokos¢ CD = h, kat
BAC =q.

ZAD.3 Oblicz dtugosc boku rombu wiedzac, ze przekatne maja dtugosci 30 i40.

ZAD.4 W pewnym réwnolegtoboku boki sg réwne 79, jedna z przekatnych ma dtugosc¢ 12. Czy
ten réwnolegtobok jest prostokatem?

ZAD.5 Oblicz pole trojkata rwnobocznego, znajac dtugosc¢ promienia okregu wpisanego w ten
trojkat.

ZAD.6 Trojkat rownoboczny ma pole S. Oblicz bok, wysokos¢ , promien okregu wpisanego w
trojkat, promien okregu opisanego na tréjkacie.

ZAD.7 Wykaz, ze Srodki czterech bokéw dowolnego prostokata sg wierzchotkami rombu.

ZAD.8 Pole trapezu wynosi 1200, wysokosc¢ jest rowna 24, Jedna z podstaw jest trzykrotnie
dtuzsza od drugiej. Oblicz obie podstawy.

PRACADOMOWA

W tréjkacie prostokatnym ABC wysokos$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego C dzieli
przeciwprostokatng na dwa odcinki 2 i 3. Oblicz pole prostokata.

146



Temat 20: Powtorzenie materiatu.

ZAD.1 Podziel dany odcinek AB na 5 réwnych czesci.

2

b
ZAD.2 Dane sg odcinki a i b. Skonstruuj odcinek x = 0

ZAD.3 Boki trojkata maja dtugosci 6; 7; 10. Znajdz boki trojkata podobnego, ktérego najmniejszy
bok ma dtugos¢ 10.

ZAD.4 Pole rownolegtoboku wynosi 24, obwod jest rowny 28. Odlegtos¢ miedzy dwoma
réwnolegtymi bokami wynosi 4. Jaka jest odlegtos¢ pomiedzy dwoma pozostatymi bokami
rownolegtymi

ZAD.5 Oblicz sin700°.

2 2

L ,, sin“a—cos“«a
ZAD.6 Sprawdz tozsamosc: =tga-ctga.

sinacosa

ZAD.7 Rozwiaz trojkat prostokatny gdy dane sa: P :%5; a=60°,
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Praca klasowa nr 7
PLANIMETRIA

IMi€ i NAZWISKO «cvivruininiiinieiiinnaceieriniecaceceressacesssacacesessnces klasa....cccevvncncennnes

Zad. 1 Dane sg odcinki a, b, ¢, d. Zbuduj trojkat podobny do tréjkata o bokach a, b, c,

0|1
012 tak aby jego obwdéd byt réwny dtugosci d.
0|3
0|4 e . - .
o1 Zad.2 Wysokosci rownolegtoboku sa w stosunku 3 : 5. Oblicz dtugosci bokow
012 rownolegtoboku, wiedzac, ze jego obwdd jest rowny 32.
0|3
0|4
—b)?
0|5 8 ; Zad. 3 Majac dane odcinki a i b, skonstruuj odcinek x = a m ) .
03
0|4 3
Zad. 4 0l5 0 | 1| Danajest funkcja sina = - Oblicz wartosci pozostatych
012 funkgji.
03
4

0]1| zad.5 Sprawdz tozsamosc: ctg?a — cos?a = ———

0 2 sin“a

0|3

0141 MNiog punktéow | 1—10] 11— 13 | 14— 18 | 19— 20 | 21

Ocena 1 2 3 4 5
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ROZWIAZANIA

Zad. 1 Dane sg odcinki a, b, ¢, d. Zbuduj trojkat podobny do tréjkata o bokach a, b, c, tak aby jego
obwdd byt rowny dtugosci d.

ZAD.2 Wysokosci rownolegtoboku sg w stosunku 3 : 5. Oblicz dtugosci bokéw réwnolegtoboku,
wiedzac, ze jego obwod jest rowny 32.
AAFD ~ AAEB

C

I [S)

b5
a+b=16
{ a==6
b =10
ZAD.3 Majac dane odcinki a i b, skonstruuj odcinek x =

X a-b
Przeksztatcamy rownos¢ do postaci: ——=——

a=b b’
a

(a—b)?
—

Ao}

7

° b
ZAD.4 Dana jest funkcja sina = 3 Oblicz wartosci pozostatych funkcji, kat a ostry.

cosa=v1—sin?a= /1— ’ _E_\/:__

sina

tga = =

cosa

Gl afulw

—3' ctga =
4 g _goc 3'

4

cos o

ZAD.5 Sprawdz tozsamo$¢: ctg?a — cos?a = —
s?a 2

cosa 1-sin“a

2
co 1
L =ctg?a — cos?a = ( , ) — cos’a = —— — cos?a = cosza( — — 1) = cos?a—
sino sSin“a sin“o sin“o

cos?a __ cos*a

= cos?0— = ——.
sinZa sinZa
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16. GEOMERTRIA ANALITYCZNA

Umiejetnosci konieczne:

e okreslenie odlegtosci miedzy punktami, Srodka odcinka
e okreslenie odlegtosci punktu od prostej

e ogdblne rownanie okregu

e wzajemne potozenie dwoch okregdw, okregu i prostej

e potozenie kota w uktadzie wspétrzednych

e wektory, jednoktadnosc, symetria

Pojecia i fakty:

Ad.

zna wzory na obliczanie odlegtosci

podaje przyktady ich obliczania

wie kiedy punkty naleza do okregu

zna interpretacje geometryczng okregu, kota, okregu i prostej
zna pojecie wektora i dziatania na nich

wie jak znajdowad figury symetryczne i jednoktadne

Podstawy programowej

1.

Poznajemy definicje og6lna okregu i kota

2. Zaznacza w uktadzie wspoétrzedny okrag i koto
3.
4, Wskazuje i podaje interpretacje geometryczna figur symetrycznych i jednoktadnych

Zna pojecie okregu, kota, wektora (dziatania na wektorach)
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Temat 1; 2: . Odlegto$¢ miedzy punktami w uktadzie wspétrzednych. Srodek
odcinka.

Nauczyciel wprowadza pojecia odlegtosci dwoch punktow na ptaszczyznie, Srodka odcinka.
Odlegtoscig w niepustym zbiorze X nazywamy funkcje d, ktéra dowolnym elementom Ai B ze
zbioru X przyporzadkowuje liczbe rzeczywista d(A; B) i spetniajacg warunki:

d(A; B)=d (B; A),

d(A; B) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A=B,

d(A; C) + d(C; B) = d(A; B) - jest to nieréwnosc trojkata

Niech dane sa dwa punkty A(xy; X,); B(y1; y2) wowczas odlegtos¢ tych punktow jest réwna:

|AB| = \/(x; — %,)2 + (y1 — ¥2)?
Niech dane sg dwa punkty A(x;; X5); B(y1; ¥2), bedace koncami odcinka |AB| wéwczas srodkiem
odcinka |AB| jest punkt C(xs, ys) o wsp6trzednych:

XS:X1‘|2‘X2 YSZY1;yz stad C(X1‘+2'X2;Y1"2‘Y2)
Przyktad:
Znajdz sSrodek S odcinka AB; gdzie A(3; 4); B(5; 7).
S(><1;_x2;yl+Tyz); podstawiajgc odpowiednie wartosci otrzymujemy: 5(3:—5; Szi) = S(4; 6).

Zad.1 Dana jest prosta y = 2x - 6 oraz punkty A(3; 0); BG; —5). Czy dane punkty naleza do
prostej? Jezeli tak, to oblicz ich odlegtos¢ i Srodek odcinka AB.

Zad.2 Znajdz odlegtos¢ punktéw A(2; —3; —5); B(0; —6; —1) oraz jego Srodek.

Zad.3 Oblicz obwdd wielokata, ktorego wierzchotki maja wspotrzedne: A (4; %), B(—3; —3);
C(—1; —2);D(5; —2) oraz srodek najdtuzszego boku.

Zad.4 Czy dany wielokat o wierzchotkach A (—2; —3); B(1; —2); C(5; 6); D(1; 5) jest
réwnolegtobokiem? Odpowiedz uzasadnij.

Zad.5 Znajdz wzér symetralnej odcinka AB o koncach A(—3; —1); B(3; 4).

Zad.6 Znajdz obwod i pole wielokata majac dane jego wierzchotki: A (—2; %), B(—3; —3);
C(1; =5);D(5; 2); D(=3; 6).

Zad.7 Znajdz prosta symetralng do odcinka AB o wspotrzednych, oraz punkt przeciecia tej prostej
z odcinkiem AB.
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Temat 3; 4: Odlegtosc punktu od prostej, rownanie prostej i jej wtasnosci.

Nauczyciel wprowadza pojecie odlegtosci punktu od prostej, wzér literowy.
Niech dany jest punktu P(x,; y,) i prosta l: Ax+ By + C=0; A2 + B2 > 0, wowczas odlegtos¢ d
punktu P od prostej | wyrazamy wzorem:

d= |Axo+Byo+C|

VAZ+B?

Réwnanie prostej o wspétczynniku m, przechodzacej przez punkt P(xg; yo); m=tgaia jest katem
nachylenia prostej do osi OX. Rbwnanie ma postac:y — y, = m(x — X).
A

k

Wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez dwa punkty A(x;; 1) i B(X; y2), gdzie
X1 # X5, ma postac:

_yY2—y1

B Xp =X
Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty A(xy; 1) i B(X3; y2), gdzie x; # x5, ma
postac:

_¥Y2—y1 _
Y= =22 (- x,).

Dwie proste o rownaniachk:y=m;x+bil:y=m,x + csa
a) réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy m; = m,,

b) prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy m, = — mi
1

Tangens kata a zawartego miedzy prostymi, ktore nie sa rownolegte wyrazamy wzorem:
myp—mq

tga =

1+ mqm,
Rownanie parametryczne prostej przechodzacej przez dwa punkt opisuje twierdzenie:

Jezeli punkt C nalezy do prostej wyznaczonej przez punkty A i B wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje t€ R takie, ze C=tB + (1 —t )A.
Oznaczmy przez I, prosta przechodzaca przez punkty A(ay; a,; as) i B(by; by; bs), to
Iag={tB+ (1 —A:t € R}={t(by; by; bs) + (1 — )(ay; az; ag):t € R}={(a; + t(b; —ay);a, +
+t(b, — ay); az + t(bs —az)):t € R}.
Zapis:

x=a; +t(b; —ay)
Iag={y =a, +t(b, —a,) teR

z = ag + t(b; —aj)
Nazywa sie przedstawieniem parametrycznym prostej w przestrzeni E3 (Euklidesowe))

ZAD.1 Na symetralnej odcinka AB, gdzie A(1; 2), B(—3; 0), znajdz punkt wspélny z prostg o
réwnaniu 2x -y + 3 =0.
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ZAD.2 Trojkat ABC, gdzie A(-2; - 1), B(3; 0), C(0; 2) jest wpisany w prostokat ABDE tak, ze C lezy na
boku DE. Oblicz wspétrzedne punktow D i E.

ZAD.3 Prosta o réwnaniu x-y - 3=0 przecina trojkat ABC, w ktorym A(0; 0); B(4; 0); C(0; 3). Oblicz
stosunek pol figur, na jakie ta prosta dzieli trojkat.

ZAD.4 wyznacz wsp6trzedne wierzchotka C tréjkata prostokatnego ABC, jezeli A(1; 5); B(6; - 5), a
wysokoé¢ CD opuszczona na przeciwprostokatng ma dtugoéé 2v/5.

ZAD.5 Dane sg punkty A(2; 4); B(4; 0); C(6; 0). Wyznacz wspdtrzedne punktu D, tak aby czworokat
ABCD byt trapezem rownoramiennym nie bedgcym réwnolegtobokiem.

ZAD.6 Oblicz wspétrzedne wierzchotkow B i D prostokata ABCD, jezeli A(-3; 0), C(1; 0), a kat
przeciecia przekatnych wynosi 45°.

ZAD.7 Przedstaw prosta przechodzaca przez dwa punkty A(1; (-2; 3) i B(2; 0; - 1) w postaci
parametryczne;.

ZAD.8 Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez dwa punkty A(- 1; 2); B(2; -3), w postaci
parametrycznej a nastepnie w postaci ogolne;j.
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Temat 5; 6: Okrag w uktadzie wspotrzednych.

Wprowadzenie pojecia okregu i jego wtasnosci.
Niech S(a; b) jest sSrodkiem okregu O(S; r) o promieniu r, a M(x; y) dowolny punkt okregu.
Poniewaz MS =r wiec ze wzoru na odlegtos¢ dwdch punktéw otrzymujemy:
(*) (x—a)®+ (y —b)? =r?
Punkt (x; y) leza na okregu O(S; r) wtedy i tylko wtedy, gdy x i y spetniajg réwnanie (*)

Przyktad:
Rownanie (**) (x — 1)% + (y — 3)? = 4 przedstawia okrag o $rodku S(1; 3) i promieniu 2.
Réwnanie x? + y? = r? jest rbwnaniem okregu o $rodku S(0; 0) i promieniu r.

WEASNOSCI:
Rownanie (*) mozemy przedstawi¢ w postaci:

x> +y?—2ax—2by+a’+b*—r2=0
Gdy oznaczymy a? + b? — r? przez c otrzymamy réwnanie:

x?+y?—2ax—2by+c=0
Wracajac do przyktadu (**) nasze rownanie przyjmuje postac:
x2+y?—2x—6y+6=0
Rownanie x? + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 przedstawia okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

a’+b%?—c>0ir=va2+b2—-c

Jezelia? + b% — ¢ < 0, to rdwnanie nie jest spetnione przez zadng wartos$¢ x i y gdyz lewa strona
nie moze mie¢ wartosci ujemne;j.

ZAD.1 Znalez¢ rownanie okregu przechodzacego przez punkty A(—1; 0); B(7; 0); C(0; 1)

ZAD.2 Znajdz srodki i promienie okregow:
a) x2+y?—4x—-8y+19=0

) X2 +y?+4x+2y+1=0

) x> +y?—4x+6y=0

) x2+y2—6x=0

) xX24+y?—x—-y=0

D O O T

ZAD.3 Dla kazdego z punktow (); (); () zbadaj, czy lezg wewnatrz czy na zewnatrz okregu
x? +y?—8x=0.

ZAD.4 Znajdz réwnanie, srodek i promien okregu przechodzacego przez punkty A(1; 0); B(0; 2);
C(1;4).
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Temat 7: Wzajemne potozenie dwdch okregow.

Jezeli w réwnaniu okregu znak ,,=” zastagpimy znakiem ,,<”, to otrzymamy nieréwnos¢ opisujaca
koto i oznaczamy go symbolem k(O; r). Zaktadamy, ze dane sg dwa punkty O, i O, i dwie dodatnie
liczby ry i r,, wowczas zachodza wtasnosci:

1. Okregi O(04; 11) i O(0,; ry) s wzajemnie zewnetrzne, gdy kota k(O4; 1) i k(O,; 13) s3
roztaczne.

ol

Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy |0,0,| > r; + 1,.
2. Okregi O(04; rp) i0(04; ry) nazywa sie zewnetrznie stycznymi, gdy maja doktadnie jeden
punkt wspdlny. Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy |0,0,| = r; + 5.

-

3. Okregi O(04; r1) i 0(0y; 1) przecinaja sie, gdy kota k(04; ry) i k(O,; ry) maja doktadnie
dwa punkt wspolne punkty. Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy |r; — ry| <]0,0,| <
r; + 1y

%

4, Okregi O(04; r1) i O(05; ry) nazywa sie wewnetrznie stycznymi, gdy maja doktadnie jeden
punkt wspolny i koto k(O4; r;) zawiera sie w kole k(O,; r,) lub koto k(O,; r,) zawiera sie w
kole koto k(O4; ry). Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy |0;0,| = |r; —1ry|.

5. Jezeli |0,0,| < |r; — ry|,to k(0O4; ry)c k(0y; 1ry) lub k(0,; ry) € k(04; 1y).
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Przyktad: Okresl potozenie okregdw o réwnaniach:
x2—4x+y*+6y—3=0ix*+8x+y*+15=0

Poniewazx? —4x = (x—2)2 —4;y2+ 6y =(y+3)? —9ix? +8x = (x + 4)? — 16;

wiec réwnania okregdw mozemy zapisa¢ w postaci: (x — 2)? + (y + 3)% = 4?%; (x + 4)?+y? = 12
Zatem mamy do czynienia z okregami O(04; r;) i O(04; ry); gdzie 0,(2; —3); 0,(—4;0); r; = 4

ir, = 1. Skoro |0,0,| = \/(—4 -2)2+(0— (—3))2 =36 + 9=V45 = 3+/5;r; + 1, =4+1=5

t0|0,0,| > r; — 1, = 3V5 =5 = V5 (3 — V5) > 0. Oznacza, ze okregi sa wzajemnie
zewnetrzne.

A

@02 >
s

ZAD.1 Zbadaj potozenie okregdw:
a) x2—2x+y*—4y=0ix*+4x+y*+8y=0
b) x2—2x+y%2—4y—13=0ix*—4x+y?—6y+5=0
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Temat 8: Wzajemne potozenie okregu i prostej.

Mamy trzy potozenia prostej wzgledem okregu:
1. Prostaiokrag nie majace punktow wspélnych

2. Prostaiokrag styczna majaca jeden punkt wspélny z okregiem i jednoczesnie
prostopadta do promienia
3. Prosta przecinajaca okrag i majaca z nim dwa wspédlne punkty.

ZAD. 1 Wyznacz wspotrzedne srodka S i promienia r okregu danego rownaniem:
x2—10x+y?+24y—-56=0

ZAD. 2 Napisz rownanie okregu o srodku i stycznego do prostej 6x — 8y + 10 = 0.
ZAD. 3 Poprowadz styczne do okregu x? + y? = 0 przechodzace przez punkt A(0; 2)

ZAD. 4 Napisz réwnanie stycznych do okregu x% + 12x + y? — 2y + 17 = 0 i réwnolegtych do
prostej 2x+y-5=0.

ZAD. 5 Z punktu A(4; -4) poprowadzono styczne do okregu x? — 6x + y? + 2y + 5 = 0. Oblicz
dtugosc odcinka taczacego punkty stycznosci.
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Temat 9; 10: Uktady rownan, z ktorych przynajmniej jedno jest drugiego stopnia.

ZAD.1 Rozwigz uktady rownan;
2) {yz —3xy —5y+15x =0
x2+y?2+2y=16
{yz —x%+ 4 =0

S5x =y
{( —X)(y 3x) =0
x?2 +y% =50
{3(X— V- -y)=0
Xy =2

ZAD.2 Wyznacz réwnania stycznych do okregu x? + y? + 4x + 1 = 0 przechodzacych przez
poczatek uktadu wspotrzednych i réwnolegtych do prostejy =2x —7.

ZAD.3 Wyznacz wierzchotki trapezu wpisanego w okrag(x — 2)+ (y + 1)? = 40,
Ktorego podstawa zawiera sie w prostej y = x + 5, a wysoko$¢ jest rowna 6v/2.

ZAD.3 Dany jest okrag o $srodku S(5; 0) i promieniu r = 3. Wyznacz styczne do okregu przechodzace
przez poczatek uktadu wspotrzednych.
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Temat 10; 11: Koto w uktadzie wspotrzednych, rozwigzywanie nierownosci.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

1 Co jest brzegiem kota okreslonego nieréwnoscig (x — 1) + (y+ 1)2 < 1?
2 Czy okrag jest figurg wypukta? Odpowiedz uzasadnij.

3 Sprawdz, czy $rodek okregu o rébwnaniu x? + y? — 2x + 4y + 4 = 0 nalezy do odcinka o
koncach A(—1; —4); B(4; 1).

4 Czy rbwnania sg rownaniami okregéw?
a) x2+y?2=0

b) x?+y?=-3
c) x> +y?+4x=0

5 Udowodnij, czy punkt A(1; —4) naleza do kota o réwnaniu x? + y? + 4x + 8y < 0?
6 Wyznacz m tak, aby ponizsze rownanie x? + y? +2x+m = 0 bylo réwnaniem kota.
7 Dla jakich wartosciry i r, okregi o Srodkach 04 i O, sg wewnetrznie styczne?
8 Obierz tak srodki i promienie okregdw, aby byty styczne:

a) wewnetrznie

b) zewnetrznie
¢) podaj przyktady
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Temat 12; 13: Pojecie, wtasnosci i dziatania na wektorach.

Nauczyciel wprowadza pojecie wektora.
Niech E™ oznacza przestrzen Euklidesowg n wymiarowa, A, B € E"
Kazdej parze punktow (A; B) przyporzadkujemy jeden element nalezacy do E™, ktéry oznaczamy

symbolem AB.

Jezelin=1,A=(a;)iB=(b,),to AB=[b; — a,]

Jezelin=2,A(ay; a,) i BA(by; b,),to AB=[b, — ay; b, — a,]

Jezelin=3,A(ay; a,; a3) i BA(by; by;bs), to AB=[b; —ay; b, —ay;bs —as .

W kazdym przypadku mozemy zapisac’ﬁ =B-A.

Wektor AB interpretujemy jako odcinek skierowany, ktorego poczatkiem jest punkt A, zas

koncem jest punkt B.

Graficzne przedstawienie wektora

A > B

Przyktad:

JezeliA(1;2)iB(5;4),to AB = [5 — 1; 4 — 2] = [4; 2] (rys.)

Jezeli C(0; —1) i D(4;1),to CD = [4 — 0; 1 — (—1)] =[4; 2].

JezellE 1;0; 0) i F(0; 0; 1) toEF =[0—1;0—0; 1—0)]=[-1;0; 1].

\ /

\ 4

L\r\‘i

ZAD. 1 Oblicz wspétrzedne punktu A, jezeli B(1; —2) i AB = [3; 4].

WEASNOSCI:
1) Dodawanie wektoréw

JezeliV = [x1;y1;21; W=1[X05¥2; 22 t0V + W= [X4;y15 21 ] + [X25 Y25 22] =
=[x1 + X25y1 +¥2: 21 + 25]
2) Dladowolnej liczby rzeczywistej a zachodzi:
aV = a:[xq; y1;21] = [axy;ayy;az]
3) V+W=W + V- (przemienno$¢ dodawania wektorow
4) (U+V)+w=u+ (W+V) - (taczno$¢ dodawania wektoréw)
5) a(v+ W) =av + aw - (rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania wektoréw).
6) Jezeliu=[x;y;z] WE3; U+ [0;0;0] =[x+ 0;y +0;z+ 0] =[x;y;z] = Uoraz
0U=0x*[x;y;z] =[x*0;y*0;z*0] = [0;0; 0] - (jest to wektor zerowy)
7) Wektor w nazywamy przeciwny do wektora v wtedy i tylko wtedy, gdy v + w = 0.
8) Wektory u i v nazywamy rownolegtymi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka rzeczywista t,

zeu= t*V
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9) Wektor Vv jest rownolegty do prostej do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych
réznych punktéw A, B € k wektor ﬁjest rownolegty do wektora v.

10) Niezerowe wektory U = [uy; u,] iV = [vy; v,] sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy
u,v; + uyv, = 0. Zatem iloczyn skalarny u v = [uy; uy]° [vy; vo]=uyvy + uyvs.

ZAD. 2 Oblicz wspotrzedne wektora u o dtugosci V10 i zwrocie wyznaczonym przez wektor
v=[1;-2].

ZAD. 3 Oblicz: AB —3AC + 2BC, gdy:
a) A(1; —1); B(0; 2); C(2; —3)
b) A(0; —1; 3); B(2; —1; 0); C(—2; —2; 3)

ZAD. 4 Oblicz wspotrzedne punktu B, gdy:
a) AB=[4; —=3]iA(-1;2)
b) AB = [3; —4;5] iA(0; —1;3)
ZAD.5 Wyznacz wszystkie liczby m takie, by wektory U i v byty rownolegte, gdy:
a) i=[2;m];v=[-1;3]
b) U= [2m; —3m];V = [—4; 6]
ZADANIE DOMOWE:

Zbadaj, ktéry z wektorow: v = [2; —3], czy U = [—1; 4] jest rbwnolegty do prostej o rownaniu
3x+2y=0.
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Temat 14; 15: Pojecie jednoktadnosci.

W przestrzeni E™ (n =1 lub n=2; lub n =3) ustalmy punkt P i liczbe rzeczywista s # 0.
Def. Jednoktadnoscia o srodku w punkcie P i skali s nazywamy takie przeksztatcenie, ktére

dowolnemu punktowi A€ E™ przyporzadkowuje taki punkt A’ € E™, 7e PA’ = s * PA.
A

/

A PA’ = s PA

PRZYKtAD:

Sprawdzmy, jednoktadnosc o skali s = —2 i sSrodku P(0; 0) jest opisana wzorem:
{x’ = —2Xx

v = -2y

gdzie punkt A’(x’; y') jest obrazem w tym przeksztatceniu punktu A(x; y). Stad
PA’ = [x';y¥'] = [-2x; —2y] = (=2)- [x; y] = (—2)- PA.

ZAD. 1 Wykazac, ze jednoktadnosc o skali s # 0 i Srodku w punkcie P(0; 0) jest opisana wzorem:
{X' =s*X
Vi =sxy

ZAD. 2 Dane sa trzy rézne punkty A, B, C. Narysuj obraz punktéw A i B w jednoktadnosci o srodku
w Ciskali 2 oraz-2.

ZAD. 3 zbadaj, ktory z ponizszych wzorow opisuje jednoktadnosc i wyznacz ewentualnie Srodek i
skale jednoktadnosci:
a) {x’=3x+2 ){x’=—2x+3 C){Jc’=x+2
y' =3y—2 y'=-2y—-6 y' =y-3

ZAD. 4 Wyznacz réwnanie okregu bedacego obrazem okregu o réownaniu x? + y2 —2x=0w
podobienstwie opisanym wzorem:

{x’=3y—2 b) V2x+\2y
Dy =3x+2 VZx -2y

ZAD. 5 Napisz rownanie okregu, ktéry jest obrazem okregux? + y> + 6y + 4=0w
przeksztatceniach:
a) przesuniecie o wektoru = [1; —3]

b) jednoktadnosci o srodku w P(0; 0) i skali k :Z
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Temat 16; 17; 18: Symetria osiowa i Srodkowa, wtasnosci.
Nauczyciel wyjasnia i analizuje pojecia przesuniecia rownolegtego i symetrii.

Przesuniecie rownolegte:

Rozwazmy przesuniecie rownolegte o wektor u = [a; b]. Niech obrazem punktu A(x; y) w
przesunieciu bedzie punkt A’(x’; y’). Zgodnie z wtasno$ciami przesuniecia, otrzymujemy rownosé
AN’ = T, czyli

[x' —x;y" — y]=[a; b]. Stad
{X’—XZa {x’=a+x

y'—y=b "y'=b+y
Stad otrzymalismy zwigzek miedzy wspétrzednymi punktu a wspétrzednymi jego obrazu w
przesunieciu rownolegtym o wektor U.

Symetria osiowa:
Symetrie osiowa wzgledem (prostej) osi OX opisuja wzory:

{ X' =x
y'=-y
zas wzgledem osi OY
X'=—x
{ y' =y

Symetria srodkowa (wzgledem punktu) jest jednoktadnoscig wzgledem srodka symetrii w skali k
= —1. Zatem symetrie sSrodkowa wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych opisuja wzory:

{x’ = —X
y'=-y

Przyktad:
Znajdz rownanie prostej I’, ktora jest obrazem prostej l: x—2y + 3 =0, w przesunieciu rownolegtym
o wektoru = [—2;3].
Przesuniecie réwnolegte opisuja wzory:
{x’zx—z {XZX’+2
! $ !
y=y+3 ly=y -3
Otrzymane wyrazenie podstawiamy do réwnania prostej l. Stad otrzymujemy
X' +2—-2(" —3)+t3=0,czylix’ — 2y’ + 11 = 0. Opuszczajac ,,primy” otrzymujemy
x—2y+11=0.

ZAD.1 Ktory ze wzoréw przedstawia symetrie sSrodkowa?
a) {x’=4x—x b){x’=2—x ){x’=6—x

y =-y y=y+4 y=-2-y

ZAD.2 Wyznacz rownanie prostej bedacej obrazem prostej 2x — 3y —6 = 0 w symetrii Srodkowej
wzgledem punktu P(1; 1)

ZAD.3 Wykaz, ze symetria osiowa wzgledem osi OX jest przeksztatceniem, ktore punktowi K(a; b)
przyporzadkowuje punkt K’(a; =b ).
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ZAD.4 Wyznacz rownanie obrazu prostej o rownaniu 3x—4y — 2 = 0 w symetrii wzgledem osi OY.

ZAD.5 Oblicz wspétrzedne obrazu punktu A(—2; —3) w symetrii Srodkowej wzgledem punktu
K(1;—1).

ZAD.6 Wyznacz symetrie Srodkowa wzgledem punktu P(py; p2; p3) za pomoca wspodtrzednych.
ZAD.7 Wyznacz rownanie prostej o rownaniu 2x+5y — 1 = 0 w symetrii wzgledem osi OX.

ZAD.8 Napisz rébwnanie okregu, ktéry jest obrazem okregu x? + y? + 6y + 4 = 0 w przesunieciu
o wektoru = [—2; 3] wzgledem osi OX.

ZAD.9 Znajdz punkt B symetryczny do punktu A(—1; —3)wzgledem prostej2x+y —2 = 0

ZAD.10 Znajdz rownanie prostej h’, ktéra jest obrazem prostej h o réwnaniu x—2y + 3 = 0,
przesunieciu rownolegtym o wektor U = [—1; 3], i symetrii wzgledem osi OX.
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Temat 19: Utrwalenie wiadomosci.
ZAD. 1 Dany jest ciag punktéw A, (2n; 4 — n), n€ N. ktory z nich lezy najblizej prostejy =x - 3?7

ZAD. 2 Dane sg punkty A(—3; 2); B(—1; 0); C(2; 1), ktore sg wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD.
a) wyznacz wspdtrzedne punktu przeciecia przekatnych
b) wyznacz wierzchotek D
c) oblicz pole rownolegtoboku

ZAD. 3 Zbadaj potozenie okregow:
a) x> +y?—2x—4y=0ix*+y?+4x+8y=0
b) x* +y?*—2x—4y—13=0ix*+y?—4x—6y+5=0

ZAD. 4 Oblicz wspotrzedne punktu B, gdy A(1; 2; —3) iAB = [—3;8;1]

ZAD. 5 Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste m takie, by wektory u i v byty rownolegte, gdy:
a) U=[2;m];v=[-13]
b) U= [1+m;4];V=1[1;4]
c) U=[2m;-3m];v=[—4;6]

ZAD. 6 Wyznacz wspotrzedne obrazu trojkata o wierzchotkach A(1; 0); B(3;2); C(—1; 4) w

podobienstwie, ktore jest ztozeniem przesuniecia rownolegtego o wektor i = [—3; 1] i
jednoktadnosci o srodku w punkcie P(1; 1) i skali s = 2.
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Praca klasowa nr 8
GEOMETRIA ANALITYCZNA

Imiginazwisko ..............cooeeiiiiiiiiiiiiiiiiveeeeec klasa

0l1 Zad. 1 Na prostejlo rc')lvvnaniu y =4x znajdz punkty, ktérych odlegtos¢ od prostej
ol2 = —3Xjestrowna 3.
0|3
0|4
o | 1| Zad.2 Czy rbwnania sa rownaniami okregow:
012 a) x> +y*+4x=0
b) x2+y?—2x=0
c) X2 +y?—2x+5=0
d) x2+y2—2x+2y+2=0
Pytnr2
Typ pytania Prawda/Fatsz
Tres¢ pytania Czy rownanie jest rownaniem okregu?
L a), b)
Odpowiedzi 0:d)
Multimedia do odpowiedzi:
Grafika Rozdzielczos¢ 640x480
Rownanie matematyczne Wzory matematyczne
Audio
Wideo Rozdzielczos¢ 800x600
o Réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci ogolnej
Odpowiedz zwrotna — . - 5
Odpowiedz nieprawidtowa, poniewaz r=0

0| 1| Zad. 3 Zbadaj potozenie okregdéw o rownaniach:
02 X2 +y?—4x+6y—3=0ix>+y*+8x+15=0
03
0|4
0|5 0| 1| Zad. 4 Rozwiaz uktad réwnan:
0|2 2x% + 2y +x+y+xy =34
03 { 4x+4y+xy =0
0|4
0| 1| Zad. 5 Przez punkt A(0; 2) poprowadz styczne do okregu x? + y> — 1 = 0.
02
03
0|4

llos¢ punktow | 1 -7 |8—10|14—16|17—18 |19
Ocena 1 2 3 4 5
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ROZWIAZANIA

Zad.1 Na prostej o réwnaniu y = 4x znajdz punkty, ktorych odlegtosc od prostej x + 2y =1 jest
rownas.
Oznaczmy szukany punkt P(x,; Vo). Poniewaz punkt lezy na prostej o réwnaniu y = 4x, wiec
Yo = 4x,. Z drugiej strony odlegtos¢ tego punktu od prostej x + 2y = 1, ktérej réwnanie w postaci
ogolnej to x +2y —1 = Owyraza sie wzorem:
X0 + 2yo — 1]
V5
Stad |xo + 2y, — 1| = 3V/5, adalej mamyx, + 2y, — 1=3+/5 lubxy + 2y, — 1=—-3+/5
Xo +8yo —1=3V5lubxy 4+ 8y, —1=—3V5=29x, = 1 + 3v/5lub9x, = 1 — 3v/5
1+3V5,  _ 1-345

=3

Dalej mamy: xy = — Yo = stad mamy
14345 1-3+/5
XO = 9 l b XO = 9
44125 u 4-12+/5
Yo = 7> Yo = >

1+z\/§; 4+192«/§); P, (1 zx/i; 4 192«/3).
ZAD. 2 Czy rownania s rownaniami okregdw: x? + y% + 4x = 0

a) x*+y*-2x=0

b) x*+y?—-2x+5=0

) x*+y?—-2x+2y+2=0

Stad szukane wspotrzedne sg postaci: Py (

ZAD.3 Zbadaj potozenie okregdéw o réwnaniach:
X2 +y2—4x+6y—3=0ix*+y*+8x+15=0
Poniewazx? —4x = (x—2)2—4; y?+6y=(y+3)2—9 i x?>+8x=(x+4)% — 16;
Stad wynika, ze rownania okregdw mozemy zapisac w postaci:
(x—2)2+ (y+3)? =4%i(x+ 4)% +y? = 12. Zatem mamy okregi O(0; r;) i O(0,; r;), gdzie
0,(2; —3); 0,(—4;0) zasr; =4ir, =1.Stad

|0,0,| = J(—4— 2)2+(0— (—3))2 =36 +9 =45=35;zaér; +r, =4+ 1 =5;
wowczas
|0,0,] > 1y + 1, czyli (3\/§ —5= \/3(3 — \/E)) > 0. Wynika stad, ze okregi sa wzajemnie
zewnetrzne (roztaczne zewnetrznie).
ZAD.4 Rozwiaz uktad rownan:
{ZXZ +2y*+x+y+xy =34
4x+4y+xy =0
Przeksztatcamy rownanie pierwsze, tak aby wystapity wszedzie wyrazenia postaci: x +y i xy.
Grupujac wyrazy otrzymujemy:
(2x% + 4xy + 2y?) — 3xy + (x + y) = 34;
( ){Z(X +y)?=3xy+ (x+y) =34
4(x+y)+xy=0
wykonujemy podstawienie:
u=x-+y
) { vV =Xy
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Uktad (+) i () jest rbwnowazny uktadowi:
{Zu2 —3v+u=34

4u+v=0
Po podstawieniu v = —4u otrzymujemy:
2u? + 13v — 34 = 0;

u =2
{Vl = -8

u, = —8,5
{ v, = 34

Po podstawieniu wartosci u i v otrzymujemy:

X+y=2 x+y=-85
a){ Z_g lubb){ xy = 34

Z uktadu a) otrzymujemy: {sz—:l'z lub {Xy_=_42. Uktad b) jest sprzeczny.

ZAD.5 Przez punkt A(0; 2) poprowadz styczne do okregu x? + y2 — 1 = 0.

Poprowadzmy przez punkt A(0; 2) prostg o wspotczynniku katowym m, tzn.y = mx + 2.

Wyrugujmy z rownania prostej i rbwnania okregu zmienngy. Po podstawieniu otrzymujemy:
(m? 4+ 1)x?+4mx+3 = 0.

Dla A= 4m? — 12 = 0 = otrzymujemy warunek stycznosci, a wiec dlam; = v/3 lubm, = —/3

stad nasze styczne s3 postaci: y =v3x+2 luby=—/3x+2.
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17. WIELOMIANY

1. Liczby naturalne

Umiejetnosci konieczne:

e wykonuje dziatania na wielomianach
e stosowanie kolejnosci wykonywania dziatan
e zna metode rozktadania wielomianow na czynniki
e wykorzystuje poznane metody w praktyce
e potrafi dzieli¢ wielomiany przez dwumian
zna metode wyznaczania reszty bez dzielenia wielomianu
e znatwierdzenie Be’zuta
e rozwigzuje rownania i nierdwnosci wielomianowe

Pojecia i fakty:

Ad.

e podaje przyktady wielomianéw

podaje dzielniki danego wielomianu

przedstawia wielomian w postaci iloczynowej

oblicza pierwiastki rownan i nierownosci wielomianowych

Podstawy programowej
1. Poznajemy definicje wielomianu

2. Wyszukuje dzielniki wielomianow
3. Stosuje wzory skroconego mnozenia
4, Stosuje dziatania na wielomianach
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Temat 1; 2: Podstawowe dziatania na wielomianach jednej zmiennej i ich
wtasnosci.

Nauczyciel podaje niezbedne informacje o wielomianach.

Funkcje okreslong wzorem:

W(x) =apx™ + ap_1x" 1 +a,_,x"" 2+ ..+ a,x? +a;x! +ay;x €ER,zasag; a;; ay;...;a, S3
ustalonymi liczbami rzeczywistymi zwanymi wspo6tczynnikami wielomianu, nazywamy
funkcja wielomianowa.

Wyrazenie apx™ + ap_1x* 1 +a,_,x"2 + ...+ a,x% + a;x! + a, nazywamy wielomianem zmiennej
X.

Jezelia, # 0,to n nazywamy stopniem wielomianu.

Wielomian W(x) i V(x) nazywamy réwnymi jezeli W(x) = V(x) dla kazdego x€ R.

Suma, réznica, iloczyn dwoch wielomianow jest rowniez wielomianem. Ponadto

1) Stopien sumy i réznicy dwéch wielomiandéw nie jest wiekszy od stopnia obu tych wielomianow.
2) Stopien iloczynu dwoch wielomiandw niezerowych jest rowny sumie stopni tych wielomianéw.

Funkcje statag
W(x) =agy iag # 0 nazywamy wielomianem stopnia 0.

Funkcje tozsamosciowa
W(x)=0
Nazywamy wielomianem zerowym.

Twierdzenie o rownosci wielomianow.

Dwa wielomiany W(x) i P(x) sa rowne dla kazdej wartosci x wtedy i tylko wtedy gdy sa tego samego

stopnia i wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej sa réwne.

Przyktad:

Dany jest wielomian W(x) =x3 + ax? + bx + c. Wyznacz a, b, c wiedzac, ze W(—1) = 1; W(2) = 13; W(%)
43

8’

Rozwiazanie:

(-D3+a(-1)2+b(-1)+c=1

23 +a22+b2+c=13

1\ 1\ 1 43

) +(z) +oate=-%
a—b+c=2

{4a+2b+c=5 =>a=4;b=-3;c=-05;

a+2b+4c=-22

Stad W(x) =x3 + 4x2 — 3x — 5.
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ZAD. 1 Dodaj wielomiany:
a) A(x)=5x3+ 2x% — 6x + 2; B(x) = —4x3 + x;
b) C(x)=—6x>+x? +x+ 5;D(x) =6x> + x* —x + 2;

ZAD. 2 Wykonaj mnozenie wielomianow:
a) x—3)(2x*+x+5)

b) (x3—x+2)(3x>—-x+4)

c) x2—-2x+3)(x3—x*+6x+1)

d) (x2-8)(x*+8x+8)

ZADANIE DOMOWE
Rozt6z na czynniki pierwszego stopnia wielomian W(x) = x* — 10x? + 25.
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Temat 3; 4: Rozktad wielomianu na czynniki.
Przedstawiamy wielomiany w postaciiloczynu wielomianow nizszych stopni.

Przyktady:
a) 2x3 —3x? +x=x(2x* —3x+1)
b) 2x? —2ab—3a+3b=2a(a—b)—3(@—-b)=(a—b)(2a—3)

ZAD. 1 Rozt6z na czynniki stosujac wzory skroconego mnozenia, grupowanie czynnikdéw oraz
wytaczanie wspoélnego czynnika przed nawias.

a) x*—-1

b) x> —5x+6

c) 3a(r+b)—=3c(r+b)

d) rx+2ry-sx+2sy

e) a®x? —2a%y? + b2%x?% — 2b%y?

f) 2x% —8y?

g) a®+3a+2

h) x2 —11x— 60

i) x*+x?—-x—-1

j) x> —4x3+x%2 -4

k) 2x3 —2x% -3

) 2x3-3x2+6x-5

m) 4a’r + 12a%s — 3b%r — 9b?s
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Temat 5; 6; 7: Dzielenie wielomianow.

Zatézmy, ze dane s liczby rzeczywiste: ay; a;; ay; ...; a,, gdzie a, # 0in€ N wowczas rownanie
apx" +a,_x" 1 +a, ,x" %+ ...+ a,x?+ a;x! +a, = 0 nazywamy rébwnaniem stopnia n.
Rozwigzaniem tego réwnania jest liczba k taka, ze

apgk™ + a,_(k" 1+ a,_,k" %+ ..+ a,k?+a;k! +a, = 0. Jezeli liczba k jest rozwigzaniem
powyzszego rownania, to méwimy, ze spetnia to rownanie.

Przyktad 1:

Miejscem zerowym wielomianu f(x) = x —2 jest liczba 2, gdyz f(2) = 0. Poniewaz funkcja ma jedno
miejsce zerowe, wiec {x:x € RAx — 2 = 0} = {2} wobec tego x; = 2 jest jedynym rozwigzaniem
réownaniax — 2 = 0.

Przyktad 2:

Miejscami zerowymi wielomianu f(x) = (x + 1) (x — 1)? (x — 3)3sg liczby x; = —1;x, = 1;x3 = 3,
poniewaz f(—1)=0; (1) =0if(3) =0; wobectego {x:x ERA(x + 1) (x—1)?(x—3)3 =0} =
{-1,1;3}

Twierdzenie Be’zout’a
Jezeli liczba a jest miejscem zerowym wielomianu f stopnia n (n € N), to istnieje taki wielomian g
stopnia (n—1), ze f(x) = (x—a)g(x), dla x€ R.

Przyktad: Znajdz pierwiastki wielomianu f(x) =4x3 —x + 3;x € R

Pierwiastkami tego wielomianu moga by¢ podzielniki wyrazu wolnego, czyli liczby: —1; 1; —3;3
Obliczamy wartos¢ wielomianu w tych punktach:

f(=1)=0

f(1)=6

f(—=2)=-102

f(2)=—108

Wynika stad, ze x; = —1jest miejscem zerowym nalezgcym do zbioru {—1; 1; —3; 3} tj. do zbioru
wszystkich dzielnikow catkowitych.

ZAD. 1 Wykonaj dzielenie wielomianu 2x3 — x? + 2x — 3 przez dwumian x —1

ZAD. 2 Podziel wielomian (3x®> —x* + x3 + 7x2 — 6x + 8): (x3 — x + 2)

ZAD. 3 Wykonaj dzielenie (x3 + x + 1): (x — 1)

ZAD. 4 Zbadaj czy wielomian W(x) = 29x°> — 16x3 + 3x? — 16 jest podzielny przez x —1.

ZAD. 5 Podziel:
a) (x®+y®): (x3 — 2x%y + 2xy? — y3).
b) (x3+4x?2+x—-6):(x+2)
) (x*—3x3—-x2—-4x+5):x-1)
d) (a® —b®):):(a® + a®b + ab? + b3)
e) (6t* —7x3 —13x%2 +23t—12):(2t—=23)
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f)

(8x3 + 12x%y + 6xy% + y3): (2x + y)

) (x%—0,5x%—8x+4++3):(x —5)
h) [x3—(G@—=b)x?+ (@2 +b?)x+ (a+b)3]:[x— (a+b)]

ZAD. 8 Oblicz reszte z dzielenia wielomianu

a

D O O O

)
)

)
)
)

W(x) =x3 — 5x% + 6x + 1 przez dwumian F(x) =(x—3 ) nie wykonujac dzielenia.

W(x) =x* + 6x? — x — 2 przez dwumian F(x) =(x+1 ) nie wykonujac dzielenia.

W(x) = x1% — 4x® + 2x2 + x + 3 przez dwumian F(x) =(x+1 ) nie wykonujac dzielenia.
W(x) = x3 — 5x% + 10x — 2 przez dwumian F(x) =(x—5 ) nie wykonujac dzielenia.
W(x) =x* — 3x% — x — 2 przez dwumian F(x) =(x—2 ) nie wykonujac dzielenia.
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Temat 8; 9: Zastosowanie twierdzenia Be’zout’a w zadaniach.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

ZAD.

1 Dla jakich wartosci a i b wielomian W(x) = (x* + x3 — x? + ax + b) jest podzielny przez
x? —x-2).

2 Kiedy wielomian W(x) = (x* — 12x? — 13x — 12) jest podzielny przez (x—4 ) oraz przez
(x+3)?

3 Dlajakich parametréw m, n, p, g wielomian P(x) = (x* + mx3 + nx? = 12x = 4) jest rowny
wielomianowi Q(x) = (x? + px + q)2.

4 Dla jakich parametréw m, n, p, g wielomian P(x) = (x* + mx3 + 13x? + nx = 4) jest rowny
wielomianowi Q(x) = (x? + px + q)*.

5 Oblicz reszty z dzielenia wielomianow:
a) (x3 —5x% +2x% —1): (x+1)

b) (x* — 2x3 + 3x% — 1): (x+2)
c) 5x3+6x%2—2x+3)(x+1)

6 Dowies¢, ze wielomian P(x) = x* + x? + 1 nie posiada pierwiastkow rzeczywistych.
7 Udowodnij, ze wielomian px® + gqx® = rx* — rx? — qx — p jest podzielny przez (x +1).

8 Pewien wielomian daje przy dzieleniu przez (x—1) reszte 2, zas przy dzieleniu przez (x—2)
reszte 5. Jaka reszte otrzymamy przy dzieleniu tego wielomianu przez (x—1) (x—2)?

9 Znalez¢ wielomian czwartego stopnia, ktorego pierwiastkami sg liczby: 1; 2; 3; 4. Zas dla x =
5 przyjmuje wartosc 1.
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Temat 10; 11; 12; 13; 14: Rozwigzywanie rownan i nierownosci wielomianowych

ZAD. 1 Wiedzac, ze 1 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x3 — x? — 4x + 4, roztozy¢ na czynniki

wielomian.

ZAD. 2 Roztozy¢ na czynniki pierwsze wielomian
a) x*—10x?+ 25.
b) x*+x?+1

ZAD. 3 Wykazad, ze pierwiastkiem wielomianu P(x) = x> — 5x* + 13x — 65 jest liczba 5.

ZAD. 4 Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu x3 — 7x% + 16x — 12. Znajdz wszystkie pierwiastki
tego wielomianu.

ZAD. 5 Rozwiai rownanie:

a) x* —5x3+6x2—-5x+1=0.

b) x* — 4x3® — 19x? + 106x — 120 = 0.
) x6—=9x3+20=0
d)x3—2x2+3x—6=0
e) x*—5x3+4=0

0

ZAD. 6 Rozwiaz nieréwnosc:

a) x3—2x2+4x-3=0
) (x+2)(x—1)(x—5)> 0 (Wskazdéwka: ustal znak iloczynu w tabelce)
) x*—10x3 + 35x%50x+ 24 <0
) x(x? + 1)(x—1)(x—x?>—1)>0
) x3—9x2+26x—24>0
*+x2+DE2-1)<0
(x2 —11)(x*—x+3)>0
(x+2)(x=1)(x=3)(x+4)> 0
) (4x2—1)(4x% + 1)(x+2)< 0
) x3—6x2+11x—6=0
k) x*—5x2+4>0

(=)}

o

ZAD. 7 Wyznacz dziedzine funkcji:
a) y=/&x2 -4+ D(x+3)
b) y:\/(x2 —5x+6)|x+ 1]
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Temat 15: Powtorzenie wiadomosci.
ZAD. 1 Wykonaj dzielenie (6x3 + 5x? — 13xb? — 12b3)(3x + 4b)
ZAD. 2 Bez wykonywania dzielenia okresl wartos¢ reszty:
a) ((x1° —4x®+2x%+x+3))(x+1)
b) (x*—2x3 +2x% —4):(x+2)
ZAD. 3 Rozwigz rdwnanie: x3 —5x2 —x+ 5 =0
ZAD. 4 Rozt6z wielomian na czynniki:
a) 2x3—3x>+6x—5
b) x> —4x3 +x%—4

ZAD. 5 Rozwigz nierownosé: x* —x3 —x2 —x—-2>0

ZAD. 6 Wyznacz przedziaty, w ktérych funkcjay =x3 + 3x? — x — 3 przyjmuje warto$ci dodatnie.
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Praca klasowa nr 9

WIELOMIANY | DZIAEANIA NA NICH

IMiQ i NAZWISKO cevuruiureiniiiiiniiieiaieiiieiiiniriricerececesecesesacacacannes klasa ....coovevnnnnnnnee
0 [ 1| Zad. 1Znajdz miejsca zerowe wielomianu x* — 2x? — 5x + 6.
0]2
03 . . : : o
01a Zad.2 Dla jakich warto$ci a wielomian P(x) =x% + x — 1 jest podzielnikiem
0 wielomianu W(x) =x* + 4x3 + x? + ax + 1 ioblicziloraz.
0|3
0|4
05 e B
0| 1| Zad. 3 Rozwigz réwnanie: x* — 5x° + 6x“ —5x + 1 =0.
0]2
03
04
Zad. 4 ols 0 | 1 | Wykonaj dzielenie: [(m + n)® — (2m — n)3]:(2n — m)
0]2
03
0|4
Zad. 5 Zbadaj 0| 5| liczbe miejsc zerowych wielomianux3® — (m + 2)x? +
(B3m — 2)x w zaleznosci od parametru m.

oO|O|O|O|O|O
oW IN|F

llo$¢ punktow | 1 —9 | 10—12 |13 —20 |21 —23 |24 —25
Ocena 1 2 3 4 5
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ROZWIAZANIA

Zad. 1 Znajdz miejsca zerowe wielomianu x3 — 2x? — 5x + 6.

Jezeli wielomian ma wspoétczynniki catkowite to miejsca zerowe sg liczbami catkowitymi, to
miejsce zerowe jest podzielnikiem wyrazu wolnego. Znajdujemy dzielniki liczby 6 czyli: 1; — 1; 2;
—2;3;—3.

Sprawdzamy W(1) =1—2-1—5-1+6=0. Stad x,= 1. Na podstawie twierdzenia Be’zouta wielomian
jest podzielny przez (x— 1) i mamy (x3 — 2x% — 5x + 6): (x— 1)

(x3—2x2—-5x+6):(x—1)=x*—x—6

—x3 + x?
= —x?—5x
x?-x
—6x+6
6x —6

= =Stad otrzymujemy x3 — 2x% — 5x + 6 = (x— 1)( x* — x — 6).
Pozostate miejsca zerowe moga by¢ miejsca zerowe tréjmianux® —x — 6. A =1 + 24 stad VA=5i
-5
Otrzymujemy x,= —2 i x3= 3. Zatem wielomian zapisujemy x> — 2x? — 5x + 6 = (x— 1) (x+2) (x— 3).

Zad. 2 Dla jakich warto$ci a wielomian P(x) =x% + x — 1 jest podzielnikiem wielomianu
W(x) =x* + 4x3 + x? + ax + 1ioblicziloraz.

x*+4x3 + x> +ax+1):(x*+x—-1)=x*+3x—-1
x* + x3 — x?

3x3+2x?% + ax

3x3+3x% —3x

—x%?+(a+3)x+1
—x%?—x+1
(a+4)x - reszta

Aby wielomian P(x) byt podzielnikiem W(x) potrzeba i wystarcza aby reszta (a + 4)x byta réwna zero.
Stad wynika, zea+4=0gdy a=—4.

Zad. 3 Rozwigz réwnanie: x* — 5x3 + 6x% — 5x + 1 =0.
Dzielgc rownanie przez x2 mamy: x* — 5x3 + 6x% — 5x + 1 =0/:x? stad otrzymujemy réwno$é:
5 1
X*=5x+6—=+—==0
X X
1\° 1
(x+—> —5(x+—>+4= 0
) X X
Podstawiajac z=x + - otrzymujemy réwnanie kwadratowe
z? — 5z + 4 = O stad
Z1 = 1; Zy = 4
Podstawiajac 1=x + i rozwigzujemy rownanie, ktore nie ma pierwiastkéw oraz rownanie 4 =x + i
mamy:x; = 2 —+v3orazx, = 2 ++3
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Zad. 4 Wykonaj dzielenie: [(m + n)® — (2m — n)3]:(2n — m)
[(m+n)®—(2m—-n)3] =m3+3m?n+ 3mn? + n® — 8m3 + 12m?n — 6mn? + n3 =
=2n% — 3mn? + 15m?n — 7m3 ostatecznie mamy:

(2n3 — 3mn? 4+ 15m?n — 7m3): (2n — m) =n? — mn + 7m?
—2n% + n’m
= —2mn? + 15m?n
2mn? — m?n
14m?n — 7m3
—14m?n + 7m?

Stad iloraz wynosi n> — mn + 7m?.

ZAD. 5 Zbadaj liczbe miejsc zerowych wielomianu x® — (m + 2)x? + (3m — 2)x w zaleznosci od
parametru m.

Wielomian x3 — (m + 2)x? + (3m — 2)x mozemy przedstawi¢ w postaci:

x3 — (m+ 2)x% + (3m — 2)x = x[x? — (m + 2)x + 3m — 2], stad wynika, ze miejscami zerowymi

wielomianu sg x = 0 i miejsca zerowe tréjmianu kwadratowego x? — (m + 2)x + 3m — 2.

Sprawdzmy dla jakiej wartosci parametru liczba x = 0 jest rowniez miejscem zerowym tréjmianu. W

tym celu podstawmy x =0 do tréjmianu i przyrownajmy do zera. Stad otrzymujemy:

3m—-2=0idalejm= % Zbadajmy istnienie miejsc zerowych tréjmianu.

A=(m+2)2?-4Bm—-2)=m?+4m+4—-12m+8 =m? — 8m + 12.
Znak wyrdznika przedstawia wykres:

+4+++++ At m

\/

Rozpatrzymy trzy przypadki:
1) A < 0,zachodzi, gdy me (2; 6).Dla tego przypadku tréjmian nie ma miejsc zerowych z
wyjatkiemx; = 0.
2) A= 0,zachodzi, gdy me (2; 6). Tu tr6jmian ma jedno miejsce zerowe. Rozpatrzmy kazda
wartos¢ osobno.
a) dla m:2mamyx:mT+2;stqu:2

b) dlam=6jestx :mTJrZ; stad x = 4. Wynika stad, ze dany wielomian ma dwa miejsca
zerowe
3) A > 0,cozwykresuwidac, ze zachodzi dla me (—o0; 2) U (6; + o) w tym przypadku
tréjmian ma dwa miejsca zerowe, ale dlam :g; x=0.Zatem dla me (—00; %) U G 2) U
(6; +o0)
dany wielomian ma trzy miejsca zerowe, zas dla m 22 ma tylko dwa miejsca zerowe.

Ostatecznie wielomianx3 — (m + 2)x? + (3m — 2)xma
1) jedno miejsce zerowe dla me (2;6);

2) dwa miejsca zerowe dla me {g 2; 6}

.. 2 2
3) trzy miejsca zerowe dla me (—oo; 5) U (5; 2) U (6; +0).
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