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Program nauczania z matematyki rozszerzony i poradnik dla nauczyciela — klasa Il szkoty

ponadgimnazjalnej



Spis tresci



Wstep

Waznym celem nauczania matematyki w liceum i technikum jest wyposazenie przysztego absolwenta w
umiejetno$ci matematyczne niezbedne do sprostania wymogom egzaminu maturalnego z matematyki na
wybranym przez niego poziomie. Dodatkowo zakres podstawowy powinien da¢ absolwentowi
umiejetnosci przydatne w codziennym zyciu, zas zakres rozszerzony — stworzy¢ solidny fundament do
kontynuowania nauki na wymagajgcych tego wyzszych studiach. Nauczanie matematyki w sposdb
szczegolny stymuluje rozwdj intelektualny ucznia, miedzy innymi wyksztatca:

* umiejetnos¢ czytania tekstu ze zrozumieniem, w tym réwniez tekstu zawierajgcego dane statystyczne
prezentowane w rézny sposob;

* umiejetnos¢ logicznego myslenia i argumentowania;

* nawyku krytycznej analizy informac;ji;

e umiejetno$¢ formutowania hipotez i ich uzasadniania;

* wyobraZnie przestrzenng;

* umiejetnos¢ planowania strategii rozwigzania problemu;

* postawe wykorzystywania narzedzi matematycznych w zyciu codziennym, budowania modelu
matematycznego dla danego kontekstu praktycznego z uwzglednieniem ograniczen i zastrzezen z niego
wynikajgcych



Temat lekgji

1. Granica funkcji w
punkcie. Obliczanie
granic funkcji w punkcie

2. Pojecie granicy
niewtasciwej funkcji w
punkcie. Granice
jednostronne funkcji w
punkcie.

Zakres tresci

Uczen zna

1. GRANICA FUNKCJI

zna definicje granicy funkcji w

punkcie

przedstawia geometryczna

interpretacja granicy funkgji
w punkcie

= oblicza z definicji granice funkcji

w punkcie

zna twierdzenia dotyczace sumy,

réznicy, iloczynu, ilorazu granic

oblicza granice funkcji w punkcie,

korzystajac z wtasnosci

zna definicje granicy
niewtasciwej funkcji w punkcie
potrafi obliczac granice
niewtasciwe funkcji
wymiernych w punkcie

oblicza granice prawostronne i
lewostronne funkcji w punkcie
podaje interpretacje
geometryczna granic
jednostronnych w punkcie

Uczen:

oblicza, na podstawie definicji, granice funkcji w punkcie

podaje przyktady funkcji, ktore nie maja granicy w punkcie
potrafi uzasadnic istnienie granicy funkcji w punkcie lub jej braku
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:

e podaje przyktady funkcji, ktére maja granice niewtasciwe w
punkcie (np.y =a/x

e rozumie pojecie symbolu nieoznaczonego

e podaje przyktady funkcji, ktére maja granice lewostronna, a nie
maje granicy prawostronnej w tym samym punkcie i wspak
e szkicuje wykresy funkcji, znajac rownania asymptot poziomych

Liczba
godzin
31



Temat lekgji

3. Asymptoty poziome
wykresu funkgcji

4, Granica funkcji w
nieskonczonosci.

5. Ciggtosc funkcji
w punkcie

Zakres tresci

odczytuje z wykresu funkcji jej
granice jednostronne w danym
punkcie

wyznacza réwnania asymptot
pionowych

oblicza granice funkgji
wielomianowych i wymiernych
w nieskonczonosci, korzystajac
z poznanych wtasnosci o
granicach

przedstawia geometrycznie
uzyskane wyniki obliczonych
granic funkcji w
nieskonczonosci

oblicza réwnania asymptot
poziomych irysuje ich wykresy

przedstawia geometrycznie
ciggtos¢ funkcji w punkcie

przedstawia geometrycznie
funkcje, ktora nie jest ciagta w
punkcie

Uczen zna

Uczen:
Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:
e rysuje wykresy funkcji, znajac réwnania asymptot poziomych
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:
e oblicza ciagtos¢ funkcji w danych punktach

Liczba
godzin



Temat lekgji

6. Ciggtosc funkcji
w przedziale liczbowym

7. Pojecie pochodnej funkgji
w punkcie

8. Geometryczna
interpretacja pochodnej
funkcji w punkcie

9.Pochodna funkcjiijej
wtasnosci

Zakres tresci

oblicza punkty nieciggtosci
funkcji

® liczy ciggtos¢ funkcji przedziale

liczbowym, w ktérym jest ona
okreslona
zna pojecie ilorazu réznicowego
oblicza wartos¢ ilorazu
roznicowego funkcji w punkcie
oblicza, korzystajac z definicji
pochodne znanych funkgji
w danym punkcie

przedstawia pochodna funkcji w
punkcie jako tangens kata
nachylenia stycznej do osi OX

wyznacza réwnanie stycznej do
wykresu funkcji

zna pojecie pochodnej funkcji w
zbiorze

wyznacza na podstawie
twierdzen o dziataniach na
pochodnych , pochodne funkgji
wielomianowych i wymiernych
w zbiorze

Uczen zna

Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:

e wyznacza pochodna funkcji wielomianowych i wymiernych w
dowolnym punkcie

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:

e podaje interpretacje fizyczna pochodnej funkcji w punkcie
(predkosc ruchu ciata w chwili t, jako pochodna funkcji bedacej
droga s(t) w punkcie to)

e stosuje do rozwigzywania zadan interpretacje geometryczng i
fizyczng pochodnej funkcji w punkcie

Uczen:
rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Liczba
godzin



Temat lekgji

10. Pochodna funkgji
a monotonicznosé
funkcji

11. Pojecie ekstremum
funkcji

12. Najmniejsza

i najwieksza wartosc

funkcji w przedziale
liczbowym

Zakres tresci

zna warunki, jakie musi spetniac
pochodna funkcji, aby dana
funkcja byta monotoniczna w
przedziale liczcbowym

na podstawie okreslenia znaku
pochodnej wyznacza
przedziaty, w ktérych funkcja
jest: rosnaca, malejaca,
nierosnaca, niemalejaca

wyznacza na wykresie funkgcji jej
ekstrema

zna i sprawdza warunek
konieczny i wystarczajacy
istnienia ekstremum lokalnego
funkcji

wyznacza minimum lokalne oraz
maksimum lokalne funkcji w
przedziale liczcbowym

wyznacza najmniejszg i
najwieksza wartos¢ funkcji w
przedziale liczbowym,
korzystajac z wyznaczonych
ekstreméw oraz
monotonicznosci funkcji

wyznacza zbior wartosci funkgji

Uczen zna

Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci,
dotyczace zwigzku monotonicznosci funkcji z jej pochodna

Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:

e rozroznia ekstrema lokalne funkcji od ekstremow globalnych
funkcji

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Liczba
godzin



Temat lekgji

13. Zastosowanie
pochodnej funkcji do
badania wtasnosci
funkcji

14. Zastosowanie
pochodnej funkgji
w zadaniach

11. Powtérzenie
wiadomosci
12. Praca klasowa i jej
omowienie

1. Prezentacja danych
statystycznych

Zakres tresci Uczen zna

* rysuje wykresy funkgcji
wielomianowych i wymiernych, Uczen:

korzystajac z wyznaczonych e przedstawia interpretacje i geometryczng przebiegu zmiennosci
granic funkcji, asymptot oraz funkcji
wtasnosci pochodnej funkcji
= stosuje pochodne funkcji Uczen:
wielomianowych i wymiernych e rozwiazuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci,
do rozwigzywania zadan dotyczace zwigzku monotonicznosci funkcji z pochodna funkcji

2. STATYSTYKA OPISOWA. PODOBIENSTWO | KOMBINATORYKA
= przedstawia dane statystyczne w
postaci tabeli, diagramu
stupkowego lub kotowego,
wykresu w uktadzie

wspotrzednych Uczen:

= potrafi odczyta¢ dane e rozwigzuje zadania, o podwyzszonym stopniu trudnosci,
statystyczne z tabel, dotyczace prezentacji danych statystycznych
diagramoéw i wykreséw e analizuje iinterpretuje otrzymane wyniki

= porownuje dane statystyczne
przedstawione na rézny sposob

= okresla zaleznosci miedzy
odczytanymi danymi

Liczba
godzin

30



Temat lekgji

2. Liczby charakteryzujace
dane zebrane w badaniu
statystycznym, miary
centralne

3. Analiza rozproszenia
wynikow

Zakres tresci Uczen zna L|czb.a
godzin
oblicza srednig arytmetyczna i
Srednig wazong skonczonego
zbioru danych
interpretuje otrzymana Srednia
arytmetyczng i Srednig wazona
rozroznia pojecia mediany i mody Uczer:
oblicza mediane i mode )
skonczonego zbioru danych
oblicza srednie, gdy dane sa
odpowiednio pogrupowane
rozwigzuje zadania, w ktorych
wykorzystuje definicje Sredniej
arytmetycznej, Sredniej
wazonej, mediany i mody

e rozwigzuje zadania, w ktérych wykorzystuje definicje i wtasnosci
Sredniej arytmetycznej, Sredniej wazonej, mediany i mody

zna pojecia wariancji i odchylenia
standardowego skonczonego
zbioru danych

oblicza wariancje i odchylenie
standardowe,

interpretuje wariancje i
odchylenie standardowe

wyznacza rozstep danych
liczbowych

Uczen:
e rozwigzuje nietypowe problemy, w ktorych wykorzystuje
definicje poznanych pojec statystycznych 2
e interpretuje poznane parametry statystyczne
e rozwigzuje zadania, w ktérych wykorzystuje definicje i wtasnosci
wariancji i odchylenia standardowego

10



Temat lekcji Zakres tresci

» oblicza czestos¢ wystepowania
okreslonych wynikéw na
4, Czestos¢ wystepowania podstawie przeprowadzonego
doswiadczenia lub danych lub
wyliczonych informacji

Uczen zna

Uczen:

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
analizuje otrzymane wyniki

11

Liczba
godzin



Temat lekgji

5. Doswiadczenie losowe

Zakres tresci

opisuje mozliwe do uzyskania
wyniki danego doswiadczenia
losowego

zna pojecia: zdarzenie
elementarne, zbior wszystkich
zdarzen elementarnych,
zdarzenie losowe

podaje przyktady zdarzenia
elementarnego danego
doswiadczenia losowego

podaje przyktady zdarzenia
losowego w danym
doswiadczeniu losowym

zna pojecie moc zbioru

wyznacza liczbe mozliwych
wynikow oraz liczbe wynikow
zdarzenia losowego

stosuje drzewo do opisywania
wynikow doswiadczenia
losowego

podaje przyktady zdarzenia
niemozliwego i zdarzenia
pewnego

opisuje doswiadczenia losowe,
uzywajac drzewa

Uczen zna

Uczen:

opisuje zdarzenia elementarne, przestrzen zdarzen
elementarnych i zdarzenia losowe
rozwigzuje zadania ztozone

12

Liczba
godzin



Temat lekgji

6. Dziatania na zdarzeniach
losowych

7. Reguta mnozeniaireguta
dodawania

8. Pojecie permutacji
i wariacji

Zakres tresci

zna pojecia: suma, iloczyn i
roznica zdarzen losowych,
zdarzenie przeciwne do danego

» wyznacza sume, iloczynirdznice

zdarzen losowych

wyznacza zdarzenie przeciwne
do danego zdarzenia losowego

wskazuje zdarzenia losowe
wykluczajace sie

zna regute mnozenia i regute
dodawania

stosuje regute mnozeniai regute
dodawania do zliczania
obiektow w zadaniach
kombinatorycznych

wyznacza liczbe permutacji
zbioru n- elementowego

wyznacza liczbe k -
elementowych wariacji bez
powtdrzen i z powtorzeniami
zbioru n - elementowego

rozwigzuje zadania
kombinatoryczne

Uczen zna

Uczen:

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:

rozwigzuje zadania ztozone

Uczen:

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
rozwigzuje nietypowe zadania, w ktérych wykorzystuje poznane

pojecia

13

Liczba
godzin



Temat lekcji Zakres tresci

= oblicza wartos¢ symbolu
Newtona
= wyznacza liczbe k -
elementowych kombinacji
9. Pojecie kombinacji zbioru n- elementowego
* rozwigzuje réwnaniai
nierownosci, w ktorych
wystepuja liczby zapisane przy
uzyciu symbolu Newtona
» wyznacza prawdopodobienstwo
zdarzenia losowego,
wykorzystujac definicje
prawdopodobienstwa
» wyznacza prawdopodobienstwo
zdarzenia losowego, stosujac
drzewa

10. Prawdopodobienstwo
zdarzenia

Liczba

Uczen zna .
godzin
Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci 2
e rozwigzuje nietypowe zadania, w ktérych wykorzystuje poznane
wtasnosci i definicje
Uczen: 2

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

14



Temat lekgji

11. R6zne metody obliczania
prawdopodobienstwa
zdarzen

12.Prawdopodobienstwo
warunkowe

13.Prawdopodobienstwo
catkowite

Zakres tresci

oblicza prawdopodobienstwo
zdarzen losowych,
wykorzystujac rézne metody

oblicza prawdopodobienstwo
zdarzenia, wykorzystujac
prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego do
danego

oblicza prawdopodobienstwo
sumy, iloczynu zdarzen,
korzystajac z drzewa

oblicza prawdopodobienstwo
zdarzen, w ktorych opisie
wystepuja sformutowania ,,co
najmniej”, ,,co najwyzej”

zna pojecie
prawdopodobienstwa
warunkowego

wyznacza prawdopodobienstwo
warunkowe za pomoca drzewa

wyznacza prawdopodobienstwo
warunkowe, korzystajac z
definicji

opisuje doswiadczenia
wieloetapowe

oblicza prawdopodobienstwo
catkowite za pomoca drzewa

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

e wyznacza prawdopodobienstwo zdarzenia losowego, 5
wykorzystujac wzory na liczbe permutacji, wariacji bez
powtdrzen, wariacji z powtorzeniami i kombinacji

e rozwigzuje nietypowe zadania, w ktérych wykorzystuje klasyczna
definicje prawdopodobienstwa i twierdzenie o sumie zdarzen

Uczen:

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci 2

e rozwigzuje nietypowe problemy, w ktérych wykorzystuje
prawdopodobienstwo warunkowe

Uczen:

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci 2

e rozwigzuje nietypowe zadania, w ktérych wykorzystuje
prawdopodobienstwo catkowite

15



Temat lekcji Zakres tresci

» zna definicje i wtasnosci
prawdopodobienstwa

* rozwigzuje zadania, w ktorych
wykorzystuje wtasnosci
prawdopodobienstwa

14. Wtasnosci
prawdopodobienstwa

15. Powtorzenie
wiadomosci
16. Praca klasowaii jej
omowienie
17. Przygotowanie do
matury

Uczen zna

Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

RAZEM

16

Liczba
godzin

60
120



Scenariusze klasa lll

1. Granica funkgji

Temat 1: Granica funkcji w punkcie. Obliczanie granic funkcji w punkcie

Cel lekcji: poznanie pojecia granicy funkcji w punkcie, interpretacji geometrycznej i
sposobow jej obliczania

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znad definicje granicy funkcji w punkcie i jej interpretacje geometryczna
— Wyznaczac z definicji proste granice funkcji w punkcie
— Znadtwierdzenia dotyczace granic funkcji w punkcie
— Oblicza¢ na postawie poznanych twierdzen granice funkcji w punkcie
— Wiedzie¢, co to sg symbole nieoznaczone
— Podawac przyktady funkcji, ktore nie maja granicy

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia granicy funkcji w punkcie oraz podanie jej interpretacji
geometrycznej:

Definicja Heinego granicy funkcji w punkcie:
Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym sasiedztwie S(x,) punktu x,. Granica funkcji
f (x) w punkcie nazywamy taka liczbe g, ze:
d
lim f(x) =g g/\[xn € S(xp) A lim x, = xy = lim f(x,) = g]
XX n—-oo n—oo
(xn)

Definicja Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie:

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym sasiedztwie S(x,) punktu x,. Granica funkcji
f (x) w punkcie nazywamy taka liczbe g, ze:

imf@=go \\/ \/ 0<ix-xl<s=1r@-g <2

£>0 6>0 xe€S(xp)
3. Wprowadzenie twierdzen dotyczacych obliczania granic w punkcie:

Jesliistnieja granice: lim,_,,, f(x) ilim,_, g(x) oraz c jest dowolng liczba rzeczywista,
to:
lim[c- f(x)] =c- lim f(x)
X—Xg X—Xg
lim [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
X—=Xq X—Xg X—Xg
lim [f(x) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x)
X—Xgo X—Xg X—X0
lim [f(x) - g(x)] = lim f(x)- lim g(x)
X—=Xq X—Xg X—Xg

17



X—Xg

~ lim g(x)
X—Xg

lim

£(x) lim f(x)
xX—Xo g(x)]

4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Wskaz funkcje, ktére nie maja granic w podanych punktach::

L f@=
x,=0
f(x)=sinx
x, =0

f(x)= Nx+2-2

3. | x—2]

x*—|x|

3x

x,=3

Zad. 2
Czy podana funkcja ma granice?

f)= 2x—1

x+3
X, =2

Zad. 3

=x"-3x+1
Oblicz granice funkcji w podanym punkcie: J(x)=x"=3x+

X, =
Zad. 4
Oblicz granice funkcji we wskazanych punktach:
x’—4

TRA v

X, =2

X +x*—4x—4
X)=

2. S —x>+2x+3

x, =-1

18



Zad.5

f(x):(l+sinx— gx j

Wskaz granice funkgji: cos X

x,=0
Zad. 6

fx)=

x, =1

Ax+3-=-2
2
X

Oblicz granice funkcji w podanym punkcie: -1

Temat 2: Granica funkcji w punkcie. Obliczanie granic funkcji w punkcie

Zad.1
foy=zx=l
Oblicz granice funkcji w podanym punkcie: CJx+3-3

x,=0

Zad. 2
Czy podana funkcja ma granice?
| x—1]
X)=——
S (x) YT
x, =1

Zad. 3
Oblicz granice funkcji w podanym punkcie:
¥ -x"-2x x*-2x-3
= +
/) x* -1 X +x>+2x
x,=-1

Zad. 4
Oblicz granice funkcji we wskazanych punktach:

sin2x
1. S(x)= 4x
x,=0
, J)=

x,=0

3x
sin 9x

19



1g3x

X)=

3. S 1g2x

x,=0
Zad. 5

cos(x—z)
Wskaz granice funkcji: f(x) = x
x,=0
Zad. 6
sin x —sin 2x
Oblicz granice funkcji w punkcie: S= 2x
x,=0

Temat 3: Granica niewtasciwa funkcji w punkcie. Granice jednostronne
funkcji w punkcie

Cel lekcji: wprowadzenie pojecia granicy niewtasciwej funkcji w punkcie oraz pojecia
granicy jednostronnej funkcji w punkcie i sposobdéw ich obliczania

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Znac definicje granicy niewtasciwej funkcji w punkcie i granicy jednostronnej
funkcji w punkcie

Obliczac granice niewtasciwe funkcji wymiernych w punkcie

Obliczac granice jednostronne: lewostronne i prawostronne funkcji w punkcie oraz
podawac interpretacje geometryczna tych granic szkicujacy wykresy funkcji i
zaznaczajac asymptoty pionowe

Podawac przyktady funkcji, ktére maja granice niewtasciwe

Rozumied pojecie symbolu nieoznaczonego i podawac przyktady symboli
nieoznaczonych

Szkicuje prawdopodobne wykresy funkcji na podstawie granic jednostronnych
funkcji w punkcie i asymptot pionowych

Przebieg zajec:

1.
2.

Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
Zdefiniowanie pojecia granicy niewtasciwej funkcji punkcie i podanie przyktadow
funkcji, ktére maja granice niewtasciwe np. f(x) = % przy x dgzacym do

nieskonczonosci

3. Zdefiniowanie pojecia granicy jednostronnej funkcji w punkcie

Wprowadzenie pojecia symbolu nieoznaczonego i podanie przyktadow: %,E, 0 —

0,0+ 0,0 1%, 00°

20



5. Rozwigzywanie zadan

Zad.1

Sprawdz, czy podana granica istnieje, jesli tak, oblicz ja:
lim 223

=3 (x—3)

Zad. 2

fx)=

Oblicz granice funkcji we wskazanym punkcie: X

% =2

2
x =4
2_

2

Zad. 3
Oblicz podane granice:

. X +5x+6
L lim———F—
=l x"—4x+3

x* =1
2. lim 5
x-3 x° =9

3. lim(—%j
x—0 X

Zad. 4
Zaznacz te funkcje, ktérych granice nie istnieja:

X +x+1

X)=—"-—"

1. S x> —4x+4
X, =2

, S

x, =1

, f=2

x
x+4
x,=—4

x?=5x+1
x?=2x+1

x*+1

x—2

4 )=

X, =2

2x—1+x7

5 S ="
x,=0

Zad. 5
Czy podana granica istnieje?
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. 2x=3x’—1
im———

x—0 X

Temat 4: Granica niewtasciwa funkcji w punkcie. Granice jednostronne
funkcji w punkcie

Zad. 1

Sprawdz, czy podana granica istnieje, jesli tak, oblicz ja:
x—1

f(x)={x+2’

x*=1,x>1

x<l1

x, =1

Zad. 2
Oblicz podane granice:

2x% —3x+1
=0 —x° —2x7 +3x

Zad. 3
Czy funkcja ma granice w podanym punkcie?
x+2

f(x)= f‘3

—,x>-2
X

, X< =2

X, =—2

Zad. 4

4 2
Oblicz granice jednostronna funkcji w punkcie: lim 3x 22x 4
=2 x" =2x"+8x—-16

Zad.5
Oblicz podane granice:
X +8

2. lim ——
x-100 3x° +29x—-10

Zad. 6
X—COSX

Oblicz granice jednostronna funkcji w punkcie: lim ]
x—>0" X
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Zad.7
Na podstawie wykresu funkcji podaj jej granice lewostronng w punkcie x = 1

Temat 5: Asymptoty pionowe wykresu funkcji

Cel lekcji: oméwienie pojecia asymptot pionowych wykresu funkcji i sposobow ich
obliczania, szkicowanie hipotetycznych wykresow funkcji

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac pojecie asymptoty pionowej wykresu funkcji i umie¢ wyznaczac jej rownanie
— Odczytywac z wykresu funkcji jej granice jednostronne punkcie

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia asymptoty pionowej i wyznaczanie jej réwnania
3. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1
Dane sg wykresy pewnych funkcji. Odczytaj granice jednostronne funkcji w podanych

punktach:
A
’ l
J
\
|
I;.‘ i \ ‘I
R ——— Ao, b
4 2 0 2 "‘\\Il‘ﬂ ] i
ef/\" II[
/ W |
| :
i |
INEE
B.
IR
| |
| |
S
= e
4 2 {0 2 4 6 8 1
: /\
C.
10 N % 3| ol 7__27__. 3 []
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Zad. 2

Czy funkcja f(x) = 2x_—45 ma asymptote pionowa dana rownaniem x = 4?
x_

Zad.3
Wyznacz asymptoty pionowe funkcji: f(x)= x—_;
X+
Zad. 4
Wyznacz asymptoty pionowe podanych funkgji:
X2 —X
1. = -
/) 3x*+5x-2
1—x* +3x
2. f(X)=———
S x> +3—4x
¥’ -8
3. f(x)=
/) x> +4x
Zad. 5

Na podstawie wykresu wskaz réwnania asymptot funkcji:

Zad. 6
Zaznacz te funkcje, ktére nie majg asymptot pionowych:
3%’ —2x+1
1. f(x)=——75—7—
S x> +9
x> +2x—4
2. f(x)=f—
x—1
2x-1
3. -
JO=a
cosx +3x
4. f(x)=—"—
|x+1
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Temat 6: Asymptoty pionowe wykresu funkcji

Zad. 1

3 2
Wyznacz asymptoty pionowe funkcji: f(x) = x3 2; taod
X +x"—4x-4

Zad. 2

4
x —

X+ x*+2x+8

Czy funkcja f(x) = ma asymptote jedyng pionowa x = —27

Zad. 3

Na podstawie wykreséw odczytaj asymptoty pionowe funkcji:
A.

5 B.
C.
Zad. 4
Wyznacz réwnania asymptot pionowych podanych funkgji:
4x* -2x-1
1. f(x)=—F—
/) 3x?+12x+1
2x° +3x
2. f(x)=—F—=
X +x-2
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3. f(0)=

Zad.5

X —4+x
X +4x° +x-6

Na podstawie wykresu pewnej funkcji wskaz réwnania jej asymptot:
10

Temat 7: Granica funkcji w nieskonczonosci

Cel lekcji: poznanie pojecia granicy funkcji w nieskofniczonosci i obliczanie tej granicy

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Znac definicje granicy funkcji w nieskonczonosci i podawac jej interpretacje
geometryczna

Odczytywac z wykresu funkcji jej granice w nieskoficzonosci

Oblicza¢ granice funkcji kwadratowych, wielomianowych dowolnego stopnia,
wymiernych w nieskonczonosci stosujac poznane twierdzenia

Wyznaczac rownania asymptot poziomych funkcji za pomoca obliczania granicy
funkcji w plus i minus nieskonczonosci

Szkicowac wykresy funkcji na podstawie poznanych wtasnosci (granice funkcji w
nieskonczonosci, asymptoty pionowe i poziome)

Przebieg zajec:

1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia granicy funkcji w nieskoficzonosci i jej interpretacja
geometryczna
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3. Wyznaczanie asymptoty poziomej wykresu funkcji i szkicowanie wykreséw
funkcji
4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Oblicz podane granice:
1. lim 3x’ —2x* +x—2)

2. lim (x* -3x" —x-1)
3. lim 21
x>0 x 43
—-2x+1

im
xoto 4x 45

Zad. 2

Czy podane granice sg rowne?
. 3x+1

lim

x>0 2x —1
. 3x+1

lim

x40 Dy — ]

Zad. 3
Sprawdz, czy podana granica istnieje, jesli tak, oblicz ja:

lim vVx?-3x+4

X—>+0

Zad. 4
Oblicz wskazang granice:

lim 4/2x* +3x-10

X—>—0

Zad. 5
Oblicz podane granice:
2-9x

2. lim —————
a1 0x° —2x +1

3 lim
o0 5x7 —2x+1
X =2x"+1-x

4, lim 5
x>0 —3x 4 2x—5
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Zad. 6
Na rysunku obok przedstawiony jest wykres pewnej funkgji.

60

40

20

-60 -40 -20 0 20 40 &G0 a0

-20

-40

Na podstawie wykresu wskaz granice tej funkcji w plus nieskonczonosci.

Zad. 7
Ile wynosi granica:

(X=X
lim 5 —-X
xo-o|  x7 41

Temat 8: Granica funkcji w nieskonczonosci

Zad. 1
Oblicz podane granice:

2 —_—
1. lim VX —Ax+l

X—>—00 X — 2

.oAx+1—42x+1
2. lim

X—>+00 X

3 lim \/x2 +x—\/x2—3
=[x +3x —x? =1

x'=3x*+x-10

4. lim >
ot xt=2x+1

Zad. 2
Ile wynosi granica: lim (\/x2 +3-x7 + 2)?

X—>—00
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Zad. 3

Czy podana funkcja ma asymptote pozioma? Jesli tak - oblicz ja: f(x) =

Zad. 4
Wskaz asymptoty poziome podanych funkgiji:
3x7 —2x+1
1. f(x)=—7F5—""
S x> +4
x+4
2x—1
2—-4x
3. f(x)=
f(x) 16

X +10x% +2x

+1

2. f(x)=

4, lim 3
a0 Dx” —3x+1

Zad. 5
Oblicz asymptote pozioma podanej funkgiji:

~ 2x-1
0=

Zad. 6
Czy prostay = 10 jest asymptotg pozioma danej funkcji?
X —2x+1

£ =22

x*=2x+3

Zad. 7

Wskaz najbardziej prawdopodobny wykres funkcji f(x) =

A.

30

x*=2x+3

x* =1

1-x

2x+4




o

-4

-6
4
2

-4 * 0 2 4

-2
-4
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Temat 9: Ciggtosc¢ funkcji w punkcie

Cel lekcji: intuicyjne rozumienie ciggtosci funkcji w punkcie i jej interpretacja
geometryczna

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Wskazywac funkcje, ktére nie sg ciggte w danym punkcie
— Badac ciagtos¢ funkcji w punkcie
— Wskazywac na podstawie wykresu funkcje ciagte i te, ktére nie sa ciggte we
wskazanym punkcie

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia ciggtosci w punkcie i jej interpretacja geometryczna
3. Omowienie warunku, jaki musi spetniac funkcja, aby byta ciggta w danym punkcie
(wartosc¢ funkcji w punkcie musi by¢ rowna granicy funkcji w tym punkcie)
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Sprawdz, czy funkcja f(x)=x’ —2x* —x+4 jest ciagta w podanym punkcie x, =1

Zad. 2
Sprawdz ciggtos¢ podanych funkcji w punkcie
6—x
L S@=5
X, =2
2x—4
2. 1=
X, =2
Zad.3

Zbadaj ciggtosc funkcji w podanym punkcie:

fx) = \/xx+4

x,=0

Zad. 4
Zbadaj ciggtosc funkcji w podanym punkcie:

_Jx—4,x e (-%,-3)
SOV =1 5018 v e (300

X, =-3
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Zad.5
Czy funkcja jest ciggta w kazdym punkcie swojej dziedziny?

foy=i B2
X)=
X =2x+4,x#-2
X, =2
Zad. 6

Czy podana funkcja jest ciggta?
x—x’,x €(—0,~1)

f(x)=1x"-1,xe(-14)
x+4,x €(4,+0)

x, =-1

x,=4

Zad.7

Dla jakiego parametru m podana funkcja jest ciggta?
x> +1

f(x)=—
X —m

x=1

Temat 10: Ciggtosc funkcji w punkcie

Zad. 1
Sprawdz, czy podana funkcja jest ciggta. Naszkicuj jej wykres:

)= {2x +1,x e (—»,1)

x* —4x+6,x € (1,4+0)

x, =1
Zad. 2
Zbadaj ciggtosc funkcji w podanym punkcie:
=9 x-1 ~
-4,x=0
x,=0
Zad. 3

Dla jakiej wartosci parametru a funkcja jest ciggta w danym punkcie:
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x—2a

x+1
f(x)=<x+6,x€(—4,0)
6a,x € (0,+0)

» X € (_007_4)

Zad. 4

Dla jakiej wartosci parametrow a i b funkcja jest ciggta w danych punktach:
3x*+3x—a

S(x)= x—1
b,x=1

,x#1

x, =1

Zad.5
Dana jest pewna funkcja f (x). Sprawdz, czy jest ciggta w podanych punktach, a nastepnie
naszkicuj jej wykres.
2x+1,x € (—0,-2)
f(x)=9x-1,xe(=2)0)
x> +3x—4,x e{1,+00)

X, =2

x =1

Zad. 6

Sprawdz, czy funkcja f(x) jest ciagta w podanym punkcie.
1 V4
—x==

fa=1> 4

cosx+sinx T
—— X #
coS2x 4

x0:

Z
4
Temat 11: Ciggtosc funkcji w przedziale liczchowym

Cel lekcji: rozszerzenie pojecia ciggtosci funkcji w punkcie do ciagtosci funkcji w
przedziale liczcbowym

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Badad ciagtosc funkcji w przedziale liczbowym

— Wskazywac punkty nieciggtosci danej funkcji w przedziale liczbowym

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
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2. Podanie warunkéw, jakie musi spetniac funkcja, aby byta ciagta w przedziale
liczbowym

3. Wyznaczanie parametrow, dla ktorych funkcja jest ciggta w przedziale liczbowym

4. Uczniowie podaja przyktady funkcji, ktore nie sa ciaggte w danym przedziale

5. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Sprawdz, czy funkcja jest ciagta w podanym zbiorze:

x> —4,x € (—0,-2)
f(x)= x? —4x+ 4,x €(-2,2)
4,x € (2,+0)

Zad. 2
Zbadaj ciggtosc funkcji w podanym zbiorze:

x> +3x+9
fo={"x-
3,x=3

,X€ R\ {3}

Zad.3
Czy podane funkcje sa ciggte?

2x? —4x+8,xe R\ {2
L ()= 2
8,x=2
3_ 2_
X 24x x+4,xeR\{—3,1}
x“+2x-3
2. f(x)=4l,x=-3
4, x=1

Zad. 4
Dla jakiej wartosci parametru m podana funkcja jest ciggta?

X +3x*—6x—8
f(x)= x+1

m—4,x=-1

,X € (—o,—1) U (—1,+x)

Zad.5

Zaznacz te funkcje, ktére sa ciggte w podanym zbiorze:
x+3,x € (—0,—4)

1. f(x)=1x>—4x—6,x € (-4,])
-9, x e(l,+0)
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2x—

2. f(x)=<2,x=1
6x—4,x € (1,4+0)

,x € (=o0,1)

Temat 12: Ciggtosc funkcji w przedziale liczchowym

Zad.1
Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f(x) jest ciggta w przedziale liczbowym?

f(X)={

x* —mx, x € (—0,—5)
15-3x,x € (=5,+0)

Zad. 2
Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f(x) jest ciggta?

¥ +(a-2)x" —x—=2,x €(—0,-2)
f(x)=10,x=-2
4x+2a,x € (=2,4+0)

Zad. 3
Wyznacz parametr a, dla ktorego podana funkcja jest ciagta.

x> —(4a+8)

—x#2
S (x)= x—2

4. x=2

Zad. 4
Wyznacz wartos¢ parametréw m i k, dla ktérych podana obok funkcja jest ciagta:

(m—2)x*=3,x € (—0,3)

2_
£ =152 x4
x—3
2x+k,x € (4,40)
Zad. 5

Wyznacz warto$¢ parametrow a i b, dla ktérych podana funkcja jest ciagta:
x> —ax, x € (—00,-2)
f(x)=<4-2x,xe(-2,])

x° +2bx* +3,x € {1,+0)
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Temat 13: Pochodna funkcji w punkcie

Cel lekcji: wprowadzenie pojecia ilorazu roznicowego i obliczanie pochodnej funkcji w
punkcie

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znad definicje ilorazu réznicowego
— Wyznaczac z definicji pochodna funkcji w punkcie
— Znalinterpretacje geometryczng pochodnej funkcji w punkcie

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia ilorazu réznicowego:

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U(x,) punktu x,, natomiast h # 0
bedzie liczba, dla ktérej x, + h € U(x,). llorazem réznicowym tej funkcji w punkcie x,,
odpowiadajacym przyrostowi h argumentu nazywamy liczbe:
f (o +h) — f(x)
h
3. Zdefiniowanie pojecia pochodnej funkcji w punkcie:

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U(x,) punktu x,, natomiast h # 0
bedzie liczba, dla ktérej x, + h € U(x,). Jesli istnieje (skonczona) granica
.mf(xo +h) — f(xo)

}11—>0 h

to granice te nazywamy pochodna funkcji f w punkcie x, a o funkcji f powiemy, ze jest
rézniczkowalna w punkcie x,. Jesli ta granica nie istnieje lub jest niewtasciwa, to moéwimy,
ze funkgji f nie jest rézniczkowalna w punkcie x,,.

4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Wykorzystujac definicje, oblicz pochodna funkcji w danym punkcie:
f(x)=2x-3

x, =1

Zad. 2
Oblicz pochodne nastepujacych funkcji w podanych punktach (korzystajac z definicji
pochodnej):

1
p S=75
x, =1
5 f(x)=2-3x
X, =2
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3 f(x)=-3x"-8x+4

x, =-1
x—1
x =
4, S &) x—4
X, =-2
Zad. 3

Korzystajac z definicji oblicz pochodna funkgiji:
f(x)=24x-4

x, =8

Zad. 4
Czy funkcja ma pochodna w danym punkcie?

x+4,x € (—0,-2)
f(x)=1
x —1,x e (-2,+0)
X, =-2
Zad. 5
Czy funkcja ma pochodna w danym punkcie?
x> =9
——,x#*-3
S(xX)=1 x+3
L,x=-3
X, =-2
Zad. 6

Wyznacz pochodne funkcji w podanych punktach:
1 f(xX)=x"=2x" +4x-1

X, =2
, J@=x"-1
x,=0
2x—-1
X)=
3.f() x+2
x, =1
3
x
X)=
4. /=
x,=3
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Temat 14: Pochodna funkcji w punkcie

Zad.1
Czy funkcja f (x) ma pochodng w danym punkcie?

x> —4,x e (-0,2)
fo=1"
3x"—2x—4,x €(2,+x)
X, =2
Zad. 2
Zbadaj, czy istnieje pochodna funkcji w punkcie:
J(x)=x|x|
x,=0
Zad. 3
Dla jakiej wartosci parametru m funkcja ma pochodna w punkcie?
S(xX)=13x+9°
—2m,x=-3
Zad. 4

Wyznacz wartos$ci parametrow a i b, dla ktérych podana funkcja jest ré6zniczkowalna:
2x+a,x € (—n,l)
fx)=

e+ 4x,x € (1,40)

Zad. 5
Wskaz te wykresy, na ktorych jest przedstawiona funkcja rézniczkowalna w punkcie x = 1
A.

10
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Temat 15: Interpretacja geometryczna i fizyczna pochodnej funkcji w
punkcie

Cel lekcji: praktyczne zastosowanie pochodnej funkcji w punkcie do wyznaczania stycznej
do wykresu tej funkcji w danym punkcie

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Interpretowad pochodna funkcji w punkcie jako tangens kata nachylenia stycznej

do osi OX

— Wyznaczac rownanie stycznej do wykresu funkcji

— Analizowac interpretacje fizyczng pochodnej w punkcie jako predkosc ruchu ciata
w danej chwili

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Interpretacja pochodnej funkcji w punkcie jako tangens kata nachylenia stycznej
do osi OX
3. Wyznaczanie stycznej do wykresu funkcji w danym punkcie:

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U(x,) punktu x, i r6zniczkowalna
w tym punkcie. Styczna do wykresu funkcji f w punkcie (x,, f(xo)) nazywamy prosta
opisana rownaniem

y—f(xo) = f'(x0) - (x — xp)

4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = x* —2x+8w punkcie A(3,11)

Zad. 2
Dana jest funkcja f'(x)=x’ —x+6.Znajdz rownanie stycznej do funkcji f (x)
przechodzacej przez punkt P(x,,6).

Zad. 3

Znajdz rownania stycznej do wykresu funkcji f(x) = 2—_)16 przechodzacej przez punkt
X—

P@3,y,).

Zad. 4

Wyznacz wspotrzedne punktu P tak, aby styczna do wykresu funkcji f(x) = x> +2x-3
byta jednoczesnie rownolegta do funkcji g(x)=-2x-9.
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Zad.5
Wyznacz punkt, w ktérym styczna do wykresu funkcji f(x) = x* —3x* —9x+2 jest
rownolegta do osi OX

Temat 16: Interpretacja geometryczna i fizyczna pochodnej funkcji w
punkcie

Zad. 1
Jaki kat tworzy z osig OX styczna do wykresu funkgji f(x) = x> —3x+8 w punkcie P(1,6)

Zad. 2
Wyznacz tangens kata nachylenia stycznej przechodzacej przez punkt (0,-2) do wykresu
funkcji f(x)=2x"+x+1

Zad. 3
Wydajnosc¢ pracy robotnika, ktory rozpoczyna prace o godzinie 7:00 przedstawia funkcja
w(n) =—4n> +9n”> +12n+100. O ktérej godzinie wydajnosé jego pracy jest najwieksza?

Zad. 4

W pewnej fabryce catkowity koszt wytworzenia x jednostek towaru przedstawia funkcja
K(x)=2x" +50x+108. Przy jakiej wielkosci produkgji koszt, ktéry przypada na jednostke
wytworzonego towaru bedzie najmniejszy?

Temat 17: Pochodna funkcji i jej wtasnosci
Cel lekcji: zapoznanie z metodami obliczania pochodnej funkcji

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac pojecie pochodnej funkcji w zbiorze

— Wyznaczac na podstawie poznanych twierdzen pochodne funkcji wielomianowych
i wymiernych w zbiorze

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie twierdzen o dziataniach na pochodnych

(c ) (x0) =c-f'(x0)
(f +9) (x0) = f'(x0) + g (x0)
(f = 9) (x0) = f'(x0) — g'(x0)
(f - 9) (x0) = f'(x0) - g(xo) + f(x0) - g’ (%0)
(F: 9) (xg) = f'(x0) - g(xo) — f(x0) - 9" (%0)
97 [9Gro)T?
f(x) =x™to f'(x) =nx"1
f(x)=ctof'(x)=0

f(x) = sinx, to f'(x) = cosx
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3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

f(x) = cosx,to f'(x) = —sinx
F) = tgx,to f(0) = ——
fG) = ctgx,to f'(x) = ———
f(x) =a* to f'(x) = a*lna

f(x) =loggx,to f'(x) =

xlna

Wyznacz pochodne podanych funkcji:

1. f(x)=2x>—4x+1

2. f(x)=-3x"-2x"+x-10

3. f(x):%x8—§x5+§x3—2x+\/ﬁ

4. f(x)=~lx

Zad. 2

Oblicz pochodna funkcji: f(x)= —23\/;+4\/?—15

Zad. 3

Oblicz pochodna, a nastepnie doprowadz otrzymane wyrazenie do najprostszej postaci:

)=+ D" +1)(x* ~2)

Zad. 4

Wyznacz pochodna funkcji: f(x)=

Zad. 5

Oblicz pochodne:

1 f(x)=x"—x

2. f(x)= (x2 —3x+1)x
3. f(x)= 2x—1

x+4
2

4. f(x)=

X
x+2
Zad. 6
Oblicz pochodna funkgji:

f(x)= 2x7(x" —6x)

x—2

x—1
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Temat 18: Pochodna funkcji i jej wtasnosci

Zad.1
Wyznacz pochodne funkgji:

L f(x)=(x-1)
2. f(x)=(x—+x)(x* +1)

3. f(x)=sinx—cosx

Zad. 2
Oblicz pochodna funkgji: f(x) = (x2 —x+1)6

Zad.3
Oblicz pochodna, a nastepnie doprowadz otrzymane wyrazenie do najprostszej postaci:
x—1
xX)=
St x+4

Zad. 4
Wyznacz pochodng funkgji: f(x)=+/8x* —2x*>+9

Zad. 5
Oblicz pochodne:
Sx

1. =
T

2. f(x)=sin2x

3. f(x)=cos3x—sin2x

Zad. 6
Oblicz pochodna funkgji:
f(x)=4sin’ x(1—cos x)

Temat 29: Pochodna funkcji a monotonicznos¢ funkcji

Cel lekcji: zastosowanie pochodnej funkcji do wyznaczania przedziatbw monotonicznosci
funkcji

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac warunki, jakie musi spetnia¢ pochodna funkcji, aby funkcja byta

monotoniczna w przedziale liczbowym

— Wyznaczac na podstawie znaku pochodnej przedziaty, w ktérych funkcja jest
rosnaca, nierosnaca, malejaca, niemalejaca

— Stosowac poznane twierdzenia do wyznaczania pochodnej funkcji
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Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie twierdzen:

Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b) i rosngca w tym przedziale, to dla
kazdego x € (a, b) prawdziwa jest nieréwnos¢ f'(x) = 0.
Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b) i malejaca w tym przedziale, to dla
kazdego x € (a, b) prawdziwa jest nieréwnos¢ f'(x) < 0.

3. Rozwigzywanie zadan
Zad. 1

Wyznacz przedziaty, w ktérych funkcja maleje: f(x) :%x3 — x> —=8x+12

Zad. 2

- 1 4 2 3 9 2 . .
Czy funkcja f(x):Zx +§x _Ex —18x+21 jestrosnaca w przedziale
x e (=3,-2)U(3,4%0)?

Zad. 3
Wyznacz przedziaty, w ktérych podana funkcja rosnie

f(x)=x" —§x3

Zad. 4
W jakim przedziale funkcja maleje:

1. f(x):%x3+x+ll
1
2. f(x):gx —-x+1

3. f(x):x—%x3 +7

Zad.5

2 —
Czy funkcja f(x)= L?_g’ jest malejaca w przedziale x € (-3,3)?

Zad. 6
Zaznacz te funkcje, ktére sg malejace w catej swojej dziedzinie:

4-2x+x*
A S =——

B. f(x):—%)f—xz —-4x+12

C. f(x)=-x"+1
D. f(x)=x"—4x+5
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Temat 20: Pochodna funkcji a monotonicznos¢ funkcji

Zad.1

. x’—4 . . .
Czy funkcja f(x)=— " jest malejagca w przedziale x € (—o,—1)U(-1,0)?

X2 —
Zad. 2
Wyznacz przedziaty, w ktérych podana funkcja rosnie:
x> +2x+1
JxX)=—7F—
X

Zad. 3
Zaznacz te funkcje, ktdre sg rosngce w catej swojej dziedzinie:

X' =2x>+4
A fxX)=—F——

x =1
B. f(x)=x"vx+1
C. f(x)=x-2x+1

D. f(x)=x"x—4

Zad. 4
x*—5x+4

Czy funkcja f(x)= N jest malejgca w przedziale x €(0,16)?
X+

Zad.5
Wyznacz przedziaty, w ktérych funkcja rosnie: f(x) = 2)6;22
X +x—

Zad. 6
Wyznacz przedziaty, w ktérych funkcja jest rosnaca:

A f(x)=xVx>+1

B. f(x)= )

x*=9
x* =1

“IW=Ea
X

Temat 21: Ekstrema funkcji

Cel lekcji: poznanie pojecia ekstremum funkcji i sposobu jego wyznaczania

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Wskazywac na wykresie funkcji jej ekstrema

— Znac¢ warunki konieczny i wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego funkgcji
— Rozumiec pojecie ekstremum lokalnego i globalnego funkcji
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— Wyznaczac¢ minimum lokalne i maksimum lokalne funkcji w przedziale liczbowym
— Stosowac poznane twierdzenia do wyznaczania ekstremum funkcji

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia ekstremum lokalnego funkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale otwartym (a, b). funkcja f maw
punkcie xy € (a, b) maksimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie
otoczenie U(x,) (zawarte w tym przedziale) tego punktu, ze:

AWIGENED!
x€U(xq)
Jesli Axesxg) f(x) < f(x0), gdzie S(x,) jest pewnym sgsiedztwem punktu x,,
zawartym w przedziale (a, b), to funkcja f ma w punkcie x, maksimum lokalne
wtasciwe.
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale otwartym (a, b). funkcja f maw
punkcie x, € (a, b) minimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie otoczenie
U(x,) (zawarte w tym przedziale) tego punktu, ze:
AWIGENED!
x€U(xq)
Jesli Axes(xg) f(x) < f(x0), gdzie S(x,) jest pewnym sagsiedztwem punktu x,,
zawartym w przedziale (a, b), to funkcja f ma w punkcie x, minimum lokalne
wtasciwe.
Jesli funkcja f ma w punkcie x, ekstremum lokalne (wtasciwe), jesli ma tam minimum
lokalne (wtasciwe) albo maksimum lokalne (wtasciwe).
3. Wprowadzenie warunku koniecznego istnienia ekstremum funkcji oraz warunku

wystarczajacego (tzn. zmiana znaku pochodnej w danym punkcie)

Warunek konieczny: Jezeli funkcja f, okreslona w pewnym otoczeniu punktu x, jest
rézniczkowalna w tym punkcie i ma w nim ekstremum, to f'(x,) = 0.
4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Dany jest wykres funkcji f(x). Odczytaj ekstrema danej funkcji:
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Zad. 2

Wyznacz ekstrema funkgji: 1 (x) = %xS +%x2 —6x+1

Zad. 3

Sprawdz, czy dane funkcje majg ekstrema. Jesli tak, wyznacz je:

1 =—X ——x —=x"+6
f(x) 4x 3x 2x X
2. f(x)=§x3—x2+2

3. f(x):%x3+x—10

Zad. 4

Zaznacz te funkcje, ktére maja ekstrema:

A f(x)=x+2x>+2x+10

2x—1
B. =
f0="
2x—1
C. f(x)= =
D. f(x)=x’Vx>+9
Zad.5
Czy uczen poprawnie obliczyt ekstremum funkc;ji?
2—x’
f(x) - x2 _1
Sinax (0) =2
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Temat 22: Ekstrema funkcji

Zad.1
Wskaz wykres funkcji, ktéra ma ekstrema:
A.

B.
10 5 0 5 10
et ||
T ——
5
\
\ 10
C.
4 2 0 / 2 4
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Zad. 2
X =2x%+1

Wyznacz ekstrema funkcji f(x) = "
x—

Zad.3
Sprawdz, czy dane funkcje maja ekstrema. Jesli tak, wyznacz je:
¥ +x-1
L f(x)=7F—"
X +x+1
l+x—x’
2. f(x)=———
/) X’ —x+4
x?=2x+1
3. f(x)=—--—
/) —2x*+x
Zad. 4

X Hxt+x+1
x*+x

Wyznacz ekstrema funkcji: f(x)=

Zad. 5
Zaznacz te funkcje, ktére maja jedynie maksima:
¥’ =2x* =2x+1

A f(x)=
x+1
B. f(x)=x"-2x"-2
. fon=5 =t
x +x-1

D. f(x)=—x"-2x+4
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Zad. 6
Wykres przedstawia pewna funkcje, czy ma ona ekstrema?

11

Temat 23: Najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji w przedziale
liczcbowym

Cel lekcji: zastosowanie pochodnej do wyznaczania wartosci najmniejszej i najwiekszej
funkcji w danym przedziale liczcbowym

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Wyznaczac najmniejsza i najwiekszag wartosc funkcji w podanym przedziale
korzystajac z wyznaczonych ekstreméw funkcji oraz przedziatéw monotonicznosci
funkcji

— Stosowac poznane twierdzenia do obliczania pochodnej funkgji

— Wyznaczac zbiér wartosci funkcji

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Omowienie sposobu wyznaczania wartosci najmniejszej i najwiekszej funkcji w
danym przedziale liczbowym
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Wyznacz najmniejszg (m) i najwieksza (M) wartos¢ funkcji w podanym przedziale
liczbowym:

1 5 1,
xX)=—x ——x" —12x+1
f(x) 3 5

(0.4
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Zad. 2
Na podstawie wykresu wyznacz najmniejszg warto$¢ funkcji w przedziale [0,2]

A.

L7810 1 . N O
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Zad. 3
Jaka jest najwieksza wartos¢ funkcji f(x) = x* —4x”> +4x+1 w przedziale <0,3>

Zad. 4
Podaj najwieksza (M) i najmniejszg (m) warto$¢ funkcji f(x)=x" —2x> —4x+2 w
przedziale (0,3)

Zad.5

Czy uczen poprawnie wyznaczyt najmniejsza (m) i najwieksza (M) wartosc funkcji f(x) w
podanym przedziale?

f(x)=—x"+2x" —4x* +1

(=1.1)

m=-6

M =1

Temat 24: Najmniejsza i najwieksza wartosc funkcji w przedziale
liczcbowym

Zad. 1
Wyznacz najmniejszg (m) i najwieksza (M) warto$¢ funkcji w przedziale:

x*—4x+1
fx)=——7—
x—2
(4.8)
Zad. 2

Czy poprawnie wyznaczono najmniejszg (m) i najwieksza (M) wartos¢ funkcji f(x) w
przedziale?

X' +x+4
X)=———
/() X’ +x—4
(-2.1)
m=-3
M =-1
Zad. 3
Wskaz najwiekszg wartosc funkcji w przedziale:
x—1
f(x)= =
1.

s
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x> =2x+1

, f()=
(13)
L )= a

X —

(-43)

Zad. 4

2

Jaka jest najwieksza wartos¢ funkcji f(x) = % w przedziale <0,6>?
X+

Zad. 5
Podaj najwieksza (M) i najmniejsza (m) wartos$¢ funkeji f(x) = (x—2)vx*> +4 w przedziale

(0.2)
Temat 25: Zastosowanie pochodnej funkcji do badania wtasnosci funkcji

Cel lekcji: zastosowanie wtasnosci pochodnej funkcji do badania przebiegu zmiennosci
funkcji

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Szkicowaé wykresy funkcji na podstawie: obliczania granic funkcji w

nieskonczonosci, wyznaczania asymptot funkcji, miejsc zerowych i wyznaczania
dziedziny funkcji, ekstremum, monotonicznosci funkcji
— Dopasowywanie wykresu funkcji do jej wzoru

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci o granicy i zastosowaniach pochodnej funkcji
3. Szkicowanie wykreséw funkcji - podanie kolejnosci obliczen

1) Wyznaczanie dziedziny funkgcji

2) Obliczanie miejsc zerowych i punktow przeciecia z osig OY

3) Obliczanie granicy funkcji w punktach wytaczonych z dziedziny funkcji

4) Wyznaczanie granicy funkcji w nieskonczonosci

5) Podanie réwnan asymptot funkcji

6) Wyznaczanie przedziatdbw monotonicznosci i ekstremum funkcji na podstawie

obliczania pochodnej funkgji

7) Okreslanie parzystosci, okresowosci badz innych charakterystycznych wtasnosci
funkcji

8) Szkicowanie hipotetycznego wykresu funkcji

4. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1

al _?’5 . Zaznacz prawidtowe odpowiedzi:
X

Dana jest funkcja f(x)=

. D, :xe R\{0}

.D_:xeR

. lim f(x) =+o0
x—>0"

. lim f(x)=—o
x—0"

lim f(x)=0

X—>+00

Sonax (1) = 0,5
- Jon (D =15

. funkcja jest rosnaca w catej swojej dziedzinie

T I o m m o O W >

Zad. 2
x*—4
x’ +4

Naszkicuj wykres funkcji f(x) =
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Zad. 3
Dany jest wykres pewnej funkcji. Wskaz wzor tej funkcji.

4

x> 49
A f(x)=
x=3
x=3
B. =
f0=5-
x* =9
C. f(x)=
/(%) x*+9
9+x’
D' f('x) = 2
9—x
Zad. 4
Dopasuj wykres funkcji do jej wzoru:
x+1
1. =
J&) x*=2x+1
x*+2x-1
2. == T
S x> +2x+1
3
X
3. S —
S x'—4x+4
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Zad.5

Dana jest funkcja f(x)=x"—2x" +8,zaznacz prawidtowe odpowiedzi
A. D, :xeR\{0}

B.

.Df:xeR
. lim f(x)=—o0

lim £ (x) = ~o0

. lim f(x) = +o0

X—>+0

I & m m ©O

. lim f(x) = +oo

x—>—0

l. f,..(0)=8
3 fa(0)=8
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Temat 26: Zastosowanie pochodnej funkcji do badania wtasnosci funkcji

Zad.1
W jakich przedziatach funkcja f(x)=2x* +x’ +4x* —2 jest rosngca?

Zad. 2
. . x'=2x"+1 . .
Dana jest funkcja f(x) =—————. Zaznacz prawidtowa odpowiedz:
X

lim f(x)=-o0
A. x~‘>+oo

lim f(x) =—oo

lim f(x)=—-o0
B. x—0"

lim f(x) =400

x—0"

lim f(x) =+
C. x—0"

lim f(x)=+o0

lim f(x)=+0
D. X——p0

lim f(x)=-—o

x—>0"
Zad. 3
Naszkicuj wykresy funkgji:

1-2x°
1 f(x)=—
X
2. f(x)=(x+4)V1-x
3
X
3' f(x) = 2
I-x
Zad. 4
Dana jest funkcja f(x)= i|1 Ktére odpowiedzi sg prawdziwe?
x—

A. D, :xeR\{l}
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A

IS

"

IS

A
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E. T xe(—0,0)U(l,+0)

F. f T xe(-x,0)
Zad.5
. . . (x—4)°
Zaznacz fatszywe odpowiedzi, majac dana funkcje f(x)= (12 :
X+

A. £(0)=2
B. lim f(x)=-o

x—>-2"
C. lim f(x)=-o0
D. f(4)=0

Temat 27: Zastosowanie pochodnej funkcji w zagadnieniach
optymalizacyjnych

Cel lekcji: zastosowanie wiadomosci o pochodnej do rozwigzywania zadan
optymalizacyjnych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Stosowac pochodna funkcji wymiernej i wielomianowej do rozwigzywania zadan

optymalizacyjnych

Przebieg zajec:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Wyjasnienie istoty zadan optymalizacyjnych
3. Rozwigzywanie zadan

Zad.1

Dany jest prostopadtoscian o podstawie kwadratu. Suma dtugosci wszystkich krawedzi
tego prostopadtoscianu wynosi 36 cm. Dla jakiej dtugosci krawedzi podstawy
prostopadtoscian bedzie miat najwieksza objetos¢?

Zad. 2

Tomek musi wykonac szkielet prostopadtoscianu wykorzystujac drut o dtugosci 120 cm.
Stosunek dtugosci krawedzi podstawy wynosi 1:3. Przy jakich wymiarach podstawy
objetos¢ prostopadtoscianu bedzie najwieksza?

Zad. 3

W kule wpisano stozek o najwiekszej objetosci. lle wynosi dtugos¢ wysokosci tego stozka,
jesli promien kuli jest réwny 6 cm?
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Zad. 4
Wydajnosc¢ pracy pewnego robotnika mozna przedstawic¢ za pomoca funkcji

F(t)= —%ﬁ +6t* +13t+14 . Wiedzac, ze robotnik zaczyna prace o godzinie 8:00, oblicz o

ktérej godzinie jego wydajnosc jest najwieksza.

Temat 28: Zastosowanie pochodnej funkcji w zagadnieniach
optymalizacyjnych

Zad. 1
Dodano do siebie kwadraty trzech kolejnych parzystych liczb catkowitych. Oblicz te liczby
wiedzac, ze ich suma ma by¢ najmniejsza.

Zad. 2
W potkole o promieniu 4 wpisano prostokat. Znajdz wymiary tego prostokata tak, aby jego
pole byto najwieksze.

Zad. 3
Prosta przechodzaca przez punkt A(2,6) tworzy z dodatnimi osiami uktadu wspotrzednych
tréjkat. Znajdz réwnanie prostej tak, aby pole trojkata byto najmniejsze.

Zad. 4
Dany jest prostopadtoscian o podstawie kwadratu. Ile wynosi najwieksza suma dtugosci
wszystkich krawedzi tego prostopadtoscianu, jesli dtugosc jego przekatnej wynosi 67

Powtorzenie wiadomosci

Zad. 1
Wyznacz podane granice:

. 5xt—12x° +4x+16
1. lim 3
xoto 4xT +3x-2
x*—2x+4

2. lim
x—0" X

. sinx
3. lim
x—0 4x

Zad. 2
Oblicz pochodna funkgji: f(x) = (x—4)W2x> +1

Zad. 3

Wyznacz ekstrema funkgji: f(x) = —%x3 —4x> +9x+1
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Zad. 4

Czy funkcja f (x) jest ciggta?
x> +3,x € (~0,2)

f()={x+1xe(2,4)
x—4,x € (4,+0)

Zad. 5

3 —_—
Naszkicuj wykres funkcji f'(x) = x2 !
x +4

Zad. 6
Dany jest wykres funkcji f(x).

3

-3

Na podstawie wykresu zaznacz prawidtowe odpowiedzi:
A. funkcja ma asymptote pionowawx =1ix = —1

B. funkcja ma asymptote pionowg x = 0

C. lim f(x)=+x

X—>—00

D. lim f(x) = —oo

x—>1"

. 1lim f(x) = —o0

X—>+0

E
F. D, :xe R\{0,]}
G. D,:xeR\{-L1}

Sprawdzian

Zad. 1
2x  —x? +1

Oblicz pochodna funkcji: f(x)=
x+2

Zad. 2
Wyznacz podane granice:

. xt—6xP+2x-1
1. lim 3 7
xove —2x" +3x—x" +2
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sin3x

2. lim—
x=08in 2x

X =2x*-5x+6
3. lim >
=l x"+3x—-4

Zad. 3

3_
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = xz !
x +4

Zad. 4
Dany jest wykres funkgcji f(x).

e

Na podstawie wykresu zaznacz prawidtowe odpowiedzi:
A. funkcja jest rosngca w catej swojej dziedzinie

B. funkcja jest malejgca w catej swojej dziedzinie

C. lim f(x) =+

x—0"
D. lim f(x)=0
. lim f(x) =+
. D, :xeR\{0,1}
. D, :xeR\{0}

m

[ !

Zad. 5
Czy funkcja f (x) jest ciggta?
x> =2x+4,x e (-m,])
f(x)=3x+2,xe(1,2)
4,x € (2,4o)
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Zad. 6

Wyznacz ekstrema funkgji: 7(x) :%x4 —§x3 LRI

Poprawa pracy klasowej

Zad. 1

45 +11x* —4x -1
Odp. /'(x)=

X’ +4x+4

Zad. 2
1.—-1

2.2

Zad. 4
0dp.C,G

Zad. 5
Odp. Tak, jest ciggta

Zad. 6
Odp.
7
fmin(_l) =_SE
2
fmin (2) = 45
11
S (1) = —25
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2. Przygotowanie do matury

Cel zajec: Powtdrzenie materiatu z 1, 11i lll klasy, przypomnienie podstawowych twierdzen
i wzordow i zastosowanie ich do rozwigzywania zadan maturalnych

Temat 1: Przygotowanie do matury

Zad. 1

Dany jest wielomian W (x) = —x" +x' = 7. W (—11) jest liczba:
A. pierwsza

B. ujemna

C. niewymierng

D. dodatnia

Zad. 2

Suma kolejnych liczb parzystych mniejszych od 100 jest rowna:
A. 5050

B. 2450

C.2525

D. 2000

Zad. 3
Buty kosztowaty 168 zt, ale ich cena wzrosta 0 42 zt. O ile procent wzrosta cena naszyjnika?

Zad. 4

Pole figury ograniczonej prostymi
y=x-6
-x—-y+8=0
y=4

y=1

jest rowne:
A.18

B. 12

C.6

D.9

Zad.5
Dana jest funkcja f(x)=—(x+2)* —4. Osig symetrii tej funkcji jest prosta:
A x=-2

B.x=2
C.y=-2
D. y=2
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Zad. 6

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugos¢ 16 cm, a krawedz
podstawy jest rowna 6. Wyznacz cosinus kata nachylenia przekatnej graniastostupa do
ptaszczyzny podstawy.

Zad. 7
Jaka liczba jest liczba a = V29813 +4/13 2
Zad. 8

Przez ktére cwiartki uktadu wspotrzednych przechodzi prosta y = ax + b, jesli:
a>0

b<0
Temat 2: Przygotowanie do matury

Zad. 1

Marcin przygotowuje sie do matury z matematyki. Musi rozwigzac 2500 zadan, do tej pory
rozwigzat juz 200. Dzisiaj rozwigzat 10 zadan i codziennie bedzie rozwigzywat o0 20 zadan
wiecej. lle dni zajmie Marcinowi rozwigzanie pozostatych zadan?

Zad. 2
Ro6znica miedzy polem kota opisanego na kwadracie a polem kota wpisanego w kwadrat
jest rowna 7m. Wyznacz pole kwadratu.

Zad. 3

Liczba log4 jest rowna:
A. log4 +log?2

B. 2log4 —log?2

C. 4log2—-1log8

D. log8—log6

Zad. 4
x> —4x, x>2
Ile miejsc zerowych ma funkcja f(x)= ’ ?
J y ja /() {-2){-4, x<2

Zad.5
Dany jest ciag:

a, =12

Wyznacz wyraz czwarty.

Zad. 6
6% liczby x jest rowne 24. Wyznacz liczbe x.
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Zad. 7

Rozwigz rownanie

1
x+2 8

Zad. 8
Liczby x — 5,y — 1, 4, 2y tworza ciagg arytmetyczny. Wyznacz x.

Zad. 9
Wskaz funkcje, ktorej zbiorem wartosci jest przedziat (—,6)

A f(x)=(x=5)+6
B. f(x)=—(x-2) -6
C. f(x)=(x+2)" -6
D. f(x)=—(x—1)+6

Temat 3: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Kat wpisany i Srodkowy sg oparte na tym samym tuku. Suma ich miar wynosi 240°. lle
wynosi miara kata wpisanego?

Zad. 2
Na ile sposobéw Maciek i Ania moga usigs¢ na dwoch sposrod 6 miejsc w kinie?

Zad. 3
Wyznacz mediane danych: 5,4,0,1,1,9,2,4

Zad. 4
O pewnych zdarzeniach losowych Ai B wiadomo:
AcQ

BcQ

AcB

P(A)=0,2

P(B)=0,5

Wyznacz prawdopodobienstwo sumy zdarzen Ai B.

Zad.5
Przekatna szescianu ma dtugosc 9. Oblicz objetos¢ szescianu.

Zad. 6
Kat B jest ostry, asinf = 0,1. Oblicz warto$¢ wyrazenia: 2 +1g>

Zad. 7
Srednia arytmetyczna liczb 2,4, 8,10, 6, x, 6 jest rowna 7. Wyznacz x.
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Zad. 8

Magda przeczytata ksigzke, ktéra ma 360 stron (kazdego dnia taka sama liczbe stron).
Gdyby codziennie czytata o 16 stron wiecej, to przeczytataby ksigzke o 6 dni wczesniej. lle
dni Magda czytata ksigzke?

Temat 4: Przygotowanie do matury

Zad. 1
2
Oblicz wartos¢ wyrazenia: (\/3 242 —\/3 + 2\/5)

Zad. 2
Dla jakich wartosci parametru k reszta z dzielenia wielomianu
W(x)=(k—-2)x" —2kx” +(4k —2)x’ = 2x+ k> przezdwumian x + 1 jest rowna 4?

Zad. 3
Wyznacz rownanie okregu o srodku w punkcie S = (2, —2), stycznego do prostej o
rownaniu:2x +y —12 =20

Zad. 4
Dla jakich wartosci parametru m réwnanie ma dwa rézne pierwiastki spetniajgce warunek:
x> +(m+D)x+m+2=0

2 2
x +x; =1

Zad. 5

Ze zbioru A={xe C:2* —4-2"-32<0} losujemy kolejno trzy liczby catkowite a, b, c i
tworzymy funkcje f(x)=ax” +bx +c . Jakie jest prawdopodobienstwo, ze otrzymana
funkcja bedzie malejaca?

Temat 5: Przygotowanie do matury

Zad. 1

Znajdz réwnania prostych, w ktorych zawieraja sie dwusieczne katéw, pod jakimi
przecinaja sie nastepujace proste:

2x+y-3=0

2x+11y+17=0

Zad. 2
W kule o promieniu 4 wpisano szescian, w ktérego wpisano kolejna kule, a w nig kolejny
szescian i tak dalej. Oblicz sume powierzchni wszystkich kul.

Zad. 3
Rozwigz rownanie: 4+ |x—1|=[x+3|—|x—5]|
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Zad. 4
W tréjkacie prostokatnym z wierzchotka kata prostego poprowadzono wysokosc, ktora
podzielita przeciwprostokatna na odcinki dtugosci 4 i 10. Oblicz pole tego trojkata.

Zad.5
Liczby a, b, c tworza w podanej kolejnosci cigg arytmetyczny, a liczby x, y, z ciag
geometryczny. Wyznacz iloraz ciggu geometrycznego.

1
xX=—
a
_1
a
1
7=—-
2b-2a+c

Temat 6: Przygotowanie do matury

Zad. 1
. . 2sin’x—cos2x=1
Rozwiaz réwnanie:
x€(0,27)

Zad. 2
Dany jest trojkat ABC, w ktorym miara kata ABC jest rowna 135°, a kata ACB 30°. Ponadto
wiadomo, ze bok BC ma dtugos$¢ 400. Wyznacz dtugos¢ boku AB.

Zad. 3
x—6
Dane sg dwie funkcje f(x)= (%j i g(x)=2""""* Oblicz, dla jakich argumentow

wartosci funkcji g(x) sg nie mniejsze niz wartosci funkcji f(x).

Zad. 4

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktorych pierwiastki wielomianu
W(x)=(x>—5x—4)(x—2m) satrzema kolejnymi wyrazami malejacego ciggu
arytmetycznego.

Zad. 5

Promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny ABC (kat prosty przy wierzchotku C) ma
dtugos¢ 3. Wyznacz dtugosc odcinka CD, gdzie D jest punktem stycznosci okregu z
przeciwprostokatna, jesli jeden z katéw ostrych trojkata ma miare 30°.
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Temat 7: Przygotowanie do matury

Zad.1

Podstawa AB trapezu ABCD ma dtugosc 12, wierzchotek D jest punktem przeciecia
paraboli f(x) z osig OY. Wiedzac, ze pozostate wierzchotki trapezu leza na tej paraboli,
oblicz pole trapezu.

[u]

j

/
/

/

Zad. 2

Rozwigz réwnanie: logz[x—_z]ﬂog2 g
x+2 x=2

Zad. 3

Boki tréjkata ABC maja dtugosci: 8, 10, 14. Wyznacz dtugos¢ sSrodkowej poprowadzonej z
wierzchotka C do boku 1

Zad. 4
Dla jakiej warto$ci parametru m rownanie x* +(m+2)x+m+5=0 ma dwa rézne
pierwiastki ujemne?

Zad. 5
Dla jakiej wartosci parametru m rownanie f(x) = m nie marozwigzan?
S =[x=2|=[x+6[+]x]

Temat 8: Przygotowanie do matury

Zad.1

Wierzchotki trojkata ABC nalezg do paraboli f(x)=—x +8x, a punkt C jest jej
wierzchotkiem. Podstawa trojkata AB jest rownolegta do osi OX. Wyznacz wspotrzedne
wierzchotkdéw trojkata.
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Zad. 2

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu dana jest wzorem:

S =n’+2n

Wyznacz sume 50 poczatkowych wyrazéw tego ciggu o numerach nieparzystych.

Zad. 3
Kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy rownej 6 ostrostupa
prawidtowego trojkatnego ma miare 30°. Wyznacz objetos$¢ ostrostupa.

Zad. 4

W urnie znajduja sie kule czarne, biate i zielone. Kul czarnych jest dwa razy wiecej niz kul

biatych, a kul zielonych - cztery razy wiecej niz biatych. Losujemy jednoczesnie 3 kule. Ile

jest kul biatych jesli prawdopodobienstwo wylosowania kul w r6znych kolorach jest réwne
128

P=%19°

Zad.5

Rozwiaz nieréwnos¢: 2x=115 4
x+4

Temat 9: Przygotowanie do matury

Zad. 1

sinx—|sinx|

Rozwiaz rownanie: -2

COS X

Zad. 2
W okrag o promieniu rownym 2 wpisano kwadrat i trojkat rownoboczny, ktére maja
wspolny wierzchotek. Wyznacz pole czesci wspolnej trojkata i kwadratu.

Zad. 3
Okrag jest styczny do prostej k: x+2y—23=0 w punkcie A4(7,8) oraz do prostej
m:2x—y—16=0 w punkcie B(9,2).Wyznacz promien okregu.

Zad. 4
L . 4sin*x—2cosx =2
Rozwigz rownanie:
x€(0,27)

Zad. 5

Dla jakich wartosci parametru k rownanie k+2—-4-3" =(1-k)-9* madwa rézne
pierwiastki?
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Temat 10: Przygotowanie do matury

Zad.1
Dla jakich wartosci n suma n-poczatkowych wyrazéw danego ciggu jest réwna 260?

a =y

a,=3y+x
a,=5y—-2x-1
ags =17
Zad. 2

Wyznacz pierwiastki wielomianu W (x), jesli przy dzieleniu W (x) przez dwumian x + 2
otrzymujemy iloraz Q(x) = x> —11x+36 i reszte. R(x)=—48

Zad.3
W stozek wpisano kule o promieniu 4. Wyznacz pole powierzchni catkowitej stozka, jesli
tworzaca jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°.

Zad. 4
Rozwigz rownanie: 8" —7-4" +14-2" =8

Zad.5
Dany jest trojkat ABC, gdzie A = (4,3) i B = (8,5). Wyznacz wspétrzedne wierzchotka C
lezacego na prostej x — 3y — 6 = 0 tak, aby pole trojkata byto rowne 9.

Temat 11: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Srodek okregu przechodzacego przez punkty A(4,3) i B(5, —4) lezy na osi OX. Wyznacz
rownanie okregu.

Zad. 2
Dla jakiej warto$ci parametru m podane rownanie sin® x +cos* x = m ma rozwigzania?

Zad. 3
Trzy liczby log,(x+15), log,(4x), log, x tworza w podanej kolejnosci cigg arytmetyczny.
Wyznacz x.

Zad. 4
Znajdz rownanie okregu, ktdry jest obrazem okregu (x+8)° +(y—12)> =32 w
jednoktadnosci o srodku P(2,—1) iskali k = —2.
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Zad.5

Tomek i Kamil graja w koszykéwke i trafiajg do kosza z prawdopodobienstwem
odpowiednio: 0,6 i 0,8. Wyznacz prawdopodobienstwo, ze gdy kazdy z nich wykona po
jednym rzucie do kosza to pitka wpadnie doktadnie raz.

Temat 12: Przygotowanie do matury

Zad.1

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym spodek wysokosci jest oddalony od krawedzi
bocznej 0 4. Oblicz objetos¢ ostrostupa, jesli kat nachylenia krawedzi bocznej do
ptaszczyzny podstawy ma miare 45°.

Zad. 2
Naszkicuj wykres funkcji:
a) f(x)=sinx—|sinx|
b) f(x) =30

sin x
) f(x)=sinx+|sin2x|
d) f(x)=|sin(~2x)-2|

&) f(x)= sin 2x

2sin x

Zad. 3
W trojkacie ABC kat przy wierzchotku C jest prosty, A = (8,2) i B = (2,9). Wyznacz
wspoétrzedne wierzchotka C, jesli lezy on na prostej 2x + 3y — 11 = 0.

Zad. 4
Dtugosci promieni okregdw wpisanego i opisanego na trojkacie prostokatnym sa rowne
odpowiednio 2 i 5. Wyznacz obwadd trojkata.

Zad. 5
Rozwigz nierownosé: | x—4 |+ | x—1|< x|

Temat 13: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Dla jakiej warto$ci parametru m cigg 2sin’ m+1, cosm, 2cos’m—2 jest arytmetyczny,
me(0,27)?

Zad. 2

Na prostej 8x — 3y + 10 = 0 znajdz taki punkt C, aby pole trojkata ABC byto rowne 18.
A = (—4,5
B = (2,2)
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Zad. 3
Z cyfrod 1 do 9 losujemy bez zwracania 3 cyfry i tworzymy z nich liczbe trzycyfrowa. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze otrzymana liczba jest mniejsza od 6667

Zad. 4

1
Wyznaczx: 9 © .37 =3%

Zad. 5
Dla jakiej warto$ci parametru k funkcja f(x) = (k> + 5k —6)x> —(2—2k)x+3 madwa

miejsca zerowe i osigga maksimum?

Temat 14: Przygotowanie do matury

Zad.1

Czy liczba a = ! + ! + +L jest catkowita?
V100 4++4/99 /99 +4/98 T 2 +1 '

Zad. 2

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian x-1 wynosi 5, przez x + 2 wynosi 2, a
przez x — 3 wynosi 27. lle jest rowna reszta z dzielenia tego wielomianu przez wielomian

Ox)=(x+2)(x-3)(x-1)?

Zad. 3
Dla jakiej wartosci parametru a suma kwadratéw pierwiastkow réwnania
x> +(2a-2)x+a’> =4 jestrowna 12?

Zad. 4
Podstawy trapezu maja dtugosci 4 i 12. Wyznacz dtugos¢ odcinka réwnolegtego po
podstawy trapezu, ktéry dzieli trapez na dwie figury o réwnych polach.

Zad. 5
Ile wynosi dtugos$¢ krawedzi czworoscianu foremnego, jesli jego wysokosc¢ jest rowna 8?

Temat 15: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Czy jesli liczby x i y spetniajg nastepujace warunki:
x>y

x*—6xy+y° =0,
to log(x+y)—log(x—y)= log\/E
Zad. 2

Kat ptaski przy wierzchotku ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma miare 60°.
Wiedzac, ze pole $ciany bocznej jest réwne 12+/3 oblicz objeto$é ostrostupa.
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Zad. 3
W trapez mozna wpisac i opisa¢ na nim okrag. Przekatna trapezu ma dtugosc¢ 7, a dtuzsza
podstawa 6. Oblicz pole tego trapezu.

Zad. 4
Dla jakiej warto$ci parametru m rownanie x° +4 = mx” ma dwa pierwiastki rzeczywiste?

Zad. 5
Czy prawdziwa jest tozsamo$¢ sin® a + cos® @ =1-3sin’ e cos’ a ?

Temat 16: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Trzy liczby x, y, z s wieksze od zera i tworzg cigg arytmetyczny. Czy podane obok liczby
rowniez tworzg cigg arytmetyczny?

1 1 1

Jy -z Nzl e+ fy

Zad. 2
x> +mx+1

Dla jakich wartosci parametru m dziedzing funkgcji f(x) =—————— jest zbior
x +3x-3m

wszystkich liczb rzeczywistych, a zbiorem wartosci przedziat y e (0,%} ?

Zad. 3
Dane sa trzy liczby a, b, ¢ tworzace cigg arytmetyczny. Kwadraty liczb a, b i ¢ tworza ciag
geometryczny. lle wynosi iloraz ciggu geometrycznego?

Zad. 4
- . . . y=m-2"+k .
Dla jakich wartosci parametréw m i k krzywe maja jeden punkt wspolny?
y=k-27"+m
Zad. 5

Podstawa trojkata rownobocznego jest Srednica kota o promieniu 4. Wyznacz stosunek
pola czesci trojkata lezacej na zewnatrz kota do pola czesci trojkata lezacej wewnatrz kota.

Temat 17: Przygotowanie do matury
Zad. 1
Przekatne trapezu dzielg go na 4 trojkaty. Pola tréjkatow, ktdrych bokami sg podstawy

trapezu wynoszg odpowiednio 9i 16. Wyznacz pole trapezu.

Zad. 2
Dla jakiej warto$ci parametru k nieréwno$é (k —1)x> —4x+k +2 >0 nie ma rozwigzan?
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Zad. 3

Dane sa cztery kolejne liczby catkowite takie, ze suma kwadratéw najmniejszej i
najwiekszej z nich jest réwna potrojonej roznicy kwadratéw dwéch pozostatych liczb.
Wyznacz najwieksza z tych liczb.

Zad. 4
Rozwiaz nieréwnosé: x* <10x —x”

Temat 18: Przygotowanie do matury

Zad. 1
. . L, . cos2x+1=2cosx .
Podaj rozwigzanie rownania w przedziale:
x €(0,27)
Zad. 2

Dane sg liczby a, b, c tworzace cigg geometryczny. Jesli do b dodamy 8, to otrzymamy ciag
arytmetyczny. Jesli do liczby c nowego ciggu arytmetycznego dodamy 64 to otrzymamy
ciag geometryczny. Wyznacz te liczby.

Zad. 3
Funkcja f(x)=|x—1]iprosta k przechodzaca przez punkt (—5,0) ograniczaja tréjkat o
polu 12. Podaj rownanie prostej k.

Zad. 4
Liczby a, b, ¢, d tworza ciag geometryczny, a liczbya — 2,b — 3,c — 9,d — 25ciag
arytmetyczny. Wyznacz te liczby.

Zad. 5
Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4, 5, 8} wybieramy losowo 3. lle wynosi prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze otrzymane liczby sg dtugosciami bokow tréjkata rozwartokatnego?

Temat 19: Przygotowanie do matury

Zad. 1

Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny, ktorego krawedz podstawy ma dtugosc 2.
Srodek kuli opisanej na tym ostrostupie dzieli jego wysokos$¢ w stosunku V5: 1. Wyznacz
objetos¢ ostrostupa.

Zad. 2

Dany jest prostokat ABCD, odcinek AE jest wysokoscia trojkata ABD. Wyznacz pole tréjkata
AED.
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CBE=4

AB =6

Zad. 3

Wyznacz warto$¢ wyrazenia [cosx — sinx|, jesli: sinx+cosx=1—

Zad. 4
Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych losujemy jedna liczbe. Jakie jest
prawdopodobienstwo otrzymania liczby podzielnej na 8 lub 12?

Zad.5

Na prostejy = 4x + 12 znajdz taki punkt C, aby podane wyrazenie miato jak
najmniejszg warto$é: | AC|*=| BC|*

A = (=29

B = (1,-2)

Temat 20: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Wyznacz miare kata miedzy stycznymi do okregu x* + y* —4x—2y—4 =0 przechodzacymi
przez punkt (8,1).

Zad. 2

Rzucamy cztery razy symetryczng szeScienng kostka do gry. Wiemy, ze za drugim razem
wypadta 6. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze przy czterokrotnym rzucie kostka
wypadnie suma oczek wieksza od 13?

Zad. 3

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugos¢ 6. Przekatna
podstawy tworzy z przekatng Sciany bocznej wychodzaca z tego samego wierzchotka kat
60°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

Zad. 4
Dla jakiej warto$ci parametru a rébwnanie a’x’ +(a’ +6a)x* +(a+6)x =0 ma 3 rdzne
rozwigzania rzeczywiste?
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Zad.5
Rozwigz nieréwnos$¢: 1—x >log(5° —4)

Temat 21: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Dla jakiej warto$ci parametru m wielomian W (x) = x° —(2cos4m)x> +3x —cos4m — 5 jest
podzielny przez dwumian (x — 2)?

Zad. 2
Czy liczba m=4" +10" -2 jest podzielna przez 3?

Zad.3
Przy okragtym stole siedzi 10 oséb. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoby Ai B beda
siedziaty obok siebie?

Zad. 4
Funkcja f(x)=2x" wycina z prostej m przechodzacej przez punkt (0,0) odcinek dtugosci
V5. Wyznacz réwnanie prostej k.

Zad.5

L . sinx+sin2x+sin3x=0
Rozwigz rownanie:
xe(0,7)

Temat 22: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Wyznacz dziedzine funkcji: £(x)=log,,,(x* —2x—12)

Zad. 2
Rozwigz rownanie: ||| x| -1]-21]=2

Zad. 3

W pewnej klasie jest 32 uczniow. 50% uczniow tej klasy zna jezyk angielski, 25% jezyk
niemiecki, a 12,5% zaréwno angielski, jak i niemiecki. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wylosowana osoba nie zna zadnego jezyka?

Zad. 4
Ile wynosi objetos¢ rownolegtoscianu, ktérego sciany boczne sa rombami o kacie ostrym
60° i boku dtugosci 4?

Zad. 5

Suma miar katéw przy wierzchotkach Ai B tréjkata ABC jest rowna 135°, boki AC i BC maja
dtugosci 4i12. Wyznacz pole tréjkata.
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Temat 23: Przygotowanie do matury

Zad. 1

Wskaz wykres funkcji f(x) =cosx —3sinx:
A.

-2m3 / 0 3 i3 \\ L am3 sm3 2
-+ \
\ > B .
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Zad. 2
SzesScian o boku dtugosci 6 przecieto ptaszczyzna, ktora jest nachylona do podstawy pod
katem 60° i przechodzi przez przekatng podstawy. Oblicz pole przekroju.

Zad. 3
W pojemniku jest n kul, w tym 6 biatych. Losujemy dwa razy po jednej kuli bez zwracania.

Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch biatych kul jest rowne p = % Ile kul znajduje

sie w pojemniku?

Zad. 4
Liczbe 120 przedstaw w postaci réznicy liczb a i b tak, aby suma kwadratow liczb ai b byta
najmniejsza.

Zad.5
Podaj wszystkie liczby catkowite spetniajace nierownosé v x> —6x+9 <5-2|x-3|

Temat 24: Przygotowanie do matury

Zad. 1

20
Wyznacz trzynasty wyraz rozwiniecia: (\/5+Lj

2

Zad. 2
Naszkicuj wykres funkcji:
1

a) f(x)—m

b) f(x) = x|-2|-1

) f(x) =] ——x—1]-1
_ x|

&) S0)=75

Zad. 3

Dany jest trojkat o bokach dtugoscia = 8i b = 12.Wyznacz dtugosc boku c tego
tréjkata, jesli wysokosci opuszczone na odpowiednie boki trojkata spetniaja warunek:
h.=h,+h,

Zad. 4
Rozwiaz réwnanie: (3++/2)" +(3—-+/2)" =6

Zad. 5
Rozwigz rdwnanie: 4cos(mx) = —2x° +8x+4
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Temat 25: Przygotowanie do matury

Zad.1
Pole powierzchno bocznej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest dwukrotnie wieksze
od pola podstawy. Oblicz wysokos¢ ostrostupa, jesli krawedz podstawy ma dtugosc 10.

Zad. 2

PunktyA = (2,1)i B = (5,0) sg wierzchotkami trojkata ABC. Wysokosci poprowadzone
z wierzchotkéw A i B przecinaja sie w punkcie D = (4,1). Wyznacz wspétrzedne
wierzchotka C.

Zad. 3
Rozwigz réwnanie: 2log,(x+4)+log, | x+4|=2

Zad. 4
Na ptaszczyznie zaznaczono k niewspotliniowych punktéw, ktére wyznaczyty 66 prostych?

Zad.5

Kat miedzy przekatng a ramieniem trapezu rbwnoramiennego jest prosty. Ramie trapezu
ma dtugosc 6 i tworzy z dtuzszg podstawa kat 60°. lle wynosi objetos¢ bryty powstatej
przez obrot trapezu wokot dtuzszej podstawy?

Temat 26: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Dla jakiej warto$ci parametru k trojmian f(x) = (k +12)x* + (k—2)x+2k —4 jest
kwadratem pewnego dwumianu?

Zad. 2
Dla jakiej warto$ci x kwadraty wyrazen x> +4x—2, x> —4, x> +4x—2 tworzaciag
arytmetyczny?

Zad. 3
Dla jakiej wartosci parametru m pierwiastki a, b, ¢, d wielomianu
W(x)=x"+5x"+mx* —40x + 64 spetniajg podane warunki?

b=-2a
c=4a
d=-8a
Zad. 4

Najkrotszy bok trapezu prostokatnego ma dtugosc 9, a promien okregu wpisanego w ten
trapez jest rowny 6. Wyznacz pole trapezu.
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Zad.5
Na okregu opisano trojkat prostokatny. Punkt stycznosci trojkata i okregu dzieli
przeciwprostokatna na odcinki dtugosci 4 i 6. Oblicz pole tréjkata.

Temat 27: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Wielomian W (x) = ax’ +bx” +cx +d dla argumentu 0 przyjmuje wartos¢ (-4), a liczby 12

sg pierwiastkami tego wielomianu (1 jest pierwiastkiem dwukrotnym). Wyznacz
wspotczynniki a, b, ¢, d.

Zad. 2
Wyznacz dtugos¢ promienia kuli opisanej na ostrostupie prawidtowym trojkatnym,
ktérego wysokosc jest rowna 8, a krawedzie boczne sg do siebie prostopadte.

Zad. 3
2+4+..4+2n 7 12

Rozwiaz nieréwnosc: [—j > (—) ,neN

10 10
Zad. 4
Boki trojkata zawierajg sie w prostych o réwnaniach:
5x + 2y = =5,
3x + 8y = 31,
7x — 4y = 27

Oblicz pole trojkata.

Zad. 5
W szesciu szufladach umieszczamy losowo szes¢ kul. Ile wynosi prawdopodobienstwo, ze
kazda kula znajdzie sie w innej szufladzie?

Temat 28: Przygotowanie do matury

Zad. 1

Miara kata ptaskiego przy podstawie Sciany bocznej ostrostupa prawidtowego trojkatnego
wynosi 45°, a promien okregu wpisanego w podstawe ma dtugosc 4. Oblicz objetos¢
ostrostupa.

Zad. 2
Oblicz prawdopodobienstwo P(C), jesli
P(C)=P((Au B)—(ANB))

P(A')=0,6
P(ANB)=0,2
P(AUB)=0,8
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Zad. 3

Rozwiagz rownanie: cos(x+%) = cos(2x —%)

Zad. 4
Podaj rozwigzania rownania: log,, x + (log,, x)> +...=3

Zad.5
Znajdz rownania stycznych do okregu x* + y*> —2x—4y =0 przechodzacych przez punkt
(4; _2)

Temat 29: Przygotowanie do matury

Zad.1
Dany jest trojkat o bokach dtugosci 4, 8, 10. Wyznacz dtugos¢ dwusiecznej kata lezacego
naprzeciwko boku dtugosci 10.

Zad. 2
Czy prawda jest, ze w trojkacie o bokach dtugosci x, y, z spetniony jest warunek:

Bltyed), fys

Zad. 3
Rozwigz rdwnanie: 2'°¢* —4°°¢* 114 =0

Zad. 4
Okrag o srodku w punkcie S(5,2) jest styczny wewnetrznie do okregu o réwnaniu
x>+ > —16x—-10y+57 = 0. Wyznacz réwnanie stycznej do obu okregéw.

Zad. 5

Dtuzsza podstawa trapezu rownoramiennego ma dtugosc 10, a krotsza jest rowna 4. Kat
ostry trapezu ma miare 60 °. Ile wynosi pole powierzchni catkowitej bryty powstatej przez
obrot trapezu wokoét krotszej podstawy.

Temat 30: Przygotowanie do matury

Zad. 1
Dla jakiej warto$ci parametru m rownanie x* —6|x|+9—m =0 ma cztery rozwigzania?

Zad. 2
Rozwigz réwnanie: | x* —4|+|x* —-1|=13
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Zad. 3

Szescian pomalowano na kolor czerwony, a nastepnie rozcieto na tysigc mniejszych
szeScianéw i wrzucono do urny. lle jest rowne prawdopodobienstwo wylosowania
sze$cianu, ktéry ma dwie Sciany czerwone?

Zad. 4
Naszkicuj wykres funkcji:
-1
a) f(x)=1
| x|+1
2x—4
b) f(x) == ‘
x—8
) £ =1
x—1
3x-9
Q) =2
x+1
Zad.5
Czy liczba 3*"*> +1 jest podzielna przez 10?
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