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I. Wprowadzenie

Materiaty edukacyjne pod tytulem ,,Zawsze mozna co§ poprawi¢”’ opracowano w ramach
realizowanego przez Polskie Towarzystwo Matematyczne projektu ,,Wespol w Zespol
z Matematyka bez Granic” wspotfinansowanego ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach
Europejskiego Funduszu Spotecznego. Suplement podrecznika I stanowi dodatek do materiatéw
edukacyjnych adresowanych do uczniow klasy drugiej szkoty ponadgimnazjalnej kontynuujacych
zajecia pozalekcyjne z matematyki w ramach Projektu, realizowanego w latach 2009 — 2012
w szkotach z wojewddztw: kujawsko-pomorskiego, lubuskiego i zachodniopomorskiego.

Projekt ,,Wespol w zespol z Matematyka bez Granic” wpisuje si¢ w ponadregionalny
program rozwijania umiejetnosci uczniow w zakresie kompetencji kluczowych, ze szczegdlnym
uwzglednieniem nauk matematyczno-przyrodniczych i jezykdéw obcych.

Celem projektu ,,Wespot w zespot z Matematyka bez Granic” jest podnoszenie kompetencji
kluczowych uczniéw ze szkot podstawowych, gimnazjalnych i ponadgimnazjalnych w zakresie
ksztalttowania umiejetno$ci opisywania otaczajacego $wiata w jezyku matematyki, Stawiania
hipotez i ich weryfikowania, rozwigzywania problemow w tworczy sposob, integracji zespotu
klasowego, skutecznego porozumiewania si¢ w réznych sytuacjach, efektywnego wspotdziatania
w zespole oraz interdyscyplinarnego spojrzenia na otaczajaca nas rzeczywisto$é z uwzglednieniem
znajomosci jezykow obcych.

Suplement podrgcznika ,,Zawsze mozna co$ poprawic¢” zawiera trzy pakiety edukacyjne
zgodne z Podstawa programowa ksztatcenia ogdlnego dla gimnazjow i szkot ponadgimnazjalnych,
ktorych ukonczenie umozliwia uzyskanie swiadectwa dojrzatosci po zdaniu egzaminu maturalnego.
Materiaty edukacyjne zawarte w podreczniku majg by¢ zrodlem do wzbogacenia tresci zawartych
W ramowym programie nauczania z zakresu matematyki realizowanych na zajeciach lekcyjnych
w szkotach, z ktérych pochodza uczestnicy Projektu, rozszerzenia ich oraz przygotowania uczniow
do udziatu w konkursach przedmiotowych.

Podzial materiatu edukacyjnego na trzy bloki tematyczne zostal opracowany na podstawie
programu nauczania: Matematyka w otaczajacym nas swiecie. Program nauczania. Ksztatcenie
w zakresie podstawowym i rozszerzonym. Numer dopuszczenia programu: DKOS-5002-04/08 oraz
w oparciu 0 podrecznik: Cewe A., Krawczyk M., Kruk M., Nahorska H., Pancer I., Ropela R.,
Matematyka w otaczajgcym nas swiecie. Podrecznik dla klasy 1, Wydawnictwo Podkowa, Gdansk
2008.

Pakiety edukacyjne MN-1.1, MN-1.2, MN-1.3 zawarte w suplemencie podrgcznika ,,Zawsze
mozna co$ poprawi¢” sa wzbogaceniem i poglebieniem tresci merytorycznych pakietow M-1.1,
M-1.2, M-1.3 zawartych w podreczniku ,,Wespél w zespél z Matematyka bez Granic
do matury 1” opracowanego na potrzeby projektu ,,Wespol w zespol z Matematyka bez Granic”
adresowanego do uczniow pierwszej klasy szkoty ponadgimnazjalne;.
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Pakiety edukacyjne zawarte w suplemencie podrecznika I bedg realizowane (zgodnie
Z terminarzem), w ramach planu naprawczego, na zajeciach pozalekcyjnych w klasach ze szkot,
ktore dotaczyly do Projektu w potowie roku szkolnego 2009/2010 oraz zespoty klasowe
Uczestniczace w roku szkolnym 2009/2010 w Projekcie, ktore z réznych powoddéw nie zrealizowatly
pakietow M-1.1, M-1.2 i M.1.3 przeznaczonych do realizacji w pierwszej klasie szkoty
ponadgimnazjalnej.

Materialy podane w kazdym pakiecie edukacyjnym zaplanowano do realizacji na cztery
godziny lekcyjne - zaje¢ pozalekcyjnych zwanych - ,,Spotkaniami zespolow MbG”.

Zajecia te moga by¢ realizowane w nastepujacy sposob: ,,Spotkanie 1 zespotow MbG” —
2 godziny lekcyjne, ,,Spotkanie 2 zespotow MbG” — 2 godziny lekcyjne.

,,Spotkania zespotow MbG” (4 godziny lekcyjne) zawieraja state elementy:

e zaplanowanie i podziat zadan,
e realizacj¢ zalozonych planow,

e rozwigzanie zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”, w tym jednego zadania w jezyku
obcym,

e udokumentowanie pracy zespotow,
e podsumowanie i oceng pracy zesptow.

Realizacja kazdego pakietu edukacyjnego zostanie poprzedzona jedng godzing lekcyjna
przygotowan ksztattujacych pozadane umiejetnosci (wskazane przez Autorow Pakietu) pod
kierunkiem nauczyciela: spotkanie pierwsze — ,,Cwiczenia otwierajace”. Kolejne 2 godziny
zostang poswigcone na rozwigzywanie zadan w wyodrebnionych zespotach — ,,Rozwiazmy
razem”, natomiast ostatnia godzina powinna stanowié - ,,éwiczenia podsumowujace” -
podsumowujace postepy ucznidw - rozwigzania zestawdéw zadan ,,Rozwigzmy razem” w klasie
drugiej szkoty ponadgimnazjalne;.

,Cwiczenia otwierajace” odbywaja si¢ zgodnie z terminarzem obowiazujacym w danym
pakiecie isg przeprowadzane przez nauczycieli matematyki w danej klasie w siedzibie szkot,
z ktorych pochodzg uczestnicy Projektu.

Zadania z ,,Cwiczen otwierajacych” sa treningiem do rozwiazywania zestawu
»R0zZwiazmy razem”.

Rozwiazane zadania przez zespoly uczniow z kazdego zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”
sprawdza nauczyciel matematyki uczestniczacy w Projekcie i ocenia je wedtug otrzymanego klucza
w danym pakiecie. Arkusze rozwigzan zestawu zadan ,Rozwigzmy razem” stanowia
kazdorazowo zalacznik do raportu z realizacji danego pakietu edukacyjnego.

Pierwsze zadanie podawane jest w jezyku obcym (angielskim, francuskim, niemieckim,
hiszpanskim i wtoskim). Nalezy je przettumaczy¢, rozwigza¢ i rozwigzanie poda¢ w wybranym
jezyku obcym. Rozwigzanie musi zawiera¢ co najmniej 30 wyrazow.

W rozwigzaniu zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem” uczestniczy cala klasa, pracujac
w odpowiednio dobranych grupach. Czas na rozwigzanie zadan wynosi 90 minut.

Oceniana jest rOwniez strona graficzna i estetyka przedstawionych rozwigzan. Uczniowie moga
korzystac ze stownikow jezykowych, przyborow geometrycznych, nozyczek, kredek i flamastrow.
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Zakres wspoélpracy z nauczycielami w zakresie realizacji pakietow edukacyjnych
w ramach projektu ,,Wespol w zespol z Matematyka bez Granic”:

e zaplanowanie termindw zaj¢¢ pozalekcyjnych,

e realizacja pakietow edukacyjnych zgodnie z wytycznymi Projektodawcy,

e przygotowanie raportu z realizacji kazdego pakietu edukacyjnego:

o podanie terminéw, w ktérych odbyty si¢ zajecia;
o odnotowanie frekwencji;

o uwagi dotyczace realizacji zaje¢;

o dane dotyczace zestawu ,,Rozwigzmy razem”;

przestanie raportu wraz z lista obecnosci ucznidw na zajeciach oraz arkuszami
rozwigzan zestawu ,,Rozwigzmy razem” na adres Punktu Konsultacyjnego Projektu,

aktualizacja stanu osobowego zespotu klasowego,

wspotdziatanie w zakresie monitoringu i ewaluacji dotyczacej realizacji Projektu.

Il. Cele edukacyjne zajec pozalekcyjnych z zakresu matematyki

Realizacja materiatow edukacyjnych pt. ,,Zawsze mozna co§ poprawi¢” w ramach projektu
,Wespot w zespot z Matematyka bez Granic” w roku szkolnym 2010/2011 zmierza¢ bedzie do
realizacji celow ogolnych:

Stwarzanie mozliwo$ci rozwoju uzdolnien ucznia;
rozwijanie umiejetnosci wnioskowania oraz stawiania i weryfikowaia hipotez;

Wwspomaganie i wzmocnienie procesu edukacyjnego, jakiemu podlegaja uczniowie szko6t
ponadgimnazjalnych;

ksztalcenie umieje¢tnosci czytania tekstu matematycznego ze zrozumieniem Oraz
analizowania ich z wykorzystaniem pojec¢ i technik matematycznych;

ugruntowanie wiedzy wyniesionej przez uczniéow z lekcji matematyki,
rozwijanie umiejetnosci interpretowania danych;

ksztattowanie umiejetnosci stosowania schematow, symboli literowych, rysunkow
I wykresow w sytuacjach zwigzanych z zyciem codziennym;

ksztattowanie wyobrazni przestrzennej;

Wyrabianie umiejetnosci logicznego analizowania problemu;

wyrabianie umiejetnosci dostrzegania analogii w roznych dziatach matematyki;
uzyskanie pozytywnego stosunku do przedmiotu jakim jest matematyka;
umiejetne postugiwanie si¢ jezykiem matematycznym;

ksztattowanie tworczego myslenia i spostrzegawczo$ci matematycznej;
Wyrabianie umiejetnosci porozumiewania si¢ 1 wspotpracy w zespole;

¢wiczenie umiej¢tnosci logicznej argumentacji;
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doskonalenie postugiwania si¢ jezykiem obcym;
Zastosowanie jezyka obcego;
uaktywnienie ucznidow i zachecanie do wysitku umystowego;

przygotowanie ucznia do egzaminu maturalnego z matematyki.

Cele szczegodtowe kazdego pakietu edukacyjnego umieszczone sg przy poszczegolnych pakietach

lll. Warunki organizacyjne zaje¢ w ramach Projektu

1. Adresaci zaje¢ pozalekcyjnych

Zgodnie z modyfikacja Projektu, zajecia pozalekcyjne przeznaczone sa dla uczniow klasy
drugiej szkoty ponadgimnazjalnej, ktorzy z roznych powodow nie zrealizowali pakietow
edukacyjnych: M-1.1, M-1.2, M-1.3 zawartych w podreczniku I ,,Wespdot w zesp6t z Matematyka
bez Granic do Matury I” adresowanych do uczniow klasy pierwszej szkoty ponadgimnazjalnej oraz
chca utrwali¢, poszerzy¢ wiedze oraz rozwija¢ iudoskonali¢ swoje umiejetnosci w zakresie
kompetencji kluczowych, ze szczegblnym uwzglednieniem matematyki i jezykow obcych,
jak rowniez chcg odnies¢ sukces na egzaminie maturalnym z matematyki.

2. Wymagania wstepne

Uczen rozpoczynajacy uczestnictwo w Projekcie powinien:

okresla¢ warto$¢ logiczng zdania, alternatywy, koniunkcji, implikacji, rownowaznosci
zdan;

wykonywa¢ podstawowe dziatania na zbiorach i przedziatach liczbowych;
wykonywac obliczenia na liczbach rzeczywistych;

wykonywa¢ dziatania na potggach o wyktadnikach wymiernych,;
odrozniaé liczby wymierne od niewymiernych;

zamienia¢ utamki zwykle na utamki dziesigtne okresowe 1 odwrotnie;

zna¢ pojecie wartoSci  bezwzglednej liczby rzeczywistej 1 jej interpretacje
geometryczna,

porownywac liczby rzeczywiste;
szacowac warto$ci wyrazen liczbowych oraz btad przybliZenia,

rozwigzywaé¢ nierownosci liniowe oraz ich ukfady 1 zapisywaé¢ wyniki w postaci
przedziatow liczbowych;

stosowac obliczenia procentowe;

szkicowa¢ wykresy funkcji liczbowych zadanych tabelkg oraz funkcji przedziatami
liniowych;

odczytywac¢ z dowolnego wykresu funkcji jej wtasnosci,

Znajdowaé¢ na podstawie wykresu funkcji jej wartosci najwieksze (najmniejsze)
w dziedzinie lub jej podzbiorze;

przeksztatca¢ wykresy funkcji (przesunigcia, symetrie;
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Wyznacza¢ rdwnanie prostej na ptaszczyznie;

rozwigzywa¢ uktady réwnan liniowych 1 zna¢ ich interpretacje w ukladzie
wspotrzednych;

stosowa¢ uktady rownan z dwiema i trzema niewiadomymi do rozwigzania zadan

tekstowych;

opisywac potplaszczyzny za pomocg nierownosci liniowych;

stosowac twierdzenie Talesa do rozwigzywania zadan;

wyznacza¢ skale podobienstwa figur podobnych;

wykorzystywac twierdzenie o stosunku pol figur podobnych do rozwigzywania zadan;
wyznacza¢ funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokatnym;

rozwigzywaé zadania geometryczne z wykorzystaniem funkcji trygonometrycznych
kata ostrego w trojkacie prostokatnym;

oblicza¢ wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych, jesli jest znana jedna z nich.
postugiwac si¢ kalkulatorem przy rozwigzywaniu typowych zadan;
dostrzega¢, wykorzystywac i interpretowac zaleznosci funkcyjne;

interpretowa¢ zwigzki wyrazone za pomoca wzordow, wykreséw, schematow,
diagraméw, tabel;

prezentowac z uzyciem jezyka matematyki wyniki badan prostych zagadnien;
zna¢ wlasnos$ci funkcji kwadratowej, sporzadzac jej wykres;

wykonywa¢ dziatania na wielomianach i funkcjach wymiernych,;

sporzadza¢ wykres funkcji homograficznej;

rozwigzywac rownania 1 nierownosci kwadratowe;

rozwigzywaé uktady réwnan i nieréwnosci, z ktérych co najmniej jedna jest stopnia

drugiego;

zna¢ pojecie ciagu, definicje 1 podstawowe wlasnosci ciggu arytmetycznego
I geometrycznego;

Zna¢ pojecie okragu i kota rowniez w ujeciu analitycznym;

okresla¢ wzajemne potozenie dwoch okregdw, prostej 1 okregu;

zna¢ elementy przynajmniej jednego jezyka nowozytnego;

czyta¢ ze zrozumieniem, ttumaczy¢ wyrazy i budowac proste zdania jezyku obcym;

biegle postugiwac¢ si¢ stownikiem jezyka obcego.
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3. Sylwetka uczestnika zajeé¢ po drugim roku realizacji Projektu

Zaktadamy, ze prowadzenie zaje¢ pozalekcyjnych z matematyki w roku szkolnym 2010/2011
w ramach Projektu pozwoli na:

aktywizacje uczniow;
Wwyksztalcenie postawy nieustepliwosci 1 uporu w rozwigzywaniu zadan,

wyksztalcenie u uczniow umiejetnosci przejrzystego przedstawiania rozumowania
I uzasadniania odpowiedzi;

wyksztatcenie umiejetnosci uzasadniania wlasnego stanowiska, argumentowania
i przekonywania innych;

wyksztalcenie umiejetnosci pracy w zespole;

utatwienie podejmowania decyzji o przyjeciu roznych rol spoltecznych w grupie i ich
zamian¢ w zaleznosci od wykonywanego zadania,

uswiadomienie uczniom uzytecznosci matematyki w zyciu codziennym,;
wlasciwe zaplanowanie i wykorzystanie czasu na nauke;

zaspokajanie i rozwijanie wielu potrzeb edukacyjnych;

lepsze poznanie uczniow w obrebie grupy;

integracj¢ zespotu klasowego;

wykorzystanie zdobytej wiedzy na egzaminie dojrzatosci z matematyki.

Uczen po realizacji materiatéw edukacyjnych zawartych w podrgczniku ,,Wespol w zespol
z Matematyka bez Granic do matury I1” i suplementu podrgcznika I ,,Zawsze mozna co$

poprawi

powinien:

zna¢ podzbiory zbioru liczb rzeczywistych i relacje migdzy nimi,
oblicza¢ procent danej liczby,

Wyznacza¢ sume , roznice 1 iloczyn przedziatow,

Zna¢ definicj¢ przedziatu liczbowego na osi,

wykonywac¢ dziatania na wielomianach,

rozwigzywa¢ réwnania wielomianowe, stosujac metody rozktadu wielomianu
na czynniki,

rozwigzywac réwnania i nierownosci homograficzne,
zna¢ definicje funkcji i odczytywac wlasnosci funkceji z wykresu,

Wyznacza¢ sume, roznice 1 iloczyn przedzialdow trygonometrycznych kata ostrego
W trojkacie prostokatnym 1 stosowac je do rozwigzywania zadan,

wyznacza¢ sume n-poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego,
umie¢ zastosowa¢ wzOr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i geometrycznego,
przeprowadza¢ nieskomplikowane rozumowania matematyczne,

postugiwaé si¢ wlasnosciami liczb 1 dziatan oraz wilasnosciami figur przy
rozwigzywaniu zadan,
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e postugiwac si¢ kalkulatorem przy rozwigzywaniu typowych zadan,
e dostrzega¢, wykorzystywac i interpretowac zaleznosci funkcyjne.
4. Czas trwania zaje¢ w ramach realizacji Projektu

Czas trwania zajec¢ uzalezniony jest od organizacji roku szkolnego i sktada si¢ z trzech etapow.
Kazdy etap obejmuje jeden rok nauki szkolnej i polega na realizacji siedmiu pakietow
edukacyjnych w wymiarze 28 godzin lekcyjnych (po 4 godziny na jeden pakiet).

IV. Metody i formy uczenia sie

Nauczyciele prowadzacy zajecia w ramach Projektu powinni, podczas pracy z uczniami,
wystepowa¢ w roli tutoréw i przewodnikow w drodze nabywania umiej¢tnosci I wiedzy,
dbajac 0 to, aby proces realizacji Projektu byt dostosowany do mozliwosci uczestnikow
i jednoczes$nie przebiegatl sprawnie. W uzgadnianiu wykonywania zadan dominowaé powinno
dazenie do rzeczowego przekonywania si¢, kompromisdw 1 osiggania consensusu.

Wskazane jest, aby nauczyciele zachgcali uczestnikow danego zespotu do podejmowania
réznych rol spotecznych i zadaniowych w ramach pracy w grupie, np.: przewodniczacych,
sekretarzy, ekspertow (naukowych, organizacyjnych), kierownikow prac, asystentow, prezenterow,
reprezentantow itp., a takze, aby inspirowali milodziez do zamiany tych ro6l w zaleznoSci
od wykonywanego zadania.

Wskazane jest takze, opracowanie przez kazdy zespot wlasnego logo oraz nazwy, ktére beda
stalymi elementami znakowania materiatow i poglebiania identyfikacji z grupa.

Gléwna formg pracy z uczniami jest praca w grupach. Mozna tez zastosowac¢ takie metody jak:
dyskusja, metoda ¢wiczeniowa i1 burza mozgow. Zakladamy, Ze dzigki pracy w zespotach
zadaniowych uczniowie be¢da mieli mozliwos¢ rozwinigcia abstrakcyjnego myslenia oraz
udoskonalenia umiejetnosci tworczego rozwigzywania probleméw. Szczegodlne korzysci z pracy
W zespole majg uczniowie mniej zdolni. Taka forma zaje¢ ma czesto decydujacy wptyw na zmiang
ich postawy wobec przedmiotu, zwieksza zainteresowanie zajgciami 1 niejednokrotnie pomaga
osiggna¢ lepsze wyniki w nauce. Dzigki czynnemu udziatlowi w pracach i osiggnigciach zespotu
zadaniowego, uczniowie nabiorg wiary we wlasne sity i chetnie uzupeilnig braki w swoich
wiadomos$ciach z matematyki i jezykéw obcych.

W czasie indywidualnej pracy z podrgcznikiem uczen moze skorzysta¢ z nastgpujacych porad
doskonalgcych umiejetnos$¢ rozwigzywania zadan:

Przeczytaj zadanie kilkukrotnie.

e Jezeli zadanie dotyczy konkretnej sytuacji, postaraj si¢ wyobrazi¢ sobie t¢ sytuacje. Mozesz
wykona¢ rysunek do zadania.

e Ustal, co jest niewiadomg w zadaniu i1 co wystarczy wiedzie¢, by te niewiadomg ustalic.
e Wyodrebnij dane z zadania 1 ustal, czego mozesz si¢ na podstawie tych danych dowiedziec.
e Utoz plan rozwigzania i wykonaj go.

e Sprawdz czy Twoje rozwigzanie jest poprawne.
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V. Pakiety edukacyjne

Pakiet MN-1.1 ,,Liczenie, mierzenie i nie tylko...”

Wrhasnoséci liczb naturalnych — liczby parzyste i nieparzyste, liczby pierwsze i ztozone,
podzielnos¢ liczb naturalnych, reszta z dzielenia.

Rozwigzywanie uktadow réwnan w zbiorze liczb naturalnych. Zapis dziesietny liczb
naturalnych.

Wspdirzgdne punktow w uktadzie wspotrzednych, wierzchotki rownolegloboku.
Pola i obwody figur podobnych.
Funkcje trygonometryczne kata ostrego, zwiagzki miedzy funkcjami tego samego kata.
Wartos¢ bezwzglgdna. Wykresy funkcji okreslonych przedziatami.
Pakiet MN-1.2 ,,Wedrowki, nie tylko geometryczne”
Wzajemne polozenie kot (okregow). Pole kota, pole wycinka kota, pole trojkata.
Trojkat prostokatny. Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego.
Trojkat rownoboczny wpisany w kwadrat. Konstrukcje wykonywane za pomoca cyrkla
i linijki.
Dziatania na liczbach wymiernych i liczbach niewymiernych. Przyblizenia.
Zwiazki miarowe w figurach plaskich. Pola wielokatow.
Ostrostup, pole powierzchni ostrostupa.
Rozwiazywanie uktadow réwnan liniowych.
Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie.
Trojkat rozwartokatny, wysokosci trojkata.

Okrag wpisany w trojkat. Zwigzek miedzy promieniem okregu (kola) wpisanego
w wielokat a polem i obwodem wielokata.

Gwiazda osmiokatna, gwiazda szeSciokgtna.
Pakiet MN-1.3 ,,Ile, czy mozliwe, Ze az tyle”

Definicje funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym 1 proste rdéwnania
trygonometryczne.

Zadania prowadzace do prostych rownan wymiernych (liniowych, kwadratowych)
w kontekscie praktycznym.

W?zory skréconego mnozenia i ich wykorzystanie w wykazywaniu ztozonosci liczb.
Zbiory i dziatania na zbiorach, liczebno$¢ zbiorow.

Dzielenie z reszta.

Réwnania stopnia pierwszego i drugiego w liczbach naturalnych.

Pola figur ptaskich.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Pakiet MN-1.1 , Liczenie, mierzenie i nie tylko...”

I. Tresci merytoryczne:

ewlasnosci liczb naturalnych — liczby parzyste i nieparzyste, liczby pierwsze i ztozone,
podzielnos¢ liczb naturalnych, reszta z dzielenia,

e uktady rownan w zbiorze liczb naturalnych, zapis dziesigtny liczb naturalnych,

e wspotrzedne punktow w uktadzie wspotrzednych, wierzchotki réwnolegtoboku,
epola i obwody figur podobnych,

e funkcje trygonometryczne kata ostrego, zwiazki miedzy funkcjami tego samego kata,

e warto$¢ bezwzgledna, wykresy funkcji okreslonych przedziatami.

Il. Cele szczegotowe:
e ksztalcenie rozumowania, tworzenia tancucha logicznego i umiejetnosci uzasadnienia
argumentaciji,
e dobieranie modelu do sytuacji problemowej, znajdowanie strategii wygrywajacej,

e tworzenie strategii rozwigzywania problemow, w tym praktycznych.

lll. Metody i formy pracy:

e praca w grupach,
e burza mozgow,
e karty pracy.

IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).
2. Podziat uczniow na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).

3. Wybor liderdéw, sekretarzy, asystentow poszczegolnych grup (zespoty zadaniowe w innym
sktadzie niz na poprzednich spotkaniach).

4.Praca w grupach: kazdy zespol wymysla dla siebie nazwe (zwigzang z matematyka,
dzialaniami spotecznymi, historycznymi lub wspolczesnymi postaciami $wiata odkryc,
dokonan naukowych) oraz logo zespotu.

5. Przedstawienie nazw i logo przez poszczegolne grupy.

6.Rozdanie kazdej z grup zestawdéw Cwiczen otwierajacych oraz materiatbw potrzebnych
do rozwigzywania zadan.

7.Przedstawienie i porownanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.
8. Zebranie kart z rozwigzaniami.
9. Podsumowanie zajec.

10. Zakonczenie zajec.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Uwaga: Rozwigzania poszczegdlnych zadan uczniowie powinni zapisywaé¢ na oddzielnych
kartkach, podpisanych nazwg zespotu i oznakowanych poprzez logo.
Materiaty dla uczniéw stanowi pierwsza strona dokumentu ,,Cwiczenia otwierajace”.

Bibliografia do zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”:

[1] Bobinski Z., Kourliandtchik L., Pogoda T., Swiatek A., Uscki M., Miniatury matematyczne 5, Wydawnicywo
Aksjomat, Torun 2001 (Zadanie 4)

[2] Red. Klorek F., Materialy dla nauczycieli matematyki, zeszyt 4, O$rodek Doskonalenia Nauczycieli, Zielona
Gora 1998 (Zadanie 2)

[3] http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/spip/spip.php?article231 (Zadanie 1)

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadajg we wczesniej ustalonych zespotach zadaniowych.
2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”.

3. Uczniowie dokonuja podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocia¢ zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

4.Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja
odpowiedz na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5.Jezeli dany zespdt zadaniowy zakonczy prace, to jej cztonkowie powinni przylaczy¢ si¢
I pomo6c W rozwigzywaniu zadan innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty z rozwigzanymi zadaniami.

7. Zakonczenie zajec.

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwiazmy razem”:

[1] Bednarek W., Zbior zadar dla uczniow lubigcych matematyke, Gdanskie Wydawnictwo O$wiatowe, Gdansk
1995 (Zadanie 6)

[2] Bobinski Z., Kourliandtchik L., Pogoda T., Swigtek A., Uscki M., Miniatury matematyczne 5, Wydawnicywo
Aksjomat, Torun 2001 (Zadanie 5)

[3] Pyrdot P., Matematyka. Zbior zadan Linia 2, Wydawnictwo Pedagogiczne OPERON, Gdynia 2003
(Zadanie 12)

[4] Sniezek A., Tecza P., Zbior zadar z algebry dla szkél srednich, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne,
Warszawa 1994 (Zadanie 7)

[5] Red. Klorek F., Materialy dla nauczycieli matematyki, zeszyt 4, Osrodek Doskonalenia Nauczycieli, Zielona
Gora 1998 (Zadanie 2, zadanie 3)

[6] http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/spip/spip.php?article191 (Zadanie 1)

Spotkanie 3. ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczeg6lnych grup prezentuja rozwigzania zadan.
3. Nauczyciel ocenia prace zespotow zadaniowych (pozytywne wzmocnienie).
4. Podsumowanie zajec.
Uwaga: Karty odpowiedzi ucznidéw z zestawu ,,Rozwigzmy razem” beda stanowi¢ zalacznik do

raportu z realizacji zajec.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” - ,Liczenie, mierzenie i nie tylko...”
Exercise 1. About thousand! (6 points)

Melania wants to set puzzles. Cover of a box shows
rectangle pattern with the subscription: ,,1000 pieces”.

First Melania is puting aside the puzzles forming the
border of a picture. There are exactly 124 such border
puzzles and among them there are 4 corner puzzles.
Trying to set the puzzles she notices that it is impossible that the picture consists of exactly
1000 pieces.

What can be the exact number of pieces knowing that it is close to 1000? Argue the answer.

Exercice 1. Environ un mille! (6 points)

M¢lanie veut faire des puzzles. Sur le couvercle de la
boite présente un motif rectangulaire ayant pour
inscription: «1000 piéces »."

D’abord, Mélanie met de coté toutes les pieces faisant
partie du rebord de cette image. Elle en retrouve
exactement 124, y compris les 4 coins de I’image. En essayant de les disposer, elle s’aper¢oit qu’il
est impossible que ce puzzle se compose exactement de 1000 pieces. Quel peut €tre le nombre exact
de pieces de ce puzzle si on sait qu’il est proche de 1000? Justifie ta réponse.

Tareal. Cerca de un mil! (6 puntos)

G~

——ees

Melania quiere formar un puzle. La tapa de la caja n' -
presenta un motivo rectangular con una inscripcion: ?
,,1000 piezas”.

En primer lugar, Melania pone a un lado todas las

partes que forman un borde del dibujo. Las

encuentra precisamente 124, incluyendo 4 cuernos del dibujo. Tratando de formarlas, subitamente,
se da cuenta que no es posible que este puzle se componga exactamente de 1000 partes. ;Cual
puede ser una cantidad precisa de piezas del puzle, si sabemos que se acerca a 1000? Argumenta tu
respuesta.

Aufgabe 1. Ungefahr ein Tausend! (6 Punkte)

Melania mochte ein Puzzle zusammensetzen. Der
Deckel von der Schachtel stellt ein rechteckiges
Motiv mit einem Aufschrift ,,1000 Stiick® dar.

Melania legt zuerst alle den Rand des Bildes
bildenden Stiicke beiseite. Sie findet genau 124 von solchen Stiicken, unter denen sich 4 Ecken des
Bildes befinden. Als sie versucht, sie zusammenzusetzen, merkt sie, dass es unmoglich ist, dass das
Puzzlespiel genau aus 1000 Stiicken besteht. Aus genau wie vielen Stiicken kann das Puzzlespiel
bestehen, wenn man weil}, dass die Zahl der Stiicke nahe 1000 ist. Begriinde die Antwort.

! TNustracja ze zrodla zadania
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Esercizio 1. Circa mille! (6 punti)

Melania vuole allineare i giochi di puzzle. 1 ?
coperchio della scatola presenta il motivo con la

scritta ,,1000 pezzi”.

All’inizio Melania mette da parte tutti i pezzi facendo

il bordo dell’illustrazione. Ne ritrova precisamente 124, con 4 angoli dell’illustrazione. Tentando di
allinearli all’improvviso si rende conto che non ¢ possibile che questo gioco abbia precisamente
1000 pezzi. Quale puo essere il numero di pezzi di questo gioco di puzzle, se sappiamo che non ¢
lontano da 1000. Motiva la risposta.

Zadanie 2. Na osiem! (3 punkty)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej 7 = 1 liczba n® + n* —n — 1 jest podzielna przez 8.

Zadanie 3. Co to bedzie? (6 punktéw) °

_lx-1l 4 =tz

T ox-1 lx+2]

Naszkicuj wykres funkcji f(x)

Zadanie 4. Pierwsze czy drugie? (5 punktow)

Niechp, p + 10, p + 14 bedg liczbami pierwszymi. Znalezé p .

2 Zadanie wlasne Anny Rybak
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Rozwigzania oraz schemat oceniania zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»Liczenie, mierzenie i nie tylko ...”

Zadaniel. Okoto tysigca! (6 punktéw)

—e—

?

Melania chce ulozy¢ puzzle. Przykrywka pudetka przedstawia prostokatny motyw z napisem ,,1000
sztuk”. Melania najpierw odklada na bok wszystkie czesci tworzace brzeg obrazka. Odnajduje ich
doktadnie 124, w tym 4 rogi obrazka. Usilujac je ulozy¢ spostrzega nagle, ze niemozliwe jest, aby
ta uktadanka sktadata si¢ doktadnie z 1000 czgsci. Jaka moze by¢ doktadna liczba sztuk uktadanki,
jesli wiadomo, ze jest ona bliska 1000. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie:
Jesli oznaczymy jako x i y ilos¢ sztuk na dtugosci i szerokosci, to catkowita liczba sztuk
na brzegach wynosi X+ Y+ X+ Yy —4 poniewaz rogoéw nie liczymy dwa razy.
Wiec x+y =064.

X Y Xy
35 29 1015

36 28 1008

37 27 999

38 26 988
Liczba sztuk puzzle moze wynosi¢ 999 lub 1008.

Punktacja:
o . . . Liczba
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania punktow
A Thumaczenie na jezyk polski 2
B Ulozenia rownania 1
C Rozpatrzenie mozliwych rozwigzan 2
D Sformutowanie odpowiedzi w jezyku obcym 1
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Exercise 1. About thousand! (6 points)

Solution:

Le x and y be the number of pieces on the border along the length and the width of a rectangle,
respectively. So the total number of pieces on the border is: x +y + x + y — 4 because the corners
can’t be considered two times.So X +y = 64.

X y Xy
35 29 1015
36 28 1008
37 27 999
38 26 988
The number of all puzzles can be 999 or 1008.

Points:
Activity. Stages of solution Points
A Translation Polish 2
B Writing equations 1
C Consideration of possible solutions 2
D Answer in English 1

Exercice 1. Environ un mille! (6 points)

Solution:

Si nous déterminons xet yle nombre de pieces en longueur et en largeur, le nombre entier de
pieces sur les rebords est égal a: X+ y+ X+ y—4 puisque nous ne comptons pas deux fois les
coins. Donc x+y =64.

X Y Xy
35 29 1015
36 28 1008
37 27 999
38 26 988

Le nombre de piéeces peut étre égal a 999 ou a 1008.

Pointage:
.y . . Nombre
Activités Solution étape par étape -

de points

A Traduction en langue polonaise 2

B Formulation de I’équation 1

C Examen des solutions possibles 2

D Réponse en langue étrangere 1
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Tareal. jCerca de un mil! (6 puntos)

Solucion:

Si marcamos como xy yla cantidad de piezas sobre la longitud y sobre la anchura, la cantidad
total de piezas sobre los bordes equivale a: x+Yy+X+y—4 porque los cuernos no son

contados dos veces. Entonces x+y =64

X y xy

35 29 1015
36 28 1008
37 27 999

38 26 988
La cantidad de piezas de puzle puede ser 999 o 1008.

Puntuacion:
Accién Etapas de la solucion de la tarea Cantidad
de puntos
A Traduccion en polaco 2
B Formacion de la ecuacion 1
C Estudio de soluciones posibles 2
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 1

Aufgabe 1. Ungefahr ein Tausend! (6 Punkte)
Losung:

Wenn wir als x und y die Zahl der Stiicke auf der Lange und Breite des Bildes bezeichnen,
dann betragt die ganze Zahl der Stiicke an den Rinder: x+y+x+Yy—4, weil wir die Ecken
nicht zweimal zdhlen.

Also x+y =064

X y Xy
35 29 1015
36 28 1008
37 27 999
38 26 988
Die Zahl der Puzzlespielstiicke kann 999 oder 1008 betragen.

Punktwertung:
Tatigkeits Etappen der Aufgabenldsung Punktezahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 2
B Ansatz der Gleichung 1
C Erwégen von moglichen Losungen 2
D Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprache 1
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Eserciziol. Circa mille! (6 punti)

Soluzione:

Se indichiamo come xe yil numero di pezzi sulla lunghezza e sulla larghezza, il numero totale
di pezzi sui bordi fara: X+ y+ x+ y—4 perché non contiamo due volte gli angoli.
Dunque x+y=064.

X Vv Xy
35 29 1015
36 28 1008
37 27 999
38 26 988

Il numero di pezzi di puzzle puo fare 999 o 1008.

Punteggio:
. . .. Numero
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio . .
di punti
A Traduzione nella lingua polacca 2

B Formulazione dell’equazione 1
C Esame delle soluzioni possibili 2
D Formulazione della risposta nella lingua straniera 1

Zadanie 2. Na osiem! (3 punkty)

Rozwiazanie:
Mamy:n® + n? —n—1=(n+1)(n+ 1)(n—1).

Skoro 7 jest liczbg nieparzysta to n+1 in—1sg liczbami parzystymi, wiec
(n +1)(n+ 1)(n— 1) dzieli sie przez 2° czyli przez 8.

Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
yn Py 4 punktow
A Rozktad wielomianu na czynniki 1
B Zauwazenie, ze n + 1 in — 1sg parzyste 1
C Stormutowanie wniosku 1
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Zadanie 3. Co to bedzie? (6 punktow)?

Rozwigzanie:
—x?4xdlax < -2
flx)=4—x*—xdla—2 <x < 1.
x?—x,dlax>=1

Otrzymujemy wykres: . / 2 4
-2

Punktacja: 5]
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Zapisanie wzoru funkcji w poszczegdlnych przedziatach 3
B Wykonanie wykresu 3

Zadanie 4. Pierwsze czy drugie? (5 punktow)

Rozwigzanie:

Liczba pierwsza p = 2 nie spetnia warunkéw zadania, natomiast liczba » = 3 oczywiScie je
spetnia.

Niech p = 3 bedzie liczba pierwsza.

Wodéwczas reszta z dzielenia liczby p przez 3 jest 1 lub 2.

Jezeli p przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1 to 3|p + 14, a jezeli p przy dzieleniu przez 3 daje
reszte 2,to 3lp + 10,

Zatem dla liczby pierwszej p = 3 jedna z liczb p + 10, p + 14 jest liczba ztoZona.

Tak wiec jedynie liczba pierwsza p = 3 ma te wlasnos¢, ze takze liczby » +10,p + 14 s3
liczbami pierwszymi.

Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Stwierdzenie, Ze liczba 2 nie spelnia a 3 spelnia warunki zadania 2
B Przeprowadzenie rozumowania 2
C Sformutowanie wniosku 1

® Zadanie wlasne Anny Rybak
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” - , Liczenie, mierzenie i nie tylko ...”

Exercise 1 Not integral centres (6 points)

Kladiusz marks the points with integral coordinates in a right-angle system of
coordinates using the following rule: Every next marked point forms the

segments with each point of the rest points. The centres of these segments have a
such property that their coordinates should not be both integral numbers. What
number of points can Klaudiusz mark maximally using the above rule? Argue
the answer.
Exercice 1. Les milieux pas entiers (6 points)
I 7 Dans un systéeme de coordonnées rectangulaires, Claude marque les points avec
' des coordonnées entiéres en utilisant la régle suivante: «Chaque point
[z nouvellement marqué, crée des segments avec tous les autres. La propriété des
Lo (e milieux de ces segments est telle que leurs coordonnées ne doivent pas étre

., ~ deux nombres entiers». Combien de points au maximum Claude peut-il
‘ marquer en utilisant cette régle? Justifier la réponse.”

Tarea 1. Centros no completos (6 puntos)

En el sistema rectangular de coordenadas, Claudio marca los puntos con las
coordenadas completas aplicando la regla siguiente: «Cada punto puesto de
nuevo, forma con cada de los otros, los segmentos cuyos centros tienen tal
propiedad que sus coordenadas no deben ser dos cantidades completas.» ;Qué
cantidad de puntos, como maximo, puede marcar Claudio aplicando esta regla?
Argumentar la respuesta.

Aufgabe 1. Unvollstindige Mitte (6 Punkte)

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem markiert Klaudiusz Punkte
T 1A mit ganzen Koordinaten und wendet dabei folgende Regel an:«Jeder neu
7 A~ |\ markierte Punkt bildet mit allen anderen Punkten Abschnitte, deren
;_f/-ffﬂ/;f Mittelpunkte solche Eigenschaft besitzen, dass die Koordinaten der
’ Mittelpunkte zwei ganze Zahlen nicht sein sollen.» Welche maximale
Punktezahl kann Klaudiusz markieren, indem er diese Regel anwendet?

. Die Antwort begriinden.

® Iustracja ze zrodla zadania
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Esercizio 1. | mezzi non completi (6 punti)

Nel sistema di coordinate rettangolare Claudio indica i punti con le coordinate | o
intere, usando il principio seguente:«Ogni punto nuovo, fa con ogni altro i MW )
segmenti di cui centri hanno la proprieta che le loro coordinate non dovrebbero
essere due numeri interi.» Quale quantita massima di punti puo indicare Claudio
usando questo principio? Motivare la risposta.

Zadanie 2. Gra¢, wygrywac! (4 punkty)

W pierwszej urnie jest 15 kul niebieskich, w drugiej urnie 12 kul biatych. Za jednym razem mozna
wyjac¢ dwie kule biate lub 3 niebieskie. Wygrywa ten, kto bierze ostatnig kulg. Jak powinien graé¢
rozpoczynajacy, aby wygrac?

Zadanie 3. Wies Miasteczko (3 punkty)

We wsi miasteczko mieszka 118 dzieci, za§ w miasteczku Wioska mieszka 108 dzieci. W ktorym
miejscu nalezy wybudowaé szkole, tak, aby dzieci idace do szkoty pokonywaly w sumie jak
najmniejsza ilos$¢ kilometrow?

Zadanie 4. Co to bedzie? (6 punktéw)

| 2z —1|

2x—1

x— 1.

Naszkicuj wykres funkcji f(x) =

Zadanie 5. Pierwsze czy drugie? (5 punktéw)

Znalezé wszystkie liczby pierwsze p , dla ktérych liczba 8p® + 1 jest takze liczba pierwsza.

Zadanie 6. Literki (4 punkty)

Symbol typu ABCDE ABCDE oznacza zapis dziesigtny liczby naturalnej o cyfrach
AB,C,D.EAB,C,D,E.

Znalez¢ wszystkie liczby naturalne ABC ABC takie, ze
24BC1+ 1ABC2= 21+ 122ABC1+1ABC2=21+12.
Uwaga: symbol ,,+ " jest znakiem dzielenia.

Zadanie 7. Bedzie co jes¢ (5 punktéw)

Dwunastu ludzi niesie dwanascie bochenkéw chleba. Kazdy mezczyzna niesie po 2 bochenki,
kobieta po 0,5 bochenka , dziecko po 0,25 bochenka. Ilu jest m¢zczyzn, ile kobiet i ile dzieci?

Zadanie 8. Kolejno czy nie? (4 punkty)®

Punkty 4 = (—200;150), B = (420;550), C = (650; —300) s3 kolejnymi wierzcholkami
réwnolegtoboku ABCD,
Jakie wspotrzgdne ma wierzchotek D?

® Zadanie wlasne Anny Rybak
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Czy rozwigzanie zadania ulegnie zmianie, gdy usuniemy stowo: kolejnymi?
Odpowiedz uzasadnij.
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Zadanie 9. Trrrygonometria (3 punkty)’

Rozwigz rdwnanie bez uzycia tablic
xesint 457 —2cosS60°

sin® 15% +5in® 75°

= tg50° - tg40°.

Zadanie 10. Rzeczy dziwne, ciekawe (3 punkty) ®

- . = = - . . . y .o
Czy liczba+ 22 — 44/10 — 2+4/5 ++/ 2 jest liczba catkowitag? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 11. Pola i obwody (4 punkty)®

Stosunek pol dwoch wielokatéw podobnych wynosi % .

Obwod jednego z nich to 12.
Jaki jest obwod drugiego wielokata?

Zadanie 12. Smacznego (3 punkty)

Do restauracji przyszto trzech kolegéw, zjedli obiad i zaptacili — kazdy po 11 zt.

Kelner zaniost pienigdze do szefa, ten jednak powiedziat:

To sa nasi stali klienci — zwrd¢ im 5 zt.

W drodze do stolika kelner pomyslat:

,Przeciez 5 zl nie da si¢ podzieli¢ réwno pomiedzy 3 osoby, zabior¢ za swoj trud 2 zl, a reszte
oddam klientom — kazdemu po ztotowce”.

Jesli kazdy z klientow zaptacit 10 z1, a 2 zt zabrat kelner, to gdzie si¢ podziata ztotowka?

" Zadanie wlasne Anny Rybak
8 Zadanie wlasne Anny Rybak
® Zadanie wlasne Anny Rybak
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Rozwigzania oraz schemat oceniania zestawu ,, Rozwigzmy razem”
yLiczenie, mierzenie i nie tylko ...”

Zadanie 1. Niecatkowite Srodki (6 punktow)

W  prostokatnym uktadzie wspotrzednych Klaudiusz zaznacza punkty ‘
0 wspotrzednych catkowitych, stosujac nastgpujaca zasadg: “Kazdy nowo H A=
postawiony punkt, tworzy z kazdym z pozostatych odcinki, ktorych $rodki 7 V -
majg t¢ wlasnosé, ze ich wspotrzedne nie powinny by¢ dwiema liczbami
catkowitymi.”

Jaka maksymalnie ilo§¢ punktéw moze zaznaczy¢ Klaudiusz stosujac te

zasadg?

Odpowiedz uzasadnic.

Rozwigzanie:
Srodek odcinka w uktadzie wspéirzednych ma catkowite wspétrzedne wtedy i tylko wtedy,
gdy ich odciete sg obie parzyste (P) lub obie nieparzyste (N), to samo sie tyczy ich rzednych.
Mozna zaznaczy¢ wiec 4 punkty unikajac tej sytuacji : na przyktad:
A:(P;P); B:(P;N); C:(N;P); D:(N,N), lecz jesli chcielibySmy postawi¢ piaty punkt, jego
wspoétrzedne beda juz zapisywane w jednej z 4 wymienionych postaci.

Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Ttumaczenie na jezyk polski 2
B Analiza mozliwych przypadkow 2
C Podanie liczby punktow 1
D Sformutowanie odpowiedzi w jezyku obcym 1

Exercise 1. Not integral centres (6 points)

Solution:

Centre of a segment in a coordinate system has the integral coordinates if and only if the
abscissas of the ends of a segment are both even or both odd, the same condition concerns
the ordinates of the ends. We can mark 4 points to avoid the above situation, for example:
A:(P;P) ; B:(P;N) ; C:(N;P) ; D:(N,N) but the 5-th point E should be in one of these four forms.

Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 2
B Analysing of possible cases 2
C Giving the number of points 1
D Answer in English 1
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Exercice 1. Les milieux pas entiers (6 points)

Solution:

Le milieu d'un segment dans le systeme de coordonnés a des coordonnées entiéres
seulement quand leurs deux abscisses sont paires ou leurs deux abscisses sont impaires. C’est
la méme chose pour leurs ordonnées. Ainsi peut-on marquer 4 points en évitant cette
situation, par exemple:

A:(P;P); B:(P;N); C:(N;P); D:(N,N), mais si on veut marquer un cinquiéme point, ses
coordonnées seront déja inscrites dans une des quatre formes énumérées.

Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Traduction en langue polonaise 2
B Analyse des cas possibles 2
C Nombres de points 1
D Réponse en langue étrangere 1

Tarea 1. Centros no completos (6 puntos)

Solucion:

El centro del segmento en el sistema de coordenadas posee las coordenadas completas
solamente entonces cuando sus abscisas son las dos pares o las dos impares. Lo mismo
concierne sus ordenadas. Se puede marcar 4 puntos evitando esta situacion: por ejemplo:
A:(P;P); B:(P;N); C:(N;P); D:(N,N), pero si se pusiera el punto quinto, sus coordenadas serian
ya escritas en una de cuatro formas enumeradas.

Puntuacion:
Accion Etapas de la solucion de la tarea Cantidad de puntos
A Traduccion en polaco 2
B Andlisis de los casos posibles 2
C Determinacion de la cantidad de puntos 1
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 1

Aufgabe 1. Unvollstindige Mitte (6 Punkte)

Losung:
Der Abschnittsmittelpunkt in Koordinatensystem hat ganze Koordinaten dann, und nur dann,
wenn seine beiden Abszissen entweder gerade oder ungerade sind, und dasselbe betrifft
seine Ordinaten. Man kann also 4 Punkte markieren, um diese Situation zu vermeiden: zum
Beispiel:
A:(P;P); B:(P;N); C:(N;P); D:(N,N), aber wenn wir den flinften Punkt markieren wollten,
werden seine Koordinaten in einer der 4 genannten Gestalten aufgeschrieben.

Punktwertung:
Tatigkeits nummer Etappen der Aufgabenldsung Punktezahl
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 2
B Analyse der moglichen Féllen 2
C Angabe der Punktezahl 1
D Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprache 1
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Esercizio 1. | mezzi non completi (6 punti)

Soluzione:
Il centro del segmento nel sistema di coordinate ha le coordinate intere solamente quando le
loro ascisse sono ambedue pari o dispari, lo stesso concerne le loro ordinate. Possiamo
quindi indicare 4 punti evitando una tale situazione per esempio:
A:(P;P); B:(P;N); C:(N;P); D:(N,N), ma se vorremmo indicare un quinto punto, le sue
coordinate saranno scritte in una di 4 forme elencate.

Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Numero di punti
A Traduzione nella lingua polacca 2
B Analisi dei casi possibili 2
C Presentazione del numero li punti 1
D Formulazione della risposta nella lingua straniera 1

Zadanie 2. Gra¢, wygrywac! (4 punkty)

Rozwigzanie:
Rozpoczynajacy ma strategie wygrywajaca. W pierwszej urnie mamy 5 grup kul niebieskich
po 3, a w drugiej 6 grup kul biatych po 2. Rozpoczynajacy powinien tak bra¢ kule, aby ilo$¢
grup w kazdej urnie byta jednakowa, tzn. za pierwszym razem powinien wzig¢ dwie kule biate
z drugiej urny. Jego przeciwnik bedzie musial naruszy¢ te rownosc.

Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Podzial kul na grupy 2
B Zaproponowanie strategii wygrywajacej 2

Zadanie 3. Wies Miasteczko (3 punkty)

Rozwigzanie:

W tym miejscu, w ktéorym mieszka wiecej dzieci, poniewaz wtedy suma kilometréw bedzie
najmniejsza.

Punktacja:

Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow

A Podanie odpowiedzi z uzasadnieniem 3
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Zadanie 4. Co to bedzie (6 punktéw)™®

Rozwiazanie:

x— 1,dlr:xx:=~%

flx) =

—x—1,dla x < ::L

Otrzymujemy wykres: **

Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Zapisanie wzoru funkcji w dwoch przypadkach 3
B Wykonanie wykresu funkcji 3

Zadanie 5. Pierwsze czy drugie? (5 punktéw)

Rozwiazanie:
Dlap = 2liczba 8- 2% + 1 = 33 nje jest liczba pierwsza.
Dlap = 3 liczba 8 - 3* + 1 = 73, zatem spetnia warunki zadania.
Niech p jest liczbg pierwszg i p = 3 to liczba 8p* + 1 nie jest liczbg pierwsza, poniewaz jest
ona podzielna przez 3. Ostatecznie, jedynie liczba pierwsza p = 3 ma te wtasnos¢, Ze liczba
8p~ + 1 jest takze liczba pierwsza.

Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Sprawdzenie, ze liczba 2 nie spetnia warunkow zadania 1
B Sprawdzenie, ze liczba 3 spelnia warunki zadania 1
C Przeprowadzenie rozumowania dotyczacego podzielnosci 2
D Uzasadnienie, ze jedynie liczba 3 ma zadang wlasnos¢ 1

10 Zadanie whasne Anny Rybak
! Wykres wykonata Anna Rybak za pomoca programu GeoGebra
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Zadanie 6. Literki (4 punkty)

Rozwigzanie:
Niech ABC = x ABC = x.
Dang rownos¢: 2ABC1+1ABC2 =21+12 mozemy zapisa¢ w postaci:
(20000 +10x +1)+ (10000 +10x +2) =21+ 22 =

(20000 + 10x + 1) + (10000 + 10x +2) = 21 + 12
= 21-(10000 +10x +2)=12- (20000 +10x +1) =

=> 7000+ 70x+14 =8000+40x =2 = x =333

Odpowiedz:
Szukang liczba jest 333. Istnieje jedna liczba spetniajaca warunki zadania.
Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Utozenie rownania wynikajacego z tresci zadania 2
B Obliczenie szukanej liczby 2

Zadanie 7. Bedzie co jes¢ (5 punktéw)

Rozwigzanie:
Oznaczamy:
przez X x liczbe mezczyzn, przez y ¥ liczbe kobiet, a przez z zliczbe dzieci -
(x,v,z € N) (X, y,Z)e N
Z tresci zadania otrzymujemy uktad rownan:
{x +y+z=12

x+y+z=12i2x+0,5y + 0,25z = 12,
2x+0,5y+0,252 =12

X+y+z=12
czyli uktad: 36-y
X=—"=
7

Rozwigzujac powyzszy uktad w liczbach naturalnych otrzymujemy:
Xx=5y=1z=6x=5y=1z=6

Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Ulozenie pierwszego rownania 1
B Ulozenie drugiego rOwnania 1
C Obliczenie kazdej z niewiadomych 3
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Zadanie 8. Kolejno czy nie? (4 punkty

)12

Rozwiazanie:
Niech D = (x; ¥).
Wiadomo, ze AB = ﬁi
czyli [620;400] = [650 — x; =300 — y] = Punkt D = (30; —700),
Usuniecie stowa: ,kolejnymi” spowoduje konieczno$¢ rozpatrzenia jeszcze dwoch
przypadkoéw, czyli wyznaczenie wspo6trzednych wierzchotka D z rownoSci:
AB = CD oraz AC = DB

Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
yn Py 2 punktow
A Zapisanie rownania pozwalajacego obliczy¢ wspotrzedne szukanego 1
wierzchotka
B Obliczenie wspoirzednych punktu D 1
C Zapisanie wniosku 2
Zadanie 9. Trrrygonometria (3 punkty)™
Rozwigzanie:
Z tresci zadania - rozwigz rOwnanie:
=2 o __ 2 e}
X s_ln2 45 2_c;)s 60° _ tg50° - ctg 40°,
sin®15°+sin” 75°
2
J2 1)
X-| — | =21 =
2 2 tg50° - ctg 50
mamy: = °.C °
Y Sin?15°+ cos?15° :
101
2" 2 1 1
stad: &=—~%=1, czyli: = x—==1,
R 2772
1 3 .
zatem — X =— wiec X=3
2 2
Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Zastosowanie wzorow prowadzacych do jedynki trygonometrycznej 1
B Zastosowanie wzorow prowadzacych do wartosci tangensa 1
I cotangensa tego samego kata
C Obliczenie niewiadomej 1

12 7adanie whasne Anny Rybak
13 Zadanie whasne Anny Rybak
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Zadanie 10. Rzeczy dziwne, ciekawe (3 punkty)™

Rozwiazanie:

—_—

1.."22—4\."10—2\."5-#\."2=w|[2\."5— "2) —2V5 1+ V2= |25 2| - 245+ +2 =10,
czyli jest liczba catkowita.

Punktacja:

Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Zastapienie wyrazenia podpierwiastkowego wzorem skroconego mnozenia 2
B Redukcja i zapisanie odpowiedzi 1
Zadanie 11. Pola i obwody (4 punkty)®

Rozwigzanie:
Skala podobienistwa wynosi k = % Niech x oznacza szukany obwdd wielokata.
4
Mamy: = = =lub = == . Wtedy x = 4y3lubx = 124/3.
1z +'3 x +'3
Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Obliczenie skali 1
B Zapisanie rownan wynikajacych z tresci zadania 1
C Obliczenie dwoch obwodow 2
Zadanie 12. Smacznego (3 punkty)
Rozwigzanie:
Kelner otrzymat 2 zt nie z 33 z1, lecz z 30 zt, ktore zaptacili klienci (28 zt wziat szef).
Punktacja:

. . . . Liczba
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania punktow
A Przeprowadzenie logicznego rozumowania i udzielenie odpowiedzi 3

14 Zadanie wtasne Anny Rybak
15 Zadanie wtasne Anny Rybak
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Pakiet MN-1.2 ,,Wedrowki, nie tylko geometryczne”

I. Tresci merytoryczne:

eWzajemne potozenie kot (okregow), pole kota, pole wycinka kota, pole trojkata,

e trojkat prostokatny, twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do niego,

e trojkat rownoboczny wpisany w kwadrat,

e konstrukcje wykonywane za pomocg cyrkla i linijki,

e dziatania na liczbach wymiernych i liczbach niewymiernych, przyblizenia,

¢ zwigzki miarowe w figurach ptaskich, pola wielokatow,

e ostrostup, pole powierzchni ostrostupa,

e rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych,

e twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie,

o trojkat rozwartokatny, wysokosci trojkata,

e okrag wpisany w trojkat, zwigzek miedzy promieniem okrggu (kota) wpisanego w wielokat
a polem i obwodem wielokata,

e gwiazda o§miokatna, gwiazda sze$ciokatna.

Il. Cele szczegotowe:

e doskonalenie umiejgtnosci wykonywania dziatan na liczbach postaci a + by/c,

e ksztalcenie umiej¢tnosci rozwigzywania zadan konstrukcyjnych,

e ksztalcenie umiejetnosci wykonywania konstrukcji za pomoca prostych i okregow,

e ksztatcenie umiejetnosci interpretacji tekstu matematycznego i formutowania uzyskanych
wynikow,

e ksztatcenie umiejetnosci doboru modelu matematycznego do zaistniatej sytuacji,

e ksztalcenie umiejgtnosci tworzenia i stosowania strategii,

eprowadzenie rozumowania (tworzenie tancucha argumentéw) i uzasadnianie jego
poprawnosci,

e ksztatcenie 1 rozwijanie umiejetnosci w zakresie wykorzystania 1 tworzenia informacji,

e ksztatcenie 1 doskonalenie umiejgtnosci obliczania pol powierzchni,

eksztalcenie 1 doskonalenie umiejetnosci podawania wartos$ci przyblizonych z zadang
doktadnoscia,

eksztalcenie umiej¢tnosci  budowania modelu  matematycznego danej  sytuacji,
z uwzglednieniem ograniczen i zastrzezen, ksztatlcenie wyobrazni przestrzennej,

e ksztatcenie umiejetnosci uzycia i tworzenia strategii, ktora jasno wynika z tresci zadania,

e ksztatcenie umiejgtnos$ci rozumowania i argumentacji (prowadzenie prostego rozumowania,
sktadajacego si¢ z niewielkiej liczby krokow),

eksztalcenie i doskonalenia umiejetnosci uzywania jezyka matematycznego do opisu
rozumowania i uzyskanych wynikow.
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lll. Metody i formy pracy:

e praca w grupach,
e burza mozgow,

e karty pracy.
IV. Przebieg zajec

Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).
2. Podzial uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).

3. Wybor liderdéw, sekretarzy, asystentow poszczegdlnych grup (zespoty zadaniowe w innym
sktadzie niz na poprzednich spotkaniach).

4.Praca w grupach: kazdy zespoét wymysla dla siebie nazwe (zwigzang z matematyka,
dziataniami spotecznymi, historycznymi lub wspotczesnymi postaciami §wiata odkry¢,
dokonan naukowych) oraz logo zespotu.

5. Przedstawienie nazw i logo przez poszczegolne grupy.

6. Rozdanie kazdej z grup zestawdéw ¢wiczen otwierajacych oraz materiatdow potrzebnych do
rozwigzywania zadan.

7. Przedstawienie 1 pordwnanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.
8. Zebranie kart z rozwigzaniami.

9. Podsumowanie zajec¢.

10. Zakonczenie zajec.

Uwaga: Rozwigzania poszczegdlnych zadan uczniowie powinni zapisywaé na oddzielnych
kartkach, podpisanych nazwa zespotu i oznakowanych poprzez logo. Materialy dla uczniow
stanowi pierwsza strona dokumentu ,,Cwiczenia otwierajace”.

Bibliografia do zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”

[1] Kartasinski S., Okotowicz M., Zbior zadan maturalnych i egzaminacyjnych. Czesé druga, Geometria i
trygonometria, Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1965
(Zadanie 2 - Strona 8, zadanie 33)

[2] Miedzynarodowy Konkurs ,,Matematyka bez Granic”, Konkurs 3 marca 2005 (Zadanie 1)

[3] Miedzynarodowy Konkurs ,,Matematyka bez Granic”, Zadania przygotowawcze, grudzien 2004 (Zadanie 3)

[4] Etap finatowy Miedzynarodowego Konkursu ,,Matematyka bez Granic - 4 marca 2010 (Zadanie 4)

[5] http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/spip/spip.php?article298; zadania przygotowawcze, grudzien 2004
(Zadanie 5)
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Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadajg we wczesniej ustalonych zespotach zadaniowych.

2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”.

3. Uczniowie dokonuja podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywala dane zadanie. Uczniowie

powinni pocig¢ zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

4.Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja

odpowiedz na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5.Jezeli dany zesp6t zadaniowy zakonczy prace, to jej czlonkowie powinni przytaczyé si¢

I pomo6c w rozwigzywaniu zadan innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty z rozwigzanymi zadaniami.

7. Zakonczenie zajec.

Bibliografia do zestawu ,,Rozwiazmy razem”

[1]

[2]
[3]
[4]

[5]
[6]
[7]
[8]

Kartasinski S., Okotowicz M., Zbiér zadan maturalnych i egzaminacyjnych. Czes¢ druga, Geometria i
trygonometria, Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1965 (Zadanie 2 - Strona 5, zadanie
3; Zadanie 3 - Strona 5, zadanie 5; Zadanie 12 - Strona 5, zadanie 2)

Etap finalowy Migdzynarodowego Konkursu ,,Matematyka bez Granic - 4 marca 2010 (Zadanie 9, Zadanie 10)
Miedzynarodowy Konkurs ,,Matematyka Bez Granic”, Konkurs 7 marca 2007 (Zadanie 1)

Miedzynarodowy Konkurs ,,Matematyka bez Granic”, Zadania przygotowawcze, grudzien 2005 - Zadanie 6
(Zadanie 8)

http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/FichPDF/MSF01_02D.pdf (Zadanie 4)
http://www.edusektor.net/matematyka-ciek.html (Zadanie 5)
http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/FichPDF/MSF02_03E.pdf (Zadanie 6); (Zadanie 7)
http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/spip/spip.php?article398 marzec 2002 (Zadanie 11)

Spotkanie 3. ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1.
2.
3.
4.

Nauczyciel rozdaje poprawione 1 wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
Liderzy poszczegolnych grup prezentuja rozwigzania zadan.

Nauczyciel ocenia pracg zespotow zadaniowych (pozytywne wzmocnienie).
Podsumowanie zajec.

Uwaga: Karty odpowiedzi uczniow z zestawu ,,Rozwigzmy razem” bedg stanowi¢ zalacznik do
raportu z realizacji zajec.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” -, Wedréwki, nie tylko geometryczne”

Exercise 1. Umbrellas (6 points)

Ikar made small umbrellas from paper, to decorate the dishes on Birthday party, according to the

TS Y
= ] <¥
B

next instruction:

Umbrella is of a pyramid shape with a regular hexagon in the basis. The
side of hexagon is 5¢cm. The lateral sides of a pyramid are the congruent
isosceles triangles. The lateral edges of a pyramid are of length 6cm.
Make from one piece of paper the net of this pyramid and glue it on the
answer card. Calculate the altitude of this pyramid with the 1 millimeter
accuracy.

Exercice 1. Parasols (6 points)

18 pour décorer les plats pour une féte d’anniversaire Icar a fait des parasols en papier le mode

b
Q

G o
_> ) L4

>

d’emploi suivant :

Le parasol est en forme d’une pyramide et sa base est un hexagone
régulier de Scm de coté. Les faces latérales de cette pyramide sont des
triangles congruents isoceles. Les arétes latérales de la pyramide font 6¢cm
de longueur. Fais le patron de cette pyramide avec un seul morceau de
papier et colle-le sur la feuille-réponse. Calcule au milliéme pres, la
hauteur de la pyramide obtenue de cette fagon.

Tarea 1. Los paraguas (6 puntos)

v, \ //,,
S //J &\,,
oY

Para decorar los platos para la recepcion de cumpleafios, Icar hizo los
paraquas de papel segun la instruccion siguiente:

El paraguas tiene la forma de pirdmide con la base de hexagono regular
con el lado de 5cm. Las caras laterales de esta piramide son triangulos
isosceles congruentes. Las aristas laterales de la piramide tienen la
longitud de 6cm. De una pieza de papel realiza la red de esta piramide y
pégala sobre la hoja de respuesta. Calcula la altitud de la pirdmide

obtenida de esta manera, con la exactitud de un milimetro.

Aufgabe 1. Regenschirm (6 Punkte)

Um die Gerichte auf einer Geburtstagsparty zu dekorieren, machte Ikar
Schirme aus Papier gemédl folgender Anweisung aus:
Ein Schirm hat eine Form von einer Pyramide mit der Grundfliche in

Form von einem regelméfigen Sechseck mit der Scm langen Seite.
Seitenflachen von dieser Pyramide sind kongruente gleichschenklige
Dreiecke. Seitenldnge der Pyramide sind von 6¢cm Lange. Mache aus

einem Papierstiick das Netz dieser Pyramide und klebe es auf der Antwortkarte. Berechne, mit der
Genauigkeit auf 1mm, die Hohe der auf diese Weise erhaltenen Pyramide.

'® Tlustracja ze zrodta zadania
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Esercizio 1. Gli ombrellini (6 punti)

T %KLB
.. \ N ’/
g L4
>

ottenuta di questo modo.

Per decorare i piatti alla festa di compleanno Icar ha fatto gli ombrellini
di carta secondo le istruzioni seguenti:

L’ombrellino ha la forma della piramide con la base di esagono regolare
e il suo lato di 5cm. Le faccette laterali di questa piramide sono i triangoli
isosceli congruenti. | bordi laterali della piramide hanno la lunghezza di
6cm. Effettua di un foglio di carta la rete di questa piramide ed incollalo
sul foglietto di risposte. Calcola, con la precisione di un millimetro, I’altezza della piramide

Zadanie 2. Trzy kétka (10 punktéw)

Trzy kota o promieniach r, = J3-1cm, r, = J3+1lcm, r, = 3-43 stykaja si¢ zewngtrznie.

Obliczy¢ pole figury, zawartej migdzy tymi kotami.

Zadanie 3. Jeden w drugim (10 punktdéw)

Abu al-Wafa, matematyk Perski (940-998) postawit nastgpujacy problem geometrii:
W kwadrat o danym boku, wpisa¢ trojkat rownoboczny, w taki sposob, ze jeden wierzcholek
trojkata pokrywa si¢ z jednym wierzchotkiem kwadratu, a pozostale dwa sa umieszczone na bokach

kwadratu. Uzasadnij, ze otrzymany trojkat jest rtOwnoboczny.
Konstrukcje Abu al-Wafa nalezy wykonac przy uzyciu tylko linijki 1 cyrkla.

Zadanie 4. Ustawna sala (5 punktow)

—

17

Miasto Fiesta City dysponuje pickng sal¢ koncertowa
0 zmiennym ustawieniu. Mozna ja ,,uszykowa¢” na 3 rdzne
sposoby. W kazdym z trzech ustawien krzesta ustawione sg
w prostokat: rzedy licza tyle samo miejsc. Odejmujac
Z poczatkowego ustawienia wszystkie krzesta z pierwszego
rzedu, mozna zwigkszy¢ o 4 liczbe krzeset w kazdym
pozostatym rzedzie, utrzymujac jednoczesnie taka sama
catkowita liczbe krzesel na sali.Mozna réwniez zdecydowaé
si¢ na dostawienie do poczatkowego ustawienia 4 rzedoéw
krzesel, rébwniez nie zmieniajac catkowitej liczby miejsc na

sali. Jednak w tym przypadku liczba krzeset w rz¢dzie zmieni si¢ o 11 sztuk.
Jaka jest catkowita liczba miejsc na sali? Uzasadnij.

" Tustracja ze zrodha zadania
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Zadanie 5. Swiateczne pierniczki (5 punktéw)

40cm VX‘O,SQT\ “/‘v Hen /;;,.. A 18

Mama Nikoli chce upiec $wiateczne pierniczki w ksztatcie gwiazdek.
Przygotowata i rozwatkowala ciasto. Rozwalkowane ciasto jest grubosci 0,5cm. Ma ksztatt

prostokata o dtugosci 40 cm i szerokosci 30 cm.Nikola wykrawa ciasteczka za pomoca foremki
W ksztalcie regularnej gwiazdy sze$cioramiennej o boku 1lcm.Mama zbiera ciasto pozostale
po wykrawaniu gwiazdek, ugniata i znowu rozwatkowuje na placek grubosci 0,5 cm. Nikola znowu

wykrawa. Mama zbiera i rozwatkowuje. ..
Postepuja w ten sposob tak dtugo jak to mozliwe, to znaczy do chwili, gdy juz nie ma resztek ciasta.

Grubo$¢ wszystkich pierniczkow wynosi 0,5 cm.
Ile pierniczkow wykroja? Uzasadnij.

'8 Tlustracja ze zrodta zadania
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»Wedrowki, nie tylko geometryczne”

Zadanie 1. Parasolki (6 punktow)

Aby udekorowaé potrawy na przyjeciu urodzinowym lkar wykonal parasolki z papieru wedtug
nastepujacej instrukcji:

Parasolka ma ksztalt ostrostupa o podstawie szeSciokata foremnego
0 boku 5 cm . Sciany boczne tego ostrostupa sg przystajacymi trojkatami
réwnoramiennymi. Krawedzie boczne ostrostupa maja dtugos¢ 6 cm.
Wykonaj z jednego kawatka papieru siatke tego ostrostupa i przyklej ja
na karcie odpowiedzi.

Oblicz, z doktadnos$cig do jednego milimetra, wysokos$¢ otrzymanego w
ten sposob ostrostupa.

Rozwigzanie:

Widok z gory

Siatka parasolki

\ -
\ \E P, b przekrdj osiowy o
q NWIR.______M';’ B’,ff \\_\
a / h \\\'--.__
' 10 o

Rysunek po lewej przedstawia siatke parasolki, a ten po prawej widok z géry na sklejong juz
parasolke. Trojkat ponizej, to przekr6j osiowy wzdluz najdtuzszej przekatnej. Parasolka
widziana z gory przedstawia szeSciokat foremny o boku 5cm. Przekréj osiowy pokazuje,

ze wysokoS$¢ ostrostupa jest wysokos$cig trojkata rownoramiennego o ramionach ditugosci
6 cm, a podstawa ma 10 cm. Wysoko$¢ ostrostupa wynosi v62 —5% cm =+/11 cm
Odpowiedz: Wysokos$c ostrostupa wynosi \/ﬁ cm~3,3cma1lcm # 3,3cm

Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Tlumaczenie na jezyk polski 2
B Wykonanie siatki 1
C Obliczenie wysokos$ci ostrostupa 2
D Sformutowanie odpowiedzi w jezyku obcym 1

 Tustracja ze zrodla zadania
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Exercise 1. Umbrellas (6 points)

Solution:

Picture on the left shows the umbrella net and the picture on the right shows the glued
umbrella looking from the top. The triangle below is the axial intersection along the longest

Umbrella from

the top
Umbrella net

b axial intersection

AN

f

C

diagonal. Umbrella from the top is the regular hexagon with a side of 5cm.

The axial intersection shows that the pyramid altitude is the altitude of isosceles triangle with
arms of length 6cm and the basis of 10cm. The altitude of a pyramid is V6> —5° =11 cm

Answer: The pyramid altitude is Vi1lem & 3,3cm

Scores:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 2
B Net making 1
C Pyramid’s altitude calculation 2
D Answer in English 1
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Exercice 1. Parasols (6 points)

Solution:

d*un parasol
déja collé

le patron d*un parasol

b vue en coupe axiale

6. | ™
PN
f 10 ‘

Le dessin de gauche présente le patron d'un parasol et celui de droite la vue de dessus d'un
parasol déja collé.

Le triangle est une vue en coupe axiale le long de la diagonale la plus longue. Le parasol vu
d’'un haut est un hexagone régulier de 5cm de c6té. La vue en coupe montre que la hauteur de
la pyramide est la hauteur du triangle isocele dont les c6tés font 6¢cm et la base 10cm.

La hauteur de la pyramide est de V6% =5 =+/11 cm
Réponse: La hauteur de la pyramide est égale 3 /11cm % 3,3cm

Pointage:
o L . Nombre
Activiteé Solution étape par étape .

de points

A Traduction en langue polonaise 2

B Elaboration du patron 1

C Calcul de la hauteur de la pyramide 2

D Réponse en langue étrangere 1

0 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespot w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Tarea 1. Los Paraguas (6 puntos)
Solucion:

a vista de encima del
paraguas

e d
la red del paraguas /\ /
) _ \,

a.:l_]

b una seccion axial

PANN

f 10

C

El dibujo a la izquierda presenta la red del paraguas y él a la derecha la vista de encima del
paraguas ya pegado. El triangulo mas abajo es una seccion axial a lo largo de la diagonal mas
larga. El paraguas visto de encima representa un hexagono regular con el lado de 5cm. La
seccion axial muestra que la altura de la piramide es una altura del triangulo isdsceles con los
lados de la longitud de 6¢cm y la base de 10cm.

La altura de la piramide es: \6? =52 = «/ﬁ cm
Respuesta: La altura de la pirdmide es: v11em % 3,3cm

Puntuacion:
INumt_erg de Etapas de la solucion de la tarea Cantidad
a actividad de puntos
A Traduccion en polaco 2
B Realizacion de la red 1
C Célculo de la altura de la pirdmide 2
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 1
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Aufgabe 1. Regenschirm (6 Punkte)
Losung:

den Regenschirm Top View

der Regenschirmnetz

ein Axial-Schnitt
o
6 .
/'“ g h \‘\1‘
f 10 ‘

Das linke Bild stellt einen Regenschirmnetz und das rechte Bild einen schon
zusammengeklebten Regenschirm dar. Das Dreieck unten ist ein Axial-Schnitt langs der
langsten Diagonale. Der Regenschirm von oben stellt einen regelmafdigen Sechseck mit der
Seite von 5cm dar. Der Axial-Schnitt zeigt, dass die Hohe der Pyramide eine Hohe eines
gleichschenkligen Dreiecks mit Schenkeln von 6cm und einer Basis von 10 cm ist. Die Hohe
der Pyramide betragt V62 — 52 = 11cm,

Antwort: Die Hohe der Pyramide betragt Vilem ® 3,3cm

Punktwertung:
Tatigkeits Etappen der Aufgabenldsung Punktezahl
nummer
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 2
B Ausfiihrung des Netzes 1
C Berechnung der Pyramidenhdhe 2
D Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprache 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Esercizio 1. Gli ombrellini (6 punti)

Soluzione:

la vista dall*alto sull’ombrellino

e d
la rete dell’ombrellino /\ /
) \ \,

————"b

a.:g

b la sezione assiale

0
6~

J 10 “

Il disegno a sinistra presenta la rete dellombrellino, ed a destra la vista dall’alto
sull’ombrellino incollato. Il triangolo sotto € la sezione assiale sulla piu lunga diagonale.
L’ombrellino visto di sopra e un esagono regolare con il lato di 5cm. La sezione assiale
dimostra che l'altezza della piramide e anche l'altezza del triangolo con i lati lunghi di 6¢cm,
e dove la base ha 10 cm. L'altezza della piramide fa v6? —5% =11 cm

Risposta: L’altezza della piramide fa v1lem % 3,3cm

Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio ﬁ?r;uer:tc:
A Traduzione nella lingua polacca 2
B Esecuzione della rete. 1
C Calcolo dell’altezza di piramide 2
D Formulazione della risposta nella lingua straniera 1
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Zadanie 2. Trzy kotka (10 punktéw)

Dane:
Kota: k; (A; rl); K, (B; r, ); Ky (C; r3) parami styczne zewnetrznie
r = J3-1cm
r, = V3+1cm
r,=3-+3
Obliczy¢ pole P figury zawartej miedzy tymi kotami

Rozwiazanie:

Oznaczenia:

P - szukane pole figury

P, - pole tréjkata AABC, wierzchotkami tego tréjkata sg Srodki két
P, - pole wycinka kota k,(A;r,) zawartego w kacie ~/FAH

P, - pole wycinka kota k, (B; r2) zawartego w kacie ZHBG

P, - pole wycinka kota k3(A; r,) zawartego w kacie Z/GCF

o ;\\\\\
01/’(_'\ g ’
{ A \
‘. I
.‘
\
\
\\
\
0 \
3 / P3 \\
|
| |
‘ © 3 ¢ r B |
/ 2 |
/ f
\ /
\ /‘
'\\ f
\ /
\ /
N /
\\ /7,’/

% Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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Zgodnie z rysunkiem i oznaczeniami mamy: P =P, — (P1 +P, + P3)

Kota: k,(A;r,); k,(B;r,) sa styczne zewnetrznie, zatem AB =1, +T, = V3-1++/3+1=243
Kota: k,(Ar,); K, (C; r3) sg styczne zewnetrznie, stad AC =1, + 1, = J3-1+3-43=2

Kota: k,(B;r,); kg(C; r,) sa styczne zewnetrznie, wiec BC =1, +r, = J3+1+3-43=4
Zauwazamy, ze AB?+AC’= (2\/5)2 +22=12+4=16 oraz BC?=4%2=16, co oznacza,
ze w trojkacie AABC suma kwadratéw dwdch bokéw réwna jest kwadratowi trzeciego boku,
zatem na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa AABC jest prostokatny.
Ponadto dtugos¢ przyprostokatnej AC =2 a przeciwprostokatnej BC =4, wiec miara kata
|ZABC|=30°, stad |ZACB|=60°.

Pole trojkata AABC :

P, =%~AB-AC=%-2\/§-2=2\/§

Pola wycinkow:

X ”.Lilzz 3960(;1’ =P =7r-(\/§—1)2 -%:> P :%(3—2\/§+1), czyli P, =%(2—\/§)

. ﬁI.DiZZ :3360(;’0 — P, :é_ﬁ.(\/g+1)2 =P, :%(3+2\/§+1), czyli P, =%(2+\/§)

X Pi z 36600"0 =P, =%.ﬂ.(3—J§)2 =P, =%(9—6\/§+3),Wiqc P, =z(2-3)
T

Suma p(3')1 wycinkéw:

P,+P, +P, =%(2—\/§)+%(2+\/§)+7r(2—\/§):3?”(2_\/5)+%(2+\/§):2_7:(5_2\@)

3
Pole figury: P = 2./3 —2?”(5— 243 )= %[3\/5 —7(5-243)]~ 0,25 cm?

Odpowiedz:
Kota ograniczaja figure o polu réwnym P = %[3\/5 - 7z(5 —~ 2\/5)] cm? ~ 0,25 cm?

Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
punktow

A Oznaczenia i rysunek 2

B Obliczenie odlegtosci srodkdéw kot - warunek stycznosci okregow 1

c Wykazanie, ze trojkat, ktérego wierzchotkami sg §rodki kot jest 5

prostokatny. Okreslenie katow tego trojkata.

D Obliczenie pdl wycinkow i ich sumy 2

E Obliczenie pola figury 2

F Odpowiedz 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic" 45
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Zadanie 3. Jeden w drugim (10 punktow)

Rozwigzanie:

[.  Analiza zadania i poszukiwanie metody konstrukgcji:
Przypus$émy, ze zadanie jest rozwigzane.
Niech trojkat réwnoboczny AAKJ jest trojkatem wpisanym w kwadrat [JABCD zgodnie

z tre$cig zadania i oznaczeniami na rysunku:
21

J
De oC

A

Prosta pr.AC jest osig symetrii kwadratu [1 ABCD i tréjkata rownobocznego AAKJ
Zauwazamy, ze |ZDAJ| =|£BAK| = w =15°

W trojkacie rownobocznym AACE mamy: |4EA.J| = |4JAC| =30°, zatem wierzchotek J
szukanego trdjkata nalezy do dwusiecznej kata LCAE, ktéra pokrywa sie z symetralng boku
EC oraz wysokoscig trojkata prowadzong z wierzchotka A tréjkata AACE

2! Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
2 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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Troéjkat rownoboczny ACEF zbudowany na boku EC:
F

157

A

Szukany wierzchotek J e AF oraz J e DC.

Szukany troéjkat jest, wiec tréjkatem réwnobocznym o boku Al
II. Konstrukcja i opis konstrukcji
Dany jest kwadrat [1 ABCD

24
1. Niech punkt A jest wspdélnym wierzchotkiem kwadratu i poszukiwanego trojkata.
Budujemy tréjkat AACE réwnoboczny o boku AC :
o(A; AC); o[C; AC); o(A; AC)nolc; AC)={E; EY}

2 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
2 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
2 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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Budujemy trojkat AACE réwnoboczny o boku EC:
o(E; EC); o[C; EC); olE; EC)nolC; EC)={F; F'= A}
3. Wyznaczamy AF nDC = {3}
4. Wyznaczamy o(A; AJ )mﬁ =
/ 28

% Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
%" Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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5. Rysujemy tréojkat AAJK ; ktory jest poszukiwanym trojkatem réwnobocznym:

[II. Dowdéd poprawnosci konstrukcji wynika z analizy.

IV. Istnienie i liczba rozwigzan:
W kazdy kwadrat mozna wpisac¢ trojkat rownoboczny spetniajacy warunki zadania.
W kazdym wierzchotku kwadratu mozna skonstruowa¢ doktadnie jeden taki trojkat
réwnoboczny:
Gdyby konstrukcje zgodnie z opisem wykonywa¢ dla punktu E', to wierzchotki tréjkata
réwnobocznego wyznaczymy w kolejnosci K;J zamiast w kolejnoSci podanej w opisie
J; K, ale tréjkat bedzie ten sam.

30

2 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
2 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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[stnieja cztery przystajace trojkaty r6wnoboczne speiniajace warunki zadania:

31
Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
yn Py ki punktow
A Analiza zadania i poszukiwanie metody konstrukcji 4
B Konstrukcja i opis konstrukcji 4
C Dowod poprawnosci konstrukcji 1
D Dyskusja istnienia i liczby rozwigzan 1

%0 Rysunek wykonala Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
%! Rysunek wykonala Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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Zadanie 4. Ustawna sala (5 punktow)
Rozwigzanie:
[neN, A (n-1)eN, A (n+4)eN,]=>neN, \{}
[meN, A (m+4)eN, A (m-11)eN,]=meN,\{,2,34,5,6,7,89,10,11}

Liczba rzgdow | Liczba krzeset w rzgdzie | Liczba wszystkich krzeset
| ustawienie n m m-n
Il ustawienie n-1 m+ 4 (n—1)-(m+4)
11 ustawienie n+4 m-11 (n+4)-(m-11)

Liczba krzeset sie nie zmienia - w kazdym ustawieniu jest taka sama, zatem:

(n=1)-(m+4)=m-n mn+4n—m—4=mn  _ [-m+4n=4
(n+4)-(m-11)=m-n mn—11n + 4m— 44 = mn Am-—11n =44

Rozwigzujemy ostatni uktad rownan:

{_m+4n:4 ‘-4 +{—4m+16n=16

= 5n=605 =n=12.
dm-1In=44 dm-1In=44

Z pierwszego réwnania: m=4n—-4 —= m=4.12—-4=44. W [ ustawieniu byto 12 rzedéw po

44 krzesta w rzedzie. Catkowita ilo$¢ miejsc w sali wynosi: 12 - 44 = 528.

Sprawdzenie:
Razem
n 12 m 44 528
n-1 11 m+4 48 528
n+4 16 m-11 33 528
Odpowiedz: Catkowita liczba miejsc na sali wynosi 528
Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwiagzania zadania Liczba
z ZW
i 2 2 punktow
A Wprowadzenie oznaczen, zapisanie danych 1
B Ulozenie uktadu réwnan 1
C Rozwigzanie uktadu réwnan 2
D Obliczenie ilosci miejsc na sali, sprawdzenie poprawnosci, 1
odpowiedz
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Zadanie 5. Swiateczne pierniczki (5 punktéw)

Rozwiazanie:

=30cm-40 cm =1200 cm?.

Gwiazdka sktada sie z dwunastu tréjkatow ré6wnobocznych o boku dtugosci 1 cm.

A
NVAVAV:
AVAVAS

\ 4

Pole powierzchni ciasta wynosi P,

Pole powierzchni gwiazdy P wynosi 12 razy pole trojkata rownobocznego o boku 1cm.

gwiazdki

Pole takiego tréjkata jest rowne:

143 3
Oy

gwiazdki

Mamy, wiec P, _..=12-P, :12-% =33

L, - liczba pierniczkow

Z tresci zadania wynika, Ze na pierniczki wykorzystano cate ciasto. Oznacza to, ze
powierzchnia wszystkich pierniczkow jest réwna powierzchni ciasta. Tak, wiec
Pasa 1200 400  400+/3
Pgwiazdki - 3\/§ - \/§ -
owiedz: Nikola z Mamg wykroja 230 pierniczkéw, a jesli troche ,oszukaj3” na grubosci,
to 231

L, = =133,(3)- /3 ~ 230,94010767585030580365951220078 Odp

Punktacja:

Czyr’mos Etapy rozwiazania zadania L|czt3a
¢ punktow
A Obliczenie pola powierzchni rozwaltkowanego ciasta 1
B Obliczenie pola powierzchni gwiazdki
C Stwierdzenie, ze suma pdl wszystkich pierniczkow jest rowna 1

polu rozwatkowanego ciasta

D Obliczenie ilosci pierniczkow, odpowiedz 2

%2 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” — ,,Wedrdéwki, nie tylko geometryczne”
Exercise 1. Shoal (5 points)

In a glass aquarium the red and white fishes swim in a circle in one direction.
Each of them has exactly one fish before itself. It can be calculated that:

e there are 7 red fishes, which swim behind a red fish,

e there are 12 red fishes which swim behind a white fish,

e there are 3 white fishes which swim behind a white fish.
How many fishes are there in the aquarium? Substantiate the answer.

Exercicel. Un banc de poissons (5 points)

nagent en cercle dans une seule direction. Chacun d’eux a devant lui
exactement un poisson. On peut compter que:

r %% Dans un bocal en verre, il y a des poissons rouges et des poissons blancs qui
)

e il ya7 poissons rouges qui suivent un poisson rouge,

e il ya 12 poissons rouges qui suivent un poisson blanc,

¢ il ya 3 poissons blancs qui suivent un poisson blanc.

Combien de poissons nagent-ils dans le bocal? Justifier la réponse.

Tarea 1. Banco de pececitos (5 puntos)

En el acuario de cristal los pececitos rojos y blancos nadan todo el tiempo en la
misma direccion. Cada de ellos tiene delante de €l exactamente un pececito. Se
puede calcular que:

e hay 7 pececitos rojos que nadan detrds de un pececito rojo,

e hay 12 pececitos rojos que nadan detras de un pececito blanco,
e hay 3 pececitos blancos, que nadan detras de un pececito blanco.

(Cuantos pececitos nada en el acuario? Argumentar la respuesta.

Aufgabe 1. Schwarm (5 Punkte)

In einem Glasaquarium schwimmen rote und weille Fische im Kreis in einer Richtung. Jeder von
7 ihnen hat genau einen Fisch vor sich. Man kann zé&hlen, dass:

- “)) e es 7 rote Fische gibt, die hinter einer roten Fisch schwimmen,
e es 12 rote Fische gibt, die hinter einer weillen Fisch schwimmen,

e es 3 weille Fische gibt, die hinter einer weillen Fisch schwimmen,

Wie viele Fische schwimmen im Aquarium? Die Antwort begriinden.

% Iustracja ze zrodta zadania

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"

wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego >3



rok zal. 1919
UNIA EUROPEJSKA * ¥ x
KAPITAL LUDZKI l m ROPEISKA  [REAR
FUNDUSZ SPOLECZNY Fan

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSC

Esercizio 1. Il banco (5 punti)

Nell’aquario di vetro nuotano nella stessa direzione in tondo i pesci rossi e a1 ,,/\))
bianchi. Ognuno di loro ha davanti sempre un pesce. Possiamo calcolare che:

e Ci sono 7 pesci rossi i quali seguono il pesce rosso,
e i sono 12 pesci rossi i quali seguono il pesce bianco,

e ci sono 3 pesci bianchi i quali seguono il pesce bianco.

Quanti pesci nuotano nell’aquario? Giustificare la risposta.
Zadanie 2. Wewnetrzny i zewnetrzny (5 punktéw)

W trojkacie prostokatnym AABC  przyprostokatna |BC| =a=6Ccm, a przeciwprostokgtna
|AB|=lOCm. Dwusieczna ZABC i dwusieczna kata do niego przylegtego przecinaja
przyprostokatng AC i jej przedtuzenie w punktach D i E.

Obliczy¢ odcinek DE (dlugosc odcinka |DE)).

Wskazowka: Twierdzenie o dwusiecznej kgta wewnetrznego w trojkqgcie:
Dwusieczna kqta wewnetrznego w trojkgcie dzieli przeciwlegly bok proporcjonalnie
do dtugosci pozostatych bokow.

Zadanie 3. Rozwartokatny (4 punkty)

W  trojkacie rozwartokatnym najwiekszy bok rowna si¢ 16cm, a spodki wysokosci
poprowadzonych z obydwu jego koncoéw na pozostale boki s3 oddalone od wierzchotka kata
rozwartego o 2 cm i 3 cm. Obliczy¢ pozostate boki trojkata.

Zadanie 4. Jest to jest - Chiu czy Chu? (5 punktéw)

% Podczas podrézy do Chin, w rekopisie Ksiggi ,,Chu Chang Suan Shu”
(,,Chiu — chang Suan- shu” - dziewig¢ rozdziatdow o arytmetyce - Szacuje
si¢, ze ksigzka zostata napisana okoto roku 200 p.n.e.) Marco znalazt
puzzle pokazujace okrag wpisany w trojkat. W tym trojkacie

. poprowadzono odcinki taczace wierzchotki trojkata ze srodkiem okregu

I promienie okregu prowadzone do punktoéw stycznosci z bokami trojkata.
Rozcieto trojkat wzdhuz poprowadzonych odcinkow, otrzymano szesc
trojkatnych kawatkow.

Za pomocg tych puzzli mozna wykaza¢ prawdziwos¢ wzoru:

R= % gdzie S oznacza pole trojkata, P jego obwod i R jest promieniem kota wpisanego.

Jak to zrobic?
Narysuj trojkat o bokach 10 cm, 12 cm, 14 cm. Wykonaj puzzle zgodnie z opisem w tresci zadania.

Z otrzymanych czg$ci utodz prostokat, ktorego pole bedzie rowne polu trojkata. Uzasadnij wzory.

* Tlustracja ze zrodta zadania
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Zadanie 5. Jak odmierzyé? (2 punkty)

Mamy nastgpujacy problem: Szef kazal nam odmierzy¢ doktadnie sze$¢ litrow wody.
Do wykonania tego zadania dat nam tylko naczynia o pojemnosci pi¢¢ i siedem litrow. Nie mozemy
la¢ wody ,,na oko”, bo jesli zle odmierzymy 6 litrow, to szef zwolni nas z pracy. Jak odmierzy¢ 6
litrow wody, gdy nie mamy takiego naczynia?

Zadanie 6. Ptytka z Ligurii (4 punkty)

Przy wykopaliskach w okolicach Genui archeolodzy z oddzialu San Frauttuoso odnalezli posadzke
wyktadang ptytami kamiennymi. Posadzka ta sktada si¢ z dwoch rodzajow kafli, ktore przylegaja
do siebie. Ilos¢ kafli kazdego rodzaju jest jednakowa. Kafle jednego rodzaju majg ksztatt regularnej
o$mioramiennej gwiazdy. Gwiazd¢ ta otrzymuje si¢ kladac na siebie dwa kwadraty o krawedzi
dlugosci 1dm tak, aby punkty przecigcia si¢ ich przekatnych pokrywaly sie. Kafle drugiego rodzaju
wypelniaja puste przestrzenie migdzy pierwszymi tak, ze powstaje zwarty parkiet.

Rozmiar kafli kazdego rodzaju jest jednakowy.W skali 1:2 wykonaj z papieru 6 Kafli,
po 3 z kazdego rodzaju.

Utoz fragment takiej posadzki przyklej ja na karcie odpowiedzi.

Zadanie 7. Oczekiwana zmiana miejsc! (2 punkty)

Owce biate 1 czarne owce muszg zamieni¢ pastwiska.

e t TN )
R o st R “m;':'w,-’
| . $ %

Voo
-~ "% > ¥ N 36

Trzy czarne owce w kwadracikach powinny zamieni¢ swoje miejsce z trzema bialymi owcami.
Przy czym dozwolone sg tylko nast¢pujace ruchy do przodu:

¢ Ruch na wolny kwadracik lezacy przed owca

e Przeskok na wolny kwadracik przez jedno stojace przed nig zwierze.

ol |l |

Na koncu czarne owce powinny sta¢ po lewej stronie, a biate po prawej i powinny by¢ oddzielone
przez jeden pusty kwadracik na srodku.

37

Podaj kolejne ruchy, jakie naleiy wykonaé do takiej zamiany miejsc.

% llustracja ze zrodla zadania
% Ilustracja ze zrodta zadania
¥ Iustracja ze zrodia zadania
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Zadanie 8. Platoniczny (4 punkty)

Elementy pewnej gry pozwalaja na wykonanie szkieletow wieloscianow foremnych poprzez
taczenie ze sobg identycznych metalowych kulek i identycznych magnetycznych patyczkow.
Szkielet o$mio$cianu mam mas¢ 132 g zas$ szkielet czworo$cianu ma mas¢ 76 g .

Jaka jest masa szkieletu dwudziesto$cianu foremnego?

Odpowiedz uzasadnij. (Wszystkie figury przedstawiono na rysunku ponizej) %8

Czworoscian Osmioscian

Zadanie 9. Powrét biedronki (3 punkty)

WA N LT G N\ T G\ Y A
i o VU N o I N L VI N

Bieronka spacerue w trojkacie (')wnobocznym
Wychodzac z punktu D na boku BC, kieruje si¢ w stron¢ boku AC, obierajgc jak najkrotsza
droge 1 dociera do punktu E . Stad kieruje si¢ w strong boku AB i idac jak najkrotsza droga dociera
do niego w punkcie F .W ten sam sposéb kieruje si¢ w strong BC i dociera do punktu G .
Gdzie umiesci¢ punkt wyjscia na boku BC, aby punkt G byl jednoczesnie punktem D ?

39

% Tlustracja ze zrodta zadania
¥ Tlustracja ze zrodta zadania

56 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
wspoétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



UNIA EUROPEJSKA * %k
KAPITAL LUDZKI l m ROPEISKA  [REAR
FUNDUSZ SPOLECZNY [Sa

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Zadanie 10. Kazdy ma swoje miejsce (5 punktdow)

Nt || B =
A g
WL, M

40

41

W swojej nowej siedzibie, pan Wielkojanski musi podzieli¢ przestrzen do pracy (patrz ilustracja)
miedzy czterech mtodych dynamicznych pracownikdéw przedsigbiorstwa. Zeby sprawiedliwo$ci
stato si¢ zado$¢, chce im zaproponowac biura 0 takich samych wymiarach oraz takim samym
ksztalcie.

W jaki sposob nalezy umiesci¢ przegrody, aby podzieli¢ przestrzen tak, jak chcialby szef? Narysuj
plan i przegrody na karcie odpowiedzi.

“® [lustracja ze zrédta zadania
4 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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Zadanie 11. Cztery razy tam i raz z powrotem (5 punktow)

abcd
X <

42

Znajdz czterocyfrows liczbg catkowitg taka, ze jej iloczyn przez 4 jest liczba, ktora jest zapisana za
pomoca takich samych cyfr, co dana liczba, ale zapisanych w odwrotnej kolejnosci.

Zadanie 12. Jedna i dwie (6 punktdow)

W trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych 15dcm i 2 m poprowadzono z wierzchotka kata

prostego wysoko$¢ oraz dwusieczne obydwu katow, jakie wysoko$¢ tworzy z przyprostokatnymi.

Obliczy¢ odcinek przeciwprostokatnej zawarty miedzy dwusiecznymi.

Wskazowka: Prawdziwe jest twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie:
Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkacie dzieli przeciwlegly bok proporcjonalnie
do dtugosci pozostatych bokow.

“2 ||ustracja ze zrédta zadania
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu éwiczen , Rozwigzmy razem”
»Wedrowki, nie tylko geometryczne”

Zadanie 1. tawica (5 punktéw) *®

W szklanym akwarium rybki czerwone i biate ptywaja w kotko
w jednym kierunku.
Kazda z nich ma przed sobg doktadnie jedng rybke.
Mozna policzy¢, ze:
e jest 7 rybek czerwonych, ktore ptyng za rybka czerwona,
e jest 12 rybek czerwonych, ktére ptyna za rybka biala,
¢ s3 3 rybki biate, ktore pltyng za rybka bialg.

Ile rybek ptywa w akwarium?
Odpowiedz uzasadni¢.

Rozwigzanie:
Z pierwszych dwéch informacji wynika, Ze jest w sumie 12 + 7 = 19 rybek czerwonych.
Jesli 12 czerwonych ma przed sobg biata rybke, 12 biatych ma czerwong za soba. A ze 3 biate
maja za sobg biatg, biatych jest w sumie 15, czyli wszystkich ryb - 34.

Punktacja:

Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Tlumaczenie na jezyk polski 2
B Wykonanie siatki. Obliczenie wysokoS$ci ostrostupa 2
C Sformutowanie odpowiedzi w jezyku obcym 1

*® Ilustracja ze zrédta zadania
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Exercise 1. Shoal (5 points)
Solution:

From the first two information it follows that there are 12 + 7 = 19 of red fishes. We know
that 12 of red fishes have a white fish before themselves thus 12 white fishes have a red fish
behind themselves. We know that 3 white fishes have a white fish behind themselves,
the whole number of white fishes is 15 so, the number of all fishes is 34.

Scores:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 2
B The appropriate reasoning 2
C Answer in English 1

Exercice 1. Un banc de poissons (5 points)

Solution:

Il s’ensuit des deux premieres informations qu’il y a en tout 12 + 7 = 19 poissons rouges.

Si 12 poissons rouges ont devant eux un poisson blanc, 12 poissons blancs ont derriére eux un
poisson rouge. Et puisque 3 poissons blancs ont derriere eux un poisson blanc, les blancs sont
15 en tout, donc il y a 34 poissons.

Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Traduction en langue polonaise 2
B Logique 2
C Réponse en langue étrangere 1

Tarea 1. Banco de pececitos (5 puntos)

Solucion:

De dos primeras informaciones resulta que hay en total: 12 + 7 = 19 pececitos rojos. Si 12
pececitos rojos tienen delante de ellos un pececito blanco, 12 blancos tienen un rojo detras de
ellos. Y como 3 blancos tienen detras de ellos un pececito blanco, hay en total 15 blancos, es
decir todos los pececitos son - 34.

Puntuacion:
Numero de la actividad Etapas de la solucion de la tarea Cantidad de puntos
A Traduccion en polaco 2
B Argumentacion 2
C Formulacion de la respuesta en lengua extranjera 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Aufgabe 1 Schwarm (5 Punkte)
Losung:

Aus zwei ersten Informationen resultiert, dass es insgesamt 12 + 7 = 19 rote Fische gibt.
Wenn 12 rote Fische einen weifden Fisch vor sich haben, haben 12 weife Fische einen roten
Fisch hinter sich. Und da 3 weifde Fische hinter sich eine weifde haben, gibt es insgesamt
15 weifde, also im Gesamtergebnis gibt es 34 Fische.

Punktwertung:
Tatigkeitsnummer Etappen der Aufgabenlésung Punktezahl
A Ubersetzung der Aufgabe ins Polnisch 2
B Durchfiihrung des Gedankenganges 2
C Richtige Antwortformulierung in einer Fremdsprache 1

Esercizio 1. Il banco (5 punti)

Soluzione:

Di due prime informazioni risulta che in totale ci sono 12 + 7 = 19 pesci rossi. Se 12 pesci
rossi hanno davanti il pesce bianco, 12 pesci bianchi hanno dietro un pesce rosso. E come
3 pesci bianchi hanno dietro un pesce bianco, i pesci bianchi sono in totale 15, allora tutti
i pesci sono - 34.

Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Numero di punti
A Traduzione nella lingua polacca 2
B Modo di ragionare 2
C Formulazione della risposta nella lingua straniera 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Zadanie 2. Wewnetrzny i zewnetrzny (5 punktéw)

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku:

Dane:
Trojkat prostokatny AABC, w ktérym |LACB| =90°
BC =a=6cm
AB =c =10cm
BD - dwusieczna kata ZABC
BE - dwusieczna kata przylegtego do kata ZABC
CF - dwusieczna kata ZCDB

Oblicz:

Dtugos¢ odcinka DE ="

Rozwiazanie: 4

A

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku przyjmujemy, ze DE = DC +CE = x+Y
Wyznaczamy diugosci odcinkéw potrzebnych do obliczenia x oraz y

W AABC

1. Obliczamy dtugo$c¢ przyprostokatnej AC :
AC? +BC? = AB®> = AC? = AB* —BC? = AC? =10° —6° =100—36 = 64
Otrzymujemy AC =8

* Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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2. Zpowyzszego i oznaczen na rysunku mamy t+X=8=t=8-X
3. Ztwierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie wynika:
DC_BC _t_10_ 8-X_ 5 Gtad5x=24-3x=8x=24=>x=3
AD AB x 6 X 3
4. Zauwazamy, ze |/DBE|=a + 8 oraz, ze 2a+2=180°= o + 8 =90°, stad |ZDBE|=90°,
czyli ADBE jest trojkatem prostokatnym.
Zatem ABCD ~ AECB
5. Zpowyzszego podobienistwa otrzymujemy:
BC _CE
DC BC’
6. Ostatecznie ‘D_E‘ =X+y=3+12=15

.6y 6-6
czyli — =<, zatem y=——=12
y 3 6 y 3

Odpowiedz:
Dhugos¢ odcinka DE jest réwna 15 cm

Punktacja:

. . . . Liczba
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania punktéw
A Oznaczenia i rysunek 1
B Obliczenie dlugos$ci przyprostokatnej AC 1
Zastosowanie twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie
© | do obliczenie dhugosei [DC| = x 1

Obliczenie dhugosci ‘C_E‘ =y 1
E Obliczenie dugosci odcinka DE i odpowiedz 1
Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic" 63
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Zadanie 3. Rozwartokatny (4 punkty)

A B 45

Dane i oznaczenia:
Trojkat rozwartokatny AABC

|LACB| >90°; h, = ‘E‘ - wysoko$¢; h, =‘E‘ - wysoko$¢
‘E‘ =c=16 cm;

EC|=2cm

D_C‘=3cm;

Obliczy¢:
‘E‘:a:? oraz ‘E‘:b:?

Rozwigzanie:

Na mocy twierdzenia Pitagorasa z poszczegdlnych trojkatow otrzymujemy zwigzki:
ABEC: a® =h’ +2%- ();AADC: b?> =h,> +3% - ()
AADB : h)* +(a+3)° =167 - (@); AAEB : h” + (b +2)* =16% - ()
Z (") wyznaczamy h,’ : - h,” =16% —(a+3)’ i podstawiamy do (%)
oraz z (") wyznaczamy h,”:- h® =162 —(b +2)* i podstawiamy do (?)
Otrzymujemy:
{a? =162 —(b+2)° +4 o {az =16" ~b* ~4b-4+4 _ {az +b% =167 —4b

b? =16° —(a+3)° +9 b?>=16°-a’-6a-9+9  |a’+b*=16"-6a

po odjeciu rownan stronami mamy: 6a=4b=b = ga

podstawiamy do dowolnego z powyzszych réwnan, porzadkujemy i otrzymujemy:

“® Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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oo e 2o p[m ooz ([
2 13 2 2
A=6 —47-(—16 )=36+3328 = 3364 = 58
JA =58
—6-58
1322 vea—162=0 J& = 3 <0
4 2.%°
4
—6+58 522
2.2
4

czyli a =8 wtedy b=g-8=12

Odpowiedz:
Pozostate boki tréjkata maja dtugos¢ 8 cm oraz 12 cm.
Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Rysunek i oznaczenia 1
B Zapisanie uktadu czterech rownan z czterema niewiadomymi 1
C Wyeliminowanie niewiadomych h, i h,. 1
D Rozwigzanie uktadu réwnan z niewiadomymi a i b Odpowiedz 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Zadanie 4. Jest to jest - Chiu czy Chu? (5 punktéw)
Rozwiazanie:

Trojkat jest podzielony na 6 trdjkacikdw prostokatnych wsréd, ktérych sa trzy pary
przystajacych trojkatéw prostokatnych. Jedna z przyprostokatnych kazdego trojkacika rowna
jest promieniowi kota wpisanego w tréjkat.

C

B

c=14 46

Obwod tréjkata jest réwny S=a+b+c=12+10+14 =36, ale réwniez
S=n+m+k+m+k+n=2-(k+m+n)=2-18

Z kazdej pary tréjkacikdbw mozna utozy¢ prostokat, ktérego jeden z bokéw réwny jest
promieniowi kota wpisanego w tréjkat.

Uktadamy te prostokaty obok siebie.

47

Otrzymujemy prostokat, ktérego jeden z bokéw réwny jest promieniowi kota za§ diugosc
drugiego jest réwna: k +n+m =18 czyli potowie obwodu troéjkata.
Prostokat jest ztoZony z tych samych czesci, z ktérych zbudowany jest dany tréjkat.

Stad ré6wnos¢: S =R xg, zatem R = %

Punktacja:

Czynno$¢ | Etapy rozwigzania zadania | Liczba punktow
A Wykonanie puzzli 3

“® Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
" Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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| B | Uzasadnienie wzoréw 2 |

Zadanie 5. Jak odmierzyé? (2 punkty)

Rozwigzanie:
Podsumujmy: z tresci zadania wynika, Zze mamy do dyspozycji:
e kran z dowolng ilo$cig wody,
e naczynie o pojemnosci pieciu litrow,
e naczynie o pojemnosci siedmiu litrow.
Musimy odmierzy¢ doktadnie szes¢ litréw wody.
Proces przelewania z jednego naczynia do drugiego, wraz z opisem znajduje sie w tabeli
ponizej:

Zawarto$¢ wigkszego | Zawarto$¢ mniejszego
Nr czynnoSci naczynia naczynia Czynnos$¢
(7 litréow) (5 litrow)
Start 0 0 Poczatek
1 7 0 Napeliamy duza butle
2 2 5 Przelewamy z duzej do matej
3 2 0 Oproézniamy mala butle
4 0 2 Przelewamy z duzej do mate;j
5 7 2 Napelniamy duza butle
6 4 5 Przelewamy z duzej do malej
7 4 0 Oproézniamy malg butle
8 0 4 Przelewamy z duzej do matej
9 7 4 Napelniamy duzg butle
10 6 5 Przelewamy z duzej do matej

Po dziesigtym przelewaniu mamy w wiekszym naczyniu odmierzone doktadnie 6 litréw

Punktacja:

Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Poprawne rozwigzanie problemu 2
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Zadanie 6. Ptytka z Ligurii (4 punkty)

Rozwiazanie:
Kafle, o ksztalcie regularnej o$mioramiennej
gwiazdy wykonane w skali 1:2 powstaly Kafle drugiego rodzaju tez powstaja na bazie
Z nalozenia na siebie (zgodnie z instrukcjg) dwoch ~ Kwadratu o boku 5 cm Nalezy z niego
kwadratow o boku 5 cm odpowiednio wycia¢ trojkaty prostokatne.

48

Fragment posadzki wykonanej z takich kafli przedstawia rysunek:

Do karty odpowiedzi nalezy przyklei¢ fragment posadzki (sze$¢ kafli - po trzy kafle kazdego
rodzaju) w nastepujacy sposob:

51
Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Wykonanie , kafli” pierwszego rodzaju 1
B Wykonanie ,kafli” drugiego rodzaju 1
C Ulozenia ,,posadzki” 1
D Zachowanie proporcji staranno$¢ wykonania 1

“8 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
* Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
%0 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
*! Tlustracja ze zrodta zadania
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Zadanie 7. Oczekiwana zmiana miejsc (2 punkty)

Rozwigzanie:

Mozliwe s3 2 rozwigzania. Oto jedno z rozwigzan (drugie rozwigzanie jest symetryczne.):
Wymiana 3 owiec biatych i 3 czarnych na pastwiskach nastapi w 15 ruchach.

O |0 O e o o
1 1O O Ol N N
2 OO | @ |O ® O
3 | OO0 |@®@ O |e [
4 |O O | @ ® O |0
5 | O ® O | O | e
6 OXN NECHN IEOIN J
7 1@ 0O O @ |0 | @
8 @ O @ |O O | @
9 @ O | @ O @ |O
10| @ O @ O @ O
11 | @ O | @ ® O |O
12 | @ ® O |® O O
13| @ | @ O @ |0 |0
14 | & © @ O O |0
5|0 @& | @ OO0 |O

Uogdlnienie: Dla wymiany n biatych owiec i n czarnych owiec na pastwiskach w sposob
opisany w zadaniu trzeba wykona¢ n- (n + 2) ruchy.

Punktacja:

Czynno$¢ | Etapy rozwigzania zadania | Liczba punktow
A Poprawne rozwigzanie 2
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Zadanie 8. Platoniczny (4 punkty)

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez X (x > O) mase metalowej kulki i przez y (y > 0) mase metalowego preta.
Czworo$cian ma cztery wierzchotki i sze$¢ krawedzi, zatem 4x+6y wyraza mase
czworos$cianu.
O$mioScian ma sze$¢ wierzchotkéw i dwanascie krawedzi, wiec 6x+12y wyraza mase
o$mio$cianu
Otrzymujemy uktad rownan:
{4x+6y:76 ‘:2 {2x+3y:38
=

6x+12y =132:6 X+2y=22
2x+3y =38 (-1 —2x—-3y=-38
Y ( )<:>+ y =>y=06
X+2y=22 |2 2X+4y =22
2X+3y =382 4X+6y =76
&+ = x=10
X+2y =22 |(-3) —3x—6y =—66

Rozwigzaniem uktadu jest para (X; y):(lo; 6), co oznacza, ze kulka wazy 10 g natomiast
metalowy pret wazy 6 g .

Dwudziestoscian ma 12 wierzchotkéw i 30 krawedzi.

Co oznacza, Ze masa dwudziesto$cianu wynosi: 12x+30y =12-10+30-6 =120+180 =300
Odpowiedz: Masa dwudziesto$cianu wynosi 300 g .

Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Wprowadzenie oznaczen i zapisanie masy bryt w postaci rownan 1
B Poprawne rownania 1 uktad rownan 1
C Rozwigzanie uktadu rownan 1
D Obliczenie masy dwudziestoscianu, odpowiedz 1
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Zadanie 9. Powrét biedronki (3 punkty)

Rozwigzanie:
Najkrétsza odlegtos¢ punktu od punktu lezacego na prostej, to odlegtos¢ tego punktu od jego
rzutu prostokatnego na tg prosta. Poniewaz biedronka chce obiera¢ jak najkroétsza droge
z obranego punktu do wybranego boku, to musi i§¢ wzdtuz prostej prostopadtej do tego boku.
Trase biedronki na rysunku przedstawia tamana DEFG .

52
A

B
Dane:

AABC - trojkat réwnoboczny

38| =[BC] - [AC| ~12.0m

DeBC; EcAC; FeAB; GeBC
Szukane:

Potozenie punktu D takie,ze G=D; DC| =x=2?
Przyjmujemy oznaczenia:
Cl=j; EA=k; AF=1; AF=n; BP=p
52 Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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W tréjkacie prostokatnym o katach ostrych 30° i 60° diugo$¢ przyprostokatnej lezacej
naprzeciw kata 30° réwna jest potowie dtugosci przeciwprostokatnej, zatem otrzymujemy:
WADEC:j_l ; AFE : 1 ; ABGC: 1

2 2 P73
Uwzgledniajgc rysunek mamy: K=12—j=12— 1 X’
2
t
atemy L 1o 1y)o6-1x
2 2 2 4
Dalej n=12-1,

WlQCn=12—(6—1xj:6+1x
4 4

tad
> p:1(6+lx]:3+1x
2 4 8

Jezeli G=D,to p+Xx=12, wiec mamy:

3+£x+x:12
8
skad gng,
8
zatem X =8

Drugi sposéb:

Jezeli G=D, to trasa biedronki, tamana DEFG bedzie tamang zamkniet3 DEFD,
czyli brzegiem ADEF .

Tréjkaty: ADEC, AEFA i AFDB s3 tréjkagtami prostokatnymi o katach ostrych 30° i 60°,
zatem | 4DEF| :| LEFD| :| 4FDE| =60°, czyli trojkat ADEF jest tréjkgtem réwnobocznym.

Stad trdjkaty: ADEC, AEFA i AFDB s3 przystajace, zatem DC = AE =BF =X oraz

EC=AF =BD =-x,czylix+-x =12 = x = 8.

Odpowiedz:
Biedronka wrdci do punktu wyj$cia, gdy punkt D bedzie oddalony od punktu C
0 |DC| = 8cmy Natomiast od punktu g 0 4cm.
Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Poprawne okreslenie punktu wyjscia 1 uzasadnienie 2
B Odpowiedz 1
7 Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Zadanie 10. Kazdy ma swoje miejsce (5 punktdow)

Rozwigzanie:

Spostrzezenia:

. Przestrzen przeznaczona na biura ma jedng o$ symetrii
~ 53

II. Niech pole kwadracika jest rowne 1 m?, wtedy pole powierzchni biura jest réwne:
2:2:1m* +2-8-1m* +6-1m? +3-1m? +2-4-1m? + 2-1m* +10-0,5m* = 44 m?
Zatem kazdy pracownik powinien mie¢ pomieszczenie o powierzchni: 44m? : 4 =11m?
Kwadracikéw o powierzchni 1 m? jest 39
39:4=9 reszty 3, czyli wkazdym z czterech biur bedzie doktadnie 9 kwadracikéw.

Pozostate 3 kwadraciki dzielimy na poél, otrzymamy 6 ,potéwek”, co daje razem
6+10 =16 potoéwek, zatem w kazdym biurze beda doktadnie 16:4 =4 ,potowki”.
Zatem na powierzchnie 11m? (kazdego z biur) wykorzystamy 9 kwadracikéw oraz

4 ,potowki”.

% Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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I1l.  Aby podzieli¢ przestrzen tak, jak chcialby szef nalezy powierzchnie przeznaczong na biura

umiesci¢ przegrody w nastepujacy sposob:
54

Punktacja:
Czynno$¢ | Etapy rozwigzania zadania | Liczba punktow
A Poprawne rozwigzanie 3
B Uzasadnienie 2

> Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomoca programu GeoGebra
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Zadanie 11. Cztery razy tam i raz z powrotem! (5 punktow)

Rozwigzanie:
Oznaczenia: {a,b,c,d}c {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
Niech gFcd abcd ©0znacza zapis liczby w systemie dziesietnym
Szukana liczba f -4 taka, Zze ghcd % 4 = doba-

lloczyn szukanej liczby przez 4 jest liczba czterocyfrowa, co oznacza, Ze ghcd x 4 < 10000 -

Jesli a>3, to gphedx4>10000 czyli ma pie¢ cyfr, zatem musi byé a<3,
wiec a=11lub a=2.

Nie moze by¢ a =1, bo ajest ostatnig cyfra iloczynu pewnej liczby przez 4, wiec a musi by¢
cyfra parzysta.

Zatem a=2.

Mamy wigcC 4 . 2bed = deb2s

czyli ostatnig cyfra iloczynu cyfry d przez 4 jest 2, taka cyfra djest 8 (warunkéw zadania nie
spetnia d =3 - jest za male wiec odrzucamy, gdyz a =2 i iloczyn musi by¢ wiekszy réwny
8000)

Szukamy wiec liczby 3705 takiej, ze 4. 2508 = Boh2-

Otrzymujemy:

4-(2000 +100b +10c + 8) =8000+100c +10b + 2,

dalej mamy, stad po uporzadkowaniu otrzymujemy

13b+1=2c, ale 2c < 20, zatem 13b+1< 20 = 13b <19, stad otrzymujemy b =1 dalej mamy:
b=1=2c=13-1+1=c=7

Odpowiedz: Szukang liczba jest 2178

abed 2 1 7 8
X 4 R 4
-
dchba 8 7T 1 2
M”"t / ..

paseet®? » i g

Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Wyznaczenie cyfraid 2
B Wyznaczenie cyfrbic 2
C Zapisanie szukanej liczby, odpowiedZ 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Zadanie 12. Jedna i dwie (6 punktdow)

Rozwigzanie:

Przyjmujemy oznaczenia zgodnie z rysunkiem:

CD - wysokos¢; CE dwusieczna kata ZACD; CF - dwusieczna kata ZCDB
Dane:

Trojkat prostokatny AABC, w ktérym |LACB| =90°

BC =a=2m
AC =b =15dcm =15m
Oblicz:

Dtugos$¢ odcinka EF ;

EF|=?

Zgodnie z oznaczeniami na rysunku ‘EF‘ =X+Y.

Wyznaczamy diugosci odcinkéw potrzebnych do obliczenia x oraz y
1. Trojkat prostokatny AABC
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy: ¢® = a® +b?
c?=22+15*=4+2,25=6,25
zatem c =25
2. Z podobienstwa trojkatéw AADC i AADC otrzymujemy:
9 = E stqd L = i ,
AC AB 15 25
215

zatem h=—""-=12
2,5

*® Rysunek wykonata Helena Ewert-Fechner za pomocg programu GeoGebra
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3. Trojkat prostokatny AADC :
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy: AD? = AC* —CD?,
czyli AD? =15° —1,2° =2,25-1,44=0,81, zatem AD =0,9

4, Tréjkat prostokatny ACDB: BD? =2° —1,2* =4-1,44 = 256, zatem BD =1,6

5. Zapisujemy twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego w tréjkacie AADC
E:ﬁ, czyli l:E wiec l:E, ale t+x=09=1t=09-Xx, zatem M:§ skad
ED CD X 12 X 4 X 4
5X=3,6-4x=>x=04

6. Zapisujemy twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie: ACDB
E:E,czyli E:i wiec E:§,ale z+y=16=2z=16-Yy, zatem 16—_)/:§
DF CD y 12 y 3 y 3

skad 5y=48-3y=y=0,6
7. Otrzymalismy: [EF|=x+y=04+06=1

Odpowiedz:
Odcinek przeciwprostokatnej zawarty miedzy dwusiecznymi ma dtugos¢ 1 m.
Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Oznaczenia i rysunek, ujednolicenie jednostek 1
B Obliczenie przeciwprostokatnej 1 wysokosci danego trojkata 1
C Obliczenie AD i BD 1
D Obliczenie x iy 2
E Obliczenie dhugosci |EF | i odpowied? 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Pakiet MN-1.3 ,lle, czy mozliwe, ze az tyle?”

I. Tresci merytoryczne:

edefinicje funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym 1 proste rownania
trygonometryczne,

ezadania prowadzace do prostych rownan wymiernych (liniowych, kwadratowych)
W kontekscie praktycznym,

e wzory skroconego mnozenia i ich zastosowania w wykazywaniu ztozonosci liczb,
¢ zbiory i dziatania na zbiorach, liczebnos$¢ zbioréw,

e dzielenie z reszta,

e rOwnania stopnia pierwszego i drugiego w liczbach naturalnych,

e pola figur ptaskich.

Il. Cele szczegotowe:

eksztalcenie rozumowania, tworzenia lancucha logicznego i1 umiejetno$ci uzasadnienia
argumentacji,
edobieranie modelu do sytuacji problemowej,

e tworzenie strategii rozwigzywania problemow, w tym praktycznych.

lll. Proponowane metody i formy pracy:

e praca w grupach,
eburza mozgow,

e karty pracy.
IV. Przebieg zajec:
Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” (1 godzina lekcyjna)

1. Sprawy organizacyjne (sprawdzenie obecnosci).
2. Podziat uczniéw na zespoty zadaniowe (grupy 4 - 5 osobowe).
3. Wybor lideréw, sekretarzy, asystentow poszczegodlnych grup.

4.Rozdanie kazdej z grup zestawoéw Cwiczen otwierajacych oraz materiatow potrzebnych
do rozwigzywania zadan.

5. Rozwigzywanie ¢wiczen przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
6. Przedstawienie i pordwnanie rozwigzan zadan przez przedstawicieli grup.
7.Zebranie kart z rozwigzaniami.

8. Podsumowanie i zakonczenie zaj¢c.

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"
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Uwaga: Rozwigzania poszczegdlnych zadan uczniowie powinni zapisywaé¢ na oddzielnych
kartkach, podpisanych nazwag zespotu i oznakowanych poprzez logo. Materiaty dla uczniow
stanowi pierwsza strona dokumentu ,,Cwiczenia otwierajace”.

Bibliografia do zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”

[1] Bobinski Z., Kourliandtchik L., Pogoda T., Pogoda Z., Swigtek A., Ustki M., Miniatury Matematyczne,
Wydawnictwo Aksjomat, Torun 2001, (Zadanie 3 - zad.5, str.46; Zadanie 4 - zad.11, str.38)

[2] Gdowski B., Plucinski E., Zbiér zadar z matematyki dla kandydatow na wyzsze uczelnie, Wydawnictwa
Naukowo - Techniczne WNT, Warszawa 2003 (Zadanie 1 - zad.194, str.2)

[3] Red. Klorek F., Matematyka, Zeszyt 5, Osrodek Doskonalenia Nauczycieli, Zielona Géra 1988, (Zadanie 2 -
zad.69, str. 48)

Spotkanie 2: ,Rozwigzmy razem” (2 godziny lekcyjne)

1. Uczniowie siadajg we wczesniej ustalonych zespotach zadaniowych.
2. Nauczyciel rozdaje jeden egzemplarz zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”.

3. Uczniowie dokonuja podziatu, ktora grupa bedzie rozwigzywata dane zadanie. Uczniowie
powinni pocia¢ zestaw zadan i rozdzieli¢ zadania do odpowiednich grup.

4.Kazda grupa rozwigzuje zadania samodzielnie. Po rozwigzaniu zadania uczniowie redaguja
odpowiedz na karcie odpowiedzi (kartka formatu A4).

5.Jezeli dany zespdt zadaniowy zakonczy prace, to jej czlonkowie powinni przylaczy¢ si¢
I pomo6c w rozwigzywaniu zadan innym grupom.

6. Nauczyciel zbiera karty z rozwigzanymi zadaniami.

7. Zakonczenie zajec.

Bibliografia do zestawu zadan ,,Rozwigzmy razem”

[1] Bobinski Z., Kourliandtchik L., Pogoda T., Pogoda Z., Swiatek A., Ustki M., Miniatury Matematyczne,
Wydawnictwo Aksjomat, Torun 2001, (Zadanie 3 - zad.5, str.46; Zadanie 4 - zad.11, str.38; Zadanie 6 - zad.2,
str.52)

[2] Butrym P., Matematyka w zadaniach praktycznych, Wydawnictwo Szkolne Omega, Krakéw 2004, (Zadanie 11
- zad. 30, str. 14)

[3] Gdowski B., Plucinski E., Zbior zadan z matematyki dla kandydatow na wyzsze uczelnie, \Wydawnictwa
Naukowo-Techniczne WNT, (Zadanie 10 - zad.195, str.25)

[4] KacierzynskiJ., 150 zadan z matematyki z rozwigzaniami, ODN Zielona Goral995, (Zadanie 1 - zad.42, str.13;
Zadanie 9 - zad.32, str. 11)

[5] Klorek F., Wartos¢ bezwzgledna w réznych zadaniach matematycznych, Wydawnictwo Klorek, Zielona Gora
1997, (Zadanie 12 - zad.21, str.49)

[6] Rams S., Rams T., Miedzynarodowy Konkurs Matematyczny ,,Matematyka bez Granic”, Czes¢ I, Zadania
konkursowe 1998-2002, Nowy Sacz 2003, (Zadanie 7 - zad. 6 str.52)

[7] Steinhaus H., 100 zadan, PHU ,DIP”, Warszawa 1993, (Zadanie 2 - zad.50, str.24; Zadanie 5 - zad. 55, str. 26;
Zadanie 8 - zad.58, str.27)
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Spotkanie 3: ,,Cwiczenia podsumowujace” (1 godzina lekcyjna)

1. Nauczyciel rozdaje poprawione i wypunktowane karty pracy zespotom zadaniowym.
2. Liderzy poszczegdlnych grup prezentuja rozwigzania zadania.

3. Nauczyciel ocenia prace grup (pozytywne wzmocnienie).

4. Podsumowanie zajec.

Uwaga: Karty odpowiedzi uczniow z zestawu ,,Rozwigzmy razem” beda stanowié zalacznik
do raportu z realizacji zaj¢¢.
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Spotkanie 1: ,,Cwiczenia otwierajace” —,, lle, czy mozliwe, ze az tyle?”

Exercisel. Sailing (5 points)

and from Szczecin to Wroclaw 6 days. What is the time of
Odra water flow from Wroclaw to Szczecin?

Exercice 1. Excursion en bateau (5 points)

Le bateau navigue sur I’Oder et met 3 jours pour se rendre
de Wroclaw a Szczecin et 6 jours pour se rendre de Szczecin
a Wroclaw.Quel est le temps de 1’écoulement d’eau du
fleuve Oder de Wroclaw a Szczecin?

Tareal. Un crucero (5 puntos)

Un barco navega sobre el rio Odra de Wroctaw a Szczecin 3 dias y de Szczecin a Wroctaw 6 dias.
(Cudl es el tiempo del paso del agua de Wroctaw a Szczecin?

Aufgabe 1. Reise mit einem Schiff (5 Punkte)

Ein Schiff fahrt auf der Oder aus Wroctaw nach Szczecin 3 Tage und aus Szczecin nach Wroctaw
6 Tage. Was ist die Zeit, in der das Wasser der Oder aus Wroctaw nach Szczecin durchflief3t?

Esercizio 1. La gita con la nave (5 punti)

La nave va sull’Odra di Wroctaw a Szczecin 3 giorni, e di Szczecin a Wroctaw 6 giorni. Quanto
tempo 1’acqua dell’Odra passa di Wroctaw a Szczecin?

Zadanie 2. Czy to mozliwe? (4 punkty)

W trojkacie roéwnoramiennym jeden bok jest dwukrotnie dluzszy niz drugi. Czy takze w tym
trojkacie jeden z katow jest dwukrotnie wigkszy od drugiego?

Zadanie 3. Réwnanko 1 (4 punkty)

Rozwigza¢ w liczbach naturalnych rownanie: 9Xx + xy —4y =12

Zadanie 4. Ztozony problem 1 (3 punkty)

Pokazaé, ze liczba 23"+ 1jest ztozona.
Wskazowka:

997 996+1 1996 1996 1996 .
Zauwaz, ze 237 2 ¥ ¥ _ o33 :(23 )3 i1=1°
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu ,,Cwiczen otwierajacych”
»lle, czy mozliwe, ze az tyle?”

Zadaniel. Wycieczka statkiem (5 punktow)

Statek ptynie Odra z Wroctawia do Szczecina 3 dni, a ze Szczecina do Wroctawia 6 dni.
Jaki jest czas przepltywu wody Odry z Wroctawia do Szczecina?

Rozwiazanie:
Oznaczmy:
s —odlegto$¢ migdzy Szczecinem i Wroctawiem
v, —predkos¢ wilasna statku
v, —predkos¢ pradu rzeki
t — czas przeptywu wody Odry z Wroctawia do Szczecina
s=(v,+Vv,)-3is=(v,-v,)-6
Otrzymujemy rownanie: 3v, +3v, =6v, —6v,, zatem v, =3v,
Wiegce droga s=(3v, +Vv, )-3=4v, -3=12v, .
Wiynika stad, ze potrzeba 12 dni, by woda Odry przeptyne¢ta z Wroctawia do Szczecina.

Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
yn Py 4 punktow
A Zapisanie thumaczenia 1
B Zapisanie poprawnego uktadu rownan 2
C Rozwigzanie zadania, t=12 dni 1
D Podanie odpowiedzi w wybranym jezyku 1
Exercise 1. Ship sailing (5 points)
Solution:
s —distance between Szczecin and Wroclaw
V, —ship’s own speed
Vv, —river’s midstream speed
t —time of flow of water from Wroclaw to Szczecin
s=(v, +v,)-3is=(v, —V,)-6
We obtain an equation: 3v, +3v, =6v, -6V, thus v, =3v,.
So the tripiss=(3v, +Vv, )-3=4v, -3=12v,.
We need 12 days to flowing of Odra water from Wroclaw to Szczecin.
Scores:
Activity Stages of solution Points
A Translation of exercise 1
B The correct system of equations 2
C Solution of exercise, t=12 days 1
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Exercice 1. Excursion en bateau (5 points)

Solution:

Déterminons:

s — la distance entre Szczecin et Wroclaw

v, — la vitesse propre du bateau

v, — la vitesse du courant du fleuve

t —le temps de I'’écoulement d’eau de I'Oder de Wroclaw a Szczecin
s=(v,+Vv,)-3is=(v,-V,) 6

Nous obtenons une I'équation : 3v, +3v, =6v, —6v,, donc v, =3v
Le chemin s=(3v, +V, )-3=4v, -3=12v,.

Ainsi, faut-il 12 jours pour que I'eau de I'Oder s’écoule de Wroclaw a Szczecin.

r

Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Présenter la traduction 1
B Présenter le systéme d’équation correct 2
C Trouver la solution, t=12 jours 1
D Donner la réponse dans la langue choisie 1

Tarea 1. Un crucero (5 puntos)

Solucion:

Marquemos:
s —la distancia entre Szczeciny Wroctaw

v, — la velocidad propia del barco

v, — lavelocidad del corriente del rio
t — tiempo del paso del agua de Odra de Wroctaw a Szczecin
s=(v,+V,)-3is=(v, -V, )-6 Obtenemos la ecuacién: 3v, +3v, =6v, —6v, entonces

v, =3v, Entonces, el camino s=(3v, +V,)-3=4v, -3=12v,.

De eso resulta que se necesita 12 dias para que el agua de Odra pase de Wroctaw a Szczecin.

Puntuacion:
Accion Etapas de la solucion de la tarea Cantidad de puntos
A Traduccion en polaco 1

Formacion del sistema correcto de ecuaciones

B 2
C Solucion de la tarea, t=12 dias 1
D Formulacion de la respuesta en lengua extranjera escogida 1
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Aufgabe 1. Reise mit einem Schiff (5 Punkte)

Losung:
Bezeichnen wir:
S —Entfernung zwischen Szczecin und Wroctaw

Ve ~ eigene Geschwindigkeit des Schiffes

Ve ~ Geschwindigkeit der Flussstromung

t —Zeit, in der das Wasser der Oder aus Wroctaw nach Szczecin durchflieflt

s=(v,+V,)-3und s=(v, -V, )-6

Wir bekommen eine Gleichung: 3v, +3v, =6v, —6v,, folglich v, =3v,

Also der Weg s =(3v, +V, )-3=4v, -3=12v,.

Daraus folgt, dass man 12 Tage braucht, damit das Wasser der Oder aus Wroctaw nach
Szczecin durchflief3t.

Punktwertung:
Tatigkeitsnummer Etappen der Aufgabenlosung Punktezahl
A Aufschreiben der Ubersetzung 1
B Aufschreiben eines richtigen Gleichungssystems 2
C Aufgabenlosung, t=12 Tage 1
D Antwortangabe in einer gewihlten Fremdsprache 1

Esercizio 1. La gita con la nave (5 punti)

Soluzione:

Indichiamo:

s —distanza tra Szczecin e Wroctaw

v, —velocita propria della nave

v, —velocita della corrente del fiume

t —tempo del scorrimento dell’acqua di Odra di Wroctaw a Szczecin
s=(v,+v,)-3is=(v,-Vv,)-6

Otteniamo I'equazione: 3v, +3v, =6v, —6v,, allora v, =3v,
Dunque lavia s=(3v, +V, )-3=4v, -3=12v,.

Di questo risulta che bisogna 12 giorni purché I'acqua di Odra passi di Wroctaw a Szczecin.

Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Numero di punti
A Traduzione scritta 1
B Formulazione dellle equazioni corrette 2
C Soluzione dell’esercizio, t=12 giorni 1
D Soluzione nella lingua scelta 1
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Zadanie 2. Czy to mozliwe? (4 punkty)

Rozwiazanie:
Jezeli w trojkacie réwnoramiennym jeden z bokoéw jest dwukrotnie wiekszy od drugiego, to

musi to by¢ tréjkat: x, 2x, 2x.

]

56

Oznaczmy kat przy podstawie «.
X
Mamy cosa = ZL = %, co daje kat a ~75°31', wtedy kat 8 =180° — 2 ~ 28°58'.
X

Zatem a # 25 aoraz f # 2a.

Whiosek:
Nie istnieje trojkat rownoramienny, w ktérym jeden bok jest dwukrotnie dtuzszy
niz drugi i jednoczes$nie jeden z katow dwukrotnie wiekszy od drugiego.
Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Oznaczenie trojkata zgodnie z warunkami zadania 1
B Wyznaczenie wartosci funkcji trygonometrycznej 1
C Rozwigzanie réwnania trygonometrycznego i podanie odpowiedzi 2

*® Rysunek wykonata Iwona Derendarz za pomoca programu Cabri Geometry Il
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Zadanie 3. Rdwnanko 1 (4 punkty)

Rozwigzanie:
Réwnanie 9x + xy —4y =12 zapiszemy w postaci:

x(9+y)=4(y +3).
Rozwazmy mozliwe postacie iloczynu:

x=1 X=2 X=4 9+y=1 9+y=2 |9+y=4
O+y=4y+12 |9+y=2y+6 (9+y=y+3 |[X=4y+12 (x=2y+6 |[X=y+3

Mamy zatem:

x=1 X=2 Xx=4 y=-8 y=-7 y=-5
lub lub uktad sprzeczny lub lub lub
y=-1 y=3 6=0 X =-20 8

= =— =— X=-2
: : . X=2
Podajemy rozwigzanie naturalne: 3
y =
Punktacja:
Liczba
C Je¢ Et i ia zadani
zynno$¢ apy rozwigzania zadania punktow
A Zapisanie rbwnania w postaci iloczynowej 1
B Rozwazenie mozliwych iloczynow 2
C Wybranie rozwigzan naturalnych 1
Zadanie 4. Ztozony problem 1 (3 punkty)
Rozwiazanie:
Zauwaz, ze a° +b° = (a + b)(a2 —ab+b? ) Zatem:
1997 1996 \3 1996 996 \2 996
2" 11= (27" +1= (2" 1) [ @ F -2 41 ],
Punktacja:
Liczba
C Je¢ Et i ia zadani
zynno$¢ apy rozwigzania zadania punktow
A Zapisanie liczby w postaci sumy sze$cianow 1
B Rozktad do postaci iloczynowe;j 1
C Udzielenie odpowiedzi do zadania 1
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Spotkanie 2: ,,Rozwigzmy razem” - ,lle, czy mozliwe, ze az tyle?”
Exercise 1. Sport class (6 points)

In the class room there are 40 pupils. 26 pupils play basketball, 25 swim, 27 ski.

Simultaneously: swim and play basketball 15 pupils, play basketball and ski 16 pupilsswim and ski
18 pupils. One of pupils is not interested in sport. How many pupils are interested in all three kinds
of sport? How many pupils are interested in only one kind of sport?

Exercice 1. Une classe sportive (6 points)

Il y a 40 ¢éléves dans une classe. 26 éléves jouent au volley-ball, 25 personnes nagent et 27 font du
ski. Il y en a 15 qui nagent et jouent au volley-ball en méme temps, 16 qui jouent au volley-ball et
font du ski et 18 qui nagent et font du ski. Un éleve ne fait pas du tout de sport. Combien d’¢leves
pratiquent tous les 3 sports? Combien d’éléves ne pratiquent qu’une seule discipline?

Tarea 1. La clase deportiva (6 puntos)

En la clase hay 40 alumnos. Al balonvolea juegan 26 de ellos, la natacion practican 25, esquian 27.
Al mismo tiempo, 15 practican la natacion y juegan al balonvolea. 16 juegan al balonvolea
y esquian, 18 practican la natacion y esquian. Un alumno no hace ningin deporte. ;Cuantos
alumnos practican todos los tres deportes? ;Cuantos alumnos practican solamente una disciplina
deportiva?

Aufgabe 1. Sportklasse (6 Punkte)

In einer Klasse sind 40 Schiiler. 26 Schiiler spielen Volleyball, 25 schwimmen, 27 laufen Ski.
Zugleich schwimmen und spielen Volleyball 15 Schiiler, 16 spielen Volleyball und laufen Ski,
18 schwimmen und laufen Ski. Ein Schiiler beschiftigt sich mit dem Sport nicht. Wie viele Schiiler
treiben alle drei Sportarten? Wie viele Schiiler treiben nur eine Sportart?

Esercizio 1. La classe di sport (6 punti)

Nella classe ci sono 40 studenti. La pallavolo praticano 26 studenti, nuotano 25, 27 praticano lo sci.
Nello stesso tempo 15 nuotano e praticano la pallavolo, 16 praticano la pallavolo e lo sci,
18 nuotano e praticano lo sci. Uno studente non fa dello sport. Quanti studenti praticano tutti i tre
sport? Quanti studenti praticano solo una disciplina sportiva?

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"

88 wspétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



UNIA EUROPEJSKA * o
KAPITAL LUDZKI l m EUROPEJSKI [
FUNDUSZ SPOLECZNY Fan

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Zadanie 2. S

Trzy sasiadki ztozyty si¢ po 15 ztotych i kupity szynke (bez skory, ttuszezu i kosci).

Jedna z nich podzielita jg na trzy czgsci zapewniajac, ze czgsci sg rowne co do cigzaru. Druga
o$wiadczyla, ze ma zaufanie tylko do wagi w sklepie na rogu; okazalo si¢ tam, ze czesci rzekomo
rowne odpowiadaja po przeliczeniu wartosci 14, 15 1 16 ztotych. Trzecia wspdlniczka postanowita
sprawdzi¢ to na swojej wadze domowej, ktora data znowu inny rezultat.

Powstata kldtnia, bo pierwsza obstawala przy rownosci swego podziatu, druga uznawata tylko wage
sklepows, a trzecia swoja. Jak mozna zatagodzi¢ spor i rozdzieli¢ kawatki (bez naruszenia ich
dalszym krajaniem) tak, zeby kazda kobieta musiata przyzna¢, ze dostata szynki co najmniej za
15 ztotych po obliczeniu wartosci wedtug tej wagi, w ktora ona wierzy?

Zadanie 3. Réwnanko 2 (4 punkty)

Rozwigzaé w liczbach naturalnych réwnanie: 3x° +5y° =345,

Zadanie 4. Ztozony problem 2 (3 punkty)

Pokazaé, ze liczba 237 1ljest ztozona.

Zadanie 5. lle ryb jest w stawie? (4 punkty)

Pewien ichtiolog chciat oszacowac ile jest w stawie ryb nadajacych si¢ do polowu. Zarzucit sie¢
0 przepisowych okach, po wyciagnieciu znalazt w niej 30 ryb, naznaczyt kazda odpowiednig farbg
I wrzucit z powrotem do stawu. Na drugi dzien zarzucit t3 samg sie¢ i ztowit 40 ryb, z ktorych dwie
miaty znaki. Jak z tego obliczyl w przyblizeniu liczbe ryb w stawie?

% Zdjecie wykonata Iwona Derendarz
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Zadanie 6. Bajka dla niegrzecznych licealistow (6 punktéw)

%% Baba Jaga i Zboj zbierali w lesie muchomory.

Okazato sie¢, ze kropek na muchomorach Baby Jagi
byto 13 razy wigcej niz na muchomorach Zboja.
Przesadna Baba Jaga oddala Zbojowi swoj
muchomor z najmniejszg liczbg kropek i wtedy
miata 8 razy wiecej kropek niz Zbodj. Pokazaé,

ze Baba Jaga zebrata nie wigcej niz 23 muchomory.

Zadanie 7. 5-ta kolumna (4 punkty)

Jezeli chodzi o dyscypling, to w armii rzymskiej nie bylo zartow. Kazdy

legionista miat swdj numer, aby dokladnie wiedziat jakie miejsce ma zajaé
w szyku. Gdy generat Arithmeticus nakazal swoim 990 legionistom
ustawienie si¢, to tworzyli oni szyk w ksztalcie prostokata ztozonego z 33
szeregow 1 30 kolumn. Przy czym kazdy szereg numerowany byt w porzadku
rosnacym, tak jak pokazano obok na zapisanej rolce.>® Dwaj legionisci Hocus
i Pokus stali w pigtej kolumnie, ale zaden z nich nie stal w pierwszym

% szeregu. Gdy Arithmeticus zostal wezwany
do Rzymu, dowddztwo przejat generat G e

Calculus. Zazadal on, aby legioni$ci ustawili si¢ w porzadku
rosngcym, jednakze tym razem w prostokat o 30 szeregach i
33 kolumnach. Jednak Hocus i Pokus dalej stali w piatej
kolumnie. Jakie numery maja obaj legionisci? Uzasadnij
odpowiedz!

Zadanie 8. Wstazka na rurce (4 punkty)

%0 25 metrow wstazki o grubosci 0.Immnawini¢to $cisle na rurke
kartonowa, otrzymujac walek o $rednicy 1dm . Jaka jest srednica
rurki?

Zadanie 9. Bez przesady.. (4 punkty)

Rozwigza¢ rownanie 1— ‘X - |X - ]” =X.

% Zdjecie wykonata Iwona Derendarz
% |lustracje — skany obrazkow ze zrodta
% 7djecie wykonata Iwona Derendarz
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Zadanie 10. Rozktad jazdy (4 punkty)

Z dwoch stacji wyjezdzaja jednoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi. Pierwszy jedzie
z predkoscia 15km/hwigksza niz drugi. Pociagi te spotkaly si¢ po 40 minutach jazdy. Gdyby drugi
pociag wyjechat o 9 minut wczesniej od pierwszego, to pociagi spotkalyby sie¢ w potowie drogi.
Obliczy¢ odlegtos¢ migdzy stacjami.

Zadanie 11. Mtodzi ogrodnicy (4 punkty)

Chlopiec moze wykosi¢ ogrodek w ciggu 80 minut, a jego siostra moze to zrobi¢ za 60 minut.
lle czasu zaj¢toby im wykoszenie ogrodu przy uzyciu dwoch kosiarek?

Zadanie 12. Pola figur (3 punkty)

Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji y =[x -1-2/i y=2.
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Rozwigzania oraz schemat punktacji zestawu éwiczen , Rozwigzmy razem”
»lle, czy mozliwe, ze az tyle?”

Zadaniel. Sportowa klasa (6 punktow)

W Kklasie jest 40 uczniow. W siatkowke gra 26, ptywa 25, jezdzi na nartach 27. Jednoczes$nie ptywa
i gra w siatkowke 15, gra w siatkowke i1 jezdzi na nartach 16, ptywa i jezdzi na nartach 18. Jeden
uczen nie zajmuje si¢ sportem. Ilu ucznidw uprawia wszystkie trzy sporty? Ilu uczniow uprawia
tylko jedng dyscypline sportowa?

Rozwigzanie:

Oznaczmy:

S-uczniowie grajacy w siatkdwke

N.- uczniowie jezdzacy na nartach

P - uczniowie uprawiajacy ptywanie

X - uczniowie uprawiajacy wszystkie trzy
dyscypliny

Z - tylko siatkowke

1 t - tylko narty

w-tylko ptywanie

61

Mamy:

z+(16—x)+x+(15-x)=26
t+(16 — x)+ x + (18 — x) =27
W+ (15— x)+x+ (18— x)=25

Wiec: z=x-5
t=x-7
w=Xx-8

Otrzymujemy réwnanie: 26 + (x — 7) + (18 - X) + X+ (X — 8) =39 codaje x=10.

Wszystkie dyscypliny uprawia 10 uczniéw. Tylko siatkowke uprawia 5 uczniow,
tylko narty - 3, tylko ptywanie - 2.

Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Przettumaczenie tre$ci zadania 2
B Oznaczenie zbioréw i ich licznos$ci 1
C Zapisanie rOwnan 1
D Wyznaczenie wartosci wybranej niewiadomej 1
E Udzielenie odpowiedzi w wybranym jezyku 1

®! Rysunek wykonata Iwona Derendarz za pomoca programu Cabri Geometry Il
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Exercisel. Sport class (6 points)

Solusion:

Denote:
S-pupils playing the basketball
N- pupils who ski
P- pupils who are interested in swimming
x-pupils interested in all three sports
z-only basketball
t- only ski
w-only swimming
We have:
z+(16—x)+x+(15-x)=26
t+(16 — x)+ x + (18 — x)=27
W+ (15— %)+ x+ (18 —x)=25

Thus: z=x-5
t=x-7
w=X-8

We obtain the equation: 26+ (x —7)+ (18 — x)+ x + (x —8) =139
What gives x=10. So, 10 pupils are interested in all three sports. 5 pupils basketball, 3 ski and
2 swimming.

Points:
Activity Stages of solution Points
A Translation in Polish 2
B Determination of cardinalities of sets 1
C Writing of equations 1
D Finding of value of one unknown 1
E Answer in English 1
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Exercice 1. Une classe sportive (6 points)

Solution:

Déterminons:
S- les éleves qui jouent au volley-ball

N- les éléves qui font du ski
P- les éleves qui nagent
x- les éleves qui pratiquent toutes les trois
disciplines
z- seulement le volley-ball
t- seulement le ski
w- seulement la natation
Nous avons:
z+(16—x)+x+(15-x)=26
t+(16—x)+ x + (18— x)=27
W+ (15— x)+x+(18 - x)=25
Alors: z=x-5
t=x-7
w=X-8
Nous obtenons une équation : 26 + (x —7)+ (18 — x)+ x + (x —8) =39

Cela donne x=10. Toutes les trois disciplines sont pratiquées par 10 éleves. 5 éleves
pratiquent seulement le volley-ball, 3 - seulement le ski et 2 - seulement la natation.

Pointage:
Activité Solution étape par étape Nombre de points
A Traduction du contenu de 1’exercice 2
B Déterminer les ensembles et leurs nombres 1
C Ecrire les équations 1
D Déterminer la valeur de I’inconnu choisi 1
E Donner la réponse dans la langue choisie 1
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Tarea 1. La clase deportiva (6 puntos)

Solucion:

Marguemos:
S-alumnos que juegan al balonvolea
N-alumnos que esquian

P- alumnos que practican la natacion
x- alumnos que practican todas las tres
disciplinas

z-solamente el balonvolea

t- solamente esqui

Ww- solamente la natacién
Tenemos:
2+ (16— x)+ x+ (15— x)=26
t+(16 — x)+ x + (18 — x) =27
W+ (15— %)+ x+ (18 —x)=25
Entonces: z=x-5
t=x-7
wW=X-8
Obtenemos una ecuacién: 26+ (x —7)+ (18 — x)+ x +(x —8) =139
Lo que da: x=10. Todas las tres disciplinas practican 10 alumnos. Solamente el balonvolea
practican 5 alumnos, solamente el esqui -3, solamente la natacion-2.

Puntuacion:
Accion Etapas de la solucion de la tarea Cantidad de puntos
A Traduccion del contenido de la tarea 2
B Designacion de los conjuntos y su numero de elementos 1
C Notacion de las ecuaciones 1
D Célculo del valor de una incdgnita escogida 1
E Formulacién de la respuesta en lengua extranjera 1
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Aufgabe 1. Sportklasse (6 Punkte)

Losung:

Bezeichnen wir:
S- Schiiler, die Volleyball spielen
N- Schiiler, die Ski laufen

P- Schiiler, die schwimmen

x-Schiiler, die alle drei Sportarten treiben
z-nur Volleyball

t- nur Skifahren

w-nur Schwimmen

Wir haben:
Z+(16 - x)+ x+ (15— x)=26
t+(16—x)+ x + (18— x)=27
W+ (15— %)+ x+ (18 —x)=25
Also: z=x-5
t=x-7
wW=X-8
Wir bekommen eine Gleichung: 26+ (x —7)+(18—x)+x+(x—8)=39
Was x =10 gibt. Alle Sportarten treiben 10 Schiiler. Nur Volleyball treiben 5 Schiiler, nur
Skifahren - 3, nur Schwimmen - 2.

Punktwertung:
Tatigkeitsnummer Etappen der Aufgabenlosung Punktezahl
A Ubersetzung des Aufgabeninhalts 2
B Bezeichnung der Mengen und ihrer Miachtigkeiten 1
C Aufschreiben der Gleichungen 1
D Bestimmung der Wert von einer gewéhlten Unbekannten 1
E Antwortangabe in einer gewihlten Fremdsprache 1
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Esercizio 1. La classe di sport (6 punti)

Soluzione:
Indichiamo:

S - studenti praticando la pallavolo

n - studenti praticando lo sci

P - studenti praticando il nuoto

X - studenti praticando tre discipline sportive
z - solo la pallavolo

t - solo lo sci

w - solo il nuoto

Abbiamo:
z+(16 - x)+ x+ (15— x)=26
t+(16 —x)+x+(18—x)=27
W+ (15— %)+ x+ (18 —x)=25
Dunque: z=x-5
t=x-7
w=Xx-8
Otteniamo l'equazione: 26 + (x —7)+ (18 — x)+ x + (x —8) =39
Questo fa x=10.10 studenti praticano tutte le discipline. 5 studenti praticano solo la
pallavolo, solo lo sci - 3, solo il nuoto - 2.

Punteggio:
Attivita Tappe della soluzione dell’esercizio Numero di punti
A Traduzione di contenuto dell’esercizio

B Definizione degli insiemi e del loro quantita
C Formulazione delle equazioni
D
E

Designazione del valore della incognita scelta
Soluzione nella lingua celta

Rl R RN

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"

wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 37



rok zal. 1919
UNIA EUROPEJSKA * ¥ x
KAPITAL LUDZKI l m ROPEISKA  [REAR
FUNDUSZ SPOLECZNY Fan

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSC

Zadanie 2. Szynka $wigteczna (4 punkty)

Rozwiazanie:
Spor mozna zatagodzi¢ w nastepujacy sposob:
Pierwszenstwo wyboru kawatka szynki dajemy trzeciej wspoélniczce. Wybierze ona
oczywiscie ten kawatek, ktéry na wadze domowej wazyl nie mniej od kazdego z dwoch
pozostatych kawatkéw, a wiec ten, ktéry- w jej mniemaniu- odpowiadat po przeliczeniu
wartosci nie mniejszej od 15 ztotych. Taki kawatek musi istnie¢, gdyz przy podziale catosci na
trzy czesci jedna z tych czeSci musi by¢ nie mniejsza od 1/3 catosci. Nastepnie wybiera swoj
kawatek druga wspélniczka. I ta musi by¢ zadowolona, gdyz po dokonaniu wyboru przez
trzecig wspélniczke pozostat co najmniej jeden kawatek, ktéry wedtug wagi w sklepie na rogu
odpowiadal po przeliczeniu wartos$ci nie mniejszej niz 15 zlotych. Pierwsza wspdélniczka
otrzymuje pozostaty kawatek; ona takze musi by¢ zadowolona, bo uwazata wszystkie kawatki
za rowne co do wagi.

Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Opracowanie strategii wyboru 3
B Udzielenie poprawnej przejrzystej odpowiedzi 1

Zadanie 3. Réwnanko 2 (4 punkty)

Rozwiazanie:
3x® +5y? =345. Podstawmy: y =3u. Mamy: 3x? +5-9u? =345
Po podzieleniu stronami: x* +15u® =115
Teraz x =5w. Otrzymujemy: 25w’ +15u® =115. Dalej: 5w” + 3u® =23
Zatem: 5w? <23, w? <4, w<2.
Bioragc: W=2mamy: 5-4+3u® =23, u=1
Dla w=1mamy:5-1+3u® =23, u® =6 co niemozliwe w liczbach naturalnych.

x=5-2=10
Zatem:
y=3-1=3
Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba
yn Py 2 punktow
A Podanie pelnego rozwigzania 3
B Podanie odpowiedzi (jesli odpowiedz zostala ,,wstrzelona”- tylko 1
1 pkt)
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Zadanie 4. Ztozony problem 2 (3 punkty)

Rozwiazanie:
Zauwaz, ze a° —b® =(a - b)(a2 +ab+b’ ) Zatem:
231997 1= (231996 )3 1= (231996 _ 1) [ (231996)2 N 231996 41 ]

Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Zapisanie liczby w postaci r6znicy szeScianOw 1
B Rozktad do postaci iloczynowej 1
C Udzielenie odpowiedzi do zadania 1

Zadanie 5. lle ryb jest w stawie? (4 punkty)

Rozwigzanie:

Niech n oznacza liczbe ryb w stawie nadajacych sie do potowu. Stosunek liczby ryb

oznaczonych(farbg) do wszystkich ryb wynosi @ Za drugim razem ichtiolog ztowit 40 ryb,
n

sposrod ktorych 2 byly oznaczone. Stosunek liczb oznaczonych do wszystkich wynosit
2

20°20° Jesli przyjmiemy, Ze oznaczone byly w stawie rownomiernie roztozone ws$réd

wszystKich ryb, to oba stosunki muszg by¢ jednakowe, czyli 30_ 2—10 skad n=600.
n

Liczba ryb w stawie nadajacych sie do potowu dang siecig wynosi wiec w przyblizeniu 600.

Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Wprowadzenie oznaczen niezbednych do rozwigzania zadania 1
B Ustalenie wspotczynnika proporcjonalnosci 1
C Zbudowanie rOwnania wymiernego 1
D Obliczenie przyblizonej ilosci ryb w stawie 1
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Zadanie 6. Bajka dla niegrzecznych licealistéw (6 punktéw)

Rozwiazanie:

Oznaczmy:
n- liczba grzybéw zebranych przez Babe Jage
k- liczba wszystkich kropek na muchomorach Baby Jagi
x- liczba kropek na muchomorach z najmniejsza liczbg kropek, w$réd muchomoréw Baby Jagi
z- liczba kropek na muchomorach zebranych przez Zboja
k=13z
Mamy: 1k — x =8(z + x)
k—x>(n-1)x
13-9x
c

Z dwéch pierwszych rownan mamy: 13z =X +8z +8x; 52 =9x, czyli z = % X, k=

.. C ..y, , . X
Wstawiajac do ostatniej nieréwnosci —x>(n-1)x

otrzymujemy: n —1< % —-1,n< % n <23, co nalezato pokazac.

Punktacja:

Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow

A Oznaczenia niezbedne do rozwigzania zadania 1

Zapisanie uktadu rownan i nierownosci po 1 punkcie za kazde

B 3
C Analiza zwigzkéw migdzy niewiadomymi 1
D Doprowadzenie do prawidlowej odpowiedzi 1
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Zadanie 7. 5-ta kolumna (4 punkty)
Rozwiazanie:

W ustawieniu Arithmeticusa legionisci pigtej kolumny majg numery 5+ 30a, gdzie 1<a < 32.

W ustawieniu Calculusa w pigtej kolumnie stojg legionisSci z numerami 5+ 33b, gdzie
1<b<29.

Gdy legionista, w obu ustawieniach stoi w 5 kolumnie, to jego numer speinia réwnanie:
5+ 30a=>5+33b, czyli: 30a =33b.

a=11
Dla otrzymuje sie numer 335.
b=10

b=20
Hocus i Pokus majg numery 3351 665.

a=22 o
Dla otrzymuje sie numer 665.

Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Zapisanie numerdw obu zotnierzy pod dowodztwem Arthmeticusa 1
B Zapisanie numerdw obu zotnierzy pod dowodztwem Calculusa 1
C Poréwnanie 1
D Podanie poprawnych numeréw obu Zohierzy 1

Zadanie 8. Wstazka na rurce (4 punkty)
Rozwiazanie:
Pole przekroju poprzecznego watka ma 257 cm? (r =5 Cm), z czego wstazka wypetnia pole

25 cm?, wiec rdzen ma pole 25(7 —1) cm?.

2
Oznaczmy przez d $rednice rurki(bez wstazki); wéwczas z réwnania ﬂ'T = 25(7r — 1) wynika

d=10""1 cm~8.26 om.
V4
Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow

A Ustalenie pola watka z wstazka 1
B Ustalenie pola zajmowanego przez wstazke 1
C Ustalenie pola samego kartonowego watka 1

Wyznaczenie Srednicy watka 1
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Zadanie 9. Bez przesady.. (4 punkty)

Rozwiazanie:

1—x=‘x—|x—]1

Wtedy: 1-x=|x+x-1], 1-x=[2x -1

Rozwazmy dwie mozliwosci:

1) XE(—OO,%)Wtedy: 1-x=-2x+1, x=0

2) XE<%, 1 )wtedy: 1-x=2x-1, x:%.

Odpowiedz: x e {O, %}

, aby istniato rozwigzanie, musi by¢ spetniony warunek: 1- x>0, czyli x<1.

Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania LICZb,a
punktéw
Ograniczenie zbioru rozwigzan réwnania (niekoniecznie przy
A kompletnym rozwigzaniu) 1
B Rozwazenie poszczegdlnych przypadkdéw 2
C Zebranie i udzielenie poprawnej odpowiedzi 1
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Zadanie 10. Rozktad jazdy (4 punkty)

Rozwiazanie:
Oznaczmy:
s-odlegto$¢ miedzy stacjami
v-predkos$¢ drugiego pociggu
t- czas potrzebny na przejechanie potowy drogi miedzy stacjami przez szybszy pociag
Mamy réwnania:

5:4—0(v+15)+4—0v:ﬂv+10
60 60 3

9 1
t(v+15)=|t + — |v, z drugiego rOwnania wyznaczamy: t=—v
(v+15) ( 60} gieg y yit=155

Poréwnujemy odlegto$¢ miedzy miejscowos$ciami podstawiajac t = ﬁv :

iv(v+15)+(iv+ijv:ﬂv+10

100 100 20 3
ivz +£v+iv—iv—10=0, otrzymujemy: iv2 —ﬁv—m:o
100 100 20 3 50 30

3v? —155v —1500 =0, A = 24025+ 18000 = 42025, /A =205, v, =60 km/h, v, <0.
Dla v =60mamy s=%-60+10=90 km

Odlegtos¢ miedzy stacjami wynosi 90km.

Punktacja:
Czynnos$¢ Etapy rozwigzania zadania Llczpa
punktow
A Oznaczenia niezbedne do rozwigzania zadania 1 ujednolicenie jednostek 1
Zbudowanie rownan wigzacych droge, predkosci i czasy przejazdu

B pociagdéw .

C Doprowadzenie do réwnania kwadratowego z jedng niewiadoma 1

D Podanie odlegtosci migdzy stacjami 1
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Zadanie 11. Mtodzi ogrodnicy (4 punkty)

Rozwiazanie:
Oznaczmy:
P - powierzchnia ogrodu do wykoszenia
W, —wydajnos¢ chtopca
W, —wydajno$¢ dziewczynki

t — czas potrzebny na wykoszenie ogrodu przy uzyciu obu kosiarek

Mamy: P=@WC i Pzgwd,zatem: W, =ﬂwC
60 60 3

Razem: P =(w, +w, )-t

P:(%WC +Wcj-t,takwie;c PzgwC -t

Mamy roéwnanie: %WC :gwC -t, mamy: t:;h:;-GO min. =34 min.

Punktacja:
Czynnos¢ Etapy rozwigzania zadania Llczpa
punktow
A Oznaczenia niezbedne do rozwigzania zadania 1
B Zapisanie rownania umozliwiajacego porownanie wydajnosci rodzenstwa 1
C Poréwnanie wykonanej pracy 1
D Uzyskanie poprawnej odpowiedzi 1
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Zadanie 12. Pola figur (3 punkty)

Rozwiazanie:

Wykonujemy wykresy funkcji: y = Hx -1 - 2‘ iy=2

N4

-2 62

Figure tworzg dwa przystajace tréjkaty rownoramienne o podstawie 4 i wysokosci 2.

Obliczamy pole: S :2-%-4~2=8.

Punktacja:
Czynno$¢ Etapy rozwigzania zadania Liczba punktow
A Narysowanie wykresu funkcji z wartoscig bezwzgledna 1
B Zaznaczenie figur 1
C Obliczenie ich pola 1

82 Wykres wykonata Iwona Derendarz za pomoca programu Cabri Geometry 1

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"

wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego 105



rok zal. 1919
UNIA EUROPEJSKA * ¥ x
KAPITAL LUDZKI l m ROPEISKA  [REAR
FUNDUSZ SPOLECZNY Fan

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSC

Bibliografia

[1] Bednarek W., Zbior zadan dla uczniow lubigcych matematyke, Gdanskie Wydawnictwo
Oswiatowe, Gdansk 1995

[2] Bobinski Z., Kourliandtchik L., Pogoda T., Swiatek A., Uscki M., Miniatury
matematyczne 5, Wydawnicywo Aksjomat, Torun 2001

[3] Butrym P., Matematyka w zadaniach praktycznych, Wydawnictwo Szkolne Omega,
Krakow 2004

[4] Gdowski B., Plucinski E., Zbior zadan z matematyki dla kandydatow na wyzsze uczelnie,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne WNT, Warszawa 2003

[5] Kacierzynski J., 150 zadan z matematyki z rozwigzaniami, O$rodek Doskonalenia
Nauczycieli, Zielona G6ral995

[6] Kartasinski S., Okotowicz M., Zbior zadan maturalnych i egzaminacyjnych. Czeg$é druga,
Geometria i trygonometria, Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1965

[7] Klorek F., Wartos¢ bezwzgledna w réznych zadaniach matematycznych, \Wydawnictwo
Klorek, Zielona Gora 1997

[8] Pyrdot P., Matematyka. Zbior zadan Linia 2, Wydawnictwo Pedagogiczne OPERON,
Gdynia 2003

[9] Rams S., Rams T., Miedzynarodowy Konkurs Matematyczny ,, Matematyka bez Granic”,
Czes¢ I, Zadania konkursowe 1998-2002, Nowy Sacz 2003

[10] Steinhaus H., 100 zadan, PHU ,,DIP”, Warszawa 1993

[11] Sniezek A., Tecza P., Zbior zadar z algebry dla szkél srednich, Wydawnictwa szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 1994

[12] Red. Klorek F., Materialy dla nauczycieli matematyki, zeszyt 4, Osrodek Doskonalenia
Nauczycieli, Zielona Goéra 1998

[13] Red. Klorek F., Matematyka, Zeszyt 5, Osrodek Doskonalenia Nauczycieli,
Zielona Goéra 1988

[14] Etap finatlowy Migdzynarodowego Konkursu ,,Matematyka bez Granic”, 4 marca 2010

[15] Migdzynarodowy Konkurs ,,Matematyka Bez Granic”, Konkurs 7 marca 2007

[16] Migdzynarodowy Konkurs ,,Matematyka Bez Granic”, Konkurs 3 marca 2005

[17] Migdzynarodowy Konkurs ,,Matematyka Bez Granic”, Zadania przygotowawcze,
grudzien 2005

[18] Miedzynarodowy Konkurs ,,Matematyka Bez Granic”, Zadania przygotowawcze,
grudzien 2004

[19] http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/spip/spip.php/article231

[20] http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/spip/spip.php/article191

[21] http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/spip/spip.php/article298

[22] http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/spip/spip.php/article398

[23]http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/FichPDF/MSF01_02D.pdf

[24]http://www.edusektor.net/matematyka-ciek.htmi

[25]http://maths-msf.site2.ac-strasbourg.fr/FichPDF/MSF02_03E.pdf

Polskie Towarzystwo Matematyczne realizuje projekt "Wespdt w zespdt z Matematyka bez Granic"

106 wspétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



