Biuro Projektu

ul. Janiszewskiego 14a, bud. C-11, pok. 6.02

50-370 Wroctaw

tel.: +48 71 320 31 02

matketmatyl-;a fax: +48 71 320 45 78
reaktywac)a mail: mr@pwr.wroc.pl

www.matematyka-reaktywacja.pl

»Opracowanie i wdrozenie kursu wyréwnawczego z matematyki z wykorzystaniem technologii
informacyjno-komunikacyjnych dla ucznidéw szkét ponadgimnazjalnych”

Metodyka nauczania matematyki ze wspomaganiem e-learningowym

Zdzislaw Porosinski

Wstep 2

Matematyka Re@ktywacja 6
Uczestnicy projektu 6

Wymagania techniczne 7

Funkcjonalno$¢ materialow e-learningowych 8
Elektroniczna zawartos¢ kursu wyrownawczego 8

Typy zadan i funkcjonowanie interaktywnych e-cwiczen 9

Metodyka nauczania 11
Wyktady i ¢wiczenia 14
Elektroniczne sprawdziany 22

Szczegoty funkcjonowania sprawdziandw 25
Podsumowanie 27
Bibliografia 29

Dodatek 30

Podstawa programowa 23 grudnia 2008r - tresci ksztatcenia matematyki dla szkét ponadgimnazjalnych 30

r—

KAPITAL LUDZKI

HARODOWA STRATEGIA SPAUNOSCI

:} UNIA EVROPEISKA
S , . ELIROIPESK]
: Politechnika Wroctawska FUNDILISE SPOLECENY

weatytin Matrrmatybd | bl ok

Projekt wspotfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego.



mailto:mr@pwr.wroc.pl

matematyka

reaktywacja

Biuro Projektu

ul. Janiszewskiego 14a, bud. C-11, pok. 6.02
50-370 Wroctaw

tel.: +48 71 320 31 02

fax: +48 71 320 45 78

mail: mr@pwr.wroc.pl

www.matematyka-reaktywacja.pl

»Opracowanie i wdrozenie kursu wyréwnawczego z matematyki z wykorzystaniem technologii
informacyjno-komunikacyjnych dla ucznidéw szkét ponadgimnazjalnych”

Opanowanie jakiejkolwiek dziedziny — od gry w pitke nozng do teorii wzglednosci —
wymaga wysitku. Nie wymaga jednak nieprzyjemnego wysitku, nudziarstwa. Gtownym
zadaniem kazdego nauczyciela jest sprawié, aby jego przedmiot byt interesujgcy.

W.W. Sawyer, ,, Matematyka naukq przyjemng”

Wstep

Wedhug zatozen nowej podstawy programowej z 23 grudnia 2008r., po ukonczeniu trzeciego
etapu edukacji, gimnazjum, uczen powinien poszerzy¢ i poglebi¢ wiedz¢ matematyczng zdo-
byta w szkole podstawowej osiggajac nastepujace cele (w zakresie tresci szczegdtowo wy-
mienionych w podstawie programowej):

1.

Wykorzystanie i tworzenie informacji. Uczen interpretuje i tworzy teksty o charakte-
rze matematycznym, uzywa jezyka matematycznego do opisu rozumowania i uzyska-
nych wynikow.

Wykorzystywanie i interpretowanie reprezentacji. Uczen uzywa prostych, dobrze
znanych obiektow matematycznych, interpretuje pojgcCia matematyczne i operuje
obiektami matematycznymi.

Modelowanie matematyczne. Uczen dobiera model matematyczny do prostej sytuacji,
buduje model matematyczny danej sytuacji.

Uzycie i tworzenie strategii. Uczen stosuje strategie jasno wynikajaca z tresci zadania,
tworzy strategie rozwigzania problemu.

Rozumowanie i argumentacja. Uczen prowadzi proste rozumowania, podaje argu-
menty uzasadniajace poprawnos¢ rozumowania.

Tak przygotowani uczniowie przechodza na czwarty etap ksztatcenia — szkoty ponadgimna-
zjalne (licea i technika), w ktérym powinni, tak w zakresie podstawowym, jak i rozszerzo-
nym, osiggnaé umieje¢tnosei niezbedne do sprostania wymogom egzaminu maturalnego, ale
réwniez przygotowania do zycia we wspoOlczesnym §wiecie:

1. Wykorzystanie i tworzenie informacji. Uczen interpretuje tekst matematyczny. Po
rozwigzaniu zadania interpretuje otrzymany wynik. Uczen uzywa jezyka matematycz-
nego do opisu rozumowania i uzyskanych wynikow.

2. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. Uczen uzywa prostych, dobrze
znanych obiektow matematycznych. Uczen rozumie i interpretuje pojecia matema-
tyczne oraz operuje obiektami matematycznymi.
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3. Modelowanie matematyczne. Uczen dobiera model matematyczny do prostej sytuacji
i krytycznie ocenia trafnos¢ modelu. Uczen buduje model matematyczny danej sytu-
acji, uwzgledniajac ograniczenia i zastrzezenia.

4. Uzycie i tworzenie strategii. Uczen stosuje strategig, ktora jasno wynika z tresci za-
dania. Uczen tworzy strategi¢ rozwiazania problemu.

5. Rozumowanie i argumentacja. Uczen prowadzi proste rozumowanie, sktadajgce si¢
z niewielkiej liczby krokdéw. Uczen tworzy tancuch argumentéw i uzasadnia jego po-
prawnosc.

W szczegolnosci ksztalcenie matematyczne ma pomoéc uczniowi w poznawaniu i Zrozumieniu
$wiata, w zdobyciu umiejetnosci projektowania i wykonywania obliczen, porzadkowania,
przetwarzania oraz interpretowania danych liczbowych w postaci graficznej oraz
W podejmowaniu réznych dziatan.

Wymienione wyzej cele brzmig wspaniale, skad wigc tak mierne efekty edukacji?
Skad bierze si¢ powszechny lek przed matematyka?

W badaniach Migdzynarodowego Programu Oceny Umiejetnosci Uczniow (Programme for
International Student Assessement — PISA) wzigto udziatl okoto 400 000 uczniow z catego
$wiata, ktorzy reprezentowali ponad 20-milionowg populacje pigtnastolatkow. Zasadniczym
narzedziem, stanowigcym podstawe badania umiejgtnosci ucznidw, byt test kompetencyjny.
W Polsce, oprocz pigtnastolatkow, ktorych wyniki sa porownywane miedzynarodowo, bada-
niem objeto takze uczniow pierwszej i drugiej klasy szkot ponadgimnazjalnych.
Celem badania bylo sprawdzenie:
¢ na ile mlodzi pi¢tnastoletni ludzie sg przygotowani do zycia we wspolczesnym $wie-
cie, w ktérym nauka i technika odgrywaja coraz wigksza rolg,
¢ naile swobodnie poruszajg si¢ wérod zagadnien zwigzanych z rozumowaniem, zarow-
no w naukach przyrodniczych, jak i humanistycznych,
e czy potrafig odwotywac¢ si¢ do matematyki w rozwigzywaniu codziennych proble-
mow.

Umiejetnosci matematyczne byly badane w catym cyklu badan PISA (lata 2000, 2003, 2006 1
2009), przy czym matematyka byta domeng gtéwng w roku 2003. Dla zbadania umiejetnosSci
uczniéw uzyto wowczas 84 zadan. Pakiet 48 tych samych zadan rozwigzywali uczniowie w
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badaniu PISA 2006. Wykorzystanie tych samych zadan w odstepie 3 lat pozwolito na budo-
wanie poréwnan wynikow, jakie uzyskali uczniowie w kolejnych badaniach.

Zadania, w ktorych polscy uczniowie wypadli powyzej Sredniej, odwotuja si¢ gtdéwnie do
trzech umiejetnoscei, zidentyfikowanych juz po badaniu PISA 2003 jako mocne strony pol-
skich uczniow:

e stosowanie znanych algorytmow,

e umiejetnos¢ odczytywania danych z wykresow, diagramow i tabel,

e wyobraznia geometryczna.

Polscy uczniowie gorzej (ponizej $redniej) poradzili sobie z zadaniami, w ktorych uczen mu-
sial wyj$¢ poza znane sobie, rutynowe sposoby postepowania:
e samodzielne opanowanie nieznanego wczesniej modelu lub kontekstu,
e zaprojektowanie strategii postgpowania — odpowiedniego ciagu dziatan, sktadajacego
si¢ z dobrze znanych operacji, prowadzacego do rozwigzania,
e przeprowadzenie rozumowania polegajacego na analizie dziatania pewnego systemu i
wyciagnieciu wnioskow z tej analizy.

Wiyniki polskich uczniow nasuwajg wazne wnioski. Dane pozwalaty na przedstawienie pro-
blemu gornej ¢wiartki, czyli najlepszych polskich ucznidéw, ktérzy jednak uzyskali relatywnie
stabsze wyniki niz analogiczna grupa z innych krajow. Przez problem gérnej é¢wiartki rozu-
miemy trudno$¢ w rozwijaniu przez polskie szkoty ztozonych umiejg¢tnosci uczniow, nieza-
leznie od poziomu mlodziezy objetej ksztatceniem.

W roku 2003 problem ten dotyczyt wszystkich badanych dziedzin, jednak najsilniej zaryso-
wal si¢ w matematyce. Rozwijanie umiej¢tnosci samodzielnego myslenia, rozumowania na-
ukowego, modelowania i rozumowania matematycznego, formutowania hipotez, zwigztego
zapisania wnioskow, dostrzegania alternatywnych rozwigzan problemu, stanowi pigte achille-
sowg polskiej oswiaty. Ten ogolny wynik zostat potwierdzony przez badanie PISA 2006. Na-
stapito zmniejszenie odsetka gimnazjalistow polskich na dwdch najnizszych poziomach umie-
jetnosci i w roku 2006 odsetek ten jest nizszy niz $rednia. Odsetek gimnazjalistow na dwoch
najwyzszych poziomach umiej¢tnosci jest nadal znacznie nizszy niz $rednia dla wszystkich
krajow.
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Miedzy rokiem 2003 a 2006 nastgpita poprawa wynikoéw (juz do§¢ wysokich w roku 2003) w
zadaniach wymagajacych uzycia znanego uczniom algorytmu. Mimo, ze kazda poprawa wy-
nikéw wydaje si¢ powodem do zadowolenia, to fakt, Ze poprawa ta nastapita jedynie w zada-
niach tego typu moze $wiadczy¢ o poglebiajacej si¢ rutynizacji nauczania matematyki w gim-
nazjum. Polscy gimnazjalisci coraz bardziej specjalizujg si¢ w zadaniach odtworczych, ruty-
nowych i1 nadal nie potrafiag radzi¢ sobie w sytuacjach wymagajacych samodzielnego,
tworczego myslenia i rozumowania.

Wydaje si¢, ze w nauczaniu matematyki w gimnazjach, a takze w liceach (0 czym $wiadcza
analizy wynikOw matur), nauczyciele zbyt wiele czasu po$wigcaja na proste umiejetnosci,
rutynowe rachunki i rozumowania, ktére z natury rzeczy sa nudne i nuzace, gdy sa wykony-
wane ponad potrzebe. Takie ,,sprawdzanie pamigci” u uczniéw zdolnych niszczy zaintereso-
wanie matematyka i che¢ stawienia czota problemom widzianym po raz pierwszy, €O jest isto-
ta ,,sprawdzania rozumowania”. Dla uczniow malo uzdolnionych w przedmiotach $cistych
nawet niski prog wymagan stanowi barier¢ zbyt wysoka, aby uzyskiwa¢ cho¢by drobne suk-
cesy na tyle czesto, zeby mie¢ motywacje do osiggnigcia wyzszych kompetencji przez zwigk-
szony wysilek. Nauczycielom ukierunkowanym na ,,Sredniego” ucznia brakuje czasu na wy-
ksztatcenie podstawowych kompetencji u ucznidéw mniej zdolnych i na rozwini¢cie zaintere-
sowan matematycznych u ucznidéw najzdolniejszych.

W klasycznym systemie uczenia matematyki, duza czg¢s¢ zajeé audytoryjnych musi by¢ prze-
znaczona wlasnie na ¢wiczenia ,.treningowe™ polegajace na stosowaniu znanych wzoréw lub
metod. Dostepne technologie komputerowe pozwalajg zautomatyzowaé ¢wiczenia tego typu
poprzez interaktywne e-éwiczenia lub e-zadania. Dzigki temu zajecia audytoryjne i kwalifika-
cje nauczyciela moga by¢ wykorzystane na oméwienie bardziej zaawansowanych zagadnien i
na zastosowania.
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Matematyka Re@ktywacja

Obok braku obowigzkowej matury z matematyki przez 20 lat (do 2010 roku) i niskiego po-
ziomu nauczania przedmiotow Scistych w czesci szkol, jedng z gldéwnych przyczyn stabych
umiejetnosci matematycznych ucznidw jest brak pomocy uczniom majacym problemy z na-
uka matematyki. Najwigksze trudnosci z uzyskaniem pomocy maja uczniowie z matych miej-
scowosci 1 to oni uzyskuja stabsze wyniki na egzaminach i testach kompetencyjnych.

Aby sprosta¢ oczekiwaniom MEN podwojenia do 2015 roku liczby maturzystow wybieraja-
cych w dalszej edukacji kierunki Sciste 1 techniczne, nalezy podja¢ dzialania rozwijajace
umiejetnosci uczniow w zakresie kluczowych kompetencji. Taki tez jest cel projektu ,,Opra-
cowanie i wdrozenie kursu wyrownawczego z matematyki z wykorzystaniem technologii in-
formacyjno-komunikacyjnych dla uczniéw szkét ponadgimnazjalnych” realizowanego pod
hastem ,,Matematyka Re@ktywacja” w ramach Programu Operacyjnego Europejskiego Fun-
duszu Spotecznego. Pomystodawcami i wykonawcami projektu sa pracownicy Politechniki
Wroctawskiej a koordynatorem projektu jest dr Jedrzej Wierzejewski z Instytutu Matematyki
i Informatyki Politechniki Wroctawskie;.

Uczestnicy projektu

,Matematyka Re@ktywacja” wykorzystuje system wspomagania nauczania, w ktéorym za-
awansowane technologie sa $cisle potaczone z aktywnym udzialem nauczycieli i uczniow.
Uczniowie otrzymuja zdalny dostep do wyczerpujacych materiatow wyktadowych oraz
ogromnej liczby dynamicznych interaktywnych ¢wiczen i sprawdziandw z catego zakresu
matematyki objetej programem nauczania w szkotach ponadgimnazjalnych. Materiaty wykta-
dowe i ¢wiczenia przeplataja si¢ ze soba w taki sposob, aby uczen poznajacy nowe zagadnie-
nie lub metod¢ mogt natychmiast przystapi¢ do samodzielnego rozwiazywania zadan.

Uczen przystepujacy do projektu bedzie jego uczestnikiem przez peine trzy lata swojej edu-
kacji ponadgimnazjalnej. Projekt nie zaktada rezygnacji z tradycyjnego sposobu uczenia. Na-
tomiast zarowno nauczyciele, jak uczniowie — uczestnicy projektu — przejda $ciezke eduka-
cyjng matematyki z zakresu szkoty ponadgimnazjalnej wspomagani przyjaznym w obstudze i
niezawodnym $rodowiskiem e-learningowym. Istotng czescig projektu beda zdawane przez
kazdego uczestnika w szkolnym laboratorium komputerowym e-sprawdziany — elektroniczne
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,klasowki” z kolejnych partii materiatu. W ten sposdb ogromna liczba uczniéw bedzie mogla
w regularny, a przy tym zautomatyzowany sposob kontrolowaé swoje postepy w nauce.

Projekt ,,Matematyka Re@ktywacja” uzupehia ofert¢ dydaktyczng dla szkot ponadgimna-
zjalnych z zakresu matematyki o interaktywne zajgcia wyrdwnawcze; POprzez innowacyjne
metody ksztalcenia przyczynia si¢ do rozwijania zainteresowan uczniow naukami matema-
tycznymi, wyrabia nawyk systematycznego uczenia si¢ i korzystania z Internetu. W ten spo-
sob orientuje ksztalcenie na efekty nauczania i uczenia si¢. Zwigkszenie efektywnosci na-
uczania matematyki powinno zaowocowac lepszym przygotowaniem kandydatow na studia
techniczne, a w przysztosci wzrostem liczby absolwentéw kierunkow o kluczowym znaczeniu
dla gospodarki.

Wymagania techniczne

Do korzystania z materiatdéw e-learningowych niezbedny jest komputer z dostgpem do Inter-
netu z zainstalowang Wirtualna Maszyng Javy (jest to darmowy dodatek do przegladarki in-
ternetowej). Wyrazenia matematyczne znajdujace si¢ w tek$cie zakodowane sg w specjalnym
formacie MathML. W obecnej chwili najlepiej przystosowang do wyswietlania tego formatu
przegladarka jest Mozilla Firefox. Przegladarka Internet Explorer wymaga zainstalowania
specjalnego darmowego dodatku pod nazwa MathPlayer. Szczegoty dotyczace przygotowania
technicznego przegladarki oraz inne szczego6ty techniczne zwigzane z uzytkowaniem materia-
tow bedzie mozna uzyska¢ w drodze planowanych specjalnie w tym celu konsultacji dla uzyt-
kownikow.
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Funkcjonalnos$¢ materialéw e-learningowych

Powiedz mi, a zapomne. Pokaz mi, a zapamietam. Pozwol mi zrobié, a zrozumiem.
Konfucjusz

W 2004 roku dr Przemystaw Kajetanowicz i dr Jedrzej Wierzejewski z Instytutu Matematyki i
Informatyki Politechniki Wroctawskiej przeprowadzili eksperyment polegajacy na zaprojek-
towaniu i wykonaniu internetowej lekcji na temat funkcji kwadratowej wyposazonej w ob-
szerny zestaw interaktywnych ¢wiczen i sprawdzianéw. W centrum zainteresowania autoréw
znalazly si¢ zagadnienia zwigzane z zastosowaniem technologii komputerowych do automa-
tyzacji najistotniejszego, a jednoczes$nie najbardziej czasochtonnego, elementu w procesie
studiowania matematyki - samodzielnego rozwiazywania zadan przez ucznia. Autorzy prze-
prowadzili dodatkowo studia na temat istniejacych rozwigzan w dziedzinie automatycznej
kontroli postepow.

Zdobyte doswiadczenia zostaly nastgpnie wykorzystane do zaprojektowania, wykonania i
wdrozenia kompletnego e-kursu Algebry z geometrig analityczng wedtug programu realizo-
wanego na Politechnice Wroctawskiej. Pierwsza realizacja kursu (dla grupy 55 studentow)
miata miejsce w semestrze letnim 2004/2005. W kolejnych semestrach kurs byl sukcesywnie
rozwijany 1 ulepszany, obejmujac jednoczesnie coraz liczniejsze grupy studentéw (w seme-
strze zimowym roku akademickiego 2009/2010 w e-kursie uczestniczyto ponad 3000 studen-
tow). W grudniu 2005 kurs otrzymat gtéwna nagrod¢ na konferencji 6th International Confe-
rence Virtual University w Bratystawie.

Elektroniczna zawarto$¢ kursu wyrownawczego

Z funkcjonalnego punktu widzenia materialy mozna podzieli¢ na strony wykladowe, strony z
¢wiczeniami oraz sprawdziany. Elektroniczna zawarto$¢ kursu to komplet bardzo starannie
przygotowanych materiatow obejmujgcych pelny zakres matematyki na poziomie ponadgim-
nazjalnym, zarowno w zakresie podstawowym, jak rozszerzonym. Z punktu widzenia organi-
zacji i formy prezentacji materiaty mozna podzieli¢ na trzy rodzaje: wyktady (lekcje), ¢wi-
czenia oraz sprawdziany:
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e Material wykladowy ma posta¢ stron WWW, na ktorych dodatkowo osadzono aplety
Java zawierajace ¢wiczenia zwigzane z omawianymi w danym miejscu pojeciami i za-
gadnieniami.

e Material ¢wiczeniowy ma posta¢ stron WWW z e-¢wiczeniami o wspolnej tematyce i
zréznicowanym stopniu trudnosci.

e Sprawdziany sa elektronicznym odpowiednikiem prawdziwych kartkéwek, klasowek
I egzamindw. Pojedynczy sprawdzian jest zestawem zadan, ktorych doborem i stop-
niem trudnos$ci mozna sterowaé na poziomie niewymagajacym interwencji w kod zré-
dlowy. Sprawdzian moze by¢ dodatkowo wyposazony w mechanizmy identyfikacji
ucznia oraz automatycznego zapisu wynikow do bazy danych.

Materiat lekcyjny zawiera zadania oferowane uczniowi w postaci interaktywnych e-¢wiczen.
E-zadania obejmuja praktycznie wszystkie typy zagadnien objete programem podstawowym i
rozszerzonym z nowej podstawy programowej matematyki w szkotach ponadgimnazjalnych.
Materiat pokrywa z naddatkiem (np. zawiera dodatkowo elementy logiki 1 teorii mnogosci)
wymagane tresci ksztatcenia.

Typy zadan i funkcjonowanie interaktywnych e-éwiczen

Pojedyncze e-¢wiczenie dziata jako aplet Java udostepniajacy dowolng liczbe zadan danego
typu z losowo generowanymi danymi. Parametry zadania mogg by¢ sterowane przez projek-
tanta bez koniecznosci interwencji w kod zrodtowy. Naleza do nich miedzy innymi:

e Zakres danych generowanych losowo w konkretnym typie zadania - na przyktad minimal-
na i maksymalna liczba réwnan i1 niewiadomych w uktadzie, minimalna i maksymalna
warto$¢ wspotczynnikow itp.

e Rozktad prawdopodobienstwa wylosowania danych prowadzacych do okreslonego rodza-
ju rozwigzania - na przyktad uktadu réwnan o nieskonczonej liczbie rozwigzan lub uktadu
sprzecznego.

e Maksymalna liczba punktéw mozliwa do zdobycia przez ucznia oraz system punktacji
danego typu zadania.

o Krokowa prezentacja prawidlowego rozwigzania w kazdym momencie pracy z zadaniem.
Wywolanie tego mechanizmu przez ucznia automatycznie pozbawia go mozliwosci oceny
wlasnego rozwigzania.
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Zautomatyzowane e-¢wiczenia obejmuja takze zadania graficzne, w ktérych rozwigzanie po-
lega na sporzadzeniu rysunku (np. zadanie narysowania prostej czy okregu o podanym row-
naniu, czy narysowania podzbioru ptaszczyzny okreslonego podanym réwnaniem lub nieréw-
noscia). Okno e-éwiczenia zawiera w takim przypadku specjalny zestaw narzedzi graficznych
pozwalajacych na umieszczenie odpowiednich obiektow w obszarze uktadu wspotrzednych.
Uczen ma réwniez do dyspozycji wirtualng linijke, katomierz i gumke do wycierania.

System elektronicznych ¢wiczen i sprawdziandw umozliwia automatyzacje administracyjnego
procesu kontroli postepow ucznia. Taka dodatkowa funkcjonalno$¢ systemu, jak zaliczenia
oparte na automatycznych sprawdzianach, w peini sprawdzita si¢ w praktyce w e-learningo-
wych kursach Algebry z geometrig analityczng prowadzonych od kilku lat na wielu wydzia-
tach Politechniki Wroctawskie;.
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Metodyka nauczania

Zainteresowanie wiqgze sie bardzo scisle z ufnosciq we wtasne sity. Jesli czujemy, zZe
cos potrafimy zrobié, jestesmy z siebie zadowoleni. Lubimy poczucie, ze udato nam sig
pokona¢ przygrodek, i poczucie Ze inni patrzq na nas z uznaniem. Chcemy nadal to
robic, a im wiecej sie zajmujemy, tym sprawniej nam to idzie. Skutki bywajg odwrotne,
gdy rozpoczynamy od niepowodzen. Nikt nie lubi wyjs¢ na niedolege. W rezultacie sta-
ramy si¢ unikac tej dziedziny albo probujemy udawaé, ze nam na niej nie zalezy.

W.W. Sawyer, ,, Matematyka naukq przyjemng”

Metodyka matematyki, jako przedmiot glowny w bloku zaje¢ przygotowujacych do zawodu
nauczyciela matematyki, ma na celu ksztalcenie spojrzenia na matematyk¢ szkolng z pozycji
nauczyciela, przygotowanie do otwartej 1 tworczej postawy wobec aktualnych programow
oraz zachodzacych zmian w systemie edukacji, a takze ksztalcenie umiej¢tnosci doboru roz-
wigzan metodycznych do psychofizycznego rozwoju ucznia.

Nalezy wigc zatozy¢, ze nauczyciel matematyki:

e potrafi ksztattowa¢ pojecia matematyczne w nauczaniu matematyki;

e zna podstawowe techniki i strategie rozumowania stosowane w matematyce i mozli-
wosci uzycia ich na réznych poziomach nauczania;

e potrafi wprowadzi¢ definicje, twierdzenia i dowody (r6zne rodzaje definicji, wazne
etapy definiowania, budowa twierdzenia i r6zne jego wersje, rodzaje dowodow);

e potrafi opracowaé¢ metodycznie zagadnienia matematyki szkolnej;

e ksztaltuje, utrwala i sprawdza umiejetnosci przy pomocy odpowiednich zadan i ¢wi-
czen;

e potrafi zbada¢ wiedze i oceni¢ osiggniecia uczniow;

e potrafi tworzy¢ scenariusze lekcji nakierowane na taczenie tresci z ksztalceniem na-
stepujacych umiejetnoscei:
— pracy z tekstem matematycznym,
— matematyzowanie sytuacji problemowej,
— rozwigzywania probleméw w tworczy sposob,
— skutecznego komunikowania si¢ 1 efektywnego wspoétdziatania w grupie.
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W zreformowanym nauczaniu naczelne miejsce zajmujg metody aktywizujace, w ktorych
uczen stara si¢ w sposob czynny zdobywa¢ wiedzg, a nie tylko biernie ja przyjmowac. Znacz-
nie dluzej pamigta si¢ informacje zdobyte w wyniku wilasnych poszukiwan, niz gotowe,
podane przez nauczyciela; tradycyjne metody przekazywania wiedzy okazuja si¢ niestety ma-
to skuteczne. Uczniowie uczg si¢ w trakcie wlasnej aktywnos$ci. Chodzi o to, by potrzebna
wiedze 1 umiejetnosci nabywali w sposob trwaty, skuteczny a dodatkowo przyjemny.

Uczen bedzie aktywny, gdy:

e cel jest dla niego bliski 1 wyrazny (ma poczucie sensu tego, co robi);

e uwzglednia si¢ jego potrzeby i1 zainteresowania (zadania uznaje za wiasne);

e ma poczucie bezpieczenstwa (prawo do btedu, otrzyma konieczne wsparcie 1 informa-
cj¢ zwrotng);

e dzialaniom towarzysza odczucia i emocje;

e Dbierze udzial w planowaniu i podejmowaniu decyzji (co§ ode mnie zalezy);

e odczuwa satysfakcje (lubi to robic);

e ma poczucie wlasnej wartosci (ja to potrafie);

e dostrzega si¢ jego wktad pracy, a nie tylko efekt (nauczyciel 1 grupa dostrzegaja jego
wysitek 1 doceniajg go).

Aktywizowanie uczniow jest obecnie powszechnym zjawiskiem w nauczaniu. Na réznego
rodzaju kursach doskonalacych nauczycieli zacheca si¢ do stosowania metod aktywizujgcych
na lekcjach oraz wskazuje je jako dajace wspaniate rezultaty w procesie nauczania.
Samodzielne dochodzenie uczniow do wiedzy powoduje, Ze staje si¢ ona bardziej trwata.
Wybér metod nauczania jest indywidualng decyzja samego nauczyciela, jednak nie ma naj-
mniejszej watpliwosci, ze nalezy dazy¢ do aktywizowania uczniow poprzez wiaczenie w pro-
ces uczenia i zapamigtywania jak najwiecej zmystow. Zamiast podawaé gotowe informacje
(uczniowie pamigtaja tylko 10% z tego, co styszg), nauczyciel powinien zachg¢caé uczniow do
stawiania pytan i poszukiwania na nie odpowiedzi, stwarza¢ warunki do bycia odkrywca i
eksperymentatorem.

Wprowadzenie atrakcyjnych $rodkow dydaktycznych dziatajagcych na wzrok powoduje juz
wzrost zapamigtywania informacji do 20%. Stworzenie uczniom mozliwo$ci rozmowy 1 dys-
kusji zwigksza ilo$¢ zapamigtywanej informacji do 40%. Natomiast umozliwienie uczniom
uczenia si¢ poprzez dziatanie powoduje, iz zapamigtuja 90% tego, co robig. Przyjmujac to za
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fakt, nauczycielowi nie pozostaje nic innego, jak organizowa¢ zajecia, w ktorych uczniowie
zaangazuja si¢ catym sobg, beda bada¢, do§wiadczaé 1 dzialac.

W tym celu nalezy:
e oOgraniczy¢ stosowanie metod podajacych, stuzacych przekazywaniu gotowych wia-
domosci;

e stosowa¢ metody i techniki aktywizujace, sprzyjajace samodzielnosci myslenia i dzia-
tania, a takze ksztaltowaniu pozytywnej motywacji do uczenia sig;

e oOrganizowac¢ tak prace, aby uczniowie mieli okazj¢ zaspokoi¢ swoje potrzeby (bezpie-
czenstwa, uznania kontaktow spotecznych, komunikacji, aktywnosci, samorealizacji,
itd.);

e uatrakcyjnia¢ zajecia poprzez wprowadzenie elementu zaskoczenia, zaciekawienia,
nowosci, zabawy, bo to wzmaga zaangazowanie uczniow;

e wykorzysta¢ na zajeciach odpowiednio dobrane srodki dydaktyczne;

e tworzy¢ mate grupy, ktore wymuszaja aktywnos¢ wszystkich jej uczestnikow i sprzy-
jaja obiektywnej ocenie i samoocenie;

e tworzy¢ sytuacje, w ktorych uczniowie staja si¢ eksperymentatorami i odkrywcami.

Kazdg metode nauczania mozna w pewnym stopniu przeksztalci¢ w metode aktywizujaca.
Nawet wyktad stanie si¢ metoda aktywna, jesli bedzie odpowiednio prowadzony, a po wykla-
dzie nastapiag metody aktywizujace — dyskusja, ¢wiczenia utrwalajace, zastosowania praktycz-
ne. Podobnie mozna spojrzec¢ np. na czytanie tekstu matematycznego, ktére odpowiednio przy-
gotowane i zakonczone dziataniami uczniow moze by¢ ksztalcacym elementem procesu dydak-
tycznego.

Wspomaganie e-learningowe w nauczaniu matematyki moze by¢ jedna z najefektywniejszych
metod aktywizacji uczniow.

Uczelnie i szkoly od lat siggaja po technologie komputerowe, w tym Internet, jako $rodek do
wspomagania nauczania. Niestety, zwykle takie wspomaganie sprowadza si¢ do publikowania
materialdw przeznaczonych bardziej do lektury niz do aktywnego uczestnictwa w procesie
nabywania umiejetnosci matematycznych. Podejscie autorOw omawianych materiatow e-
learningowych jest zupelnie inne. Opiera si¢ na zatozeniu, ze uczen musi przede wszystkim
mie¢ statg mozliwos$¢ ¢wiczenia umiejetnosci. Warunkiem koniecznym jest wiec dostarczenie
praktycznie nieograniczonej liczby zadan kazdego typu.
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Nalezy podkresli¢, ze materiat e-learningowy nie zastapi zywego kontaktu ucznia z nauczy-
cielem. Moze stanowi¢ namiastke lekcji, ale jego zasadniczg zaletg jest mozliwos¢ indywidu-
alizacji tempa przyswajania wiedzy, wielokrotnego ¢wiczenia zadan w réznych zestawach, co
z jednej strony ulatwia aktywizacje uczniow stabszych, a z drugiej strony uczniom zdolnym
pozwala unikng¢ znuzenia niepotrzebnymi ¢wiczeniami w tempie uczniow wolniej pracuja-
cych.

Wyklady i éwiczenia

Strony wyktadowe prezentuja materiat w podobny sposob, jak w szkolnym podreczniku, tyle
ze wzbogacony o elementy pozwalajace na aktywny udzial ucznia w procesie zapoznawania
si¢ z materialem. Zawieraja one interaktywne symulatory pozwalajace na samodzielne ekspe-
rymentowanie z pojeciami, a takze interaktywne ¢wiczenia, ktore pozwalaja uczniowi na
sprawdzenie zrozumienia przerabianego akurat fragmentu materiatlu. Poniewaz dowody
twierdzen sa wstepnie ukryte pod przyciskami 1 mozna je §ledzi¢ krok po kroku, pozwala to
wykorzystywac e-podrgcznik W roézny sposob. Mozna na przyktad pominaé przy pierwszym
czytaniu dowody (skupiajac si¢ na intuicjach) i dopiero po zrozumieniu i przeéwiczeniu mate-
riatu wroci¢ do przestudiowania dowodow. Nauczyciel, w zalezno$ci od mozliwosci ucznidéw,
moze albo w ogole pomija¢ dowody koncentrujac si¢ na podaniu metod i technik rachunko-
wych, albo wytozy¢ pelny materiat lekcji (z dowodami). Uczniowie mogg takze przestudio-
wac¢ dowody samodzielnie.

Materialy wykladowe nauczyciel moze, o ile ma mozliwosci techniczne (komputer, ekran i
projektor multimedialny), wykorzysta¢ w trakcie lekcji do demonstracji czgsci materiatu. Na
przyktad realizujac temat ,,rysowanie wykresu funkcji liniowej na podstawie jej wzoru” oraz
»interpretacja wspotczynnikéw funkcji liniowe;j”, zamiast wykonywac¢ kilka rysunkow ilustru-
jacych wykresy funkcji liniowej w zalezno$ci od parametrow, moze doktadnie oméwic¢ kon-
strukcje wykresu funkcji  f(x)=ax+b, a do pokazania wptywu parametrow na potozenie wy-
kresu wykorzysta¢ ¢wiczenia e-learningowe lub symulator. W ten sposob zachgci uczniow do
samodzielnego korzystania z materiatdéw i skroci czas poswigcony na omawianie zagadnien
tatwych dla uczniow zdolnych, nie zaniedbujgc jednoczes$nie indywidualnych problemow
uczniow stabszych.
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Ponizej pokazano przyktad symulatora — korzystajac z wirtualnych suwakow ustalajacych
wartos$ci parametréw a i b mozna obserwowaé zmiany potozenia wykresu funkcji liniowej
f(x)= ax+b w uktadzie wspoirzednych.

*+7 Dgolne wiasnosci funkcji. Funkcja liniowa i kwadratowa

Symulator funkcji f(x) =ax+b
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Demonstrujac w czasie lekcji przykladowe rozwigzanie ¢wiczenia zamieszczonego w mate-
riatach wyktadowych, nauczyciel moze zacheci¢ uczniow, dla ktorych jeszcze nie wszystko
jest zrozumiate, do samodzielnego wielokrotnego prze¢wiczenia podobnych zadan az do uzy-
skania biegtosci obliczen i wyjasnienia niezrozumiatych tresci.

Interaktywne ¢wiczenia sg najwazniejszym elementem systemu kontroli wiasnych postepow
w nauce 1 systemu zbiorowej kontroli postgpdéw. Pojedyncze ¢wiczenie odpowiada jednemu
typowi zadania (przyktadowo: "Rozwigz uklad rownan liniowych", czy "Narysuj wykres
funkcji liniowej podanej wzorem™).
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Rysunek ponizej przedstawia przyktadowy fragment strony wyktadowej z uruchomionym
zestawem ¢wiczen dotyczacych znajdowania punktow przecigcia wykresu funkcji liniowej z
osiami uktadu. Cwiczenie otwiera si¢ w nowym oknie, co umozliwia rownoczesne studiowa-
nie tresci wykladu.

) Fonke ja limiown - przypadek ogélny - Mozidla Firefox

e Udyom  Wadok  tistorw  Iadacht  Neredns  Pomeg
| Pumccpa linsows - preypadek ogiley |

Niech [ bedze funkcja liniows dangy wzorem f(x) = ax + b.
Jezeli @ # 0, wowezas wykres funkcji [ przecma o5 OX w punkcie
b
(-;;0)
Jezeli @ = 0, wowezas:
- dla b = 0 wykres funkgji f mie ma punktow wspolnych z osiy OX (jest prosts rownolegly do osi 0X);
- dla b = 0 wykres funkcji f pokrywa sig z osiq OX.

Cwiczenie. Znnjdz punkty przecieia wykresu fimkcji f(x) = 3x - 2 z osiami ukladu
wepohrzednyeh.

FOZWIAZANIE

Przycisk nizej urnuchamia zestaw podobnych éwiczen.

*+7 0gdlne wiasnosci funkcji. Funkcja liniowa i kwadratowa |

Znajdz punkty przecigcia wykresu funkcji f(x) =9x -+ 8 z osiami uktadu wspoétrzednych.
Znajdowa Najpierw wprowadz punkt przecigcia z ogsia OX a potem z osig OY .
Aby zmalezé wz Wynik zapisz w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego.
Liczba punktow |1 = ?
Przyklad. Zij EE
wartosc - 41 .
Wzbr sznkany Plz ( ? ? ? )
Dlax = 41
1ub rbmoJ |. §prawdz'| |. Bozwiazanie| ﬁ_ﬂowe dani '| |. Eomoc| | ¥l Wskazéwka
| B zamknij okno | | &8 Kalkulator | 3
s socezs =

Na przyktadzie ponizszego ¢wiczenia omowimy funkcjonalno$¢ ¢wiczen wystepujacych w
kursie. Cwiczenie dotyczy znajdowania punktow przecigcia wykresu funkcji liniowej z osiami

uktadu wspotrzednych.
KAPITAL LUDZKI N T
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n Ogolne wiasnoscl fonke ji, Funke g linsowa. Rownando | nierownaesct linjows

Najpierw wprowadz punkt przecigcia z osig OX a potem z osig OY .

Wynik zapisz w postaci liczby catkowitej lub ulamka nieskracalnego.

Liczba punktow ) |~

0]
= 2 | 2 |)

8 sprawdz | | B8 Rozwsazanio | | 8 Nowe zodonie | B Pomoc | I Wskazowka

B8 Zambow okna | 8 Kamantator |

Znajdz punkty przeciecia wykresu funkeji 7(x) =3x + 2 z osiami ukladu wspdirzednych.

w

Rodzaj 1 liczba elementdw interfejsu uzytkownika w oknie z ¢wiczeniem jest oczywiscie za-
lezna od konkretnego typu zadania. Wszystkie ¢wiczenia s3 tak zaprojektowane, aby
uwzgledni¢ rozne formaty wprowadzanych danych. Jesli na przyktad uczen musi wprowadzi¢
wynik liczbowy, to w zaleznosci od wymaganego formatu ma do dyspozycji zestaw pol edy-
cyjnych do postaci liczby wymiernej (woéwczas ma do dyspozycji odpowiedni zestaw dwoch
pol edycyjnych osobno dla licznika i mianownika), liczby w postaci dziesi¢tnej i/lub w posta-
ci liczby mieszanej - tak jak to pokazano na rysunku powyze;j.

Funkcjonalno$¢ ¢wiczenia obejmuje mozliwosci ukryte pod odpowiednimi przyciskami:

! Horwigzanio

Punkt przeci¢cia wykresu funkeji /(x) = 3x + 2 2 os1)) OX znajdujemy rozwigzujqc rownanie 3x +

2

Rozwigzaniem tego rownania jest x = 3

Zatem punktem przecigcia wykresu z osig OX jest | = (- 32-;0).

Punkl przecigcia wykresu funkeji /(x) =3x 4+ 2 z osig OY znajdujemy podstawiajac za x wartosc 0.

Mamy 7(0)=2
Zatem punktem przecigcia wykresu z osig OY jest F;= (0:2).

Zwroc uwage, ze ostateczne wyniki zostaly napisane w postaci ulamkow nieskracalnych.
]

2=0.

Sprawdz - dostep do natychmiastowej oceny poprawnosci wprowadzonej odpowiedzi,
Rozwiazanie - prezentacja krok po kroku prawidtowego rozwiazania,
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e Nowe zadanie - generowanie kolejnego zadania tego typu (z losowymi parametrami),
e Pomoc - podregczna pomoc dotyczaca obstugi elementow interfejsu uzytkownika,
e Wskazéowka — wskazowka dotyczaca sposobu rozwigzania zadania.

Aby znalezé punkt przeciecia wykresu funkeji f(x) z osig OX . naleky rozwigzac rownanie f(x) =0, a wigc rownanie x + 6=0

Aby znalez¢ punkt przeciecia wykresu funkcji 7(x) z osig OY | nalezy znalez¢ wartosc 7(0).

Oczywiscie skorzystanie ze wskazowki powoduje, ze uczen moze otrzymac za rozwigzanie
tylko cze$¢ punktow. Skorzystanie z prezentacji prawidtowego rozwigzania pozbawia ucznia
mozliwo$ci oceny. Jednak uczen moze wygenerowac kolejne zadania tego samego typu z
innymi danymi. Ponadto uczen ma szans¢ na poprawienie rozwiazania, jesli okaze si¢ ono
btedne (uczen moze poprawiaé swoje rozwigzanie bez ograniczen liczby prob).

E pYTANIE

Rozwiazanie zadania nie jest poprawne.
= Czy chcesz poprawic rozwiazanie?

Mozliwo$¢ poréwnania wilasnego rozwigzania z rozwigzaniem wzorcowym krok po kroku
(takze z wykorzystaniem wskazowek) jest metodycznie wazne jako wzmacniajace pozytywne
nastawienie do pracy po niewielkich nawet osiggnigciach (,,juz to potrafi¢”).

Rysunek ponizej pokazuje wyglad okna z ¢wiczeniem dotyczgcym rysowania wykresu funk-
cji liniowej podanej wzorem.
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Ogdlne wiasnosci funkcji. Funkcja liniowa. Rownania i nierownosci L... |:||E X|

&Y

T ¥

-16

Narysuj wykres funkcji .
f(x)=2x—4

| B sprawdi | | B Rozwiazanie | | B Nowe zadanie | | B Pomoc | | ¥ wskazowka

| %) zamknij okno | | 8 Kalkulator |

W zadaniach, w ktorych rozwigzanie polega na wykonaniu rysunku, uczen otrzymuje do dys-
pozycji wirtualne narzedzia graficzne stuzace do rysowania rozmaitych obiektow geome-
trycznych. Narzedzia takie widoczne sg w prawej czesci okna na rysunku powyze;j.

Kolejne rysunki przedstawiajg rozwigzanie zadania przedstawione krok po kroku, co pozwala
uczniowi na skoncentrowanie uwagi na kolejnych etapach z mozliwoscig sprawdzania wia-
snego rozwigzania etapowo.
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Rorwiasanse

Wykresem funkcji liniowey 7(x) =2x — 4 jest prosta, Aby j3 wyznaczyé, wystarezy znalezé¢ dwa lezqce na niey punkty
W tvin celu dobierzemy dwie liczby catkowste 1, tak aby 7(x) tez byla liczby catkowity,
Na przykiad dla x = 0 mamy /(x) = 4. Wobec tego wykres funkceji przechodzi przez punkt 4= (0, -4),

Rezwigzame

r7"ykmtem funkcji limowe) f(x) = 2x - 4 jest prosta. Aby 14 wyznaczyc, wystarezy znalez<¢ dwa lezace na ni¢j punkty
W tym celu dobierzemy dwie liczby catkowite x, tak aby /(x) teZ byta liczby catkowity,

Na przykiad dla x =0 mamy [ (x) = —1. Wobec tego wykres funkcji przechodzi przez punkt 4= (0: -4)

Podobnie, dla x =1mamy 7 {x)= -2. Wobec tego wykres funkcji przechodzi przez punkt 5= (1; -2) .
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Rozwigzanie sugeruje wyznaczenie dwoch punktéw, przez ktore przechodzi prosta, w taki
sposob, aby obie ich wspotrzedne byty catkowite (co utatwia wykonanie rysunku). Wskazuje
takie przyktadowe dwa punkty i podaje konstrukcj¢ prostej, ale uczen oczywiscie moze wska-
za¢ inne punkty niz sugerowane w rozwigzaniu — przy automatycznym ocenianiu poprawno-
$ci rozwigzania istotna jest zgodno$¢ wykresu funkcji z jej wzorem.

7 Rorwrazame ?‘

.
'

al
| &

'Wyhcsem funkcyi lintowej f{x) =21 — 4 jest prosta. Aby ji wyznaczyc, wystarczy znalez¢ dwa lezqce na niej punkty
W tym celu dobierzemy dwie liczby catkowite 3, tak aby 7 (x) tez byia liczby catkowily.

Na przyktad dla x = 0 mamy 7 (x) 4. Wobec tego wykres funkeji przechodzs przez punkt 4 = (0, —4),

Podobmie, dla x = Lmamy 7(x) = -2. Wobec tego wykres funkci przechodzi przez punkt 5 = (1, -2)

;Vyglaxcz_\' teraz narysowac prosty przechodzgcs przez punkty 41 5, jak na rysunku powy2ej.

Poza umieszczonymi w tek$cie wyktadu zestawami ¢wiczen poswigconych pojedynczemu
typowi zadania, uczen otrzymuje osobne strony zawierajace ¢wiczenia dotyczace poszczeg6l-
nych partii materiatu. Odpowiadaja one tym cze$ciom klasycznego podrecznika, ktore zawie-
raja zadania dotyczacego pojedynczego tematu w ksigzce. Podobnie, jak materiat wyktadowy,
¢wiczenia dotyczace zagadnien obowigzujacych w programie rozszerzonym sg wyraznie za-
Znaczone.
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) Funke jo limowa - Swhczenia - Mozitla Firefox
e Ldyom Wtk tietorm  Iédadh  Nemedw  Pomop
B e r e a— [

Funkcja liniowa - éwiczenia

Proycisia . otwieragy cwiczenis btwiseze Proyasic . uruchamisgy éwiczens trudnigsxe.

Wartosci funkeji liniowej (w zaleznosci od ¢wiczenia wspolezynniki funkcjii jej wartodci mogg by¢
calkowite lub wymierne)

Ol s i i [ 1o RN ]
| — ) | —1 —

I - — —

Zoajdowanie wartod of arganent, gdy dana jest wartost funkej tedowey ’ - . ‘ . ‘

Rysowanie wykresu funkcji liniowej

Wykres funkcji duowej o wipolczmraach calcownych ’

Wykres funkch dnowy o wipctczynndeach wrymisnych

ae

Znajdowanie punktow przeciecia wykresu funkcji liniowej z osiami ukladu i z wykresem innej
funkcji iniowej

[ T 1 |

Zakohcon

Elektroniczne sprawdziany

Pojedyncze ¢wiczenia mozna taczy¢ w sprawdziany imitujace klasowki z wybranej partii ma-
teriatu. W sklad sprawdzianu wchodzi kilka lub kilkanascie zadan. Na etapie projektowania
sprawdzianu mozna ustala¢ wiele parametrow jego funkcjonowania: czas trwania sprawdzia-
nu, punktacj¢ poszczegdlnych zadan, dobor zadan sposrdd dostgpnych w kursie typow, do-
stepno$¢ (lub brak) wirtualnego kalkulatora, liczba dopuszczalnych prob poprawiania bted-
nych rozwigzan itp. Zadania moga by¢ dodatkowo permutowane.

Zadania mozna dobiera¢ bardzo elastycznie pod katem typow zagadnien, ktérych dotycza.
Mozna zazada¢ od sprawdzianu, aby dane zadanie dotyczylo zawsze jednego wybranego za-
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gadnienia (na przyktad "zadanie pierwsze ma polega¢ na rozwigzaniu uktadu rownan"). Moz-
na jednak rowniez zazadaé, aby dane zadanie dotyczylo jednego z czterech zagadnien (z za-

danym z gory prawdopodobienstwem pojawienia si¢ kazdego zagadnienia).

Poniewaz dane do kazdego zadania sg dobierane losowo, wigc dwoch roznych uczniow prak-
tycznie zawsze otrzymuje do rozwigzania zadania z r6znymi danymi. Co wiecej, dzigki moz-
liwosci losowego doboru samych typow zadan, dwdch uczniow moze otrzymac zestawy za-

dan réznigcych si¢ nie tylko danymi, ale 1 tematyka.

Rysunek ponizej przedstawia zadanie 2 (u gory ekranu wida¢ zaktadki zadan) z przyktadowe-

go sprawdzianu ztozonego z 10 zadan.

B Motemat vica Reakiywas ja

| Zadanie 6 (10 pkty | | Zadaoie 710 pht) | § Zadeess 0(10pkts L Zodanie 9000 p00) | Zodeete 10 (10 pkt)

Wsiadajgc do taksowki Krzysiek placi za wejscie doniej 5,82t oraz 2.2 21 za kazdy przejechany kilomets
Napisz wzor funkcji oplata (s), opisujacej ile musi zaplacic Krzysiek za przejazd trasg o dhugosci = km.
Nastgpnie oblicz, jaki dystans moze przejechac taksowka Krzysiek, jesli ma 19 zE.

Wynik zapisz w postaci liczby dziesigtnej,

a0
5

oplata (s) = 2

[
-
-~

dystans= ? km

L L L TR N0 1:29:32

Zadonie 1(10 ph1) Zadonie 2 (10 phr) 1 Zadanie 3 (30 pha,) | Zadanie 4 (10 pha) { | Zadanie 5 (10 phey

W

Uczen musi rozwigzaé zadania w okreSlonym czasie — na ekranie widoczny jest czas do za-
konczenia sprawdzianu. Dostep do prawidlowych rozwigzan zadan jest zablokowany do czasu
zakonczenia sprawdzianu (przycisk Rozwigzanie jest nieaktywny) a uzyskanie wskazéwek w

ogole jest wylaczone.

W przyktadowym sprawdzianie uczen rozwigzuje zadanie 2 na kartce a nastgpnie wprowadza
wyniki w dostepne okna edycyjne. W zadaniu 9 (rysunek ponizej) uczen rozwigzuje uktad
réwnan liniowych i w zalezno$ci od liczby rozwigzan zaznacza typ rozwigzania i ewentualnie
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podaje rozwigzanie, gdy jest ono jedyne. Takie jednoznaczne rozwigzania sg mozliwe do au-
tomatycznego kontrolowania ich poprawnos$ci. W uktadzie nieoznaczonym, z powodu réz-
nych mozliwych parametryzacji, podanie rozwigzania nie jest wymagane (ocena automatycz-
na jest utrudniona). Istnieje jednak rowniez e-Cwiczenie polegajace na podaniu rozwigzania
takiego uktadu w postaci graficzne;.

B Matematyka Meaktywac ja X

N Zatwwe S(10pke) | | Zadane 6(0pkt) | | Zadame 7(%0piki) | Zadame B(10pk) | Zodswe S (10pkt) | | Zadanke 10 (10 pid)
Zadariin 1 (%0 phL) Zadtanie 2 (10 pht.) 1 Zadawin 3 (10 ph) 1 Zakasin 4 (10 ghe)

Rozwiaz ukiad rownan liniowych.
8 + Sy = -58
A —2y = -14

aog ?
Uktad sprzeczny
Jedno rozwigzanie X= 2 y= 2
- Uktad meoznaczonv =

8 Comoc

Conbog oo | I Kathuitaon

I somec sprawdaany | i) Punitacss

Po przedtozeniu sprawdzianu do oceny przez ucznia (lub po uplywie czasu przeznaczonego
na rozwigzania) system sprawdza wstepnie poprawnos¢ rozwigzan i - w zalezno$ci od ustale-
nia odpowiedniego parametru - pozwala uczniowi na jednokrotng lub wielokrotng probe po-
prawienia tych rozwigzan, ktore sa bledne. Na ogot uczen otrzymuje jedng lub dwie takie
Szanse.

Wyniki ucznia sg oceniane natychmiast po przedtozeniu sprawdzianu do oceny. Uczen moze
od tego momentu studiowa¢ prezentacje prawidtowych rozwigzan (przycisk Rozwigzanie
staje si¢ aktywny) i dzigki temu przeanalizowa¢ wihasne bledy.

Technologia sprawdzianéw umozliwia dodatkowo kontrolg tozsamos$ci zdajacego i automa-
tyczny zapis wynikow do bazy danych. Uwzglednione sg przy tym wszystkie wymogi bez-
piecznego przesylania danych.

Materiaty elektroniczne kursu sg tak zorganizowane, ze w koncu kazdego rozdzialu umiesz-
czany jest sprawdzian z zakresu materialu objetego tym rozdzialem. Sprawdzian taki peini
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role treningowg. Kolejne uruchomienia sprawdzianu prowadza do zmieniajacych si¢ pod
wzgledem tematyki zestawow zadan. W ten sposob caly material objety rozdziatem mozna
kilkakrotnie prze¢wiczy¢ w warunkach imitujacych prawdziwa klasowke.

Szczegoly funkcjonowania sprawdzianow

Poszczegolne e-zadania mozna taczyé w sprawdziany pozwalajace na efektywne i miarodajne
badanie stopnia opanowania wybranego zakresu materiatu przez ucznia. Zadania sktadajgce
si¢ na sprawdzian moga by¢ przedstawione uczniowi w okreslonej z gory kolejnosci lub do-
datkowo permutowane. Projektant-nauczyciel ma mozliwo$¢ sterowania Czasem trwania
sprawdzianu, liczbg zadan w sprawdzianie, ich stopniem trudnosci oraz punktacjg. Dodatko-
wo sprawdziany sg wyposazone w nizej wymienione mechanizmy istotnie zwigkszajace funk-
cjonalnos¢:

e Typy zadan moga by¢ zdeterminowane lub czesciowo zrandomizowane. To ostatnie ozna-
cza, ze mozna zada¢ prawdopodobienstwa pojawienia si¢ w sprawdzianie zadan okreslo-
nego typu. W potaczeniu z losowym generowaniem danych do zadan umozliwia to gene-
rowanie sprawdzianow, w ktorych dwie rézne osoby nie otrzymaja dwoch identycznych
zestawow zadan.

e Bezposrednio po zakonczeniu sprawdzianu (badZ przez ucznia, badz wskutek uptywu cza-
SuU przeznaczonego na sprawdzian) uczen ma dostep do prezentacji prawidlowego rozwia-
zania w celu skonfrontowania z wlasnym rozwigzaniem. Warto wspomnie¢, ze mecha-
nizm ten byl powszechnie chwalony przez studentéw Politechniki Wroctawskie;j.

e Sprawdzian mozna zaprojektowac do pracy w trybie ¢wiczebnym lub w trybie administra-
cyjnym. Tryb ¢wiczebny pozwala uczniowi na wielokrotne zdawanie sprawdzianu (oczy-
wiscie z zachowaniem elementdw imitujacych prawdziwe warunki egzaminacyjne, na
przyktad niedostgpno$¢ rozwigzan przed zakonczeniem sprawdzianu czy ograniczenie
czasowe). Tryb administracyjny wlacza mechanizmy identyfikacji ucznia oraz zapisu wy-
nikéw do bazy danych.

e Bezposrednio po przedstawieniu sprawdzianu do oceny kontrolowana jest kompletnos¢
rozwigzania kazdego z zadan: uczen, ktory przez przeoczenie zapomniat wpisa¢ otrzyma-
ne rozwigzanie w jedno lub wigcej pol edycyjnych, jest natychmiast ostrzegany przez pro-
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gram i ma mozliwo$¢ powrotu do sprawdzianu. Mechanizm ten pozwala uczniowi uzupet-
nia¢ rozwigzania ,,bez konca”.

Sprawdzian zawiera mechanizm wstegpnej kontroli poprawno$ci rozwigzan. Zdarza si¢, ze
uczen rozwigze zadanie poprawnie, natomiast wskutek pomyltki wpisze w oknie sprawdzianu
wynik inny niz faktycznie otrzymany. Po przedlozeniu sprawdzianu i ewentualnym uzupet-
nieniu nieckompletnych rozwigzan uczen jest dodatkowo informowany (jeszcze przed wysta-
wieniem wlasciwej oceny), ktore zadania nie sg rozwigzane poprawnie. W zaleznosci od kon-
figuracji sprawdzianu przez nauczyciela uczen otrzymuje okreslong liczbe ,,szans” poprawie-
nia rozwigzan. Istnieje oczywiscie mozliwo$¢ takiej konfiguracji, aby uczen mogl poprawiac
wyniki ,,w nieskonczono$¢”. Z oczywistych powodéw nie jest ona stosowana w sprawdzia-
nach stanowigcych elementy formalnego systemu ocen (klasowka) - moze jednak by¢ zasto-
sowana na przyktad w sprawdzianach ¢wiczebnych.

Potrzebe wprowadzenia mechanizméw kontroli kompletnosci 1 wstepnej kontroli poprawno-
$ci rozwigzan autorzy zauwazyli podczas pierwszej edycji kursu Algebra z geometrig anali-
tyczng na Politechnice Wroctawskiej. Studenci skarzyli si¢ czgsto, ze w warunkach stresu
egzaminacyjnego nie sg w stanie uniknagé pomylek przy wprowadzaniu do komputera duzej
liczby danych, co skutkuje otrzymaniem nizszej oceny mimo prawidtowo rozwigzanego ,,na
papierze” zadania.
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Podsumowanie

Z pewnoscig wérod zalet e-learningu wyliczy¢ mozna:

e Utatwienie dostepu do edukacji.

e Personalizacja procesu uczenia si¢ — w zaleznosci od zdolnos$ci i przygotowania
uczen poswieca na nauke tyle czasu, ile potrzebuje. Pozwala to na szybkie i tanie uzu-
petienie zaleglo$ci w edukacji. Studiujacy uczy si¢ w dogodnym dla siebie miejscu i
czasie.

e Nauczanie zagadnien, ktére moga by¢ zalgorytmizowane i wykonywane przez kompu-
ter, staje si¢ bardziej efektywne. Dzieki automatycznym ¢wiczeniom uczen moze sam
opanowa¢ standardowe techniki a nauczyciel moze na zajeciach skupic si¢ na trudniej-
szych zagadnieniach.

e Dobrze przygotowane e-kursy pozwalajg na zautomatyzowanie procesu sprawdzania
wiedzy. Rozwiazujac e-sprawdzian uczen natychmiast po jego zakonczeniu zna wyni-
Ki oraz ma przedstawione prawidtowe rozwigzania. Nauczyciel jest zwolniony z po-
prawiania standardowych zadan a wyniki sprawdzianow (egzamindéw) sa natychmiast
zapisane w bazie danych.

e Ciagle stymulowanie do ¢wiczenia omawianych zagadnien z duzym wktadem pracy
wlasnej ucznia powoduje, ze wyniki egzaminacyjne uzyskiwane przez uczestnikow e-
kursu sa znacznie lepsze od rezultatow uzyskiwanych w systemie tradycyjnym.

Nalezy oczekiwaé, ze zalety wspomagania e-learningowego, ktore ujawnity si¢ w e-kursach
Algebry z geometrig analityczng w Politechnice Wroctawskiej, potwierdzg si¢ takze w prak-
tyce uczenia matematyki w szkotach ponadgimnazjalnych, wykazujac znaczng przydatno$é
tej formy wspomagania dydaktyki.

Korzystajac z mozliwosci, jakie daje e-learning, uczen:

e jest zmuszony do samodzielnego rozwigzywania zadan - nie przepisuje rozwigzan z
tablicy;

e moze sam ustala¢ liczb¢ rozwigzywanych zadan do chwili gdy uzna, Ze materiat opa-
nowat;

e ma mozliwos¢ osiggnigcia biegtosci w standardowych sprawnosciach typu rachunko-
Wego;

e moze tatwiej zrozumie¢ pojecia i relacje miedzy nimi.
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Korzysci odnosi takze nauczyciel. E-learning bowiem

e ulatwia aktywizacje uczniow;

e daje mozliwo$¢ wyksztatcenia podstawowych kompetencji u uczniow stabych (o ma-
tych zainteresowaniach matematycznych badz z trudnosciami);

e daje mozliwo$¢ rozwinigcia zainteresowan matematycznych u uczniow zdolnych,

e pozwala dobrze zaplanowac i wykorzysta¢ czas na nauke uczniow;

e pozwala zapobiec problemom zwigzanych z dominowaniem uczniéw wolniej pracuja-
cych (i powodowania ich biernosci) przez uczniéw zdolnych.
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Dodatek

Podstawa programowa 23 grudnia 2008r - tresci ksztalcenia matematyki dla szkol po-
nadgimnazjalnych

1. Liczby rzeczywiste. W zakresie podstawowym uczen:

1) przedstawia liczby rzeczywiste w roznych postaciach (np. utamka zwyktego, utamka dzie-
sietnego, okresowego, z uzyciem symboli pierwiastkow, poteg);

2) oblicza wartosci wyrazen arytmetycznych (wymiernych);

3) postuguje si¢ w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia i stosuje prawa dziatan na
pierwiastkach;

4) oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan na potggach o wy-
ktadnikach wymiernych;

5) wykorzystuje podstawowe wlasnosci poteg (rowniez w zagadnieniach zwigzanych z in-
nymi dziedzinami wiedzy, np. fizyka, chemia, informatyka);

6) wykorzystuje definicj¢ logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu,
logarytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym;

7) oblicza btad bezwzgledny i btad wzgledny przyblizenia;

8) postuguje si¢ pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedzialy na osi liczbowe;j;

9) wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (rowniez ztozonych na
procent skfadany i1 na okres krotszy niz rok).

W zakresie rozszerzonym uczen spelnia wymagania okre$lone dla zakresu podstawo-
wego, a ponadto:

1) wykorzystuje pojecie warto$ci bezwzglednej i jej interpretacj¢ geometryczng, zaznacza na
osi liczbowej zbiory opisane za pomocg rownan i nierbwnosci typu: X —a| = b, [x—a| < b,
[x—a|> b,

2) stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz wzor na zamiang podstawy logaryt-
mu.

2. Wyrazenia algebraiczne. W zakresie podstawowym uczen:
1) uzywa wzordéw skroconego mnozenia na (a + b)? oraz a? — b
W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:
1) uzywa wzordw skroconego mnozenia na (a+b)® oraz a’+ b®;
2) dzieli wielomiany przez dwumian ax + b;
3) rozktada wielomian na czynniki, stosujac wzory skroconego mnozenia lub wytgczajac
wspolny czynnik przed nawias;
4) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany;
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5) wyznacza dziedzing prostego wyrazenia wymiernego z jedng zmienng, w ktérym w mia-
nowniku wystepuja tylko wyrazenia dajace si¢ tatwo sprowadzi¢ do iloczynu wielomia-

néw liniowych i kwadratowych;
6) dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w tatwych przykta-
dach) skraca wyrazenia wymierne.

3. Réwnania i nieréwnosci. W zakresie podstawowym uczen:
1) sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem rownania lub nieréwnosci;
2) wykorzystuje interpretacje geometryczng uktadu réwnan pierwszego stopnia z dwiema

niewiadomymi;

3) rozwiazuje nierdwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadoma;
4) rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng niewiadoma;
5) rozwigzuje nierownosci kwadratowe z jedng niewiadoma;

6) korzysta z definicji pierwiastka do rozwigzywania rownan typu x° = —8;

7) korzysta z wlasnosci iloczynu przy rozwigzywaniu rownan typu X(X + 1)(x —7) = 0;
8) rozwiazuje proste rownania wymierne, prowadzace do rownan liniowych lub kwadrato-

wych,

W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:
1) stosuje wzory Viéte’a;

2) rozwiazuje rownania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe z parametrem;

3) rozwiazuje uktady rownan, prowadzace do rownan kwadratowych;
4) stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian X — a;
5) stosuje twierdzenie 0 pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspotczynnikach catkowi-

tych;

6) rozwigzuje rownania wiclomianowe dajgce si¢ fatwo sprowadzi¢ do rownan kwadrato-

wych;

7) rozwigzuje tatwe nierownosci wielomianowe;

8) rozwigzuje proste nierownosci wymierne;

9) rozwigzuje rownania i nierdbwnosci z warto$cig bezwzgledna, o poziomie trudno$ci nie
wyzszym niz: [[X + 1|-2|=3, |x + 3]+|x — 5|>12.

4. Funkcje. W zakresie podstawowym uczen:
1) okresla funkcje za pomoca wzoru, tabeli, wykresu, opisu stownego;

2) oblicza ze wzoru warto$¢ funkcji dla danego argumentu. Postuguje si¢ poznanymi meto-

dami rozwigzywania réwnan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje dang

wartos¢;

3) odczytuje z wykresu wlasno$ci funkcji (dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, mak-
symalne przedziaty, w ktérych funkcja maleje, ro$nie, ma staty znak; punkty, w ktorych

funkcja przyjmuje w podanym przedziale wartos$¢ najwickszg lub najmniejsza);
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4) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(x + a), y = f(x) + a,
=—f(x), y = f(-x);

5) rysuje wykres funkcji liniowej, korzystajac z jej wzoru,

6) wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie;

7) interpretuje wspolczynniki wystepujace we wzorze funkcji liniowej;

8) szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wzoru;

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub o
jej wykresie;

10) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci kano-
nicznej, w postaci ogdlnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje);

11) wyznacza warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwicksza funkcji kwadratowej w przedziale
domknigtym;

12) wykorzystuje wtasno$ci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien geome-
trycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym);

13) szkicuje wykres funkcji f(x) = a/x dla danego a, korzysta ze wzoru i wykresu tej funkcji
do interpretacji zagadnien zwigzanych z wielko$ciami odwrotnie proporcjonalnymi;

14) szkicuje wykresy funkcji wyktadniczych dla roznych podstaw;

15) postuguje si¢ funkcjami wyktadniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a
takze w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym.

W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:

1) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = [f(x)|, y = cf(x),
y = f(ex);

2) szkicuje wykresy funkcji logarytmicznych dla réznych podstaw;

3) postuguje si¢ funkcjami logarytmicznymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a
takze w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym;

4) szkicuje wykres funkcji okre§lonej w roznych przedziatach réznymi wzorami; odczytuje
wlasnosci takiej funkcji z wykresu.

5. Ciagi. W zakresie podstawowym uczen:

1) wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym;

2) bada, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny;

3) stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume N poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego;

4) stosuje wzor na N-ty wyraz i na sume N poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego.

W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:

1) wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem rekurencyjnym;

2) oblicza granice ciagow, korzystajac z granic ciagéw typu 1/n, 1/n? oraz z twierdzefi o
dziataniach na granicach ciggow;

3) rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.
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6. Trygonometria. W zakresie podstawowym uczen:

1)
2)
3)
4)
5)

1)
2)

3)
4)
5)

6)

wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katéw o mia-
rach od 0° do 180°;
korzysta z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomoca kalkulatora);
oblicza miare kata ostrego, dla ktorej funkcja trygonometryczna przyjmuje dang wartos¢
(miar¢ doktadna albo — korzystajac z tablic lub kalkulatora — przyblizong);
stosuje proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi: sino + cos’a = 1,
tga=sina/coso oraz sin(90°—a)=CoS q;
znajac warto$¢ jednej z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza warto$ci pozostatych funkcji
tego samego kata ostrego.

W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:
stosuje miarg¢ lukowa, zamienia miar¢ tukowa kata na stopniowg i odwrotnie;
wykorzystuje definicje i wyznacza warto$ci funkcji sinus, cosinus i tangens dowolnego
kata o mierze wyrazonej w stopniach lub radianach (przez sprowadzenie do przypadku ka-
ta ostrego);
wykorzystuje okresowos$¢ funkcji trygonometrycznych;
postuguje si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych (np. gdy rozwigzuje nierownosci
typu sinx>a, cos x<a, tgx>a);
stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy katow, sume i réznice sinuséw 1 cosinu-
sow katow;
rozwigzuje rownania i nierdownosci trygonometryczne typu Sin 2x = %, sin 2x + cos X = 1,
sin x + cos x = 1, cos 2x < Y.

7. Planimetria. W zakresie podstawowym uczen:

1)
2)
3)

4)

1)
2)

3)

stosuje zalezno$ci miedzy katem Srodkowym i katem wpisanym,;
korzysta z wlasnosci stycznej do okregu i wlasnosci okregow stycznych;
rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) cechy
podobienstwa trojkatow;
korzysta z wlasnos$ci funkcji trygonometrycznych w fatwych obliczeniach geometrycz-
nych, w tym ze wzoru na pole trojkata ostrokatnego o danych dwoch bokach i kacie mig-
dzy nimi.

W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:
stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane
na okregu;
stosuje twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa do obliczania
dtugosci odcinkow 1 ustalania rownoleglosci prostych;
znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych w jednoktadnosci (odcinka, trdjkata,
czworokata itp.);
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4) rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wykorzystuje (takze w kontekstach praktycz-
nych) ich wlasnosci;
5) znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow i
twierdzenia cosinusow.

8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. W zakresie podstawowym uczen:
1) wyznacza robwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci kierunkowe;j

lub ogoblnej);

2) bada rownolegto$¢ i prostopadtos$é prostych na podstawie ich rownan kierunkowych;

3) wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegla lub prostopadta do prostej danej w po-

staci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;

4) oblicza wspotrzedne punktu przecigcia dwoch prostych;

5) wyznacza wspotrzedne $rodka odcinka;

6) oblicza odlegtos¢ dwoch punktow;

7) znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka, okregu, troj-
kata itp.) w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu wspotrzednych i symetrii sSrodkowej
wzgledem poczatku uktadu.

W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:

1) interpretuje graficznie nierd6wno$¢ liniowg z dwiema niewiadomymi oraz uktady takich

nierdéwnosci;

2) bada rownoleglos¢ i prostopadtos¢ prostych na podstawie ich rOwnan ogdlnych;

3) wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegla lub prostopadta do prostej danej w po-

staci og6lnej i przechodzi przez dany punkt;
4) oblicza odlegto$¢ punktu od proste;j;
5) postuguje si¢ rownaniem okregu (X —a)? + (y — b)? = r* oraz opisuje kota za pomoca nie-

rownosci;

6) wyznacza punkty wspolne prostej i okrggu;
7) oblicza wspétrzgdne oraz dtugos$¢ wektora; doda je i odejmuje wektory oraz mnozy je

przez liczbg. Interpretuje geometrycznie dziatania na wektorach;
8) stosuje wektory do opisu przesuniecia wykresu funkcji.

9. Stereometria. W zakresie podstawowym uczen:

1) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy mi¢dzy odcinkami (np. krawedziami,

krawedziami 1 przekatnymi, itp.), oblicza miary tych katow;
2) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kat miedzy odcinkami i ptaszczyznami

(miedzy krawedziami i1 $cianami, przekatnymi i §cianami), oblicza miary tych katow;
3) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kgt mi¢dzy odcinkami i

ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat migdzy tworzacg a podstawg), oblicza miary

tych katow;

4) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy §cianami;
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5) okresla, jaka figura jest dany przekroj prostopadtoscianu ptaszczyzna;
6) stosuje trygonometri¢ do obliczen dlugosci odcinkow, miar katow, pol powierzchni i obje-

tosci.

W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:
1) okresla, jaka figurg jest dany przekroj sfery plaszczyzna,
2) okresla, jaka figurg jest dany przekroj graniastostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka.
W zakresie podstawowym uczen:

1) oblicza $rednig wazong i odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku
danych odpowiednio pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empirycz-

nych;

2) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia wzo-
row kombinatorycznych, stosuje regule mnozenia i regut¢ dodawania;
3) oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicje¢ prawdo-

podobienstwa.

W zakresie rozszerzonym uczen ponadto:
1) wykorzystuje wzory na liczb¢ permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtorzeniami
do zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych;

2) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;
3) korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

11. Rachunek rézniczkowy. W zakresie rozszerzonym uczen:
1) oblicza granice funkcji (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o dziataniach na
granicach i z wlasno$ci funkcji ciggtych;

2) oblicza pochodne funkcji wymiernych;

3) korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej;
4) korzysta z wlasnosci pochodnej do wyznaczenia przedziatdw monotoniczno$ci funke;ji;
5) znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych;

6) stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.
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