g comenon @ o ]

MATEMATYKA
scenariusze lekcji

dla szkot ponadgimnazjalnych
w zakresie rozszerzonym
czesc Il

,Nauka z WAT jest fascynujaca!”

projekt nr WND-POKL.03.03.04-00-110/12

Projekt wspétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



scenariusz lekcji nr 1

Przedmiot: Matematyka
Dziat programowy: 11. Rachunek rézniczkowy
Temat: Interpretacja geometryczna pochodnej
Klasa: Klasa I11
Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen:
1) oblicza granice funkcji (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o
dzialaniach na granicach i z wlasnosci funkcji ciaglych;
2) oblicza pochodne funkcji wymiernych;
3) korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej.
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e zdobedzie umiejetnosci poslugiwania si¢ podstawowymi pojeciami rachunku

ok N E

rézniczkowego: granicy funkcji i pochodnej,
e zdobegdzie umiejgtnosci stosowania pochodnych do opisu zmieniajacych sig
wielkosci,
e pozna pojegcie 1lorazu réznicowego funkcji 1 nauczy sig obliczac iloraz réznicowy,
e pozna definicj¢ pochodnej funkcji w punkcie 1 jej interpretacj¢ geometryczna,
e pozna pojecie stycznej do wykresu funkcji,
e nauczy si¢ wyznaczac styczna do wykresu funkcji w danym punkcie,
e postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
Na wstgpie przypominamy pojgcie ilorazu réznicowego funkcji:

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U(xo) punktu Xo, natomiast i = 0
bedzie liczba, dla ktorej xq + h € U(xy). Ilorazem réznicowym tej funkcji w punkcie Xo ,

odpowiadajacym przyrostowi h argumentu nazywamy liczbg

g . f(.-“'o + h) — f(.-"fo)

Ax h

Obliczmy iloraz réznicowy funkcji f (x) = é x* w punkcie xg. Zgodnie z definicja, mamy:
1 1 1

Ay g (xq + h)* — Z X3 3 [(xq + h)? —x3]

Ax h - h ‘

aponiewaz A®> — B® = (4 — B)(4% + AB + B?), wiec



http://www.geogebra.org/cms/pl/download/

1 > >
Ay B [(xg 4+ h—x)((xqg + h)* + xg(xqg + 1) + x5)]
Ax h -
1 > 7
3 g [h(_(_.\’o + h:]ﬁ + Xqg (_-\’Q + h:] + .\’6:]] _
- - -

1 > >
= E [(_.\'0 + h)" + Xp (_.1{'0 + h.) + .\'6'].
Obliczmy teraz granicg otrzymanego wyrazenia przy h — 0.
1 ) 1 1.
HE%E[(XO + h)? + xp(xg + ) + x§] = . 3x§ = E.x‘,{g.

Dla xy = 2 warto$¢ tej granicy wynosi 2!

Pora na kolejna definicjg.

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U(xo) punktu Xo, natomiast 2 = 0
bedzie liczba, dla ktorej xo + h € U(xq). Jesli istnieje (skoficzona) granica

. flxg+h) — fxo)

lim ,

h—0 h

To granice te bedziemy nazywaé pochodng funkeji f w punkcie xg i oznacza¢ f'(xg), a 0

funkcji f powiemy, ze jest rozniczkowalna w punkcie xg. Jesli za$ ta granica nie istnieje badz

jest niewlasciwa, to powiemy, ze funkcja f nie jest rozniczkowalna w punkcie xg.

x® w punkcie

@ |

W powyzszym przyktadzie obliczyliSmy wiec pochodna funkcji f(x) =
¥y = 21 stwierdziliSmy, ze f'(2) = 2.
Jaka jest interpretacja geometryczna liczby pochodna funkcji? Utwoérzmy odpowiedni aplet

GeoGebry. Prosta p jest prosta sieczna, na ktorej leza dwa punkty C i D wykresu danej
funkcji. Gdy punkt D zbliza si¢ po krzywej do punktu C, tzn. gdy h — 0, to sieczna p zmierza

do polozenia stycznej S do wykresu funkcji w punkcie o odcigtej x5. Zauwazmy, Ze prosta
. . . . , Ay .
sieczna CD jest nachylona do osi x pod katem, ktorego tangens jest rowny 1, CO oznacza, ze

iloraz réznicowy funkcji f w punkcie xp, odpowiadajacy zmianie argumentu h, jest

wspoélczynnikiem kierunkowym rozwazanej sieczne;.
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INTERPRETACJA GEGMETRYCZNA POCHODNE]J

JTHIK

Jaki jest zatem zwiazek pochodnej z potozeniem stycznej? W kolejnym aplecie GG
postuzymy sie¢ funkcja f(x) = 2.1'3. Pozwala on na zmiang potozenia punktu A na wykresie
danej funkcji. Prowadzac styczna dla x = 2, stwierdzamy, Ze ma ona wspdlczynnik
kierunkowy 2, a liczba ta jest pochodna funkcji f w punkcie xo = 2. Czym jest zatem
pochodna funkcji w punkcie x,? Jest to wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu danej
funkcji w punkcie (x,, f(x,)). Prosta styczna ma wigc wspotczynnik kierunkowy a = (o)
= tana, gdzie a jest katem nachylenia prostej stycznej do osi X. Spostrzezenie to pozwala

napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (xq, f(x,)).

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U(xg) punktu Xo i rozniczkowalna w
tym punkcie. Styczna do wykresu funkcji f w punkcie (xo,f(xo)) nazywamy prosta o

rownaniu

v = flxg) = f'(xq)  (x — xp).
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Zauwazmy jeszcze, ze jesli dla punktu P = (.x’o, f' (.x’oj) wlaczymy §lad, to otrzymamy

punkty wykresu funkcji pochodnej funkcji f(x) = é.xﬁ.
Cwiczenie
Korzystajac z powyzszego apletu, odpowiedz na pytania:
1. Dla jakich wartosci X pochodna przyjmuje wartosci dodatnie?
W jakich przedziatach pochodna przyjmuje wartos$ci ujemne?

2
3. W jakich przedziatach funkcja jest rosnaca, a w jakich malejaca?
4. Rozwiaz rownanie f'(x) = 0.



scenariusz lekcji nr 2

Przedmiot: Matematyka

Dzial programowy: 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej

Temat: Odleglosé punktow, prostych i punktu od prostej

Klasa: Klasa Il

Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreSlone dla

zakresu podstawowego, a ponadto:

2) bada roéwnoleglos¢ i prostopadlosé prostych na podstawie ich rownan
ogélnych;

3) wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegla lub prostopadia do prostej

ok~ ownE

danej w postaci ogolnej przez dany punkt;
4) oblicza odleglo$¢ punktu od prostej;
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e oblicza odlegto$¢ migdzy punktamio danych wspotrzednych,

e rozwiazuje zadania zwiazane z odlegloscia punktow w  ukladzie
wspotrzednych,
e oblicza odlegto$¢ punktu od prostej danej w postaci kierunkowej oraz w postaci
ogolnej,
e oblicza odlegtos¢ dwoch prostych rownolegtych,
e prowadzi rozumowania pozwalajace uzyskiwa¢ ogdlne wzory,
e nabywa umiejetnosci stosowania metod geometrii analitycznej.
e postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji

Przez odlegtos¢ dwdch punktéw rozumiemy dtugosc taczacego je odcinka.

Obliczmy np. odlegtos¢ punktéw A = (3, 2) i B = (7, 2). Poniewaz punkty te majg takg samg rzedng,
wiec lezg na prostej rownolegtej do osi x.


http://www.geogebra.org/cms/pl/download/
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Ponadto punkty te majg obie odciete dodatnie. Dtugos¢ odcinka AB otrzymujemy odejmujgc od
dtugosci odcinka HB, ktdérego xz = 7, dtugos¢ odcinka HA, ktdrego x, = 3; dtugos¢ odcinka AB

wynosi zatem:

|AB| = |HB| — |HA|,

czyli

|[AB| =x5—x,=7 -3 =4.

Odlegtos¢ dwéch punktéw jest zawsze liczbg nieujemng, wiec odejmowanie odpowiednich
wspotrzednych musi by¢ tak wykonane, by takg liczbe otrzymac. Jezeli np. chcemy obliczy¢ odlegtosé
punktéow: C = (-3, 3) i D = (5, 3) (sg to réowniez punkty lezgce na prostej rownolegtej do osi x), to
mamy:

|CD|=xp —x,=5—-(-3) =8.

Ogdlnie:

jezeli vy, = vy, to |[AB| = |x5 — x4].

Stosujgc to samo rozumowanie dla punktow o jednakowej odcietej, mozemy zapisac:
jezeli x,; = xy, t0 |AB| = |vy — il

Na rysunkach mozemy to przedstawic nastepujaco:



Ay Ay
M
o o’
N
ya=yp— |AB| = |xp — x4 xa = axy — |MN| = |yy — yul

Rozwazalismy pary szczegélnych punktow; byty to punkty lezgce na prostej rownolegtej do osi x badz
na prostej réwnolegtej do osi y. Pora przejs¢ do odlegtosci dwdch dowolnych punktow ptaszczyzny.
Bedziemy chcieli uzyska¢ ogdlny wzér, ktéry pozwoli obliczy¢ odlegtos¢ punktédw niezaleznie od ich
wspotrzednych na ptaszczyznie. Wykonajmy najpierw stosowny rysunek.

Rysunek ten pokazuje, ze odlegtos¢ punktdw A i B jest dtugoscig przeciwprostokatnej tréjkata
prostokatnego AHB. tatwo obliczymy dtugosci przyprostokatnych: poniewaz vy = vy, wiec

|HB| = x5 — x4l =|5-1] = 4.



Analogicznie obliczymy AH, wiedz3ac, ze x4 = X!
AH| = vy — 4| =12 -5] =3.

Stosujac twierdzenie Pitagorasa otrzymujemy:
AB| = \/|HB|? + |4H|2.

Ostatecznie szukanym wzorem jest:

4B| = (x5 —x2)% + O — va)2.

Wykorzystujgc GeoGebre mozemy utworzy¢ plik .ggb, przy pomocy ktérego bedziemy mogli
wizualizowac odlegtosé dwdch punktéw oraz jg obliczaé. Moze on wygladac nastepujaco:
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Realizujgc ten temat mozemy zajgc sie jeszcze nastepujacymi zagadnieniami (do kazdego z tych

zagadnien dotgczony jest aplet GG):

Odlegtos¢ punktu od prostej danej w postaci kierunkowej.
Odlegtos¢ punktu od prostej danej w postaci w ogdlne;j.
Odlegtos¢ prostych réwnolegtych.

il

Proste réwnolegte i proste prostopadte.

Punktem wyjscia do realizacji 3. niech bedzie nastepujgce zadanie:
Znajdz odlegtosé prostych rownolegtych:
Ax+By+C=0iAx+By+C' =0.

Rozwigzanie

| sposdb:



Rownanie prostej |/ prostopadtej do danych prostych, przechodzacej przez punkt O = (0,0):
Bx — Ay = 0. Punkty przeciecia prostej / z prostymi danymi:

(- —AC —BC ) ( —-AC"  -BC' )
VAT + BT AT+ BT \VAT+ BT VAT + B2/

Odlegtosc tych punktow:

ic-C
VAZ + B2
Il sposob:
ic -l
) B=0-d=—""";
c-cl |BI [
2) B#0—=d=MPcosa, MP=———, 050 = —, d =————.
B VAZ + B? VAZ + B2
Il sposdb:

Odlegto$¢ dwodch prostych [;||l; réwna sie odlegtosci dowolnego punktu p €1, od ;. Punkt
r
P = (D, —CT) nalezy do prostej Ax + By + €' =0,
e
_ |A'O+B'(—§)+C| _ |C_C:|

VA? + B? VAZ + B%

Odnosnie do punktu 4. wybierzmy dwie proste o réwnaniach v =kx1iy = Ix (rys.) i ustalmy

d

warunek konieczny i wystarczajacy na to, by te proste byty prostopadte.

-/

Dane proste sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat OAB jest trojkatem prostokgtnym, a
zatem wtedy i tylko wtedy, gdy 4B% = 04% + OB?.Poniewaz

A= (Lk), B=(L1),

wiec

042 =12+ k? 0B?=1%+1% AB*= k-1~

Wynika stad, ze

k=17 =1 +k*+ 1%+ [°

Przeksztatcajac te réwnos¢ w sposéb rdwnowazny, otrzymujemy:

10



kl=-—1,
co konczy poszukiwania.
Zakonczmy zadaniem:

Wykorzystujgc wyniki uzyskane w punkcie 3. znajdZ réwnania obu prostych réwnolegtych do prostej
Ax + By + € = 0iodlegtych od niej o d.

11



scenariusz lekcji nr 3

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: 4. Funkcje, 5. Ciggi

Temat: Pole odcinka paraboli

Klasa: Klasa 111

Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla

zakresu podstawowego, a ponadto:

5) szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wzoru;

6) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej
funkcji lub o jej wykresie;

gk e

1 1
~,= oraz z
n mn

7) oblicza granice ciagéw, korzystajac z granic ciaggow typu
twierdzen o dzialaniach na granicach ciagow.
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e poznaje okreslenie odcinka paraboli,

e utrwala pojgcie funkcji kwadratowe;j i jej wykresu,
e poznaje notacj¢ sigmowa,
e poznaje wzor na sumg kwadratow kolejnych liczb naturalnych,
e prowadzi rozumowanie pozwalajace uzyskiwa¢ wzor ogolny,
e wykorzystuje wlasnos¢ wartosci bezwzgledne;.
e postluguje sig¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
éwiczenia

9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach

Plan lekcji
Na ptaszczyznie dana jest parabola y i prosta r, ktéra przecina parabole w dwdch réznych punktach A

i B. Czes¢ ptaszczyzny ograniczona parabolg i prostg jest odcinkiem paraboli.

12


http://www.geogebra.org/cms/pl/download/

Jak wida¢, mamy dwie mozliwosci:
1° prosta r nie jest prostopadta do osi symetrii paraboli;
2° prosta r jest prostopadta do osi symetrii paraboli (prosty odcinek paraboli).

Obliczmy najpierw pole prostego odcinka paraboli. Wybierzmy tak uktad wspdtrzednych, aby o$ y
pokrywata sie z osig symetrii paraboli. Parabola taka ma réwnanie

y =ax?.

Niech B’ bedzie rzutem prostokatnym punktu B na o$ x , zas | niech bedzie dtugoscia odcinka OB’,

ktory podzielimy na n réwnych czesci. Odciete punktow podziatu sg zatem réwne:

{ l l {

— 2 =3 — 4 —, - L

n n n n

Utwdrzmy teraz prostokaty o wysokosciach odpowiadajgcych kolejnym odcietym punktéw podziatu

odcinka OB’, tzn. o wysokosciach:

a-(—) ,a»(2—) ,a-(B—) ,{1'(4—) ,---,a-(n—) .
n . n . n . .
Prostokat o numerze i ma wiec pole:

[ N -
'p:-=—»a»(1—) =a-— I
n .n n
Suma pol P wszystkich tych prostokgtow jest rowna:

n n £3 Eg n
P = E D = E a—it=a— ) i°.
i n3 73
i=1 i=1

i=1

Uwaga.
Powyzszg sume mozemy zapisa¢ za pomocg mato wygodnego wyrazenia z kropkami:
I3 I3 I3 I3 I3
a—1*"+a—-2*+a—-3*+a—-4 +-+a—-n°.
n? n® n® n? n?

Czy nie warto wiec zastosowac notacji sigmowe;j?

13



Widac, ze rdznica pomiedzy polem P sumy prostokatow a polem S figury ograniczonej odcinkami OB,
B’B oraz fukiem OB paraboli ¥ jest zawsze dodatnia, ale jest tym mniejsza, im wieksze jest n. Zatem
pole S uzyskamy, gdy 11 — 2:

Eg n
S=limP=a— ) i

n—o n
=1

W ponizszej tabeli umieszczamy kolejne liczby naturalne i oraz sume kwadratéw i sume kwadratéw
pomnozong przez 6.

j ? D 6 12 6 12
1 1 1 6 LoZog
2 4 5 30 2:3-5
3 9 14 84 Soday
4 16 30 180 4-5-9
5 25 55 330 5:6:11
6 36 91 546 6-7-13
7 49 140 840 7-8-15

Obserwujgc ostatnig kolumne mozna zauwazy¢ (indukcja), ze
62 i“=nn+1(2n+1),

czyli

L, nn+1)(2n+1)
ZI - 6
Uwzgledniajac powyzsze, mamy

P an+100C2n+1) al®y 1y 1
P=amn—- =—(1+ )(2+—).
n? 6 6 .

n n

Zatem
1 .1

S=lmP==1 al*=-|0B'|+|B'B|.

n—oo 3 3
Pole, ktére nas interesuje, jest zatem réwne
2
< |0B'| - |B"B]|,
3
czyli pole prostego odcinka paraboli jest rowne

4
EIOB’I - |B'B|.

Wynik ten oznacza, ze pole odcinka paraboli stanowi cztery trzecie pola prostokata o podstawie OB’ i
wysokosci B’B. Stwierdzenie to nazywane jest twierdzeniem Archimedesa.
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Pozostato nam rozwazy¢ przypadek, gdy prosta nie jest prostopadta do osi symetrii paraboli.
Wykonajmy stosowny rysunek.

Niech x, i x5 (x, < 0 < xz) oznaczaja odpowiednio odciete punktéw A i B. Odcinek A’B’ ma dtugos¢
(xz — X4 ), |AA’| =axi, |BB'| = ax.

Pole trapezu ABB’'A’ jest wiec réwne i (axi+ax3)(xs —xy) = ga(xj +x3) (x5 — x4).

Pole tréjkata krzywoliniowego S, jest rowne é pola prostokata o bokach OA’ i A’A, czyli wynosi

1
S, = 3% (axz).

Pole tréjkata krzywoliniowego S, jest rowne ; pola prostokata o bokach OB’ i B'B, czyli wynosi
1

S, = —gxﬂ(axj).

Pole odcinka AOB paraboli wynosi zatem:

1 1 1 a

Ea(xj + x3) (x5 — x,) — gxﬂ(axg.) +— gxﬂ(axj) = g(xg. — 3x,x5 + 3x3x5 — x3).

Kazda parabole mozemy przesungc tak, aby jej wierzchotek znajdowat sie w poczatku ukfadu
wspotrzednych, czyli pole odcinka paraboli mozna zawsze wyrazi¢ wzorem

a
—(xs—x4)%
6(5' .‘l)

W przypadku a ujemnego powyzszy wzor zapiszemy w postaci

% (x5 — x4)%

Uzywajac GeoGebry, mozemy utworzy¢ plik, dzieki ktéremu bedziemy mogli obserwowaé, jak
zmienia sie suma pél prostokatéw w zaleznosci od liczby n punktéw podziatu odcinka OB’, oblicza¢
pole prostokata OB’BC, poréwnywacé sume pol prostokgtow z trzecig czescig pola prostokata OB’BC
oraz oblicza¢ pole odcinka paraboli.

Efekt koncowy moze by¢ nastepujacy:

15
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scenariusz lekcji nr 4

Przedmiot: Matematyka

Dzial programowy: 4. Funkcje, 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej
Temat: Odleglo$¢ punktéw, prostych i punktu od prostej

Klasa: Klasa Il

Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreSlone dla
zakresu podstawowego, a ponadto:

8) szkicuje wykres funkcji okreslonej w réznych przedzialach ré6znymi wzorami;

ok~ ownE

odczytuje wlasnosci takich funkcji z wykresu,
9) stosuje wektory do opisu przesunigcia wykresu funkcji;
10) oblicza odleglo$¢ punktu od prostej;
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e stosuje warunek réwnolegtosci wektordw;

e sprawdza przynalezno$¢ punktu do proste;j;
e zapisuje rownania liniowe w postaci ogolnej 1 kierunkowej;
e rozwiazuje uktady rownan pierwszego stopnia metoda wyznacznikowa;
e rozwiazuje zadania zwiazane z odlegloscia punktow w  ukladzie
wspotrzednych,
e potrafi przewidywaé¢ zmiany zwiazane ze zmianami warto$ci parametru w
rownaniu kKrzywej;
e nabywa umiejgtnosci stosowania metod geometrii analityczne;j.
e postluguje sig¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji

Przypomnijmy kilka faktow:
1. Dwa wektoryi = [a;,a,] i ¥ = [b;,b,] s3 réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:
|y 5| =ab—ab =0
* — A — (1A — .

Warunek ten jest réwnowazny warunkowi, ze jeden z wektoréw i i © jest iloczynem drugiego przez
pewng liczbe k.

2. Niech bedg dane w uktadzie wspdtrzednych xOy dwa rdéine  punkty

M = (x;,v,)iN = (x5,7,). Punkt P = (x,V) lezy na prostej MN wtedy i tylko wtedy, gdy
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wektory MP i MN sg réwnolegte, co zachodzi, gdy ich wspodtrzedne spetniajg warunek
rownolegtosci (*).
Wykonajmy teraz rysunek.

Niech p bedzie prostg przechodzacg przez dany punkt P, i rownolegta do danego niezerowego
wektora @ (rys.). Punkt P ptaszczyzny lezy wtedy i tylko wtedy na prostej p, gdy wektor PC._P) jest
réwnolegly do wektora @. To zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektor %—ﬁ jest iloczynem wektora d
przez pewnga liczbe t, tj. gdy PC,_P) =t-d.

Poniewaz P}J_P’ = 0P — O—PG’ , wiec powyzszg réwnos¢ mozemy zastgpi¢ rownosciag 0P = O—P,; + td.
Wprowadzajac oznaczenia OF, = 4,, OP = i, otrzymujemy

(«+) U =1, +td.

Réwnanie (**) nazywamy rownaniem parametrycznym prostej p w postaci wektorowe;j.

Niech teraz Py = (x4, V). P = (x,v),d = [m,n]. Wéwczas i, = [x,,7,]. 1% = [x,V]. Poniewaz dwa
wektory sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy réwne s3 odpowiednie ich wspdfrzedne, wiec réwnanie
wektorowe (**) jest réwnowazne uktadowi réwnan
{1‘ =Xy +t-m

V=V, +tn

Powyiszy zapis jest przedstawieniem parametrycznym prostej w postaci skalarnej. Krétko: jest to
uktad réwnan parametrycznych prostej.

Na przyktad uktad réwnan

{ x=4-3t

yv=-2+7t
jest uktadem réwnan parametrycznych prostej przechodzacej przez punkt B, = (4, —2) i réwnolegtej
do wektora @ = [—3,7]. Rugujac parametr t z powyzszych réwnan, otrzymujemy réwnanie stopnia
pierwszego wzgledem x i y:

Tx+3y—-22=0.
Aby uzyskac wykres prostej danej w postaci parametrycznej, wystarczy w polu wprowadzania wpisaé
c=Krzywa[4-3t, -2+7t, t, -5, 5](wg schematu Krzywa[ <Wyrazenie>, <Wyrazenie>, <Zmienna -
Parametr>, <Wartos¢ Poczatkowa>,<Wartos¢ Koncowa>]). Mozemy tez uzyskaé ten wykres metoda
,punkt po punkcie”, co pozwoli pokaza¢ punkty dlat=0it=1. W tym celu w polu wprowadzania
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wpisujemy t i klikamy enter, co powoduje wprowadzenie suwaka dla t. Nastepnie w polu
wprowadzania wpisujemy (4-3t, -2+7t). Otrzymujemy w ten sposéb punkt A dla t = 1, czyli punkt A =

el

(1, 5); dla t = 0 otrzymujemy punkt P, = (4, -2). Zauwazmy, ze B,A = d. Moze to wygladaé to

nastepujgco:
" GeoGebra =(2]x]
Plik Edycja Widok Opcje Narzedzia Okno Pomoc Zaloguj sie |
. o . -2
-AX_A,L_)G)@&NABCL_QF ,
51 ) | ki 7 El i E ] §
» Widok Algebry ﬂ ~ Widok Grafiki g x
= Liczha .v A I 4
¥ t=0.75 | ”_I
= Punkt
@ A=(1,5) t=075
@ B=(1.75,3.25) .
L@ Py=i2) N o A
= Wekior \
_ (-3
su=("7)
.
°
* .
.
.
24 .
.
.
i 4
.
.
o .
12 11 10 o 8 7 & 5 4 k) 2 1 o 1 2 3 a &5 [ 7 [
.
.
14 s
.
.Pp
2 L%
.
3]
aq
.
5 .
mewad‘zl 1@
Lostat| > © (W] & (W] Réwnania keywych - Mic... || 7 GeoGebra F TR 2149

Po tym wstepie mozemy zaproponowaé poszukiwanie rownan innych krzywych, réznych od znanej
paraboli i hiperboli, np. podery czy krzywej Agnesi'.
Wedtug Matego stownika matematycznego®:
podera (krzywa spodkowa) danej krzywej K wzgledem punktu A — miejsce geometryczne punktow
przeciecia stycznych do krzywej i prostych prostopadtych do nich, opuszczonych z punktu A.
W tym samym stowniku na stronie 169. znajdujemy okreslenie miejsca geometrycznego :
miejsce geometryczne — zbidr wszystkich punktow posiadajacych okreslong wtasnos$é, np. okrag jest
m. g. punktow ptaszczyzny jednakowo oddalonych od ustalonego punktu. Azeby dowies¢, ze figura
jest m. g. punktow o pewnej wtasnosci, nalezy pokazaé, ze:

1. kazdy punkt tej figury ma te wtasnos¢ i

2. kazdy punkt o tej wtasnosci nalezy do tej figury.
Uzywajac GeoGebry mozemy tatwo utworzyé podere np. okregu K: x? + y? = 9 wzgledem punktu A
= (4,0). Rysujemy okrag K oraz zaznaczamy punkt A. Nastepnie na okregu wybieramy punkt B i
prowadzimy styczng do tego okregu przez ten punkt. Dalej prowadzimy prostg prostopadtg do tej
stycznej przez punkt A. Proste te przecinajg sie w punkcie C. Dla punktu C wtaczamy Slad wigczony, a
dla punktu B — Animacja wtgczona. W ten sposob punkt C zakresli krzywa spodkowg (punkt C jest
spodkiem wysokosci tréjkata prostokgtnego ACB) okregu K.
Efekt powinien by¢ nastepujgcy:

! http://pl.wikipedia.org/wiki/Lok_Agnesi
> A, B. Empacher, Z. Sep, A. Zakowska, W. Zakowski, Maty stownik matematyczny, Wiedza Powszechna,
Warszawa 1970, str. 206
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" podera_okreguL.ggh =[]
Plik Edycja Widok Widoki Opcie MNarzedzia Okno Pomoc

A . o é:l X asz Przemieszczaj obszar roboczy i
[%v LI /, ,/"’J bv @7 '\'./7 il NI AECV — '%’ Przesur obszar roboczy lub osie (Shift + ciagnij) -
B[]
¥
B
12 11 10 ) B 7 5 5 4 5 & K [ s 10 R 12
ger
54
>
Wprnwam"l (]
Lostart| | B @ 0 ” | (W]kzywa spodkona -Miar... |[€7 podera_okregu1.ggb e O 173

Zastandwmy sie teraz, jakim réwnaniem opisana jest uzyskana krzywa spodkowa?
Niech punkt stycznosci B ma wspotrzedne (h, k). Poniewaz punkt B jest punktem lezagcym na okregu,

wiec h? + k? = 9. Prosta OB ma réwnanie Vv = %x Prosta styczna w punkcie B do okregu jest do
niej prostopadta, ma wiec réwnanie v —k = —E(:x — h), czyli (a) xh+ vk = 9. Ustalmy jeszcze
rownanie prostej przechodzacej przez punkt A i prostopa_d’fej do wyznaczonej stycznej. Jest ona
rownolegta do prostej OB, ma wiec réwnanie: Vv = %(:x —4),a po przeksztatceniach: (b)

Vi + (4 — x)k = 0. Punkt C jest punktem przeciecia prostych (a) i (b). Mozemy wiec napisac:
{ xh+yk=9
vhi+(4—x)k=0
Uktad ten pozwala obliczy¢ h i k.
X v s

9 v

W, = - =9(4—x),

R =g 4_xl (4—x)
x 9

A5 = — 7

W, v 0| 9y.

W,  9(4—x)
"W ax—xf—y?
W, —9y
TW T 4x -2 —y%

Podstawiajac te wartosci do réwnania h? + k2 = 9, otrzymujemy:

9(4 — x) )2 =9y 2
—_— | + (f) =9,
4x — x<—y- Ax —x=—y-

a po przeksztatceniach, mamy:

(*)9(4—x)*+9v* —(4x —x*—y*)*=0.
Pozostaje juz tylko skorzysta¢ z GeoGebry. Wpiszmy wiec to rdwnanie w Polu wprowadzania i
zobaczmy wykres. Jest tak, jak by¢ powinno! Podera naszego okregu jest wiec miejscem
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geometrycznym punktow przeciecia stycznych do okregu i prostych prostopadtych do nich,
opuszczonych z punktu A. Wspétrzedne tych punktow spetniajg réwnanie (*).

" GeoGebra =|olx|
Plik Edycja Widok Widoki Opcie Narzedzia Okno Pomoc
A l b. @ * | agC as=2 Przemieszczaj obszar roboczy i
l%v LI /v ,/"’VJ il @v o | S e o '%’ Przesur obszar roboczy lub osie (Shift + ciagnij) Y
H[E|<-|
81y
7
a4
54
16 14 2 10 B 8 4 [ [ 10 12 1a 6 18
54
84
74
mewad‘zl s @
Lostart| | B @ 0 > |[ (7 GeoGebra = O w2

Zmieniajgc potozenie punktu A otrzymujemy oczywiscie inng krzywa spodkowg dla tego samego
okregu.
Popatrzmy jeszcze na krzywe spodkowe deltoidy, czyli hipocykloidy o trzech ostrzach.

tadne, ,matematyczne kwiatki”.

PrzejdZmy teraz do rownania krzywej Agnesi. Odpowiedni plik GG moze wyglagdac¢ nastepujaco:
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KRZYWA (LOK) AGNESI

C = (0,2r) D,

0= (0,0)

a [ctrl + f usuwa $lad]

Zadang krzywa kresli $lad punktu E, poruszany przy pomocy suwaka a. Aby znalez¢ jego wspoétrzedne,
znajdziemy najpierw wspétrzedne punktéw B i D. Zauwazmy, ze okrag ¢ o $rednicy 2r (r > O)ma
rownanie x* + (y — r)? = r*, prosta f ma réwnanie ¥ = 2r, a prosta e ma réwnanie ¥ = mx, meR.

Zatem:
T =mx 5
Vv = mx ) ( 2rm  2rm* )
B: { ., 2 .= 2Zrm = B = —, — .
x“+(y—-1r)=r ' 1+m? 1+ m?

y =27 . .
— T - 211“
D: [-‘ 21‘;[ 2-;-=>D=(—,2-r).
y=mx X=— m

m

X= S
1+ m-

. ey 2
Punkt £ ma wiec wspétrzedne x = = i v = —— skad
m - 1+m?2

Wynik ten mozemy tez otrzymaé, korzystajac z podobienistwa tréjkatow i twierdzenia Euklidesa.
A tak moze wyglada¢ ta krzywa, gdy otrzymane réwnanie wpiszemy do pola wprowadzania
(uprzednio tworzac suwak a) i wykorzystamy kolory dynamiczne (HSL) dla $ladu krzywej.
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scenariusz lekcji nr 5

Przedmiot: Matematyka
Dzial programowy: 6. Trygonometria
Temat: Wyznaczanie okresow funkcji trygonometrycznych
Klasa: Klasa Il
Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreSlone dla
zakresu podstawowego, a ponadto:
11) wykorzystuje okresowosé funkeji trygonometrycznych;
12) postuguje si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych (np. gdy rozwiazuje
nierownosci typu sin X > @, cos X < a, tg x a);
13) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw, sume i réznice sinuséw
i cosinusow katow;
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e zna definicj¢ funkcji okresowej,

ok~ ownE

e podaje przyktady funkcji okresowych,
e zna okresy zasadnicze podstawowych funkcji trygonometrycznych,
e wyznacza okresy roznych funkcji trygonometrycznych,
e prowadzi rozumowania pozwalajace uzyskiwaé ogdlne wzory.
e postuguje sig¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia

9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach

Plan lekcji
Na wstepie przypominamy definicje funkcji okresowej i podajemy przyktady funkcji okresowych.

Funkcje nazywamy okresowgq wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba T > 0 taka, ze dla kazdego x z
dziedziny funkcji x + Ti x — T nalezg do dziedziny funkcji i zachodzi réwnosc

f(x+T)=f(x).
Liczbe T >0 nazywamy okresem funkcji f. Najmniejszy okres (o ile istnieje) nazywamy okresem
zasadniczym funkgji f.

Uwaga
Jesli pewna funkcja f jest okresowa i ma okres T, to jej okresem s3 rowniez kazda z liczb:
2T,3T,- kT, gdziek € C.

Istotnie, korzystajgc z definicji, mamy:
fx+T) =f(x),
fx+2T) =f(x+T+T)=f[(x+T)+T] = f(x+T) = f(x),
flx+3T) =f[(x+2T) + T] = f(x + 2T) = f(x),itd.
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Z Uwagi wynika, ze dziedzina funkcji okresowej nie moze by¢ zbiorem ograniczonym.
Przyktady funkcji okresowych
1. Funkcja stata f(x) = k.

X-p

=
o

1

p

flxtp) =flx) =k
Funkcja ta jednak nie ma okresu zasadniczego, gdyz nie ma najmniejszej dodatniej wartosci p, dla
ktdrej bytby prawdziwy zwigzek zapisany w definicji.

2. Funkcja f(x) = x — [x] (w GG wprowadzamy: y = x-floor (x)) .

I\

1

v

Jest to funkcja ,mantysa”. Jest ona okresowa — kazda liczba catkowita dodatnia jest jej okresem.
Okresem zasadniczym jest 1.
3. Funkcja okresowa okreslona na zbiorze C liczb catkowitych: ,y jest resztg z dzielenia x przez
p”, gdzie p jest liczbg catkowitg (np. p = 5) (w GG wprowadzamy: Ciagl (i,
ResztaDzieleniali, 51), i, -5,141)
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4. Okresowos¢ roznych funkcji trygonometrycznych
Przypominamy, ze:

funkcja okres zasadniczy
y = sinx 2n
¥V = CcOoSx 21
¥y =tanx m

5. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = sin(mx).
Aby rozwigzaé zadanie zapytajmy, dla jakich T € R\{0} idla kazdego x € R:
sinm(x +T) = sinmx
¢
sin(mx + nT) = sinmx
¢
il =21
¢
T=2

Pokazalismy, ze okresem zasadniczym podanej w zadaniu funkcji jest 2. Zobaczmy to jeszcze na
wykresie:
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6. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = sinx » cos x.

Poniewaz sinx-cosx =

1, . . 1, . , .
=sin2x, wiec f(x)=-sin2x. Aby rozwigza¢ zadanie

zapytajmy, dla jakich T € R\{0} i dla kazdego x € R:

1 , 1
—s5in2(x+7T) = —sin 2x
2 2

¢

1 _ 1
—sin(2x + 2T) = —sin 2x
2 2

i)

2T =21

i3
T=m

PokazaliSmy, ze okresem zasadniczym

wykresie:

podanej w zadaniu funkcji jest m. Zobaczmy to jeszcze na

f(x) = sin(x) cos(x)

7. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f (x) = sinx + cos x.

Zaréwno funkcja sinus jak i cosinus majg okres zasadniczy 2m, a zatem wspdélnym okresem funkcji f

jest 2t (NWW).
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8. Wyznacz okres zasadniczy funkgji f (x) = sin 3x.

Aby rozwigzaé zadanie zapytajmy, dla jakich T € R\{0} idla kazdego x € R:
sin3(x+ T) = sin3x

¢
sin(3x + 37) = sin3x
¢
T =2n
¢
2
T=-m
3

.
=

Okresem zasadniczym danej funkcji jest T = ;T

ANWANWAN ANFARFARA
VARV

<
E
<

9. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = sin4x + cos3x.

Okresem zasadniczym funkcji sin4x jest 24—_ = ; za$ okresem zasadniczym funkcji c0s3x jest 23—_
Poniewaz NWW (%_46—_) = lzﬁ = 21, wiec okresem zasadniczym danej funkgcji jest 2m.
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10. Wyznacz okres zasadniczy funkcji f (x) = cos 5x + tan 7x.

Funkcja cos 5x ma okres zasadniczy Z—T Aby wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji tan 7x zapytajmy, dla
jakich T € R\{0} idla kazdego x = ;+ kmk eC.
tan7(x+T) =tan 7x

3
tan(7x + 7T) = tan 7x
3
T =1

b

7
14w 5m 70w . . e £

Poniewaz NWW ( - 3_) =, = 21, wiec okresem zasadniczym funkgji f jest 2m.

11. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji

h(x) = f(x)+ g(x), gdzie f(x)=sinx i g(x)=1-sinx.
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Funkcje f i g sa okresowe o okresie 2m, ale funkcja f(x) = sinx +1 —sinx = 1nie ma okresu
zasadniczego (funkcja stata).

12. Wyznaczyé okres zasadniczy funkcji f(x) = [sinx + 2|.
Funkcja g(x) = sinx +2 ma okres zasadniczy 2m, a wiec i funkcja f ma taki okres zasadniczy
(|sinx + 2| = 2, wiec|sinx + 2|=sinx +2 ).

13. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = (sinx + 2)?. Okresem zasadniczym tej funkcji

jest oczywiscie 2m, co widaé na ponizszym wykresie.

glx) = (sin(x) + 2’

f(x) = sin(x) +2

14. Okresem zasadniczym funkgji f(x) = |sin x| jest i, co wida¢ na ponizszym wykresie.

f(x) = |sin (x)

PrzejdZmy teraz do pewnych uogdlnien.
e Dla podstawowych funkcji trygonometrycznych o okresie zasadniczym T = 2m, mamy:

f(x): sinx, cosx okres zasadniczy
. T
flkx) -
k|
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' T

f(x)] -

! 2

[f(x)]", n— parzyste g
[f(x)]", n — nieparzyste T

e Dla podstawowych funkcji trygonometrycznych o okresie zasadniczym T = 1, mamy:

f(x): tanx okres zasadniczy
. T
flkx) —
k|
f(x)] T
[f(x)]", n — parzyste T
[f(x)]", n — nieparzyste T

Ponadto:

e Jezeli f(x) jest funkcjg o okresie T, to funkcja g(x) = af (kx + b) tez jest okresowa i ma

. T
okres zasadniczy o

e Jezeli f(x)1g(x)sa funkcjami okresowymi o okresie T, to funkcje f(x) = g(x),f(x) - g(x),
g—: mogq nie mie¢ okresu zasadniczego lub majg okres zasadniczy mniejszy lub réwny T.

e Jezeli dwie funkcje f(x) 1 g(x) s funkcjami okresowymi o okresach réwnych odpowiednio T;
i T, i istnieje NWW (T,,T,), to okresem kazdej z funkcji f(x)+ g(x),f(x)- Q(:X},f':—xi: jest
gl
liczba NWW (T,, T, ).

Na zakoniczenie wykaimy jeszcze, ze jesli a jest liczbg rzeczywistg niewymierng, to funkcja
f(x)= cos(ax) + cos(x) nie jest okresowa.

Zatézmy, ze podana funkcja przy danym zatozeniu jest okresowa, tzn. przypusémy, ze dla kazdego x
rzeczywistego istnieje takie T € R\ {0}, ze:

cos[a(x + T)] + cos(x + T) = cos(ax) + cosx.

Zauwazmy, ze:

cos[a(x + T)] + cos(x + T) = cos(ax) + cosx.

4

cosal +cosT =cos0+cos0
)

cosal +cosT =12

)

cosal =1icosT =1
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=

al = 2kn
T =2In
kLlecC
[=0
)
k
a=-
{
Ostatnia réwnos¢ jest niemozliwa, gdyz liczby niewymiernej nie mozna przedstawi¢ w postaci ilorazu

dwéch liczb catkowitych.
A jak wyglada wykres tej funkcji (np. dla @ = 2 i a=+/5)? Popatrzmy:

25

f(x) = cos (\"2 x‘) + cos (x)

h(x) = cos (\/5 x) + cos (x)

Zadanie domowe
Wyznacz okresy zasadnicze nastepujgcych funkcji:
1. f(x)=3sinx + sin2x.

2. f(x)=3cos G-I—%)
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1.

scenariusz lekcji nr 6

Przedmiot: Matematyka

. Dzial programowy: 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa

i kombinatoryka.
Temat: Prawdopodobienstwo calkowite i wzor Bayesa.
Klasa: Klasa I11

. Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla

zakresu podstawowego, a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;

2) Kkorzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym;
3) korzysta ze wzoru Bayesa.

. Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),

e Dbezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

. Cele: Uczen:

e stosuje wzor okreslajacy prawdopodobienstwo warunkowe,

e oblicza prawdopodobienstwo warunkowe z zastosowaniem wzoru Bayesa,
e ilustruje zadanie za pomoca tzw. drzewka,

e stosuje tabelke dla pary zdarzen losowych,

e komentuje i uzasadnia otrzymany wynik,

e zamienia utamek okresowy na zwykty,

e postuguje sig¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,

¢éwiczenia

. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach

Plan lekcji
Sytuacja pierwsza

W dwdch urnach A i B znajdujg sie kule. W pierwszej urnie jest 10 kul czerwonych, 8 niebieskich i 6

zielonych, a w drugiej s3 4 kule czerwone, 6 niebieskich i 10 zielonych. Losujemy jedng kule z

przypadkowo wybranej urny. Okazato sie, ze jest to kula zielona. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze

jest to kula z urny B?

Rozwigzanie

Opiszmy zdarzenia losowe:

A — Wybrana kula pochodzi z urny A.

B — Wybrana kula pochodzi z urny B.

Z — Wybrana kula jest zielona.

Skorzystamy ze wzoru Bayesa:

P(B|Z) =

P(B)-P(Z|B)
P(4)-P(Z|A) + P(B)-P(Z|B)

PrzejdZzmy do arkusza kalkulacyjnego.
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A B C D E F G H I J
1 WZOR BAYESA

2

3 Urna A Urna B

4 C M Razem C M Z Razem
5 10 3 24 4 B 10 20
3

Niech prawdopodobienstwa

P(A)iP(B) bedy roéine. Wiadomo jednak, ze musi by¢

P(A) + P(B) = 1. Niech wiec P(4) = 0,2,skad P(B) =1 — P(A) = 0,8.

Wpiszmy wartoé¢ P(A4) do komérki B9, a do innych nastepujace formuty:

C9: =B5/SESS
D9: =C5/SES5
E9: =D5/SES5
G9: =1-B9
H9: G5/$JS85
19: =H5/$JS5
19: =15/$J55

E12: =C9*B9/(C9*B9+HI9*GI)
E13:=1-E12

E15: =D9*B9/(D9*B9+19*G9)
E16:=1-E15

E18: =E9*B9/(E9*B9+J9*G9)
E19: =1-E18

(prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej z urny A)
(prawdopodobienstwo wylosowania kuli niebieskiej z urny A)
(prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej z urny A)

(prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej z urny B)
(prawdopodobienstwo wylosowania kuli niebieskiej z urny B)
(prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej z urny B)

(zwraca wartoé¢ P(C|A))

(zwraca warto$¢ P(C|B))

(zwraca wartos¢ P(N|A))

(zwraca wartos¢ P(N|B))

(zwraca warto$¢ P(Z|A))

(zwraca warto$¢ P(Z|B))

Arkusz kompletny wyglada nastepujaco:
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A B C D E F G H | 1
WZOR BAYESA

1

2

3 Urna A Urna B

4 C N Fil Razem C N Z Razem
5 10 8 =] 24 4 3] 10 20
i]

7

8 P(A) P(C|A) | P(n|&) | P(Z]A) P(B) PiC|B) | Pi(n|B) | P{Z|B)
g 0,2| 0,416667| 0,333333 0,25 0,8 0,2 0,3 0,5
10

11 QODPOWIEDZI

12 Wylosowana P{C|A) 0,342466

13 kula czerwona P(C|B) 0,657534

14

15 Wylosowana P(M|A)  0,217391

16 kula niebieska P(M|B) 0,782609

17

18 Wylosowana P(Z|n) 0,111111

19 kula zielona P(Z|B) 0,888889

20

Z arkusza odczytujemy (z komorki E19), ze prawdopodobienstwo, ze kula zielona pochodzi z urny B

. B
wynosi .
Zauwazmy, ze dzieki arkuszowi mamy mozliwo$é zmiany wartosci P(A4) (w komodrce B9), ktéra
spowoduje automatyczng zmiane odpowiedzi. Sprawdz wyniki dla P(4) = 0,5.

2. Sytuacja druga

W kazdej z trzech urn A, B, D znajdujg sie dwa rodzaje kul: w urnie A jest 5 kul czerwonych i 15
niebieskich, w urnie B jest 10 kul czerwonych i 20 niebieskich, zas w urnie C jest 20 kul czerwonych i
20 niebieskich. Zaktadamy ponadto, ze wybér kazdej urny jest jednakowo prawdopodobny.
Poniewaz mamy trzy urny, to musimy zmodyfikowaé poprzedni model. Mamy tu:

P(A)=P(B)=P(D) = é Przejdzmy do arkusza kalkulacyjnego.

A B C D E F G H | 1] K L
1 WZOR BAYESA
2
3 Urna A Urmna B Urna D
4 C N Razem C N Razem C N Razem
5 5 15 20 10 20 30 20 20 40
il

Wpiszmy teraz formuty pozwalajgce obliczy¢ prawdopodobieristwa warunkowe w naszym modelu.
Wprowadzamy najpierw warto$¢ P(4) do komdrki B9, a do innych nastepujgce formuty:

C9: =B5/D5
D9: =C5/D5
F9: =B9

G9: =F5/H5
H9: G5/H5
J9: =B9

K9: =J5/L5
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L9: =K5/L5

Otrzymujemy:

7

8 P(A) | P(cla) | P{N]A) p() | pic|B) | P(N|B) P(D) | P(c|D) | P(N|D)
9 0,333333 0,25 0,75 0,333333] 0,333333] 0,666667 0,333333 0,5 0,5
10

Wprowadzamy w koncu formuty zgodnie ze wzorem Bayesa, dzieki ktdrym rozwigzaé mozemy rézne

przypadki naszego problemu:

E12:
E13:

=C9*B9/(C9*B9+GI*F9+K9*J9)

=G9*F9/(C9*B9+G9*F9+K9*)9)
E14: =K9*J9/( C9*B9+G9*F9+K9*J9)

E16: =D9*B9/(D9*B9+HI*F9+L9*)9)
E17: =H9*F9/( D9*B9+HI*F9+L9*)9)
E18: =L9*J9/( D9*B9+HI*F9+L9*]9)
Otrzymujemy:

B £ D E F G H | 1 K L

1 WZOR BAYESA
2
3 Urna A Urna B Urna D
4 C N Razem C N Razem C N Razem
5 5 15 20 10 20 30 20 20 40
5]
7
8 P{a) p(C|a) | P(N|A) P(B) p(c|B) | P(N|B) P(D) p{c|D) | P(N|D)
g 0,333333 0,25 0,75 0,333333| 0,333333| 0,666667 0,333333 0,5 0,5
10
11 ODPOWIEDZI
12 Wylosowana P(C|A) 0,230769
13 kula czerwona P(C|B) 0,307692
14 p{c|D) 0461538
15
16 Wylosowana P(N|A)  0,391304
17 kula niebieska P(N|B) 0,347826
18 P(N|D) 0,26087
19
Cwiczenia

Wykorzystujgc poprzedni model, rozwigz nastepujgce zadania:

1.

2.

Urny A, B, D zawierajg odpowiednio 10 kul czerwonych i 10 niebieskich, 6 czerwonych i 6

niebieskich, 12 kul czerwonych i 12 niebieskich. Przyjmijmy, ze P(4) = 0,3,P(B) =0,2,

P(D)=1—P(A) — P(B). Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze wylosowana kula czerwona

pochodzi z urny B.

W wytwdrni ozdéb choinkowych trzy pracownice malujg bombki. Doswiadczona pani

Karolina maluje 60% wszystkich bombek, nabierajagca wprawy pani Ludwika — 30%, a

poczatkujgca pani Maria 10% wszystkich bombek przeznaczonych do malowania.

Odpowiednio 1%, 5% i 30% ozdabianych przez panie bombek ttucze sie przy malowaniu.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze bombka przygotowana do malowania zostanie
sttuczona.

b) Bombka zostata sttuczona podczas malowania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
malowata jg pani Karolina, a jakie, ze malowata jg pani Maria?
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scenariusz lekcji nr 7

1. Przedmiot: Matematyka
2. Dzial programowy: 7. Planimetria, 4. Funkcje, 8. Geometria na plaszczyznie
kartezjanskiej
3. Temat: Symetrie i przesunig¢cia w ukladzie wspotrzednych
4. Klasa: Klasa Il
5. Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreSlone dla
zakresu podstawowego, a ponadto:
4) znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych w jednokladnosci (odcinka,
tréjkata, czworokata, itp.);
5) rozpoznaje figury podobne i jednokladne; wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wlasnosci; oblicz odleglo$¢ punktu od proste;j;
6) oblicza wspolrzedne oraz dlugos¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz
mnozy je przez liczbe. Interpretuje geometrycznie dzialania na wektorach;
7) stosuje wektory do opisu przesunig¢cia wykresu funkcji;
8) na podstawie wykresu funkcji = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = [f(x)|, y =
cf(x), y = f(cx);
9) szkicuje wykres funkcji okreslonej w roznych przedzialach réznymi wzorami;
odczytuje wlasnosci takiej funkcji z wykresu.
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e wyznacza rownanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci
Kierunkowej lub ogoélnej);

e bada réwnoleglo§¢ 1 prostopadtos¢ prostych na podstawie ich rownan
kierunkowych;
e wyznacza rOwnanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do prostej dane;j
w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;
e rozwiazuje, stosujac interpretacj¢ geometryczna, elementarne rOwnania i
nier6Wnosci z warto$cia bezwzgledna;
e stosuje podstawowe wlasno$ci wartosci bezwzglednej;
e oblicza wspoétrzedne punktu przecigcia dwoch prostych;
e postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym);
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
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Plan lekcji

1. Symetrie

Niech punkt P = (x, y)bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny xOy; punkt P; = (x, - y) jest puntem
symetrycznym do punktu P wzgledem osi x, punkt P, =(- x, y) jest punktem symetrycznym do punktu
P wzgledem osi y, punkt P; = (-x, -y) jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych, zas punkt P, = (y, x) jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem
prostej o réwnaniu y = x (zobacz rysunek).

Co powiesz o tréjkatach POL i P,ON, POL i P,ON, POL i P;ON oraz POL i P,OH?
Przykiad 1.1.

Dana jest prosta p o rownaniu v = 2x + 2. Napisz rownanie obrazu prostej p w symetrii wzgledem

osi x, y, poczatku uktadu wspétrzednych oraz wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

®

% Narysujmy najpierw dang prostg i jej obraz symetryczny wzgledem osi x. W tym celu
wyznaczmy dwa rézne punkty lezgce na prostej p:

X oy
0 2
10
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Obrazy tych punktéw w symetrii wzgledem osi x sg nastepujace:

X Y
0o -2
-1 0

ZnajdZmy réwnanie prostej wyznaczonej przez punkty A, i B:
V= Va, X Xgq, y—(-2) x-0

i

Vg —Va, Xp—X4 0- (-2) -1-0

a stad
v=-—2x—2.
Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczyto w miejsce y wpisaé (- y), by
uzyskac réwnie prostej symetrycznej do prostej p wzgledem osi x.
«* Narysujemy teraz prostg symetryczng od prostej p wzgledem osi y.

X oy
0o 2
1 0
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Réwnanie obrazu prostej p w symetrii wzgledem osi y jest nastepujace:

Y= Va X — Xa y-2 x-0
J’Bi_}’.qzxﬂi_x.q’ 0-2 1-0
a stad

y=-2x+2

Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczyto w miejsce x wpisa¢ (- x), by
uzyskac réwnie prostej symetrycznej do prostej p wzgledem osi y.
< Rozwazmy teraz symetrie prostej p wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

X oy
0 -2
1 0
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Réwnanie obrazu prostej p w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych jest nastepujgce:

V-, o X—x, y—(-2) x-0

Vs, —Va, Xg —Xs 0-(-2) 1-0

a stad
v=2x—-2.
Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczyto w miejsce x wpisa¢ (— x), w
miejsce y wpisac (- y,) by uzyskac¢ réwnie prostej symetrycznej do prostej p wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych.

@,

% Pozostato nam jeszcze rozwazy¢ symetrie prostej p wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Wyznaczmy punkty symetryczne do punktow A i B prostej p.

X Y
2 0
o -1
4
y
3-
=2r 4+ 2
yosTE y=a
24 A
\\‘
14 ~
N
B . “A '
3 2 1. 0o 1 2 3 2
B,
.24
-34

YV — Va, X — Xy, y—0 x-2
Vg, = Va, Xg, —3Xa -1-0 0-12
a stad
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y=—x—1
T2

Obserwacja.
Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w rédwnaniu prostej p wystarczy w miejsce x wpisa¢ y, a w

miejsce y wpisac x, a nastepnie wyznaczyé y, by otrzymad réwnanie prostej symetrycznej do prostej p
wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Mozemy teraz skorzysta¢ z GeoGebry i nieco poeksperymentowac z symetriami danej prostej
wzgledem osi uktadu wspétrzednych.

Ponizej przedstawiony jest obraz pliku .ggb, dzieki ktéremu mozemy zmieniaé¢ wspdtczynniki a i b w
réwnaniu prostej p: v = ax + b w dowolnie ustalonym zakresie oraz obrazy symetryczne tej prostej
wzgledem osi uktadu wspodtrzednych (kolorem niebieskim oznaczono obraz prostej p w symetrii
wzgledem osi x, zas kolorem zielonym jej obraz wzgledem osi y).

Oprécz suwakdéw dla a i b oraz trzy pola wyboru Pokaz/Ukryj obiekt, pozwalajgce na ogladanie
rownan prostych. Poczgtkowo obiekty te powinny by¢ ukryte, gdyz to uczniowie powinni zauwazyé,
ze proste bedgce obrazami prostej p sg prostymi rownolegtymi.

Kolor niebieski - symetria wzgledem osi x

Kolor zielony - symetria wzgledem osiy

Przykiad 1.2.

Dana jest prosta p o rownaniu v = 2x + 2. Na podstawie jej wykresu wykonaj wykresy funkc;ji

y =|2x + 2| orazy = 2|x| + 2.

+»* Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej mamy:

2x + 2, jezeli2x+2 =0

y=I2x+2]= {—21- —2,jezeli2x +2 < 0

lub tez
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2x + 2,jezelix = —1

y=l2x+2]= {—21- —2,jezelix < —1

Jak wida¢, wykres funkcji tworzg dwie pétproste o wspdlnym poczatku w punkcie B.

Obserwacja.
Przedstawiony przyktad pokazuje, ze wykres danej funkcji mozemy otrzymac szybciej: wykonujemy

wykres funkcji v = 2x + 2, a nastepnie czes¢ tego wykresu lezgcg pod osig x odbijamy symetrycznie

wzgledem osi x, a oryginat (potprostg) usuwamy.

43



** Przejdzmy teraz do drugiej czesci ¢wiczenia.

2y +2 dlax =0

r=2x|+2 =
Y lx] {—2x+2 dlax <0

Korzystajac z poprzednich danych rysujemy proste o rownaniach y = 2x + 2iy = —2x + 2, a
nastepnie wybieramy do wykresu funkcji dwie pétproste o wspdlnym poczatku A, lezace powyzej
punktu A.
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Obserwacja.
Przedstawiony przyktad pokazuje, ze wykres danej funkcji mozemy otrzymac szybciej: wykonujemy

wykres funkcji v = 2x + 2, a nastepnie czes¢ tego wykresu lezacg po prawej stronie osi y odbijam
y JI ] €p € go wy qCq po p ] y Jjamy

symetrycznie wzgledem osi y, a czesc oryginatu (potprostg lezgcg ponizej punktu A) usuwamy.

45



2. Przesunigcia (translacje)

Niech punkt P = (x, y) bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny; obrazem tego punktu w przesunieciu
poziomym jest punkt P; o wspétrzednych (x + a, y), obrazem w przesunieciu pionowym jest punkt P,
o wspoétrzednych (x, y + b), jesli zas wykonamy oba przesuniecia rdwnoczesnie, to otrzymamy punkt
P; 0 wspoétrzednych (x + a, y + b).

l""i

‘{)

Obserwacja.
Jedli @ = 0, to translacja pozioma przesuwa punkt P o a jednostek w prawo, jesli zas @ << 0, to

translacja pozioma przesuwa punkt P o a jednostek w lewo; jesli b = 0, to translacja pionowa

przesuwa punkt P w gére, jesli zas b < 0, to translacja pionowa przesuwa punkt P w dot.

Przykiad 2.1.

Dana jest prosta p o réwnaniu v = 2x + 2. Napisz rownanie obrazu prostej p przesunietej o dwie
jednostki w prawo, przesunietej o dwie jednostki w dét oraz przesunietej o dwie jednostki w prawo i
jedna jednostke w doéf jednoczesnie.

«» Narysujmy najpierw dang prostg i jej obraz po przesunieciu o dwie jednostki w prawo.

W tym celu wyznaczmy dwa rdzne punkty lezgce na prostej p:

X Y
0 2
-1 0

Obrazy tych punktdw w tym przesunieciu sg nastepujace:
X y
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2 2
1 0

Narysujmy te proste i wprowadZmy oznaczenia punktow.

Prosta przechodzaca przez punkty 44 i 5; ma rdwnanie:

V= Va, X=Xy, Y—2 x-—12

»

-1F5‘1_-1:q1 Xs-i—XA1 0_2 1_2

a stad
y=2x—2.
Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w rdwnaniu prostej p wystarczy w miejsce x wpisa¢ X — 2, by

otrzymaé réwnanie prostej przesunietej. Rzeczywiscie: v =2(x —2) + 2 =2x —4 +2 = 2x — 2.
«» Narysujmy teraz dang prostg i jej obraz po przesunieciu o jedng jednostke w dét.

W tym celu wyznaczmy dwa rézne punkty lezgce na prostej p:

X Y
0 2
-1 0

Obrazy tych punktéw w tym przesunieciu sg nastepujace:
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Prosta przechodzaca przez punkty 44 i B4 ma rdwnanie:

Y= Va, X—Xq, Y1 x—0
Vo, — Va, Xs,—Xa, —1-1 —1-0
a stad
v=2x+1
Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczy w miejsce y wpisa¢ ¥ + 1, by
otrzymac réwnanie prostej przesunietej. Rzeczywiscie: v +1 =2x + 2,skad v = 2x + 2 — 1, czyli
y=2x+ L

®

«» Narysujemy teraz prostg p i jej obraz w przesunieciu o 2 jednostki w prawo i o jedna
jednostke w dét.

W tym celu wyznaczmy dwa rdzne punkty lezgce na prostej p:
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Obrazy tych punktéw w tym przesunieciu sg nastepujace:

X Y
2 1
1 -1

Narysujmy te proste i wprowadzZmy oznaczenia punktéw.

Prosta przechodzgca przez punkty 4, i E; ma réwnanie:

Y= Va, XXy y—-1 x-2

Vo, —Ya, Xp, —Xgq, —1-1 1-2

a stad
v=2x-—3.
Obserwacja.

Obowigzuje nastepujgca reguta praktyczna: dane sg liczby rzeczywiste a i b

1) aby otrzymacé przesuniecie poziome o a wystarczy w miejsce x wpisa¢ x — a w réwnaniu danej
krzywej (jesli a > O przesuniecie bedzie w prawo, jesli zas a < 0, to przesuniecie bedzie w
lewo);

2) aby otrzymac przesuniecie pionowe o b wystarczy w miejsce y wpisa¢ y — b w rownaniu danej
krzywej (jesli b > 0 przesuniecie bedzie w gbre, jesli zas b < 0, to przesuniecie bedzie w dot).
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scenariusz lekcji nr 8

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej

Temat: Stosowanie metod geometrii analitycznej w dowodzeniu twierdzen

Klasa: Klasa Il

Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla

zakresu podstawowego, a ponadto:

10) bada réwnoleglo$¢ i prostopadlosé¢ prostych na podstawie ich réwnan;

11) wyznacza réwnanie prostej, ktora jest réwnolegla lub prostopadia do innej
prostej;

12) oblicz odleglo$¢ punktu od prostej;

ok w0 E

13) tworzy lancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnosé.
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e oblicza odleglos¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych;

e stosuje wzor na odlegto$¢ punktow do rozwiazywania zadan;
e wyznacza wspolrzedne srodka odcinka w uktadzie wspotrzednych;
e zna pojgcie symetralnej odcinka;
e stosuje wzor na wspotrzedne srodka odcinka do rozwiazywania zadan;
e postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym);
e stosuje twierdzenie Pitagorasa do rozwiazywania zadan.
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach

Plan lekcji

Twierdzenie 1

Dany jest czworokat ABCD. Wykaz, ze czworokat , ktorego wierzchotkami sg srodki bokow
czworokata ABCD, jest rownolegtobokiem.

Wykonajmy rysunek pomocniczy.
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N
Ao

Rys. 1
Wykazmy, ze HE i GF sg réwnolegte. Poprow»;dimy w tym celu przekatng AC. Wykorzystujac
twierdzenie:
Jezeli w dowolnym tréjkacie potgczymy srodki dwdch bokdw, to powstaty odcinek jest réwnolegty do
trzeciego boku i jego dtugosc jest rowna potowie dtugosci trzeciego boku,
stwierdzamy, ze odcinek HE jest rownoleglty do AC i jego dtugos¢ jest rowna potowie dtugosci
przekatnej AC. Analogicznie wykazujemy, ze odcinek GF jest réwnolegty do AC i ma dtugos$é réwng
potowie dtugosci AC .Oznacza to, ze Boki HE i GF sg rdwnolegte i majg takg sama dtugos¢.
Korzystajgc z drugiego rysunku wykazujemy analogicznie, ze boki HG i EF sg rowne i rownolegte.
Zatem czworokat ABCDE jest rownolegtobokiem, cnw.
Przejdzmy do geometrii analitycznej. Wybierzmy cztery punkty tak, by punkty A i C lezaty na osi x, za$
punkt B na osi y. w ten sposéb otrzymujemy czworokat o wierzchotkach A = (a,0), B =(0,b), C=(c,0) i
D=(d, e).

e
O
»

=¥ }
/
/
-

Rys.2
Srodki bokéw maja wspoétrzedne:

=G )= =(FE 0559

Obliczmy teraz wspaétczynniki kierunkowe prostych MN, NP, PQ i MQ.
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g b b .
proMQ Ea=—3=2d=0
-z 2 °
e kb e-b .
pr. NP: = 2,,-=—§-—=:b,d¢0
Tz 2 z
Boki MQ i NP sg rownolegte.
b b
pr.MN: £2=0a=c
2z
g_g
pr.QP: maam=0a=c
2 2

Boki MN i QP sa réwnolegte (co widac na rysunku!). czworokat MNPQ jest wiec réwnolegtobokiem.
Konfrontujgc dowdd syntetyczny mamy mozliwos¢ refleksji, jaki sposdb dowodzenia wybieraé,
syntetyczny czy analityczny? Od czego taki wybdr moze zalezeé?

Twierdzenie 2

Dwie proste prostopadte majg takie wspodtczynniki kierunkowe, ze jeden z nich jest odwrotnoscig
drugiego z przeciwnym znakiem.

Rys.3

Udowodnimy ten fakt stosujgc metody geometrii analitycznej. W tym celu wybierzmy dwa punkty
A=1(x4Vs) 1 B=(x5Vs) takie, ze prosta AB nie jest réwnolegta do osi x oraz dowolny punkt

P = (x,y) na osi lezacy na osi symetrii odcinka AB (rys. powyzej). Wobec tego
|AP| = |BP|,

skad

VO =—x)?+ (=2 =V (=257 + (v — )%

Poniewaz obie liczby s3 nieujemne, wiec

(x =22+ (V=22 = (x =22 + (v = 75)?

X2 —2xx,+ A+ Y -2y, vl =xt - 2xxp + x5+ yi+yE = 2yys + 3
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—2xX, + X3 —2yV, + Vi + 2xx5 — x5+ 2yys — V5 =0

y = _Xp— xAx +E.x§ — X, + Vs —_1-'5.
Vs = Ya 2 Ya = Ya

(Mamy przy okazji gotowe réownanie symetralnej odcinka o koricach A, B!)
Wspdtczynnik kierunkowy osi symetrii odcinka AB wynosi zatem

m=-——,
Y~ Ya

Zas wspotczynnik kierunkowy prostej AB wynosi

r_ Y ~a
m == =
lB _l.‘l

Mnozgc otrzymane wspétczynniki, mamy:
Xg— X4 Vg — Va4

m-m =—— —_ =1,
Ve —Va Xp— Xz

a po przeksztatceniu
1

m =—-—
m

Komentarz moze by¢ nastepujacy: jesli proste sg prostopadte, to wspotczynnik kierunkowy jednej

prostej jest odwrotnoscig wspoétczynnika kierunkowego drugiej prostej z przeciwnym znakiem, cnw.
Rozwazmy jeszcze
Twierdzenie 3

Przekatne réwnolegtoboku dzielg sie na potowy.

Wykonajmy najpierw stosowny rysunek.

-

1

y=mzr
q

Y

Rys.4
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Na powyzszym rysunku dany jest réwnolegtobok, ktdrego wierzchotek A w uktadzie xOy ma odcietg
a, za$ wierzchotek C ma rzedng g. Niech y = mx bedzie réwnaniem prostej OA. Wobec tego punk A =
(a, ma), zas punkt C = (0, g). Ponadto

e odcieta punktu B jest réwna a, gdyz prosta AB jest rownolegta do osi y;

e prosta CB jest rownolegta do OA, zatem jej wspdtczynnik kierunkowy wynosi m.
Prosta CB ma wiec rdwnanie y = m x+ g, co oznacza, ze B = (a, ma + q).
Wspotrzednymi srodka przekatnej OB sg liczby:

Xzt xp a+0 a VgtV (ma+q)+0 ma+gq
YTT T T YT 2 -T2
Wspotrzednymi srodka przekatnej AC sg liczby:

Xy t+xe a+0 a v, Ve ma-+q
YET Ty T YT T T
Wspdtrzedne sg takie same, zatem przekatne dzielg sie na potowy, cnw.

Zwrdéémy uwage, ze w dowodach z zastosowaniem metod geometrii analitycznej duzg role odgrywa
dobrze dobrana interpretacja geometryczna, np. wybdr potozenia punktow w uktadzie xOy. W
zasadzie jest on dowolny, gdyz zawsze mozna dobra¢ odpowiednio uktad. Wybdr punktéw na
rysunku2. moze sugerowacd, ze jest to jaki§ przypadek szczegdlny. Nic podobnego! Narysujmy
najpierw dowolny czworokat, a potem uktad wspdtrzednych. Wyglada to tak:

Wykonujac taki rysunek, umiesciliémy 3 punkty na osiach uktadu wspétrzednych, co bardzo upraszcza
rachunki, ktére sg nieodtgcznym elementem dowodu z zastosowaniem metod geometrii analityczne;j.
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scenariusz lekcji nr 9

Przedmiot: Matematyka

Dzial programowy: 1. Liczby rzeczywiste, 7. Planimetria

Temat: Cyfra za cyfra — wyznaczamy nt

Klasa: Klasa Il

Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelmia wymagania okreslone dla
zakresu podstawowego, a ponadto:

1) tworzy strategie¢ rozwigzania problemu;

Ok E

2) tworzy lancuch argumentéw i uzasadnia jego poprawnosc.
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e konstruuje wielokat foremny poprzez podwajanie bokow;
e stosuje metodg iteracyjna do uzyskania przyblizenia,
e stosuje metodg rekursji w arkuszu kalkulacyjnym;
e stosuje twierdzenie Pitagorasa i Euklidesa;
e postluguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
éwiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach

Plan lekcji
Na poczatek zapytajmy, jak konstruujemy wielokaty foremne za pomocg cyrkla i linijki? Zaczynamy od
prostych prostopadtych? Zgoda.
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Mamy tu kolejno kwadrat, osmiokat foremny, szesnastokat foremny, itd., ktdre otrzymujemy tgczac
punkty, na jakie dzieli okragg prosta poprowadzona przez $rodki przeciwlegtych bokéw poprzedniego
wielokata.

Powyzisza konstrukcja podpowiada, jak otrzymaé z wielokata o n bokach wielokat o 2n bokach.
Konstruujmy okrag o srodku O i promieniu r oraz sieczng AB, ktdra jest jednym z bokdw n — kata
foremnego wpisanego w okrag. Niech |AB| = [,,. By otrzymaé bok 2n - kata foremnego wpisanego w
ten okrag nalezy poprowadzi¢ symetralng boku AB, ktéra wyznaczy dwa punkty C i D na okregu.
Odcinek BC jest bokiem wielokata foremnego o 2n bokach wpisanego w okrag. Niech |BC| =1,

(rys.).

Wyznaczymy teraz zwigzek, jaki zachodzi miedzy odcinkami BC i AB, tzn. miedzy [.,, 11,. Rozwazymy
najpierw trojkat DBC, ktéry jest prostokatny, gdyz jest oparty na potokregu. Wysokos¢ tego tréjkata
jest poprowadzona z wierzchotka kata prostego, a zatem jej dtugosc jest Srednig geometryczng
dtugosci odcinkéw CK i DK (drugie twierdzenie Euklidesa). Stad:

|BK|* = |CK|- |DK].

Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami, mamy:

|IDC| = 2r, |DK|=|DC|—|CK]| i |BK|=%.

Uwzgledniajgc powyzsze, otrzymujemy:
. _ . 2 2r —J4r? -2
IB‘HI‘=|CK|-(_2-;*—|CK|}—>|CH|‘—2-;*»|CK|+§=O—>|Ch’|= "2 =

2r+ 4r2—]Z
. . K o - . 4, ..
Rozwigzanie ————— odrzucamy, gdyz CK musi by¢ mniejsze od r.

Podobnie, trojkat BCK jest prostokatny, zatem po zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa,

otrzymujemy:
IBC|* = |BK|* + |CK?,
czyli
L 12 or —Jarz — 2 : [2 4r?—12 —4ry4rt— |2 . I
BC|? = 2+ k . n 2 Ry (4r?- 2,
4 2 4 4
skad
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]
BC| =1Ly, = J2r? —ry4r? - I},

Otrzymalismy w ten sposéb wzér na dtugosé¢ boku 2n - kata foremnego wpisanego w okrag o
promieniu r, ktéra zalezy od r i dtugosci boku [,, n—kata foremnego wpisanego w ten sam okrag.

Obwadd takiego 2n — kata foremnego wynosi

| I
2n -+ l,, =2n Il 212 —'f"\l,'lcl'f“? — 2.
N
Zauwazmy, ze bok kwadratu wpisanego w okrag o promieniu r ma dtugo$¢ r - /2. Zaczynajac zatem
od tej warto$ci mozemy obliczy¢ obwody nastepujacych wielokatéw foremnych wpisanych w okrag o
promieniu r: 8, 16, 32, 64, 128, ... . Stosunki obwodow wielokgtéw do dtugosci promienia okregu
bedg w miare wzrostu liczby bokdéw coraz lepszym przyblizeniem liczby mt!
Wykorzystamy to, prowadzac obliczenia w arkuszu kalkulacyjnym. Dla ufatwienia obliczen
przyjmiemy r =1.
a) W komoérce A2 wpisujemy 4, zas w komodrce A3 formute =2*A2 i kopiujemy jg az do Al12.
b) W komoérce B2 wpisujemy formute =Pierwiastek (2), zas w komdrce B3 wpisujemy
formute = Pierwiastek (2-Pierwiastek (4-B272))i kopiujemy jg az do komorki
B12.
c) W komodrce C2 wpisujemy formute =A2*B2 i kopiujemy jg az do komarki C12.
d) W komérce D2 wpisujemy formute =C2 /2 i kopiujemy jg az do komérki D12.
Efekt tych dziatan jest nastepujacy:

A B C D

1 liczba bokéw diugosc boku obwod  przyblizenie liczby pi
2 4 1,414213562 5,656854 2,828427125
3 8 0,765366865 6,122935 3,061467459
4 16 0,390180644 6,24289 3,121445152
5 32 0,196034281 6,273097 3,136548491
6 64 0,098135349 6,280662 3,140331157
7 128 0,0495082457 6,282555 3,141277251
8 256 0,024543077 6,283028 3,141513801
9 512 0,012271769 6,283146 3,14157294
10 1024 0,006135914 6,283175 3,141587725
11 2048 0,00306796 6,283183 3,141591422
12 4096 0,001533981 6,283185 3,141592346
13

Zauwazmy, ze zarowno w przypadku obwodu jak i liczby i, otrzymalismy zgodnos$¢ z rzeczywistg
wartoscig tych liczb do széstego miejsca po przecinku.
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scenariusz lekcji nr 10

1. Przedmiot: Matematyka
2. Dzial programowy: 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
I kombinatoryka.
3. Temat: Prawdopodobienstwo calkowite i wzor Bayesa.
Klasa: Klasa I11
5. Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreSlone dla
zakresu podstawowego, a ponadto:
4) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;
5) Kkorzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym.
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e stosuje wzor okreslajacy prawdopodobienstwo warunkowe,

&

e poznaje prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen,
e ilustruje zadanie za pomoca tzw. drzewka,
e stosuje tabelkg dla pary zdarzen losowych,
e komentuje i uzasadnia otrzymany wynik.
e postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
Rozwazmy nastepujgca sytuacje: w urnie znajdujg sie trzy identyczne kule ponumerowane liczbami 1,
2, 3. Z urny losujemy jedng kule i nie zwracajac jej do urny, losujemy drugg kule (losowanie bez
zwrotu).

Niech

E, — Pierwsza wylosowana liczba jest liczbg nieparzysta;

E, — Druga wylosowana liczba jest liczbg nieparzysta.

Powyzsze zdarzenia sg zalezne, gdyz prawdopodobienstwo wylosowania liczby nieparzyste]j za drugim
razem, ze wzgledu na zmiane liczby kul, ulega zmianie. Inaczej: dwa zdarzenia E; i E; nie majg takiej
samej przestrzeni zdarzen elementarnych.

Obliczmy P(E, |E; ). tj. prawdopodobieAstwo warunkowe zdarzenia E,, gdy zaszto zdarzenie E;:

P(:Ez |E1) = %
Obliczmy teraz prawdopodobienstwo zdarzenia ztozonego

E — Obie wylosowane liczby s3 nieparzyste.

Mozliwe wyniki losowan zilustrujmy na diagramie kartezjanskim. Wyglada on nastepujgco:
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drugie

losowanie
H(1:3) i(23)
3 Q (e}
(1;2) (3;2)
(2:1) :(3:1)
pierwsze
1 2 3 losowanie

Mamy tu

. 2
P(E)=—=—
(B)===7
Zauwazmy, ze
1 21

3 3 2

czyli

P(:E:' = P(:Ejj' ' P(:Ez |51:'-

Whniosek:

Jezeli dwa zdarzenia E; i E, sg zaleine, to prawdopodobienstwo ich iloczynu jest réwne iloczynowi
prawdopodobienistwa zdarzenia E; i prawdopodobienstwa warunkowego zdarzenia E,, gdy zaszto
zdarzenie E;.

P(E; NEy) = P(Ey) - (E3|Ey)

Przejdzmy teraz do nastepujacego problemu’:

Dla uzyskania informacji dotyczacych rozprzestrzeniania sie (rozwoju) choroby, przeprowadza sie
testy diagnostyczne, nieinwazyjne i niezbyt drogie, w celu otrzymania pierwszej informacji, ktéra —w
przypadku pozytywnego wyniku — bedzie poddana dalszym, bardziej pogtebionym analizom.

Zatézmy, iz wiadomo, ze prawdopodobienstwo poprawnego zadziatania testu w przypadku osdb
chorych (czyli z pozytywnym wynikiem testu) wynosi 99%, podczas gdy prawdopodobieristwo
poprawnego zadziatania testu w przypadku oséb zdrowych (czyli z negatywnym wynikiem testu)
wynosi 99,5%. Jesli rowniez wiadomo, ze prawdopodobiefdstwo zapadalnosci na te chorobe
(zachorowania) wynosi 0,5%, ile wynosi prawdopodobienstwo, ze cztowiek z pozytywnym wynikiem
testu jest faktycznie chory?

Tekst ten przeczytato dwoje ucznidw. Ich wstepny komentarz byt nastepujacy:

* Zadanie w tej postaci pochodzi z podrecznika:

Bergamini M., Trifone A., Barozzi G.: Matematica.verde 2, Zanichelli editore S. p. A., Bologna 2010.

Zadania analogiczne: 1) Dobrowolski M., Karpiniski M., Lech J.: Matematyka IIl, Gdarisk 2008, 6/184; 2) Ptocki
A.: Rachunek prawdopodobieristwa dla nauczycieli, PWN, Warszawa 1981, 10.3./208.
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Anka: ,Jesli test ma wynik pozytywny, prawdopodobienstwo, ze pacjent jest chory wynosi co

najmniej 90%!”

Bogdan: , Ale choroba jest mato rozpowszechniona; chce powiedzieé, ze rzadko zdarza sie, ze osoba
poddana testom okazuje sie chora, zatem prawdopodobienstwo powinno wynosi¢ znacznie ponizej

99%, powiedziatbym powinno by¢ znacznie nizsze od 90%”".
Kto, wedtug ciebie, ma racje?

Skonstruuj odpowiednie drzewo probabilistyczne, tabelke dla par zdarzend, a nastepnie uzyj

twierdzenia o iloczynie zdarzen zaleznych.

Ustalmy, co oznacza zwrot ,pozytywne zadziatanie testu”. Otéz: pozytywne zadziatanie testu w
przypadku osoby chorej (CH) oznacza wynik pozytywny (D), za$ pozytywne zadziatanie testu w

przypadku osoby zdrowej (Z) oznacza wynik negatywny (N).

Losowo wybrana osoba jest osobg chorg: P(CH) = 0,005;
Test daje wynik pozytywny (dodatni, D) w przypadku osoby chorej (CH): P(D|CH) = 0,99;
Test daje wynik negatywny (N) w przypadku osoby zdrowej (Z): P(N|Z) = 0,995.

Losowo wybrana osoba jest osobg zdrowa: P(Z) = 0,995;
Test daje wynik pozytywny (D) w przypadku osoby zdrowej (Z): P(D|Z) = 0,005;
Test daje wynik negatywny (N) w przypadku osoby chorej (CH): P(N|CH) = 0,01.

0,995

0, 995

D N D N

P(CHN D) = P(CH) - P(D|CH) = 0,005 x 0,99 = 0,00495
P(CHNN) = P(CH)+P(N|CH) = 0,005 X 0,01 = 0,00005
P(ZNN) = P(Z)-P(N|Z) = 0,995 X 0,995 = 0,990025

P(ZnD)=P(Z) P(D|Z)= 0,995 x 0,005 = 0,004975

CHOROBA

TEST CH V4 SUMA
D 0,00495 0,004975 0,009925
N 0,00005 0,990025 0,990075
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SUMA 0,005 0,995 1

Zgodnie z poleceniem, musimy obliczy¢é P(CH|D). Korzystajac z wyniku z tabelki oraz ze wzoru
P(DNCH) =P(D)+P(CH|D),

mamy:
P(DNCH) 0,00495

P(D)  0,009925
za$ korzystajac z drzewa mamy:

. 0,005 - 0,99
P(CH|D) = ~ 0,498741.
0,005 - 0.99 + 0,995 - 0,005

Odpowiedz brzmi zatem:

Prawdopodobienstwo, ze cztowiek z pozytywnym wynikiem testu jest faktycznie chory wynosi okoto
50%.

Racje miat wiec Bogdan.

Jaka bedzie odpowied?, gdy prawdopodobienstwo zapadalnosci na dang chorobe wyniesie 0,01%
(wykorzystaj arkusz kalkulacyjny)? Co powiesz o zawodnosci (niezawodnosci) testu?

P(CH|D) =

~ 0,498741(~ 0,5 = 50%),

A B G D E F G
1
2 TEST
3 Dane Zdarzenia przeciwne
4 P(CH) 0,005 P(Z) 0,995
5 P(D|CH) 0,99 P(N|CH) 0,01
6 P(N|2) 0,995 P(D|2) 0,005
7
8 CH Z SUMA
9 D 0,00495 0,004975 0,009925
10 N 0,00005 0,990025 0,990075
11 SUMA 0,005 0,995 1
12
13 P(CH|D) 0,498741

14

Jakie wnioski wyciggniesz, zmieniajac liczbe P(CH)?
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scenariusz lekcji nr 11

Przedmiot: Matematyka
Dzial programowy: 7. Planimetria
Temat: Jednokladnos$¢ i niektore jej wlasnoSci
Klasa: Klasa Il
Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen:
3) stosuje twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa do
obliczania dlugos$ci odcinkow i ustalania réwnoleglosci prostych;
4) znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych w jednokladnosci (odcinka,
trojkata, czworokata, itp.);
5) rozpoznaje figury podobne; wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wlasnosci.
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e operuje roznymi definicjami jednoktadnosci,

Ok E

e postuguje sig pojeciem ,,ztozenie przeksztatcenia”; sktada jednoktadnosci,
e ustala réwnania jednoktadnosci,
e stosuje wlasnos$ci jednoktadnosci,
e oblicza pola figur jednoktadnych,
e postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
éwiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
Wyobrazmy sobie, ze z punktu O ,,o$wietlamy” kwadrat ABCD, ktory np. na $cianie daje
obraz A’B’C’D".
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Mowimy, ze powstaty w ten sposob kwadrat 4°B’C’D’ jest jednokladny do kwadratu ABCD
w skali k. Punkt O nazywamy S$rodkiem jednokladnos$ci, a liczb¢ k nazywamy skala
jednokladnosci.

O kwadracie ABCD méwimy, ze zostal przeksztalcony przez jednoktadnos¢ o srodku O i skali
k. Kwadrat 4’B’C’D’ jest obrazem kwadratu ABCD w tej jednoktadnosci.

Powyzsza konstrukcja zostala wykonana tak, ze obraz i oryginal leza po samej stronie punktu
O. Mozna jednak zrobi¢ to inaczej. Popatrz na ponizszy rysunek.

Teraz pomniejszony obraz czworokata ABCD lezy po przeciwnej stronie punktu O w
stosunku do oryginatu. Rysunek powyzszy zostal wykonany tak, ze np. |0A4'| = g |04|. O

narysowanym czworokacie A’B’C’D’ bedziemy moéwié, Ze jest jednokladny do czworokata
ABCD w skali —=.

Pokazalismy, ze przeksztalcajac dana figur¢ w pokazany wyzej sposob, otrzymujemy obraz
tej figury powigkszony lub pomniejszony (mozna to zrobi¢ na dwa sposoby!), ale o
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niezmienionym ksztalcie. Inaczej: jednoktadno$¢ jest przeksztalceniem, ktore skaluje dana
figure¢ wzgledem ustalone go $rodka.

Powyzsze uwagi pozwalaja sformutowa¢ definicje jednoktadnosci.

Jednoktadno$cia o srodku O i skali k¥ # 0 nazywamy przeksztalcenie ptaszczyzny, w
ktorym obrazem dowolnego punktu P # O jest taki punkt P’, ze:

1) P’ jest punktem prostej OP;
0P|

2) ilorazﬁ = |k|,tzn.|OP'| = |k|- |OP];
3) P’ nalezy do potprostej OP, gdy k > 0, zas do potprostej dopetniajacej potprosta
OP, gdy k< 0.

Jednoktadnos¢ o srodku O i skali k oznaczamy symbolem: J%.

Stosujac pojgcie wektora, mozemy powyzsza definicje zapisa¢ nastepujaco:

Jednoktadno$cia o srodku O i skali k¥ # 0 nazywamy przeksztalcenie ptaszczyzny, w
ktérym obrazem dowolnego punktu P jest taki punkt P’, ze

—_—
—_—

OP' =k-OP.

Jednoktadnos¢ o srodku O i skali k oznaczamy symbolem: J%.

Rozwazmy teraz nastgpujace zadanie:
Wykaz, ze J57 - J5t = ]+

Jednoktadnos¢ | g *przeksztatca dowolny punkt P = O plaszczyzny na taki punkt P’ = O, ze
OP' =k, -OP.

Jednoktadnos¢ ,ngprzeksztalca punkt P' = O nataki punkt P"" = 0, ze

OP" =k, -0P".

Punkty P'i P" leza na prostej wyznaczonej przez punkty P i0.%Laczac powyzsze warunki
mozemy napisac:

OP” = kz 'ﬁ = kz 'kl '_P.,

co oznacza, ze punkt P" jest obrazem punktu P w jednoktadnosci o $rodku O i skali k4 - k.

Sformutowanie tego twierdzenia mozemy poprzedzi¢ ¢wiczeniami z zastosowaniem
programu GeoGebra.
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Obrazem trojkata ABC w jednoktadnosci o $rodku Z; i skali k; jest trojkat A’B’C’, za$
obrazem trojkata 4’B’C’ w jednoktadnosci o srodku Z; i skali kp jest trojkat A’B’C’’.
Rysujac proste: AA”’, BB, CC”’ uzyskamy S$rodek Z; jednoktadnos$ci, ktéra przeksztatca
trojkat ABC na trojkat A" ’'B’’C’’ i ktorej skala jest rowna ky - k5. (Trojkat ,,zielony” pokrywa
sie z trojkatem A’'B’’C’’ wowczas, gdy ks = ky - k3!)

Skale k; i k, mozemy wybiera¢ dowolnie (tu w zakresie od -5 do 5), ale nie zawsze uzyskamy
efekt pokrycia sig trojkatow: 4 ’B’’C’’ 1 ,,zielonego”, gdyz nie zawsze pozwala na to przyj¢ta
doktadnos¢ (Opcje — Zaokraglanie). Dobry efekt uzyskamy, przyjmujac np.:

k1 =4 k1: 2 k1: - 2,5

kz =- 0,2 k2 =- 1,2 k2 = 0,6

Analizujac powyzsza konstrukcje mozemy zauwazy¢, ze srodki jednoktadnosci: Z1,Z;, Z3 leza
na jednej prostej! Czy tak jest rzeczywiscie?

Wykonajmy nastepujace ¢wiczenie (rownania jednoktadnosci):
Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach A=(1,2),B=(2,1)iC=(3, 2).

a) Oblicz wspotrzgdne wierzchotkow trojkata 4 'B’C’, ktory jest obrazem trojkata ABC w
jednoktadnosci o srodku w punkcie O; = (0, 0) i skali k; = 2.

b) Oblicz wspotrzedne wierzchotkéw trojkata 4°B’’C’’, ktory jest obrazem trojkata
A’B’C’ w jednoktadnosci o srodku w punkcie O, = (6, -2) i skali k, = — :

ot
4
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c) Oblicz wspotrzedne punktu wspolnego Oz prostych AA’’ i CC”’ oraz wspotrzedne
wierzchotkow trojkata A1B1Cy, ktory jest obrazem trojkata ABC w jednoktadnosci o
srodku w O3 i skali k3 = -1. Co zauwazytes?

d) Sprawdz, czy punkt O3 nalezy do prostej O;0x.

Definicja ,,wektorowa™ jednoktadno$ci pozwala uzyskaé¢ rownania jednoktadnosci J§, gdzie O
=(a,b)ik=0.

Niech P = (x, y) jest dowolnym punktem plaszczyzny oraz P’ = JE(P), P’ = (x’, y’). Zgodnie z
definicja jednoktadnosci obrazem dowolnego punktu P jest taki punkt P’, ze OF =k -OP.

Poniewaz

0P =[x'—a,y —b],0P =[x —a,y—bl, k0P = [k(x — a),k(y — b)],

wigc
{\"’ —a=k(x —a)
v' —b=k(y—b)

i ostatecznie

{x“' —kx+a(l—k)
y'=ky+b(1-k)

Rozwiazanie moze wyglada¢ nastgpujaco:
Korzystajac z wzordw, ktore wezesniej uzyskaliSmy, mamy:

A=(21+0-(1-2),2:240-(1-2))=(2,4)

B'=(2-240-(1-2),2-14+0-(1-2)) =(4,2)

oy

'=(2:34+0-(1-2),2:2+0-(1-2)) = (6,4)

Aﬁ:(—%@+6-@+%}—%4—2-@+%Dzﬂa—m
b2 (140

C”:(—;6+6-@+%)—%4—2-@+%D:{&—H

Poniewaz A = (1, 2), A’ = (8, - 5), wigc

us

Il

A~

I

|
NN
==
sy

.

=
==

= (x - 1),

y—2=-
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czyli
v=-—-x+3.

Poniewaz C = (3, 2), C’’ = (6, -5), wigc

—5—2
r—2 = x —3),
) s (=3
czyli
J— 7_. 9
}-——g.x-l— .

Punkt przecigcia si¢ tych prostych O3 = (4,5; -1,5).
Zatem

Ay =(-1-14+45-(14+1),-1-2-15-(1+1)) =(8,-5)
B;=(-1-2+45-(1+1),-1-1-15-(1+ 1)) = (7,-4)
C,=(-1-3+45-(1+1),-1-2-15-(1+1)) =(6,-5)

Wida¢, ze A; = A”,B; = B",C; = C". Oznacza to, ze jednoktadnos¢ }531 dziata tak samo, jak
jednoktadnos¢ j2. i];E przyczymk; = —1=2- (—%) =k, - ks.

Punkty O1 i O, wyznaczaja prosta p o rOwnaniu y = — %x Punkt O3 € p.

Przy pomocy GeoGebry mozemy tez pokaza¢ inne wiasnos$ci jednoktadnosci, np.:

1) W jednoktadnosci obrazem odcinka jest odcinek do niego rownolegty.
2) W jednoktadnos$ci odpowiadajace sobie katy sa przystajace.
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Przesuwajac o wektor trojkat 4’B’C’ (Trojkat poly2), ktory natozony jest na trojkat ABC
(Tr¢jkat polyl) pokazemy, ze pewne katy sa przystajace, a odcinki réwnolegle.

Przejdzmy jeszcze do pdl figur jednoktadnych.
Rozwazmy dowolny trojkat ABC i przeksztat¢my go przez jednoktadnos¢ o skali k.

Pole trojkata ABC jest rowne P; = % - |AC| - hy, za$ pole trojkata A’B’C’, ktory jest obrazem

trojkata ABC, jest rowne P, = % |A'C| - hy = % k- |AC| - k- hy = % |AC| - hy, - k2.
Zatem

1 2
P _glAcCl bk
Py

1
§'|AC|'hb
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StwierdziliSmy wigc, ze stosunek pol trojkatow jednoktadnych jest rowny kwadratowi skali

jednoktadnos$ci. Wniosek ten dotyczy réwniez pol dowolnych wielokatow, tzn. jesli P, jest
polem obrazu w jednoktadnosci o skali k pewnego n — kata o polu Py, to P, = k? - P,.

Zadania

1.

a) Narysuj kwadrat ABCD o wierzchotkach: A = (-6, -6), B = (-3, -6), C = (-3, -3), D

= (-6, -3).

b) Skonstruuj kwadrat A4’B’C’D’, ktéry jest obrazem kwadratu ABCD w
jednoktadnosci o srodku O; = (0,0) i skali k; = —% oraz kwadrat 4”’B"’C"’'D"’,

ktory jest obrazem kwadratu 4’B’C’D’ w jednoktadnosci o skali k; = —1,5 i
srodku O; = (5, -2).

c) Poprowadz proste A4°, BB’, CC’, DD’. W jakim puncie te proste si¢ przecinaja?

d) PoprowadZz proste 4’A”’, BB’’, C’C”’, D’D”. W jakim punkcie te proste si¢
przecinaja?

e) Poprowadz proste A4”', BB’’, CC’’, DD”’. Czym jest punkt G przecigcia si¢ tych
prostych? Jaka jest skala jednoktadno$ci przeksztalcajacej kwadrat ABCD na
kwadrat 4°’B’’C’’D’"? Sprawdz swoja odpowiedZz odpowiednim rachunkiem.
Podaj pole kwadratu 4 ’B”’C"’D"".

Dany jest prostokat o polu 16 cm?. Jego obraz w pewnej jednoktadnosci o srodku O |

skali k ma pole réwne 80 cm?. Oblicz skale tej jednokladnosci.

Oblicz powierzchnig prostokatnego pokoju, ktory na planie w skali 1 : 200 ma

wymiary 2 i 3 cm.

Trojkaty ABC i A’B’C’ sa jednoktadne. Oblicz |4 'B’|, |B'C’|, |A’C’| jezeli wiadomo, ze

|AB’|: |AC’| : |BC’|=6:4:3i|4'B’|+ |B’C’|+]4°C’| = 26.

Stosunek obwodow jednoktadnych trojkatow ABC i 4'B’C’ jest rOwny

|AB|- |[4’B’| = 4. Oblicz |AB| i |4'B’|.
Wyznacz wspotrzedne srodka jednoktadnosci, w ktorej obrazem okregu o réwnaniu
(x —16)? + y? =4 jest okrag o rownaniu (x —6)%+ (v —4)? =16, a skala

—-. ROznica

jednoktadnosci jest liczba ujemna (arkusz maturalny (pr)/2008)

Odcinki AB i CD sa rownolegle. Wykaz, ze istnieja dwa $rodki jednoktadnosci tych
odcinkow, gdy |AB| # |CD| oraz jeden, gdy |AB| = |CD|. Znajdz te $rodki. Jak sa one
polozone wzgledem danych odcinkow?

Z réwnan jednoktadnosci wyznacz X i y. Jaka skalg ma jednoktadno$¢ odwrotna?
Rozwaz réwnania jednoktadnosci dla k = 0, 1 1 -1. Jakim przeksztatceniem jest wtedy
jednoktadnos¢?
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scenariusz lekcji nr 12

Przedmiot: Matematyka
Dziat programowy: 1. Liczby rzeczywiste, 11. Rachunek rézniczkowy
Temat: Obliczamy podatek. Progi podatkowe
Klasa: Klasa I11
Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla
zakresu podstawowego, a ponadto:
6) oblicza granice funkcji (i granice jednostronne), korzystajac z twierdzen o
dzialaniach na granicach i z wlasnosci funkcji ciaglych;
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e zdobgdzie umiejgtnosci  poslugiwania  si¢  pojeciem granicy funkcji
(jednostronnej),
e tworzy funkcj¢ liniowa wielonormowa,

ok w0 E

e sporzadza wykres funkcji okreslonej wielonormowo,
e oblicza podatek $redni,
e 7zna pojecie Sredniej wazone.,
e postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
Progi podatkowe wyznaczaja podatek progresywny, jaki musi wptaci¢ do budzetu kazdy
obywatel. Zal6zmy, ze w pewnym kraju skala i progi podatkowe sa nastepujace: jesli dochod
nie przekracza 15 000€, to stawka wynosi 23%; powyzej 15 000 do 29 000€ stawka wynosi
29%; powyzej 29 000 do 32 600€ stawka wynosi 31%; powyzej 32 600 do 70 000€ stawka
wynosi 39%; dla wyzszego dochodu stawka wynosi 45%. Jaki podatek zaptaci obywatel od
rocznego dochodu wynoszacego 40 000€? Jaka jest sSrednia stawka podatku od tej kwoty?

Wydaje sig, ze odpowiedz na pierwsze pytanie jest bardzo prosta. Nalezny podatek wynosi:
40000 - 0,39 = 15600<.

Jesli obywatel zarobit 32 600€, to zaptaci podatek: 32600 - 0,31 = 10106€. Czy tak? To w
jakim celu postawiono pytanie drugie? Rozwazmy ten aspekt. Przyrost dochodu o 7 400€
powoduje wzrost kwoty podatku o 5 494€, co oznacza, ze ponad 74% dochodu powyzej 32
600 euro trzeba przeznaczy¢ na podatek! A jaki podatek zaplaci obywatel, ktory osiagnat
dochod 32 601€? Bedzie to: 32601:0,39 = 12714€, co z kolei oznacza, ze przyrost

dochodu o 1€ powoduje wzrost podatku o 2608€. Taki sposob obliczania wysokosci podatku
jest nie do przyjecia!
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Przyjmijmy zatem nastg¢pujace zasady podatku dochodowego:

Dochéd  Stawka Podatek
do 15.000,00€ 23% 23% od catej kwoty
powyzej 15.000,00€ do 29.000,00€ 29% 3.450,00 + 29% nadwyzki ponad 15.000€
powyzej 29.000,00€ do 32.600,00€ 31% 7.510,00 + 31% nadwyzki ponad 29.000€
powyzej 32.600,00€ do 70.000,00€ 39% 8.626,00 + 39% nadwyzki ponad 32.600€
powyzej 70.000,00€ A5% 23.212,00 + 45% nadwyzki ponad
70.000€

I ustalmy podatek od kwoty 40 000€ w nastgpujacy sposob:

Obliczenia Dochod (x) Stawka (a) Podatek (p)
15 000 23% 3450
29 000 — 15 000 14 000 29% 4060
32 600 — 29 000 3600 31% 1116
40 000 — 32 600 7 400 39% 2 886
11512

Podsumowujac, mamy:
p=10,23-15000 +0,29-14 000 +0,31-3 600 + 0,397 400 = 11512.

Nalezny podatek od kwoty 40 000€ wynosi wigc 11 512€.

Ustalmy teraz zalezno$¢ podatku (p) od dochodu (x). Mamy nastgpujaca funkcje p:

0,23 - x,

3450 + 0,29 - (x — 15 000),
7510 + 0,31 - (x —29000), jezeli 29 000 < x < 32 600
8626 + 0,39 - (x —32600), jezeli32600 < x < 70 000
23212 + 0,45 (x — 70 000). jezeli 70 000 < x

jezeli 0=x = 15000
jezeli 15000 < x < 29 000
p(x) =

Czy ta funkcja jest ciagta? Zbadajmy to.
Dziedzina funkcji p jest przedziat [0, 4+20).

lim 0,23x =

m lim  [3450 + 0,29(x — 15000)] = 3450
x—15000

x—=+15000

lim [3450 + 0,29(x — 15000)] =

x—=+290007

lim _[7510 + 0,31(x —29000)] = 7510
x—29000

lim [7510 +0,31(x — 29000)] = lim _[8626 + 0,39(x — 32600)] = 8626
x—=32600 x—32600

lim [8626 + 0,39(x — 32600)] = lim [23212 + 0,45(x —70000)] = 23212
x—=70000 x—=70000
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Funkcja p jest funkcja ciagla na przedziale [0, +20).

Wykres funkcji p jest nastepujacy:

(70000, 23212)

(32600, 8626)

(29000, 7510)

(15000, 3450)

5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000 55000 60000 65000 10000 75000 80000 85000 90000 95000

Wykorzystajmy teraz funkcje p do obliczenia podatku od dochodu wynoszacego 40 0000€.
Zastosujemy w tym celu czwarty wzor, ktorym opisana jest funkcja p:
p(40 000) = 8626 + 0,39 (40000 — 32 600) =8626 + 0,39 - 7400 = 11512,

co potwierdza wczesniej przeprowadzony rachunek.
Jesli dochod wynosi 85 000€, to nalezny podatek wynosi:
p(85 000) = 23212 + 0,45+ (85 000 —70000) = 23212 + 6750 = 29962

Wykonajmy jeszcze wykres progow podatkowych, na ktorym zaznaczymy dochod
wynoszacy 40 000€ oraz $redni podatek od tego dochodu.
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15 000 29000 32600 40 000 70 000

Latwo zauwazy¢, ze pole zakreskowanego prostokata wynosi 0,23 x 15 000 = 3450.

Obliczmy teraz, jakie jest §redni podatek od dochodu wynoszacego 40 000€. Poniewaz
podatek obliczamy wg wzoru p = a - x, wigc a = 5 co w naszym przypadku daje:

11512
40000

a = 0,2878 ~ 0,29.

Zauwazmy, ze $redni podatek

~0,23-15000+0,29-14 000 + 0,31-3 600 + 0,39 - 7400

“ 15000 + 14 000 + 3 600 + 7 400

jest $rednig wazona wykorzystanych progéw podatkowych.
Sporzadzmy jeszcze wykres funkcji w GG,
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|- Wires funkejiggb

Plik Edycja Widok Opcje Narzedzia Okno Pomoc

L =4

22001

2000

1800¢

1800¢

1200

10001

001

(15000, 3450)

L = (47250.06,14339.52)

(32600, 8626)

(29000, 7510)

Zaloguj sie.

&)=

P =

(70000, 23212)

L= (47250.06, 14339.52)

Zmieniaj potoZenie punktu L.

THIK

5000 10000 15000 20000

Werowad

25000 30000 35000 20000

es_funkgiggh

25000

50000 55000

‘80000 82000 70000 75000 ‘50000 85000 ‘20000 95000

dzigki ktéremu uzyskamy
potozenia punktu L.

automatycznie

wysokos¢

naleznego podatku poprzez zmiang
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scenariusz lekcji nr 13

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: 3. Réwnania i nieréwnosci

Temat: Budujemy model matematyczny

Klasa: Klasa I11

Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen:

e buduje model matematyczny danej sytuacji, uwzgledniajac ograniczenia i
zastrzezenia.

e tworzy strategi¢ rozwiazania problemu.

e tworzy tancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnos$c.

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),

e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

Cele: Uczen:

e stosuje zdobyta wiedz¢ i umiejgtnosci do tworzenia modelu matematycznego,
e sporzadza tabelg,
e sporzadza wykres ustalonych zalezno$ci,
e stawia hipotezy,
e tworzy rownania, rozwiazuje je i komentuje uzyskane wyniki,
e uzywa proporcjonalnosci prostej,
e postuguje sig¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji

»Wyruszytem w podréz po krolestwie ojca, pokonujac kazdego dnia 40 mil. Juz na poczatku
drugiego dnia podrézy zadbatem o to, by mdc porozumiewac si¢ z moimi bliskimi. Sposrod
mej $wity wybralem siedmiu najlepszych rycerzy, zeby stuzyli mi jako postancy i wystalem
pierwszego , Aleksandra, ktory kazdego dnia pokonywat 80 mil. Dzi$, po kolejnym powrocie,
zndw wyruszy do zamku; pomyslalem, Zze zobaczg go ponownie po przeszio 30 latach.”

(Na podstawie opowiadania Siedmiu postancow,
Dino Buzzati, Szesédziesiqt opowiadar, Swiat Literacki, 1zabelin 2006)

Ile dni uptyneto od poczatku wyprawy do chwili, gdy ksiaz¢ wypowiada to zdanie?

Stworzymy model przedstawionej sytuaciji.
Zbudujemy tabelg, w ktorej podamy odlegtosci ksigeia i postanca od zamku ojca.
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Liczba dni

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

24

Odlegtos¢ ksigcia
40
80

120

160
200
240
280
320
360
400
440
480
520
560
600
640
680
720
760
800
840
880
920

960

Odleglos¢ postanca
40

40
120

40
40
120
200
280
360
280
200
120
40
40
120
200
280
360
440
520
600
680
760

840

Spotkanie
(0)

(1) Pierwsze
spotkanie

(2)Drugie spotkanie
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25 1000 920
26 1040 1000

27 1080 1080 (3)Trzecie spotkanie

Stosowny wykres jest nastgpujacy (wykonany przy pomocy programu GeoGebra):

16001 odleglosc

1080

3609

120

409 A50 \ @450 \_(155,0) \_405, 0) dni

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 30 40 W) 42 43 44 45 46

Zauwazmy, ze spotkania nastgpuja w dniach 1.,3., 9., 27., ..., a liczby te sa potggami trojki:
3%3, 33

Mozemy juz odpowiedzie¢ na pytanie postawione na poczatku. 30 lat to 365 - 30 = 10950
dni. Biorac 3° = 6561 i 3° = 19683 stwierdzamy, ze ksiaze wypowiedzial to zdanie

podczas 6smego spotkania, czyli po okoto 18 latach od chwili wyjazdu, za$ kolejne spotkanie
z Aleksandrem moze nastapic¢ za okoto 54 lata od chwili wyjazdu, czyli po okoto 36 latach od
6smego spotkania. Czy do niego dojdzie, skoro: ,,Wyruszytem jako trzydziestolatek, ...” ?
Odlegtos¢ s i liczba d dni zwiazane sa zaleznoscia:

s = 40d.

Spotkanie drugie nastepuje w 9. dniu, czyli d; = 9 1 S; = 360 mil od zamku. Znajdzmy ds,

czyli liczbg dni, po ktorych nastapi spotkanie trzecie. Zapewne pomocne w tym beda dwa
kolejne rysunki.

a1l

Rozwazmy najpierw sposob obliczenia kolejnego miejsca spotkania po spotkaniu pierwszym,
tj. odlegtosci nowego miejsca spotkania od zamku. Oznaczmy t¢ odleglos¢ przez x. Gdy
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postaniec wyruszy z miejsca pierwszego spotkania do zamku i z powrotem, przebedzie droge
240 mil, a w tym samym czasie ksiazg przebgdzie 120 mil. Zatem droga, ktora przebywa
ksiazg jest rowna X — 240, za$ droga, ktora musi pokonaé postaniec do nowego miejsca

x—240

- za$ postaniec

spotkania wynosi X — 120. Oznacza to, ze ksiaze pokona droge w czasie

. x—120 . . .
W czasle a0 Porownujac te czasy, otrzymujemy:

x— 240  x—120
40 80

skad
x = 360.

Odleglos¢ kolejnego miejsca spotkania otrzymamy, rozwiazujac rownanie:
x—720 x—360

40 80
Rozwiazaniem tego réwnania jest X = 1080.

Otrzymali$my wigc:
s; =120, s, =360, s; = 1080.

Oznacza to, ze
53 = 3 . 52.

Obliczmy jeszcze, w ktorym dniu nastapi trzecie spotkanie:

1080
=50 "~
skad
d’S = 3 . dz

Wykazemy teraz ogoélnie, ze otrzymane wyniki sa poprawne. Niech d,; 1 s,, oznaczaja liczbg
dni 1 odleglo$¢ od zamku n — tego spotkania. Droga, ktéra przebedzie ksiaze bedzie roéwna
x — 28,, za$ droga, ktora przebedzie ksiaz¢ wyniesie x — s,,. Czas postanca wyniesie zatem

X—5n , .. X—2sy
——, za$ czas ksigcia - .
80 40

Mamy zatem:

x—s5, XxX-—2s,
80 40 '

skad

x = 35,

oraz

Sn+1 = 38y
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Podstawiajac s,, = 40d,, otrzymujemy:
Sn+1 SS-ﬁ 3 4Ddﬁ

dn+1 = = = =
40 40 40

Otrzymane wyniki potwierdzaja przyj¢ta hipoteze.

Zbudowany model ma wiele ograniczen, o ktérych mowi sam Autor. Zachgcam wigc do

przeczytania catego opowiadania.

3d,,.
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scenariusz lekcji nr 14

1. Przedmiot: Matematyka
2. Dzial programowy: 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
i kombinatoryka
3. Temat: Tabelki dla par zdarzen losowych
4. Klasa: Klasa Il
5. Zgodno$¢ z podstawa programowa: Uczen: spelnia wymagania okreSlone dla
poziomu podstawowego, a ponadto:
7) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;
8) Kkorzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym.
6. Pomoce ($rodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e Zapisuje zbidr zdarzen elementarnych dla doswiadczenia losowego polegajacego

na rzucie dwiema rozréznialnymi, szesciennymi kostkami,
o Rozwaz roézne zdarzenia losowe dla tego do§wiadczenia,
e Tworzy tabelke dla pary zdarzen losowych,
e Konstruuje drzewko stochastyczne dla danego doswiadczenia losowego.
e postuguje sig¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja,
¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
Zapiszmy zbidr zdarzen elementarnych dla zdarzenia losowego polegajacego na rzucie
dwiema rozréznialnymi, szesciennymi kostkami do gry:

1 2 3 4 5 6
1 (14,1 (1,2) (1,3) (1,4 (1,5 (1,9)
2 (2,1) (2,2) (2,3) (2,4 (2,5 (2,0)
3 31 32 (33 (3,4 (35 (3,96
4 (4,1) (4,2) (4,3) (44 45 4,56
5 5,1 52 (5,3) (5,4) (55 (5,06)

6 (6,1 (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Rozwazmy teraz nastgpujace zdarzenia losowe:
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A — Suma wynikow na obu kostkach jest liczba podzielna przez 3.

A’ — Suma wynikow na obu kostkach nie jest liczba podzielna przez 3.

B — Suma oczek na obu kostkach wynosi 8 lub wigce;.

B’ — Suma oczek na obu kostkach wynosi mniej niz 8 oczek.

Ustalmy teraz liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniom losowym 4 N B,ANEB", A"NEB
14'n B

A={(12),(15), (2 1), (2,4).(3,3),(36),(42),(45),(51), (5 4), (6 3), (6 6)}
B={(2,6).(3,5),(3,6), (4 4),(45), (4,6), (53), (5 4), (5 5), (5 6), (6 2), (6, 3), (6, 4),
(6, 5), (6, 6)}

Utworzmy dla nich tabelki czgstosci.

A A’
B Naing Nang ng
B’ Maner Marngr Mg,
n N4, 36
A A
B 5 10 15
B’ 7 14 21
12 24 36

Utworzmy tez tabelki prawdopodobienstw dla tych zdarzen.

A A’
B P(ANB) P(A'n B) P(B)
B’ P(ANB" P(A'nB" P(B")
P(4) (4" 1
A A
10 15
B % 36 %
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, 14 21
B 36 36 36
12 24
— — 1

36 36

Rozwazmy teraz kilka przyktadow.

Przyktad 1.

Czy na podstawie nastepujacych danych : P(4") = 0,5; P(B") = 0,4; P(AU B) = 0,7 mozna

uzupekni¢ tabelke prawdopodobienstwa?

Wpiszmy dane do tabelki.

A A’
B 0,4 0,2 0,6
B’ 0,1 0,3 0,4
0,5 0,5 1

Majac P(A4") i P(B') mozemy oczywiscie wpisa¢ P(A) i P(B), ktore wynosza odpowiednio 0,5
10,6. Jak wida¢, dla wypetienia tabelki brakuje tylko jednego z czterech wynikow:

P(ANB),P(A'NB),P(ANB") lub P(4' N B").

Wiemy , ze P(AUB)=07 a stad P(ANB)=P(A)+P(B)—P(AUB), czyl

P(A N B) = 0,4. Teraz uzupeknienie jest juz mozliwe, co przedstawia powyzsza tabelka.

Przyktad 2°.

W kolekcji znaczkéw Darka az 80% stanowia znaczki polskie. Znaczki nieostemplowane
stanowia 75% wszystkich znaczkoéw, a znaczki polskie 1ub nieostemplowane to 90% kolekcji.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany znaczek jest:

a) polski i nieostemplowany,

b) zagraniczny i nieostemplowany,

c) polski lub ostemplowany,

d) zagraniczny lub nieostemplowany?

Opiszmy zdarzenia.
A — Wylosowany znaczek jest polski .
A’ — Wylosowany znaczek jest zagraniczny.

* Dobrowolska M., Karpiinski M., Lech J.: Matematyka Ill. Podrecznik dla liceum i technikum. Zakres

podstawowy z rozszerzeniem, GWO, Gdanisk 2004, str. 171, zadanie 13.
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B — Wylosowany znaczek jest nieostemplowany.
B’ —Wylosowany znaczek jest ostemplowany.

A A’
B 0,65 0,10 0,75
B’ 0,15 0,10 0,25
0,80 0,20 1

Wiadomo, ze P(AU B) =0,9. Zatem P(ANB)=P(4) + P(B)—P(AUR), czyli 0,8 +
0,75-0,9 = 0,65. Po tych rachunkach uzupelimy tabelke i odczytujemy odpowiedzi:

Ad. a) P(AN B) = 0,65.

Ad. b) P(4'n B) = 0,10.

Ad.c) P(AU B") =0,8+4 0,25 - 0,15 = 0,90.

Ad.d) P(A'UB)=0,2+ 0,75 - 0,10 = 0,85.

Warto sprawdzi¢, jak to zadanie rozwiazuje si¢ bez stosowania tabelki!

W zakresie rozszerzonym uczen takze:

a) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;
b) korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

Prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia A, przy zalozeniu, ze zaszto zdarzenie B,
P(ANE)
7(E)

nazywamy iloraz (dla zdarzen losowych A i B w pewnym do$wiadczeniu losowym, w

ktorym P(B) = 0). Liczbe tg oznaczamy symbolem P(A|B). Zatem

P(ANB)
P(A|B) = B
Przyktad 3
Nowa mas¢ na pewna chorobg skory przetestowano na 20% pacjentow majacych t¢ chorobg.
Pacjenci ci zostali wybrani w sposéb losowy. Wyniki byty nastepujace:
21 pacjentow leczonych nowa mascia wyleczono w ciagu jednego tygodnia, za§ 3 nie
wyleczono w ciagu jednego tygodnia; 59 pacjentéw leczonych dawnym sposobem leczenia
wyleczono w ciagu jednego tygodnia, zas 37 nie wyleczono.
Rozwazmy nastgpujace zdarzenia losowe:
A — Wyleczono pacjenta w ciagu jednego tygodnia.
A’ — Nie wyleczono pacjenta w ciagu jednego tygodnia.
B — Leczono pacjenta nowa mascia.
B’ — Leczono pacjenta dawnym sposobem leczenia.
Zapiszmy wyniki w tabeli czestosci.

A A’
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Odpowiadajaca tej tabeli tabela prawdopodobi

21 3 24
B’ 59 37 96
80 40 120

enstw jest nastgpujaca:

A A’
o 21 24
120 120 120
, 59 37 96
B 120 120 120
80 40 .
120 120

Majac t¢ tabelg, obliczmy kilka prawdopodobienstw warunkowych.
21 120 21 84
P(A|B) =150 24 ~ 24 9¢
. 59 120 59
P(A|B") =120 96 — 96
Czy nowa masc¢ jest skuteczniejsza niz poprzednie metody leczenia?
Przyktad 4
Rozwazmy ponownie rzut dwiema rozroznialnymi, szes$ciennymi kostkami do gry i
rozwazmy nastgpujace zdarzenia losowe:
A — Suma wynikow jest rowna 8.
B — Wyniki r6znia si¢ o 2 oczka.
Mamy wowczas:
A={(6,2),(5,3).(4,4),(3,5), (2 6)},
B={(3 1), (4, 2),(1,3),(53),(2,4),(6,4), (3,5), (4,6)}.

Tabelka dla tej pary zdarzen jest nastgpujaca:

A A’
5 6 8
36 36 36
5 25 28
36 36 36
31 .

36 36

Fragment drzewka dla tej pary zdarzen jest nastepujacy:
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316
A T T

g 3 25
36 7

Mamy tu dla gatezi AB:

2

P(ANB) 3¢ 2 36 2
PBIA)=— =29 — — ."_ —_
BIA) =5 5 3 5 5

za$ wynik po prawej stronie to P(A N B) = P(A) - P(B|A).

Uwaga ta pozwala na obliczenie w nieco inny sposob prawdopodobienstwa warunkowego,
np. dla galezi 4°B:

31 6

' kd'—6
36~ skad x = —.

~ 36’ 31

Podane przyktady nie wyczerpuja wszystkich mozliwos$ci zastosowan tabelek dla par zdarzen
losowych. Z wieloma innymi zastosowaniami tabelek spotkamy si¢ podczas rozwigzywania
zadan z rachunku prawdopodobienstwa (o ile bedziemy pamigtac o ich istnieniu).
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scenariusz lekcji nr 15

1. Przedmiot: Matematyka
Dziat Programowy: Trygonometria
Temat: Rozwigzywanie nieréwnosci trygonometrycznych czl.

Klasa: Il

v ok~ N

Zgodno$¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

9) Wykorzystuje okresowos¢ funkcji trygonometrycznych

10) Postuguje si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych (...)

6) Rozwiazuje rownania i nierdwnosci trygonometryczne typu cos2x < 7

6. Pomoce dydaktyczne:
e komputer nauczyciela z tablica interaktywna lub rzutnikiem multimedialnym,
e Dbezptatne oprogramowanie GeoGebra w najnowszej wersji 5.0 wspomagajace

nauczanie matematyki http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

7. Cele: Uczen:

e Rozwigzuje nieréwnosci typuSin X >a, Sin X >a,cosx<a,CosX < a.
o 1
e Rozwigzuje nieréwnosci typu COS2X < >

e Postuguje sie wykresami funkcji sinus i cosinus.
e Potrafi utozyé nieréwnosc, ktérej interpretacja przedstawiona jest na wykresie.
e Whykorzystuje okresowosc¢ funkcji sinus i cosinus do wyznaczania rozwigzan nieréwnosci
w okreslonym przedziale.
8. Metody nauczania: elementy wykfadu, prezentacja, ¢wiczenia
9. Formy pracy: praca grupowa, indywidualna
10. Plan lekgji:
(Zaktadam, Zze uczniowie umiejg rozwigzywaé proste réwnania trygonometryczne, i znajdowad
rozwigzania tych rdwnan w okreslonym przedziale).

. 1 3T 7w
Zajmijmy sie nieréwnoscig typu SlnXSE w przedziale <—?,E> Nauczyciel witacza aplet

Geogebry (rownania_nierownosci_trygonometryczne.ggb) i wybiera kursor programu:

J sin(x)

nastepnie przycisk oraz ustawia suwakiem warto$¢ 0,5 tak aby wzdr pod suwakiem
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wskazywat nierdwnos¢ sin(x) < 0.5 zyraca uwage uczniom, ze aby rozwigzaé podang nieréwnosé

. 1
nalezy narysowac wykresy dwoch funkcji Y =SIN X oraz Yy = E (Jezeli nie wida¢ podanego w tresci

przedziatu nauczyciel wybiera narzedzie \ﬂ i przesuwa obszar roboczy aby widoczny byt przedziat

3 &
<_7’E>' krecac kétkiem myszy mozna przybliza¢ i oddala¢ wykres). Wazna jest umiejetnosc

znajdowania miejsc przeciecia sie podanych wykreséw. Nauczyciel wskazuje na wykresie punkty

T

1
przeciecia sie podanych wykresdw oraz argumenty X = ,X=—167z w podanym przedziale.

Uczniowie mogg samodzielnie przy pomocy siatki odczyta¢ punkty przeciecia. Zielona cze$¢ wykresu

ilustruje zbiér rozwigzan nieréwnosci sin(x) < 0.5 Odczytujemy zbidr rozwigzan nieréwnosci

Sinxﬁlwprzedziale <—3—ﬂ,£>: —117r,Z .
2 2 2 6 6

2
Nauczyciel zapisuje na tablicy nieréwnos¢: COSX > — i pokazuje uczniom odpowiedni wykres

- o a=

funkcji klikajac @, oraz klikajgc w przycisk aby ustawi¢ doktadng wartosc. Poleca

uczniom odczytanie rozwigzan z wykresu, oczywiscie tym razem rozwigzaniem jest nieskonczenie

2
wiele przedziatéw w ktdrych wykres funkcji cosx jest ,,nad” prostg Yy = 7 (na wykresie niebieska

czes¢ wykresu).
Jeden z ucznidw zapisuje rozwigzanie na tablicy np. Xe(—z,z) nauczyciel w razie potrzeby

V4 T
uzupetnia rozwigzanie o literke k: X € [_Z + 2k7r,z + 2k7rj ,keC.
. Ay 1 T
Rozwigzmy nieréwno$¢ COS2X > E ,gdy Xe(— E T ).
T
Dla podanej nieréwnosci wprowadzamy pomocniczg niewiadomg t=2x, skoro X € <—E,7r> zatem

1
t=2xe .<— 7r,27r> . Nasza nieréwnos¢ przybiera postaé: cost > E
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Nauczyciel wtgcza odpowiedni wykres i ustawia odpowiednig nieréwnosé. Z wykresu(traktujemy tym

razem argumenty funkcji jako zmienng t) odczytujemy, ze nieréwnos¢ jest spetniona w przedziale dla

2
te .(—%,%ju(lgﬂ,&z}. Wracajac do podstawienia t=2x mamy:

2X €. —Z,Zju 1g7r,27rJ,stad X €. —Z,Z)u §7Z',7Z’>.
3 3 3 6 6 6

Nierédwnosci  trygonometryczne rozwigzujemy tymi samymi metodami co rdéwnania

trygonometryczne, z tym, ze odpowiedz prawie zawsze odczytujemy z wykresu odpowiedniej funkcji.
Mozna zmodyfikowac podane rozwigzanie nieréwnosci podstawiajgc nowg zmienng t=2x i nie

1
narzucaé¢ warunku t .<— 7r,27r>. Wdweczas rozwigzujemy ogdlnie nieréwnosé cost > E . Zbiorem

V4 V4
rozwigzan jest wéwczas przedziat t € .(— E + 2k, g + ZkﬂJ, k € C . Wracajgc do podstawienia

mamy 2Xe.(—%+2k7r,%+2k7rj, k e C czyli Xe.(—%+k7r,%+k7rj, keC.

. . e T
Wypiszmy przedziaty najblizsze X € .<— E , 7r> :

k=-1 xe [—llzr,—§7rj,
6 6

k=0 (MJ
6 6

k=1 X e (Eﬂ',llﬂ'),
6 6

T
Ostatecznie w przedziale <— E . 7r> mieszg sie rozwigzania X € .(— —,—j ) (—7[,7r> .

Praca domowa:

Rozwigz nieréwnosci:
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a)

b)

c)

3
COSX < —

3
COSX > ——
2

1.1
sin—x2>—
2 2
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scenariusz lekcji nr 16

1. Przedmiot: Matematyka
Dziat Programowy: Trygonometria
Temat: Rozwigzywanie nieréwnosci trygonometrycznych cz2.

Klasa: Il

LA

Zgodnos$¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:

11) Wykorzystuje okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych

12) Postuguje si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych (np. gdy rozwiazuje
nierownosci typu tgx > a.)

7) Rozwiazuje rownania i nierbwnosci trygonometryczne.

6. Pomoce dydaktyczne:

e komputer nauczyciela z tablica interaktywna lub rzutnikiem multimedialnym,

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra w najnowszej wersji 5.0 wspomagajace

nauczanie matematyki http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

7. Cele: Uczen:
e Rozwigzuje nieréwnosci typutgx > a, fgx >a,fgx<a,fgx < a.
e Postuguje sie wykresem funkcji tangens.
e Potrafi utozyé nieréwnosc, ktérej interpretacja przedstawiona jest na wykresie.
e Whykorzystuje okresowos¢ funkcji tangens do wyznaczania rozwigzan nieréwnosci w
okreslonym przedziale.
8. Metody nauczania: elementy wykfadu, prezentacja, ¢wiczenia
9. Formy pracy: praca grupowa, indywidualna
10. Plan lekgji:
(Zaktadam, Zze uczniowie umiejg rozwigzywaé proste réwnania trygonometryczne, i znajdowadé

rozwigzania tych réwnan w okreslonym przedziale).

T
Rozwigzmy nierownos¢ fgx < \/§ dla X e (—g \TT) . Nauczyciel wiacza aplet

to(x
rownania_nierownosci_trygonometryczne2.ggb i wybiera przycisk m’ oraz ustawia odpowiedni

przedziat suwakami jak na rysunku:
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[ sin(x) ]

[ COS(x) ] [ tg(x) ] [ ctg(x) ]

PoczatekPrzedzialu  Przedzial?

KoniecPrzedzial

| i i i
| | | |
! *] | ! ! -
—— 3 o— — b— —27 a=1732 g
Lo 151 o b P 6 @ 3
ro P P P
B B B B BEEE
| 14 - o 1=
BRRERIE 5 5 p
b 30 (. (. =3
v 0573 1 | v b tg(x) <1.732
Lo b b Lo
i : . : i : i : Ustaw suwak a na wartosc :
i 0T o R om 5T/ V3 V3 V3
: 643 | | | =5 =5 | |a=""
] | | | 2 2 !5
I AR SR E : :
| 3 | | |
i - 5 | | V3 V2 V3
g | : AR i R I
BEFEEE e e
i /3 i i a=—3
I I I I
! -2 ? ? ?

. . T
rozwigzanie X € (—

3’3

”M%l

1
Rozwigzmy nieréwnos¢ tg (E X) <1. Mozemy postapi¢ nastepujaco:

wytacza pole zaznaczenia: przedziat):

Rozwigzaniem nieréwnosci sg te argumenty dla ktérych wykres funkcji tgx jest zaznaczony na zielono

oraz miesci sie w zaznaczonym kremowym pasie tzn. dla X € (—g,ﬂ') . Z rysunku mozemy odczytaé

1
Stosujemy podstawienie =X =t, mamy nieréwno$¢ tg(t) <1. Rozwigzania tej nieréwnosci

odczytamy z wykresu. Nauczyciel wiacza i ustawia odpowiednie opcje w aplecie jak na rysunku (m.in.
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: : 1 : [ sin(x) ] [ cos(x) ] [tg(x) ] [ ctg(x) ]
E E 3 E PoczatekPrzedziatu Przedzial?  KoniecPrzedzialu
| ’ | | i ®
| V3 | | : -2 a=1 6
L1 : | : 6 @ 6
e e 1 | & E

1B o N 1N

roo VB v v

Lo esTal L L tg(x) <1

b P P b ¥

o J S S Ustaw suwak a na wartosc :

T -2 0T o Tr 32 om 5T/2 V3 V32 V3

| 643 | 1 | = = a=—
] ] I 1 2 2 Ij
poo0e1_vE ! !
! R | !
: : 1 ! V3 V2 V3
i - i | | a=—— a=——— a=— "=
i i i i 2 2 3
BECREE s s
: 3 | : : a=+3 a=—V3
e | e

Odczytujemy rozwigzania (argumenty dla ktérych wykres funkcji zaznaczony jest na zielono):

te(—z+k7r,£+kfr>,kec
2 4

1
Oczywiscie musimy znalez¢ rozwigzania wyjsciowej nieréwnosci tg (E X) <1 zatem musimy wrdécié

do podstawienia:

1Xe(—£+k7r,z+k7r>,kec
2 2 4

Ostatecznie X € € 7 + 2k7r,%+ 2k7z>, keC.

Rozwigzmy nieréwnos¢: tg x—2Z 1> V3, xe (—5—7[,2)
3 6 2
5
Podstawiajac X—% =t, mamy X :t+% stad t+% € (——”,%). Nasza dziedzina ostatecznie:
n 7w
te(——,—).
( 5 6)
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/A

T 7w
Musimy zatem rozwigza¢ nieréwnos¢ tg (:>\/§ dla te(—F,g). Nauczyciel wtacza aplet i

ustawia odpowiedni przedziat suwakami jak na rysunku:

N S,

h
1
1
|
|
|
'
|
|
I
1
|
1
I
1
I
1
1

&

4
Z wykresu odczytujemy, ze rozwigzaniem jest t € (—?,—

Ar
6

Praca domowa:

Rozwigz nieréwnosci:
a) tg(x + %J >3

—\/§ T
b) tgx<—— dla xXe (—,——
) tg 3 o € ( 5 3)

3

mamy: X—% c (__’_E) . Ostatecznie: X € (_z’_Z)_

6

[ sin(x) ] [ cos(x) ] [tg(x) ] [ ctolx) ]

PoczatekPrzedziatu ' Przedzial? KoniecPrzedziatu

-.—
—Tr a=1732 1x
. o e

6 6

tg(x) > 1.732= V3

Ustaw suwak a na wartos¢ :

V3 V2 V3
_—2 a,:—2 a:—d
_ V3 _ V2 _ V3

ﬂ.———2 ﬂ.———z [1———3

4 V4
E) Wracajgc do podstawienia X _E =t
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scenariusz lekcji nr 17

Przedmiot: Matematyka
Dziat Programowy: Funkcje
Temat: Przeksztatcenia wykreséw funkcji cz1.

Klasa: |

A R

Zgodnos¢ z podstawg programowa: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

8) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = |f(x)|,

6. Pomoce dydaktyczne:
e komputer nauczyciela z tablica interaktywna lub rzutnikiem multimedialnym,

e Dbezptatne oprogramowanie GeoGebra w najnowszej wersji 5.0 wspomagajace

nauczanie matematyki http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
e Aplet geogebry: przeksztalcenia_funkcji.ggb
7. Cele: Uczen:
e Szkicuje wykresy wybranych funkcji.
e Na podstawie wykresu funkgji y = f(x) szkicuje wykresy funkcjiy = | f(x)].
8. Metody nauczania: elementy wykfadu, prezentacja, ¢wiczenia
9. Formy pracy: praca grupowa, indywidualna

10. Plan lekgji:

Sporzadzmy wykres funkcji f(X) =/ X+ 2|, X € R. Zgodnie z definicjg wartosci bezwzglednej mamy:

x+2 dla x>-2
f(x)= .
—(x+2)dla x<-2

Zauwazmy, ze dla X>-2 wartosci funkcji f(X)=|X+2| odpowiadajg wartosciom funkcji
g(X) =x+2 a ich wykresy sie pokrywaja. W przedziale X <—2wartosci funkcji f odpowiadajg

wartosciom funkcji h(X) =—(Xx+2). Zwréémy uwage, ze wykres funkcji h(X) powstaje przez

odbicie symetryczne wykresu funkcji g(X) = X+ 2 wzgledem osi OX w przedziale X < —2.
Nauczyciel wiacza aplet Geogebry przeksztalcenia_funkcji.ggb i w pole

fx)=x+3 o - . ,
w prawej czesci okna wpisujemy: x+2 kasujgc domysiny
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wzOr i zatwierdzajac eneter-em. Wybieramy przycisk ;J W lewej czesci okna pojawia sie

wykres funkcji g(X) = X+ 2. Pokazujemy na wykresie ktére cze$ci wykresu funkcji f(x) ulegna

przeksztatceniu i odbiciu wzgledem osi OX. Klikajgc pole wyboru

pokazujemy uczniom wykres funkcji f (X) = X+ 2|.

Sformutujmy wnioski:
Wykres funkcji y= |f(x)| otrzymujemy przez:

e pozostawienie bez zmian tej czesci wykresu funkcji f, ktéra znajduje sie nad osig x oraz na osi
XI
e odbicie symetryczne wzgledem osi x tej czesci wykresu funkcji f, ktdra znajduje sie pod osig x.

Nauczyciel poleca uczniom zapisanie wnioskdw oraz wykonanie wykresu funkcji danej wzorem

f (X) =| x* |. Pokazuje w aplecie geogebry wykres funkcji g(X) = X* (wpisuje w pole wprowadzania

f(x)= x"3) pamietajgc o odznaczeniu pola v i polecajac uczniom zaznaczenie

na wykresie kilku punktow o obu wspdtrzednych catkowitych.

Po wykonaniu ¢wiczenia pokazujemy uczniom zaznaczajac pole wyboru

prawidtowy wykres funkcji f(x) =| x*|.
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. [ | e ] [ f(ev) |

I  PokazUkry funkcje f -/
6 : )=
c=-0.75
54 ®
4 .' f(x) = x°
3_
J(z)

T (o) ly=te]lfen)

Nauczyciel daje uczniom zadanie narysowania wykresu funkcji danej wzorem w razie koniecznosci

udzielajac wskazéwek dotyczacych wykresu:

-x+4 dla x>1
f(x)=
Xx+2 dla x<1

Nastepnie pokazujemy uczniom prawidtowy wykres. W tym celu wystarczy wklei¢ w ramke

: . . TxFEx+5 : :
zastepujac domyslny wzér nastepujace polecenie:

Jezeli[x > 1, -x + 4, x + 2] oczekiwany efekt:
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o] { J L0 [fex) |

o/ Pokaz/Ukryj funkcjg f

64 fX)=Jezelx > 1, X + 4x+ 2]
£=-0.75
5 L ]
o f(x) = —x+4 :x>1
x+2 : pozostale
a4
fzx)

| () D e

Po korekcie ewentualnych bteddéw uczniowskich w wykresie, polecamy narysowanie w tym samym

uktadzie wspotrzednych wykresu funkcji danej wzorem y = f(X) |.

Nauczyciel pokazuje uczniom prawidtowy wykres funkcji Yy =| f(X)| zaznaczajac opcje

v

Oczekiwany efekt:

o] { | leo9 ) [0 |
74 W PokaziUkryj funikcjs £ o/
o (0= Jezelipx > 1. X+ 4% + 2]
£=-075
5 -
— 4 1
Y f(x) = { x-)i(--i2- :)|;o>zostale
1/ (=)
o
g
//
0 - ' 0 (
RO R T (o)) (o] (y=-fea) (10
1]
| |.= 3.5

Pytania do klasy (nauczyciel zapisuje odpowiedzi uczniéw na tablicy:

e Jaki jest zbiér wartosci funkcji f ?
e Jaki jest zbior wartosci funkeji y = f(X)|?

e Jakie sg miejsca zerowe funkcji odpowiednio fi y = f(X)|?
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e Jaka jest dziedzina obu funkcji ?
e Jakie sg cechy wspdlne obu funkcji?

Oczekiwany efekt: (Funkcja y = f(X) | ma taka sama dziedzine i miejsca zerowe co funkgja f).

Naszkicujmy wykres funkcji: y =| Jx =2 |i okreslmy podstawowe wtasnosci. Nauczyciel krok po

kroku demonstruje uczniom (przypominajac przesuniecia) rysowanie wykresu zaczynajgc od wykresu

[0—2]
y = IXi dokonujac kolejnych przeksztatcen: ¥ = VX == y=\x-2 —y=|/x-2|

Na koniec ¢wiczenia nauczyciel prezentuje wykres przy pomocy apletu wpisujgc w odpowiednie

miejsce polecenie: sqrt(x) — 2 oraz zaznaczajgc odpowiednie pole wyboru oczekiwany efekt:

‘] | I
79 o/ Pokaz/Ukryj funkcje f - of
6 fi{x)= sqri(x) - 2
£=-075
54 L2
n f(x) = vx—2
i f(x)
5
14
. . . . - 0 - + ' H .. + . . . . - . . -
5 -5 -4 -3 -2 - A R 2 4 5 6 7 8 9 10 11 { f(X+C) J { J { y=—f(x) J { f(—)() }
| : &5

Nastepnie zapisuje wtasnosci funkcji y = \/; -2].

Praca domowa:

Naszkicuj wykresy funkcji i okresl ich wtasnosci- mozesz postuzy¢ sie darmowym oprogramowaniem

Geogebry w celu sprawdzenia wykonanych wykreséw:

a) y=/x*-2|
b) y=(x-2)*-1]
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scenariusz lekcji nr 18

1. Przedmiot: Matematyka
Dziat Programowy: Trygonometria
Temat: Réwnania typu Sin X =a, COSX = a.

Klasa: Il

LA

Zgodnos$¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

13) Wykorzystuje okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych

14) Postuguje si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych (...)

6. Pomoce dydaktyczne:

e komputer nauczyciela z tablica interaktywna lub rzutnikiem multimedialnym,

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra w najnowszej wersji 5.0 wspomagajace

nauczanie matematyki http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

7. Cele: Uczen:
e Rozwigzuje réwnania typusSin X = a,C0SX = a.
e Postuguje sie wykresami funkcji sinus i cosinus.
e Potrafi utozy¢ rownanie, ktérego interpretacja przedstawiona jest na wykresie.
e Wykorzystuje okresowos¢ funkcji sinus i cosinus do wyznaczania rozwigzan réwnania w
okreslonym przedziale.
8. Metody nauczania: elementy wykfadu, prezentacja, ¢wiczenia
9. Formy pracy: praca grupowa, indywidualna

10. Plan lekgji:
Zajmijmy sie réwnaniem Sin X = E Aby rozwigza¢ to rownanie narysujmy wykresy obu funkcji w

jednym uktadzie wspoétrzednych(nauczyciel wtacza aplet sinus_cos.ggb) i wybiera (klika) odpowiednie
rownanie. Zwréémy uwage, ze wykresy funkcji y=0,5 i y=sinx przecinajg sie w nieskonczenie wielu
punktach zatem nasze réwnanie w zbiorze R ma dokfadnie tyle samo czyli nieskoriczenie wiele
rozwigzan.

T
Pytanie do klasy: Czy na podstawie wykresu i faktu, ze jednym z rozwigzan jest X =€ mozna

odczyta¢ wartosci katéw w pozostatych czerwonych i zéttych punktach lezgcych na osi X ? Okazuje

sie, ze tak wystarczy zauwazyé, ze pierwszy pierwiastek X = E jest oddalony od miejsca zerowego
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V4
x=0 doktadnie o E zatem aby odnalez¢ kolejne rozwigzanie wystarczy od 7 odjgé doktadnie tyle
samo (wskazujemy odpowiednie odlegtosci na wykresie). Zatem kolejne rozwigzanie to
5

T
X=r—-=—==1x.

6 6

Uczniowie mogq tez zauwazyé, ze aby odczytac kolejne rozwigzanie wystarczy wzig¢ 5 pionowych

, LT o T
pasow o szerokosci E czyli 5- E

Mamy dwa rozwigzania, aby odczytaé¢ pozostate wystarczy przyjrze¢ sie wykresowi funkcji sinus. Co
ile pionowych , pasdw”- jeden pas ma szerokos¢ % powtarzajg sie rozwigzania? (nauczyciel pyta o
26tte kropki na osi X nastepnie o czerwone).

Rozwigzania powtarzajg sie co 27 stad mozemy dodajac wielokrotnie 27 do naszych dwdch
podstawowych rozwigzan X:% oraz ngﬂ' otrzymywac kolejne rozwigzania wyjsciowego

rownania.
. : o V4 5
Ogdlnie mozemy zapisaé X = 5 +2kzr lub x=—7+2kzr keC.

Wypiszmy rozwigzania dla wybranych k:

. DIak:OmamyX:ZIub X=§7Z'
6 6

e Dlak=1 mamy X=£+27Z’=1—371 lub X=§7Z'+27Z'=£7Z'
6 6 6 6

e Dlak=2 mamy X=%+4ﬂ=%ﬂ' lub X:§ﬂ+47z=§7r

o |td...

(W kazdym z przypadkdw nauczyciel przesuwa wykres wykorzystujgc przycisk Geogebry

pokazuje odpowiednie rozwigzania)

R

przesuwa do wartosci powyzej 1 np. y=1.1.

Nauczyciel wybiera kursor 4 | tapie” za pomaranczows linie (wcisniety lewy przycisk myszy) i
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Czy ktos z Was mégtby zapisaé/podaé réwnanie, ktdrego interpretacja jest na wykresie ?!
Uczniowie podajg sin x =11.

lle rozwigzan ma to réwnanie ?

Dla jakich a réwnanie Sin X = a ma rozwigzania?

Podsumowujgc réwnanie SiN X = a ma rozwigzania jesli a € <—1,l>.

Nauczyciel wybiera w aplecie réwnanie Sin X = 0. Pytanie do uczniéw: Co ile tym razem powtarzajg
sie rozwigzania(kropki zaznaczone na z6tto na osi OX) ? Co ile tym razem powtarzajg sie

rozwigzania(kropki zaznaczone na czerwono na osi OX) ? Zapisujemy:

X=0+2kz, X=m+2kzr k € C.ZzZwréémy uwage, ze wszystkie te punkty mozemy zapisac krétko
x=kr,keC.

. 1 1
Zadanie dla klasy: ZnajdZ wszystkie rozwigzania réwnania: Sin X = E w przedziale X € <57r,8—7z>.

(Nauczyciel nadzoruje wykonywanie zadania i udziela stosownych wskazéwek zapisuje sposéb

rozwigzania na tablicy).
Rozwigzmy réwnanie 2Sin 3X = —3

Rownanie to mozemy rozwigzaé korzystajgc z tego samego wykresu funkcji sinus . Wprowadzmy

zmienng t=3x, wéwczas nasze réwnanie przybiera postac:

. —+/3 .
sint = T (Nauczyciel wybiera odpowiedni przyktad w aplecie- klika w réwnanie SIn X = T )

Jakie sg rozwigzania tego rownania w przedziale X € <0,27Z> ?

4 s

T 5
t=nx +§ = §7r, t=2x —E = §7r Zatem do kazdego rozwigzania podstawowego wystarczy

dopisa¢ + 2k, k € C aby otrzymaé rozwigzania ogélne réwnania Sint = _T Naszg zmienng byt

jednak x zatem musimy wrdcié do podstawienia t=3x:

t:7z+£:—7r, t=2r—-——=—nx
3 3
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3X=%7l’+2kﬂ', 3X=§7z+2k77 ,keC

Xzﬂﬂ'-l-gkﬂ', X=§7r+gk7r, keC
9 3 9 3

Analogiczne metody stosujemy w przypadku réwnan COSX =a.

Podsumowujgc: Aby rozwigzaé rownania typu sinx=a, cosx=a, nalezy znalez¢ tzw. rozwigzania
podstawowe w przedziale dtugosci 27 . Rozwigzania ogdlne réwnania otrzymujemy dopisujac do

kazdego rozwigzania podstawowego +2kz, keC.

Nauczyciel pokazuje na aplecie rozwigzania réwnania COS X :T. W tym celu nalezy zmienic

funkcje na cosx —klikamy w przycisk )Wspdlnie z |gcosx uczniami ustala rozwigzania w

przedziale np. < =, > i zapisuje na tablicy rozwigzania ogdlne réwnania.
Praca domowa:

Rozwigz rownania:
1

a) COSX=—

2

V2

b) €0S2X =—
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scenariusz lekcji nr 19

1. Przedmiot: Matematyka
Dziat Programowy: Liczby rzeczywiste
Temat: Rownania liniowe z wartoscig bezwzgledna

Klasa: |

LA

Zgodnos$¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:

15) Wykorzystuje pojecie warto$ci bezwzglednej i jej interpretacje geometryczna,
zaznacza na osi liczbowej zbiory opisane za pomoca rownan typu: |X - a| =h.;

6. Pomoce dydaktyczne:

e komputer nauczyciela z tablica interaktywna lub rzutnikiem multimedialnym,

e Dbezplatne oprogramowanie GeoGebra Wspomagajace nauczanie matematyki

http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

7. Cele: Uczen:
e Rozwigzuje stosujgc rézne algorytmy réwnania typu |X - a| =h.
e Zaznacza ma osi liczbowej zbiory opisane réwnaniami typu |X - a| =bh.

e Potrafi utozy¢ rownanie z wartoscig bezwzgledng ktérego rozwigzaniem sg zadane liczby.
e Umiejetnie korzysta z definicji wartosci bezwzglednej w bardziej skomplikowanych
przypadkach.
8. Metody nauczania: elementy wykfadu, prezentacja, ¢wiczenia
9. Formy pracy: praca grupowa, indywidualna

10. Plan lekgji:

Przypomnienie definicji wartosci bezwzglednej:
Dla dowolnej liczby rzeczywistej 4 jej wartos¢ bezwzgledng definiujemy jako:

adlaa=0
lal=

—adlaa<0
Nauczyciel zapisuje na tablicy réwnanie: |X + 3| =6.

(I sposéb rozumowania)
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Sg dwie liczby ktérych warto$¢ bezwzgledna wynosi 6 te liczby to 6 lub -6. Zatem wyrazenie stojgce

pod wartoscig bezwzgledng (x+3) powinno spetnia¢ warunki:
X+3=—06VvX+3=6

Rozwigzujgc oba rdéwnania otrzymujemy wynik: x= -9 lub x= 3. Sprawdzamy rozwigzania

podstawiajgc je do wyjsciowego réwnania.
Zwracamy sie do uczniow z prosba o podanie (bez obliczen) rozwigzania rownan:

a) |X—5| =8 (pytania pomocnicze: Warto$é bezwzgledna jakich liczb daje 8? od jakiej liczby

odjgé 5 aby otrzymac 8, od jakiej liczby odjg¢ 5 aby otrzymac -8, analogicznie w réwnaniu b) ).

b) [x+2/=3
c) |X—4|=—8
d |x=8

W przypadku gdy uczniowie podadzg rozwigzania w podpunkcie c) podstawiamy ich rozwigzania do

rownania (Wartos¢ bezwzgledna nie moze by¢ liczbg ujemna. Rdwnanie nie ma rozwigzania.)

(I sposéb rozumowania-interpretacja geometryczna ) Rozwigzania réwnania typu: |X—5|:8

mozna tez uzyska¢ rozumujgc w taki sposdb: Szukamy wszystkich liczb rzeczywistych ktérych
odlegto$¢ od liczby 5 wynosi dokfadnie 8. Otwieramy aplet Geogebry o nazwie: rownania wartosc
bezwzgledna.ggb i ustawiajgc suwaki a i b w rézne pozycje pokazujemy wspomniang zaleznos¢ na

osi liczbowej.

Nauczyciel prosi jednego z uczniéw o zaznaczenie rozwigzania rownania |X +1| = 6 na osi liczbowej.

Wyobrazmy sobie sytuacje odwrotng mamy podane rozwigzania pewnego réwnania z wartoscig
bezwzgledng np. x=4, x=8 i mamy utozy¢ rownanie, ktérego rozwigzaniem beda wspomniane liczby.
Zauwazmy ze w rownaniu potrzebna bedzie liczba s, ktéra lezy w tej samej odlegtosci od 4 i od 8,

+8

4
tatwo jg obliczymy S :T: 6. Odlegto$é na osi naszych liczb od 6 wynosi 2. Zatem nasze
réwnanie to: |X - 6| =2.

Nauczyciel zapisuje rozwigzania tablicy i zleca uczniom utozenie odpowiednich réwnan:
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a) x=4,x=8
b) x=2,x=-6
c) x=8

d) x=-4,x=0

Prosimy wybranego ucznia o zapisanie na tablicy rozwigzan.

(111 sposéb rozumowania)

Przy rozwigzywaniu réwnania |X - 5| =8 mozemy tez bezposrednio skorzystac z definicji i zapisa¢:

|x ﬂ— x—5 dla x-5>0
~|=(x=5)dla x-5<0

Zatem nasze réwnanie przyjmie postac:
1) x-5=8 dla x-5>01lub—-(x-5)=8 dla x-5<0

Rozwigzujgc powyzsze rownania mamy: x=13 dla X =5 oraz x=3 dla X <5. Zwracamy uwage, ze

poszczegdlne rozwigzania muszg naleze¢ do odpowiednich przedziatow.

(IV sposéb rozumowania)
Mozemy réwniez réwnania typu |X + a| =D gdzie b >0 rozwigzywaé schematycznie rozpisujac:

Xta=bvxta=-b

Przyktad |x+2|=8

x+2=8 v x+2=-8

Co po rozwigzaniu daje odpowiedz: 6, -10.
Sprébujmy rozwigzac¢ trudniejsze rownanie:

x+2+|x-3]=8

W réwnaniu wystepujg dwie wartosci bezwzgledne. Chcac pozby¢ sie znakdw wartosci bezwzglednej
musimy mie¢ pewnos$¢ odnosnie znakow funkcji: x+2 oraz x-3. Zgodnie z definicjg wartosci

bezwzglednej, jesli wyrazenie pod wartoscig bezwzgledng jest wieksze lub réwne zero, mozemy
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opusci¢ warto$¢ bezwzgledng, jesli wyrazenie jest ujemne, opuszczamy warto$¢ bezwzgledng

zapisujgc wartosc catego wyrazenia ze znakiem minus.

Nasze dwie funkcje: x+2, x-3 zmieniajg znak w punktach odpowiednio: -2 oraz 3. Zaznaczamy te liczby

na osi liczbowej:

| l I llll
5 4 3 2 1 01 2 3 4 5x

Mamy trzy przedziaty w ktérych bedziemy szukali rozwigzania: € o, — 2>, ¢2, 3>, [ J oo:

Spdjrzmy na rysunek na ktdrym zaznaczono przedziaty i narysowano funkcje liniowe: x+2, x-3:

|z +2|+|z—3| =8

Przedzial | Przedziat lll

4 &

Przedzial Il

2

o]

W | przedziale X € (—oo— 2> nasze réwnanie przyjmie postaé —X—2—X+3=8 (nauczyciel w

kazdym przypadku uzasadnia zmiane znakéw postugujac sie rysunkiem), ktérego rozwigzaniem jest

X:—%e(—oo—2>.

W Il przedziale X € (—2,3> réwnanie ma postaé, ktére jest sprzeczne.
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W 1l przedziale Xe(3,+oo: rownanie ma posta¢ X+ 2+ X—3=8, ktérego rozwigzaniem jest

9 ~ o
X= E € (3,+oo/. Zatem rozwigzaniami sg liczby: -3,5 oraz 4,5.

Praca w domu:
Rozwigz:

a) |2x—3|+|x—7|=8(ODP:§,4)

b) 9—|x-3|H3x+2|+1 (ODP: —%,g)

107



scenariusz lekcji nr 20

1. Przedmiot: Matematyka
2. Dziat Programowy: Funkcje
3. Temat: Funkcja przedziatami liniowa
4. Klasa: |
5. Zgodnos$¢ z podstawg programow3a: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:
16) Szkicuje wykres funkcji okreslonej w roznych przedziatach réoznymi wzorami,
odczytuje wlasnosci takiej funkcji z wykresu;
6. Pomoce dydaktyczne:
e komputer nauczyciela z tablica interaktywna lub rzutnikiem multimedialnym,
e bezplatne oprogramowanie GeoGebra Wwspomagajace nauczanie matematyki
http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
e Zna wtfasnosci funkcji liniowej.
e Rysuje wykresy funkcji liniowych w zadanym przedziale.
e Rysuje wykres funkcji przedziatami liniowej podanej wzorem,
e Okresla wiasnosci funkcji na podstawie wykresu
8. Metody nauczania: elementy wykfadu, prezentacja, ¢wiczenia
9. Formy pracy: grupowa
10. Plan lekgji:

Na wstepie przypominamy w jaki sposéb rysuje sie wykres funkcji liniowej, i za co odpowiadaja

wspétczynniki a, b we wzorze funkgji liniowej y = ax+b.

Nastepnie prosimy uczniéw o podanie przyktadow wzordw funkcji:

a)

rosnacych,

b) malejacych,

c)

takich ktdre przecinajg dodatnig pétos OY oraz ujemng pétos OY.

Nauczyciel zapisuje na tablicy wzér funkcji liniowej np.: f(X) = —=2X +1 oraz podaje jej dziedzine np.

<— 2,l> . Uczniowie na podstawie wzoru odpowiadajg na pytania nauczyciela:

e Czyfunkcja f(X) =—-2x+1 jest rosnaca czy malejaca w zbiorze R?
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e W jakim punkcie wykres funkcji f(X) = —2x+1 przecina o$ OY?
e (o bedzie wykresem funkcji f w podanym przedziale?

Nastepnie rysuje na tablicy wykres funkcji f w zbiorze liczb R i ogranicza go(np. pogrubiajgc innym
kolorem) w przedziate <— 2,1> .

Pytanie do uczniow:

Co jest zbiorem wartosci funkcji f podanej w zadaniu?

Nauczyciel wigcza aplet Geogebry funkcja liniowa w przedziale.ggb do uogdlnienia i zobrazowania

wykonanych dotychczas czynnosci.
Zapisujemy na tablicy wzdr funkcji g i informujemy ucznidw, ze na wykres funkcji g sktadaja sie dwa

wykresy funkcji liniowych ,,obcietych” do odpowiednich przedziatow:

1x+4 dla x> -2
g(x)=42
—Xx+5dla x<-2

Pytania do uczniéw:

1
e czy wykres funkcji danej wzorem y = E X+ 4 okreslony dla X > —2 bedzie odcinkiem jak w

poprzednim ¢éwiczeniu? Co w takim razie przedstawia ?

Dzielimy klase na dwie grupy i w wybranych grupach uczniowie majg odpowiednio wykona¢ wykres
1
funkcji y = E X+4 dla Xx>-2 oraz Yy=-X+5 dla Xx<-2. Po wykonaniu wykreséw przez

ucznidow nauczyciel rysuje w jednym uktadzie wspdtrzednych obie funkcje(funkcje g) i prosi uczniéw o
sprawdzenie swoich prac. Nastepnie uczniowie uzupetniajg swoje wykresy o brakujgcg czes¢ wykresu

funkcji g.
Pytania do uczniéw odnosnie wykresu funkcji g:

e jakie sg przedziaty monotonicznosci funkcji g?
e czy funkcja posiada miejsca zerowe? Jesli tak, jakie?
e jakijest zbidr wartosci funkcji g?

Informujemy ucznidéw, ze tak okreslona funkcja nazywana jest funkcjq przedziatami liniowa.

Dzielimy uczniéw na mate grupy ktére majg narysowaé wykres funkcji h i odpowiedzieé na pytania:
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-3dla Xe(—oo,—3:
h(x)={x-1ldlaxe(-11_
~x+2dlaxe (L3’

e Jakie sg przedziaty monotonicznosci funkcji h?
e Czy funkcja posiada miejsca zerowe? Jedli tak, jakie?

e Jaki jest zbidr wartosci funkcji h?

W celu sprawdzenia poprawnosci rozwigzan wyswietlamy na rzutniku/projektorze gotowy wykres

funkcji h i wybieramy jednego ucznia aby przedstawit swoje odpowiedzi.

Prosimy uczniéw aby sprébowali na podstawie wykresu funkcji k uzupetni¢ brakujgce miejsca we

wzorze:
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Praca domowa:

Narysuj wykres funkcji f i zapisz jej wtasnosci:

f(X) =

%x+1dla X & (—,0)

—%x+1dla x € (0,5)
x—5dlax>5
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