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Wprowadzenie - troche wzoréw

Definicja przystawania liczb

Dwie liczby catkowite a i b przystaja modulo n jesli daja te sama
reszte przy dzieleniu przez n.

a= b (mod n)

lub réwnowaznie
a—b=0(mod n)
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Przyktad
Liczby —18, 12 przystaja modulo 5,
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Przyktad
Liczby —18, 12 przystaja modulo 5,

12=2.5+42

tet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz Panstwowa Wys

Szkola Zawodowa w Chehmie

Projekt realizowany przez Uniwers;
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Przyktad
Liczby —18, 12 przystaja modulo 5,

12=2.542

—18=14-(=5)+2,

CO zapisujemy nastepujaco:
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Przyktad
Liczby —18, 12 przystaja modulo 5,

12=2.542

—18=14-(=5)+2,

CO zapisujemy nastepujaco:

—18 =12 (mod 5).
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WHtasnosci kongruencji

a=a,
Jezeli
a=b(modn) i b=c(modn), to a=c (mod n),
Jezeli
a=b(modn) i ¢ =d (mod n), to,
a+c=b+d(mod n)
a—c=b—d(mod n)
a-c=b-d(mod n)

™

wski w partnerstwie z Uniwer,
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Zastosowania kongruencji - pomocne wzory

Mate twierdzenie Fermata

/\ /\p)(a, a1 =1 (mod p)

aEeN peP,

™
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Zastosowania kongruencji - pomocne wzory

Mate twierdzenie Fermata
/\ /\ pta, aP~1=1 (mod p)

aEN peP,

v

Twierdzenie Eulera

/\ /\ NWD(a,m) =1, a*(™ =1 (mod m),
aeEN meN,m>1

gdzie p(m) jest funkcja Eulera, ktérej wartoscia jest ilos¢ liczb
catkowitych od 1 do m, ktére s3 wzglednie pierwsze z m.
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Zatem Mate Twierdzenie Fermata jest wnioskiem z Twierdzenia
Eulera. Mamy bowiem ¢(p) = p — 1, gdy p jest liczba pierwsza.
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Zatem Mate Twierdzenie Fermata jest wnioskiem z Twierdzenia
Eulera. Mamy bowiem ¢(p) = p — 1, gdy p jest liczba pierwsza.

Funkcja Eulera - wzér

Niech m = p{*p5? - ... pl* bedzie rozktadem liczby m na czynniki
pierwsze, wéwczas

om=m(1->) (1= 1) (1)

™

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz Pasistwowa Wy:

zkola Zawodowa w Chelmie



ro—
H 'UNIA EUROPEJSKA'
KAPITAL LUDZKI Y] I8 T n
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3 3 FUNDUSZ SPOLECZNY
Mz
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Zatem Mate Twierdzenie Fermata jest wnioskiem z Twierdzenia
Eulera. Mamy bowiem ¢(p) = p — 1, gdy p jest liczba pierwsza.

Funkcja Eulera - wzér

Niech m = p{*p5? - ... pl* bedzie rozktadem liczby m na czynniki
pierwsze, wéwczas

om=m(1->) (1= 1) (1)

Twierdzenie Wilsona

Jedli p jest liczba pierwsza, to (p — 1)! = —1 (mod p)

™
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Zastosowania kongruencji - zadania

Zadanie 1

Sprawdz, ze:

a)2-26! = —1 (mod 29), b) 18! = —1 (mod 437)

™

wski w partnerstwie z Uniwer,
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Projekt wspdlfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Zastosowania kongruencji - zadania

Zadanie 1

Sprawdz, ze:

a)2-26! = —1 (mod 29), b) 18! = —1 (mod 437)

Zadanie 2

@ Oblicz reszte z dzielenia 538 przez 11;

@ Wyznacz ostatnia cyfre liczby 7190

™
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Zadanie 3
Wykaz, ze:
(1)

A 312" - 1;
neN

/\ 13|1 +33n+1 +93n+1;
neN

10[53%3 — 33%,

owski w partnerstwie z Uniwes

4 Szkola Zawodowa w Chelmie

1 Jagicllofiskim oraz Paristwowa W
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Zadanie 4

Liczby naturalne az, ap, . .., asp11 spetniaja warunek
a1+ ax+ ...+ a1 = 2011291 Wyznacz reszte z dzielenia liczby
al+a3+...+ as przez 6.
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Zastosowania kongruencji - rozwigzania zadan

Zadanie 1 - rozwigzanie

em Jagiellonskim oraz Panstwowa W Szkola Zawodowa w Chehmie

wski w partnerstwie z Uniwersy
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Zastosowania kongruencji - rozwigzania zadan
Zadanie 1 - rozwigzanie

a) Z Twierdzenia Wilsona otrzymujemy:

281 = —1 (mod 29),

stad
2-26!-27-28 = —2 (mod 29).
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Zastosowania kongruencji - rozwigzania zadan
Zadanie 1 - rozwigzanie

a) Z Twierdzenia Wilsona otrzymujemy:

281 = —1 (mod 29),

stad
2-26!-27-28 = —2 (mod 29).
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Zastosowania kongruencji - rozwigzania zadan
Zadanie 1 - rozwigzanie

a) Z Twierdzenia Wilsona otrzymujemy:
28! = —1 (mod 29),

stad
2-26!-27-28 = —2 (mod 29).

Poniewaz
28 = —1 (mod 29),

oraz
27 = —2 (mod 29),

™

zkola Zawodowa w Chelmie
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to
28-27 = 2 (mod 29),
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to
28-27 = 2 (mod 29),

a zatem

—1 (mod 29).

tet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz Panstwowa Wys

Szkola Zawodowa w Chehmie

Projekt realizowany przez Uniwers;
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to
28-27 = 2 (mod 29),

a zatem
2-26! = —1 (mod 29).

b) Zauwazmy, ze 437 = 19 - 23. Zatem rozwiazanie tego zadania
bedzie polegato na wykazaniu dwéch kongruencji:

18! = —1 (mod 19),
18! = —1 (mod 23).
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to
28-27 = 2 (mod 29),
a zatem
2-26! = —1 (mod 29).

b) Zauwazmy, ze 437 = 19 - 23. Zatem rozwiazanie tego zadania
bedzie polegato na wykazaniu dwéch kongruencji:

18! = —1 (mod 19),
18! = —1 (mod 23).

Poniewaz 19 i 23 s3 liczbami pierwszymi to powyzszy uktad
kongruencji implikuje przystawanie

18! = —1 (mod 19 - 23)
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co zakonczy zadanie. Pierwsza kongruencja jest oczywista ze
wzoru Wilsona dla p = 19. Druga jest rowniez konsekwencja tego
wzoru dla p = 23. Mamy bowiem
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co zakonczy zadanie. Pierwsza kongruencja jest oczywista ze
wzoru Wilsona dla p = 19. Druga jest rowniez konsekwencja tego
wzoru dla p = 23. Mamy bowiem

221 = —1 (mod 23).

™

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellonskim oraz Pafistwowa Wyzszg Szkota Zawodowa w Chelmie




rne—
H 'UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI Y] I8 T n
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3 3 FUNDUSZ SPOLECZNY
Mz
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co zakonczy zadanie. Pierwsza kongruencja jest oczywista ze
wzoru Wilsona dla p = 19. Druga jest rowniez konsekwencja tego
wzoru dla p = 23. Mamy bowiem

22! = —1 (mod 23).

Stad
18!.22.21-20-19 = —1 (mod 23).
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co zakonczy zadanie. Pierwsza kongruencja jest oczywista ze
wzoru Wilsona dla p = 19. Druga jest rowniez konsekwencja tego
wzoru dla p = 23. Mamy bowiem

22! = —1 (mod 23).

Stad
18!.22.21-20-19 = —1 (mod 23).

Ostatecznie poniewaz
22.21-20-19 = 1 (mod 23)

dostajemy druga kongruencje.
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Zadanie 2 - rozwigzanie

2 Szkota Zawodowa w Chelmie

zowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellonskim oraz Panistwowa W

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rze
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Zadanie 2 - rozwigzanie

© Z Matego Twierdzenia Fermata otrzymujemy:

510

1 (mod 11),

rtetem Jagiellonskim oraz Panistwowa Wy:

Szkola Zawodowa w Chehmie

Projekt r wski w partnerstwie z Uniwers;
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oo

Zadanie 2 - rozwigzanie

© Z Matego Twierdzenia Fermata otrzymujemy:
519 = 1 (mod 11),

co daje nam

(510)13 = 1 (mod 11).
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Zadanie 2 - rozwigzanie

© Z Matego Twierdzenia Fermata otrzymujemy:

519 = 1 (mod 11),

co daje nam
13
(5") = 1 (mod 11).

Poniewaz 5138 = 5130. 58 hozostaje nam sprawdzi¢ do jakiej

liczby przystaje 58 modulo 11.
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Mnozac stronami kongruencje

52 = 3 (mod 11)
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Mnozac stronami kongruencje

52 = 3 (mod 11)

i korzystajac z prawa skracania, dostajemy

58 = 4 (mod 11).

owski w partnerstwie z Uniwes

4 Szkola Zawodowa w Chelmie

1 Jagiellofiskim oraz Pafistwowa W

Projekt reali



UNIA EUROPEISKA

M Eroros
FoNoUSZ SPORECINY

oo

KAPITAL LUDZPg(I .
v

Projekt wspétfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Mnozac stronami kongruencje

52 = 3 (mod 11)

i korzystajac z prawa skracania, dostajemy

58 = 4 (mod 11).

A zatem
5138 = 4 (mod 11).

= |

iellonskim oraz Panstwowa W 4 Szkola Zawodowa w Chelmie

et Rzeszowski w partnerstwie z Uniwers;
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@ Wyznaczenie ostatniej cyfry danej liczby to wyznaczenie jej
reszty z dzielenia przez 10. A zatem chcemy wiedzie¢ do czego
przystaje 7190 modulo 10. Skorzystamy w tym celu z

Twierdzenia Eulera. Zatozenia tego twierdzenia sa spetnione,
bowiem NWD(7,10) = 1.
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@ Wyznaczenie ostatniej cyfry danej liczby to wyznaczenie jej
reszty z dzielenia przez 10. A zatem chcemy wiedzie¢ do czego
przystaje 7190 modulo 10. Skorzystamy w tym celu z
Twierdzenia Eulera. Zatozenia tego twierdzenia sa spetnione,
bowiem NWD(7,10) = 1. Obliczamy warto$¢ funkcji ¢(10).

w(lo):10-<1_;> (1_é> _a
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@ Wyznaczenie ostatniej cyfry danej liczby to wyznaczenie jej
reszty z dzielenia przez 10. A zatem chcemy wiedzie¢ do czego
przystaje 7190 modulo 10. Skorzystamy w tym celu z
Twierdzenia Eulera. Zatozenia tego twierdzenia sa spetnione,
bowiem NWD(7,10) = 1. Obliczamy warto$¢ funkcji ¢(10).

w(lo):10-<1_;> (1_é> _a

7* = 1 (mod 10)

a zatem

i stad
719 = 1 (mod 10).
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Zadanie 3 - rozwigzanie

Q@ Wiemy, ze

2° = 1 (mod 31),
a zatem mnozac stronami te kongruencje n-krotnie dostajemy
2°" = 1 (mod 31).

@ W zadaniu tym wyznaczamy reszty z dzielenia przez 13
poszczegdlnych sktadnikéw, a nastepnie pokazujemy, ze
sumuja sie one do 13. Mamy wiec

93 = 1 (mod 13)
i podobnie jak w zadaniu poprzednim

9% = 1 (mod 13), 3*" = 1 (mod-13),
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stad
93"+ = 9 (mod 13)

oraz
33+ = 3 (mod 13).

Widzimy zatem, ze otrzymane reszty sumuja sie dla dowolnego n
do 13.
© W zadaniu tym chcemy udowodnié, ze

53%3 = 3333 (mod 10).

Zauwazmy, ze
53 = 3(mod 10)

a zatem
53%% = 3%3(mod 10).
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Korzystajac z Twierdzenia Eulera (podobnie jak w zadaniu 2)
otrzymujemy
3* = 1 (mod 10)

i stad
3% = 3%2F1 = 3 (mod 10).

Ostatecznie, poniewaz

333 = 3%2+1 = 3 (mod 10)

dostajemy
53°% = 3333 (mod 10).
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Zadanie 4 - rozwiazanie, [4], zad.1.45

Na wstepie zauwazmy, ze liczba a3 — a, gdzie a € N jest zawsze
podzielna przez 6, poniewaz jest iloczynem kolejnych liczb
naturalnych. A zatem a® = a (mod 6) oraz

adtad+.. . daxy = aitaxt...4axni = 20112 (mod 6) =1,
poniewaz

2011 = 1 (mod 6), 2011 =335-6+ 1.
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Arytmetyka modulo we wspdtczesnej kryptologii

Kody z kluczem publicznym, algorytm RSA

Uwagi wprowadzajace:

Szyfr jest pewna funkcja matematyczna. Najczesciej przy
szyfrowaniu uzywato sie funkcji dwukierunkowej tzn. takiej, ze
funkcja odwrotna do niej jest réwnie fatwa w stosowaniu jak dana
funkcja. Zmiana nastapita w latach 70 - tych XX wieku. W
prezentacji pokazemy, dlaczego funkcja modulo znalazta
zastosowanie w kodov’yaniu. )
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Wyd. Naukowe UAM, Poznan 1999
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