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1. Podstawa programowa dla szkot
ponadgimnazjalnych - poziom rozszerzony

Zdajacy demonstruje poziom opanowania ponizszych umiejetnosci, rozwigzujgc zadania, w
ktoérych:

1. Liczby rzeczywiste

1) przedstawia liczby rzeczywiste w rdéznych postaciach (np. utamka zwyktego, utamka
dziesietnego okresowego, z uzyciem symboli pierwiastkdw, poteg);

2) oblicza wartosci wyrazen arytmetycznych (wymiernych);

3) postuguje sie w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia i stosuje prawa dziatan na
pierwiastkach;

4) oblicza potegi o wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan na potegach o
wyktadnikach wymiernych;

5) wykorzystuje podstawowe wtasnosci poteg (rdwniez w zagadnieniach zwigzanych z innymi
dziedzinami wiedzy, np. fizykg, chemig, informatyka);

6) wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu,
logarytm ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym;

7) oblicza btad bezwzgledny i btad wzgledny przyblizenia;
8) postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowej;

9) wykonuje obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (rowniez ztozonych na
procent sktadany i na okres krétszy niz rok).

Ponadto:
a) stosuje twierdzenie o rozkfadzie liczby naturalnej na czynniki pierwsze;

wyznacza najwiekszy wspdlny dzielnik i najmniejsza wspdlng wielokrotnos¢ pary liczb
naturalnych,

b) stosuje wzdr na logarytm potegi i wzor na zamiane podstawy logarytmu,
2. Wyrazenia algebraiczne:

1) uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a +b)? oraz a> - b? .



Ponadto:
a) postuguje sie wzorem (a- 1)(1 + a+...+a™ 1) = a"- 1,

b) wykonuje dzielenie wielomianu przez dwumian x — a; stosuje twierdzenie o reszcie z
dzielenia wielomianu przez dwumian x — a,

c) stosuje twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspédtczynnikach
catkowitych

3. Réwnania i nieréwnosci:
1) sprawdza, czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem réwnania lub nieréwnosci;

2) wykorzystuje interpretacje geometryczng uktadu réwnan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi;

3) rozwigzuje nieréwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadomg;

4) rozwigzuje rownania kwadratowe z jedng niewiadoma;

5) rozwigzuje nieréwnosci kwadratowe z jedng niewiadoma;

6) korzysta z definicji pierwiastka do rozwigzywania réwnan typu x3 = - 8;

7) korzysta z whasnosci iloczynu przy rozwigzywaniu réwnan typu x(x + 1)(x - 7) = 0;

8) rozwigzuje proste rownania wymierne, prowadzace do réwnan liniowych lub
kwadratowych, np.

x+1 x+1
—=2,—=2x.
x+3 x
Ponadto:

a) stosuje wzory Viete’a,

b) rozwigzuje réwnania i nierédwnosci kwadratowe z parametrem, przeprowadza dyskusje i
wycigga z niej wnioski,
c) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci wielomianowe,

. . . e e ;. . x+1 x+1
d) rozwigzuje proste rownania i hierownosci wymierne, np. m > 2; T <3

e) rozwigzuje proste rownania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna, typu: ||x + 1|+ 2| >3
i|lx+1]+[x+2]<3



4. Funkcje:
1) okresla funkcje za pomocg wzoru, tabeli, wykresu, opisu stownego;

2) oblicza ze wzoru warto$¢ funkcji dla danego argumentu. Postuguje sie poznanymi
metodami rozwigzywania réwnan do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
dang wartos¢;

3) odczytuje z wykresu wtasnosci funkcji (dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe,
maksymalne przedziaty, w ktorych funkcja maleje, rosnie, ma staty znak; punkty, w ktérych
funkcja przyjmuje w podanym przedziale wartos$¢ najwiekszg lub najmniejszg);

4) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = f(x + a),
y=f® +tay=-f0,y = f(x;

5) rysuje wykres funkcji liniowej, korzystajac z jej wzoru;

6) wyznacza wzér funkgji liniowej na podstawie informacji o funkcji lub o jej wykresie;

7) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkgji liniowej;

8) szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wzoru;

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub o
jej wykresie;

10) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
kanonicznej, w postaci ogélnej i w postaci iloczynowej (o ile istnieje);

11) wyznacza wartos¢ najmniejszg i wartos¢ najwiekszg funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;

12) wykorzystuje wiasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym);

13) szkicuje wykres funkcji f(x) = % dla danego a, korzysta ze wzoru i wykresu tej funkcji do

interpretacji zagadnien zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi;
14) szkicuje wykresy funkcji wyktadniczych dla réznych podstaw;

15) postuguje sie funkcjami wyktadniczymi do opisu zjawisk fizycznych, chemicznych, a takze
w zagadnieniach osadzonych w kontekscie praktycznym.



Ponadto:

majac dany wykres funkgcji y = f(x) potrafi naszkicowad:

a) wykres funkcjiy = |f(x)],

b) wykresy funkcjiy = ¢ - f(x),y = f(c - x), gdzie f jest funkcjg trygonometryczng,
c) wykres bedacy efektem wykonania kilku operacji, na przyktad y = |f(x + 2) — 3|,
d) wykresy funkcji logarytmicznych dla réznych podstaw,

e) rozwigzuje zadania (rowniez umieszczone w kontekscie praktycznym) z wykorzystaniem
takich funkgji,

5. Ciagi liczbowe:

1) wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym;

2) bada, czy dany ciag jest arytmetyczny lub geometryczny;

3) stosuje wzér na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;
4) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego.
Ponadto:

a) wyznacza wyrazy ciggow zdefiniowanych rekurencyjnie,

6. Trygonometria:

1) wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkgcji sinus, cosinus i tangens katéw o
miarach od 0° do 180°;

2) korzysta z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych (odczytanych z tablic lub
obliczonych za pomoca kalkulatora);

3) oblicza miare kata ostrego, dla ktdrej funkcja trygonometryczna przyjmuje dang wartosé
(miare dokfadna albo — korzystajac z tablic lub kalkulatora — przyblizong);

4) stosuje proste zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi: sin2a + cos2a = 1,
tga=sina/cosa oraz sin (90°%- a)=cos a;

5) znajac wartosc¢ jednej z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza wartosci pozostatych funkgcji
tego samego kata ostrego.



Ponadto:
a) stosuje miare tukowg i miare stopniowa kata,

b) wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata, przez sprowadzenie do
przypadku kata ostrego,

c) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych przy rozwigzywaniu nieréwnosci typu
sinx<a, cosx>a,tgx>a,

. . . sinx . . . s
d) stosuje zwiazki: SInZX + COSZX = 1, tg x = —— oraz wzory na sinus i cosinus sumy i roznic
cosx

katow w dowodach tozsamosci trygonometrycznych,

e) rozwigzuje rdéwnania i nierdwnosci trygonometryczne, na przyktad sin2x =1,

sin?x + cosx = 1, cos 2x < %

Planimetria:

1) stosuje zaleznosci miedzy katem srodkowym i katem wpisanym;

2) korzysta z wiasnosci stycznej do okregu i wtasnosci okregow stycznych;

3) rozpoznaje tréjkaty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) cechy
podobienstwa tréjkatow;

4) korzysta z wihasnosci funkcji trygonometrycznych w fatwych obliczeniach geometrycznych,
w tym ze wzoru na pole tréjkata ostrokatnego o danych dwdch bokach i kacie miedzy nimi.

Ponadto:

a) stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane
na okregu,

b) stosuje twierdzenie o zwigzkach miarowych miedzy odcinkami stycznych i siecznych,

c) stosuje wihasnosci figur podobnych i jednoktadnych w zadaniach, takze umieszczonych w
kontekscie praktycznym,

d) znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i
twierdzenia cosinuséw,

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;j:

1) wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci kierunkowej
lub ogdlnej);
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2) bada rownolegtosé i prostopadtosé prostych na podstawie ich rownan kierunkowych;

3) wyznacza réwnanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do prostej danej w
postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt;

4) oblicza wspodtrzedne punktu przeciecia dwdch prostych;
5) wyznacza wspétrzedne srodka odcinka;
6) oblicza odlegtos¢ dwodch punktow;

7) znajduje obrazy niektérych figur geometrycznych (punktu, prostej, odcinka, okregu,
tréjkata itp.) w symetrii osiowej wzgledem osi uktadu wspétrzednych i symetrii srodkowej
wzgledem poczatku uktadu.

Ponadto:

a) interpretuje geometrycznie nierownosc liniowg z dwiema niewiadomymi i uktady takich
nierownosci,

b) rozwigzuje zadania dotyczgce wzajemnego potozenia prostej i okregu, oraz dwodch
okregow na ptaszczyznie kartezjanskiej,

c) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej,
d) opisuje kota za pomoca nieréwnosci,

e) oblicza wspotrzedne oraz dtugos¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz mnozy je przez
liczbe,

f) interpretuje geometrycznie dziatania na wektorach,

g) stosuje wektory do rozwigzywania zadan, a takze do dowodzenia wtasnosci figur,
h) stosuje wektory do opisu przesuniecia wykresu funkcji.

9. Stereometria:

1) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi, itp.), oblicza miary tych katow;

2) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kat miedzy odcinkami i ptaszczyznami
(miedzy krawedziami i $cianami, przekatnymi i Scianami), oblicza miary tych katow;

-11-



3) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami i
ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzgcg a podstawg), oblicza miary
tych katow;

4) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy Scianami;
5) okresla, jaka figura jest dany przekréj prostopadtoscianu ptaszczyzng;

6) stosuje trygonometrie do obliczern dtugosci odcinkdw, miar katdéw, pdl powierzchni i
objetosci.

Ponadto:

a) wyznacza przekroje wieloscianow ptaszczyzng,

b) stosuje twierdzenie o trzech prostych prostopadtych.

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka:

1) oblicza $rednig wazong i odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku
danych odpowiednio pogrupowanych), interpretuje te parametry dla danych empirycznych;

2) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajgcych uzycia wzoréw
kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania;

3) oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa.

Ponadto:

a) wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektéw w
sytuacjach kombinatorycznych

-12-



2.Zbiory Liczbowe

1.1 Liczby rzeczywiste

Liczby naturalne 0,1, 2, 3, .... oznaczamy N. Do niedawna uwazano je jako pojecie pierwotne
(czyli nie wymagajacego okreslenia). Pierwsza probe zdefiniowania liczb naturalnych podjat
matematyk G.Peano w XIX wieku.

Liczby catkowite ...,—2,—1, 0, 1,2,... oznaczamy Z.

Liczby wymierne to takie ktdre mozna przedstawi¢ w postaci utamka g, gdzie p, q s3 liczbami

catkowitymiiq # 0. Oznaczamy W.

Liczby niewymierne, to takie ktdre nie dadzg sie przedstawi¢ w postaci utamka §, gdziep, q

sg liczbami catkowitymi i g # 0. Oznaczamy NW.

Liczby rzeczywiste to suma zbioréw liczby wymiernych i niewymiernych. Oznaczamy R.

DEFINICIA

Liczby catkowite, ktdre sg podzielne przez 2 nazywamy liczbami parzystymi.

FLESZ

Kazda liczbe parzystg mozemy zapisa¢ w postaci 2k, gdzie k jest liczba catkowita.

FLESZ
Uzasadnij, ze réznica kwadratow dwadch kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 4.
Rozwigzanie.

2k, 2k + 2-kolejne liczby parzyste. Zatem 4k? — (2k + 2)? = —4k — 4 = 4(—k — 1), dzieli
sie przez 4.
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DEFINICIA

Liczby catkowite, ktére nie sg podzielne przez 2 nazywamy liczbami nieparzystymi.

FLESZ

Kazdg liczbe nieparzystg mozemy zapisac¢ w postaci 2k + 1, gdzie k jest liczba catkowita.

FLESZ
Uzasadnij, ze rdznica kwadratéw dwadch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8.
Rozwigzanie.

2k + 1,2k + 3-kolejne liczby nieparzyste. Zatem (2k +1)? — (2k +3)? = -8k —8 =
8(—k — 1), dzieli sie przez 8.

FLESZ
Uzasadnij, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6.
Rozwigzanie.

k,k + 1,k + 2 — kolejne liczby naturalne. Przynajmniej Jedna z tych liczb jest parzysta oraz
jedna z nich jest podzielna przez 3. Stad iloczyn tych liczb:

k(k + 1) (k + 2)

jest podzielny przez 6.

DEFINICIA

Liczba naturalna p wieksza od jedynki, ktérej jedynymi dzielnikami sg liczby 1 i p nazywamy
liczba pierwsza.

-14-



FLESZ

Liczba 1 nie jest liczbg pierwsza.

DEFINICIA

Liczbe naturalng p wiekszg od jedynki, ktdra nie jest liczbg pierwsza nazywamy zfozona.

FLESZ
Uzasadnij, ze jeslia = 11b oraza,b € N, to liczba a + b jest ztozona.
Rozwigzanie.

a+b=11b+b=12b

Zatem jest to liczba ztozona.

TWIERDZENIE

Kazda liczba naturalna wieksza od jedynki jest albo liczbg pierwsza, albo mozna ja roztozy¢ na
czynniki bedace liczbami pierwszymi. Z doktadnoscig do kolejnosci czynnikdw, istnieje
doktadnie jeden taki rozktad.

FLESZ

Roztéz liczbe 60 na czynniki pierwsze.

Rozwigzanie. 60 = 2-3-2-5.

FLESZ

Szukajac dzielnikow liczby naturalnej mozemy wykorzysta¢ cechy podzielnosci liczb.

Liczba jest podzielna przez:
a) 2, jezeli ostatnia cyfra liczby jest jedng z cyfr: 0, 2, 4, 6, 8;
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b) 3, jezeli suma jej cyfr jest podzielna przez 3;
c) 5, jezeli ostatnig jej cyfrg jest jedna z cyfr: 0, 5;
d) 9, jezeli suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

Nalezy pamietaé, ze wykonujac dziatania musimy stosowac reguty i prawa dziatan na
liczbach.

FLESZ
Uzasadhnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba k3 + 5k jest podzielna przez 6.
Rozwigzanie. Przeksztatémy wyrazenie k3 + 5k do postaci

k3 +5k=k3—k+6k=Fk(k?®-1)+6k=(k—1Dk(k +1) + 6k.

Wsréd kolejnych liczb catkowitych postaci (k — 1)k(k + 1) przynajmniej jedna jest parzysta
i jedna jest podzielna przez 3. Zatem iloczyn ten jest podzielny przez 6. Drugi sktadnik —
liczba catkowita postaci 6k — jest réwniez podzielna przez 6. Zatem liczba k3 + 5k jest
podzielna przez 6.

FLASZ
Uzasadnij, ze iloczyn trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 jest podzielny przez 81.

Rozwigzanie. Zapiszmy w jakiej postaci musi by¢ iloczyn trzech kolejnych liczb podzielnych
przez 3, gdzie k oznacza dowolng liczbe catkowitg

3k(3k + 3)(3k + 6) = 27k(k + 1)(k + 2).

Zauwazmy teraz, ze liczba postaci k(k + 1)(k + 2) jest iloczynem trzech kolejnych liczb
catkowitych. Zatem jedna z nich jest podzielna przez 3. Stad wynika, ze liczba postaci
27k(k + 1)(k + 2) jest podzielna przez 27-3, a wiec 81.

WEASNOSCI

Reguty dziatan na liczbach wymiernych:

a) $+S= 2 h#0,d#0

b) T-<= “’Zfd”'b,b¢o,d¢o

<) %-§=%,b¢0,d¢0

d) 2:2=2-2=20 ps0,cx0,d*0
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WEASNOSCI
Prawa rozdzielnosci dziatan:
a) Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania
a(b+c)=a*b+a-c.
b) Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmowania

a(b—c)=a*b—a-c.
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1.2 Potegi i pierwiastki

DEFINICIA

Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 potegg a™ nazywamy iloczyn n czynnikédw réwnych liczbie

a:
a"=a-a‘a-..ra,dlan>1.
n czynnikow
Dodatkowo przyjmujemy: at=a
a®=1dlaa # 0.
FLESZ
Oblicz 53.

Rozwigzanie. 53 =5-5-5 = 125.

DEFINICJIA

Dla liczby naturalnej n i dla kazdej liczby a # 0 przyjmujemy, ze
a "= ﬁ .

FLESZ
Oblicz 573 .

. . - 1
Rozwigzanie. 573 = ==

TWIERDZENIE

Niech m,neN oraza # 0ib # 0. Wtedy

a) a™-qm=amtn

b) & gnm
an
¢ (a™m=agmn

d) a™-b™ = (ab)"
an a\"
o =)
Powyisze wzory zachodzg réwniez w przypadku, gdy liczby a i b sg dowolnymi liczbami
dodatnimi, a liczby m i n sg dowolnymi wyktadnikami wymiernymi.
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FLASZ
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba 3% + 3%*1 + 3k*2 jest podzielna przez 13.
Rozwiazanie. Przeksztatémy wyrazenie 3% + 3%*1 + 3%k+2 o postaci

3k 4 3k*1 4 3k+2 = 3k(1 4+ 3 +3%) =3k 13,

Zatem liczba catkowita postaci 3% + 3%*1 + 3%+2 jest podzielna przez 13.

DEFINICIA

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 0 i liczby catkowitej m przyjmujemy

an = Ya oraz an = (Va)™.

FLESZ

57= 45, 45 = (V4)".

DEFINICJIA

Liczbe dodatnig a mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu a = x - 10™ . Jesli liczba x jest z
przedziatu (1,10), a liczba n jest liczbg catkowity, to taki zapis nazywamy notacjg
wyktadnicza.

FLESZ

Zapisz liczbe 5470 w postaci notacji wyktadniczej.
Rozwigzanie. 5470 = 5,47 - 103

DEFINICIA

Pierwiastkiem arytmetycznym stopnia n z liczby a, gdzie n jest liczbg naturalng oraz a = 0,

nazywamy liczbe b, gdzie b = 0, taka ze b™ = a. Zapisujemy to jako Va.
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WLASNOSCI

Aby obliczy¢ warto$¢ wyrazenia, w ktorym wystepuja pierwiastki, mozemy wykorzystaé
wzorydlam,ne Nim,n > 0:
a) an = Va™,a=0
_m 1
b) a n = W, a>0
orazdlaliczba = 0orazb =0
) ¥ab="Ya Vb

n

d) "|i=nt, b#0

b b’
&) (Ya)" =Vam
H (Ya)' =a
9 V¥a=""a
Dlaa € R:
a) Va? =|a

b) Va3 =a.

Zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej mamy

ﬁ:{ a gdy a=0

—a gdy a<0’

FLESZ

Przyktady zastosowania pierwiastkow.

a) V(x_3)2 = |x_3|r
b) (¥37) = (375)9 =37,

34 3z _ 3z
C) o 35 =
125 125 5

d) 1‘{/4_2 -83-(0,25)2-32 = 11/@2)2 S(23)3-(272)2-25 = 2429 2-4.25 =
W2t =2,
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FLESZ

Doprowadz wyrazenie V27 + v48 + V75 — 6v12 do najprostsze]j postaci.

Rozwigzanie.
V27 + /48 + V75 — 6V12 =
V3-9++3:16++V3-25-6V3-4 =
=3V3+4V/3+5V3-12V3 =12V3-12V3 = 0.
DEFINICIA

Wspdlna wielokrotnos¢ liczb naturalnych n i m - to kazda liczba c, ktéra dzieli sie bez reszty
przez n oraz przez m.

Najmniejsza wspolna wielokrotnosé (NWW) liczb naturalnych n i m - to najmniejsza liczba
rézna od zera, ktéra jest jednoczesnie wielokrotnoscia liczby n i liczby m.

Najmniejszg wspdlng wielokrotnos¢ liczb naturalnych n i m zapisujemy

NWW(n, m).

FLESZ

Wyznacz NWW liczb 6 i 8.

Rozwigzanie. Wielokrotnosci liczby 6, to: 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54...
Wielokrotnosci liczby 8, to: 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56,...

Zatem najmniejszg wspodlng wielokrotnoscig liczb 6 i 8 jest liczba 24, co zapisujemy

NWW(6, 8) = 24.

Algorytm wyznaczania NWW:

Rozktadamy obie liczby na iloczyn czynnikéw pierwszych.

2. Dla kazdego czynnika pierwszego sprawdzamy, w ktérym rozktadzie wystapit wiekszg
liczbe razy i wypisujemy ten czynnik taka liczbe razy.

3. Obliczamy iloczyn wszystkich wypisanych liczb i to bedzie nasza szukana NWW.
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FLESZ
Wyznacz najmniejszg wspdlng wielokrotnos¢ liczb 9 12.

Rozwigzanie.9 =33, 12 =2-2-3.Zatem NWW(9, 12)=2-2-3 -3 = 36.

FLESZ
Wyznacz najmniejszg wspdlng wielokrotnos¢ liczb 15 i 42.

Rozwigzanie. 15 =35, 42 = 2-3-7.Zatem NWW(15,42)=2-3-5-7 = 210.

DEFINICJIA

Najwiekszy wspolny dzielnik (NWD) dwdch liczb catkowitych - to najwieksza liczba naturalna,
ktéra dzieli obie te liczby bez reszty.

Najwiekszy wspolny dzielnik liczb n i m zapisujemy:

NWD(n, m)

Algorytm wyznaczania NWD:

1. Rozktadamy obie liczby na iloczyn czynnikéw pierwszych.
2. Zaznaczamy wszystkie wspdlne dzielniki obu liczb.
3. Obliczamy iloczyn zaznaczonych czynnikow i to bedzie nasz szukany NWD.

FLESZ
Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 9i 12.

Rozwigzanie.9 = 3-3, 12 = 2-2 - 3. Zatem NWD(9, 12)=3.

FLESZ
Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 15 i 42.
Rozwigzanie. 15 =3 -5, 42 = 2 -3 - 7. Zatem NWD(15, 42)= 3.

FLESZ

Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 24 i 60.
Rozwigzanie. 24 =2-2-2-3, 60 =2-2-3-5.Zatem NWD(15,42)=2-2-3 = 12.
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Algorytm Euklidesa wyznaczania NWD(a, b):

1. Oblicz c jako reszte z dzielenia a przez b
2. Zastgp pozycje a liczbg b, a pozycje b liczba ¢
3. Jezelipozycjab = 0, to szukane NWD = a, w przeciwnym wypadku przejdz do 1

FLESZ

Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik liczb 243 i 111.
Rozwigzanie. 243 : 111 = 2, reszty 21;

111:21 = 5, reszty 6;

21:6 = 3, reszty 3;

6:3 = 2, reszty 0.

Ostatnia niezerowa reszta wynosi 3. Zatem NWD(243,111) = 3.
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1.3 Procenty, punkty procentowe

Procent (od tac. ,per centum”, ,przez sto”) jest to sposéb wyrazenia liczby jako utamka o
mianowniku 100, zwykle oznaczany symbolem %. Procenty umozliwiajg wygodne wyrazenie
danej wielkosci w stosunku do innej. Z kolei punkty procentowe to réznica pomiedzy dwoma
wielkosciami podanymi w procentach.

Na przyktad wzrost jakiejs wielkosci z 10% do 20% jest réwny 10 punktom procentowym.

Znak % nie jest skrotem jednostki miary. 1% z dtugosci moze by¢ wyrazone w metrach, a 1%
z masy w kilogramach. Metr i kilogram to jednostki, a % jest mnoznikiem.

DEFINICIA

Jeden procent to setna czes¢ pewnej liczby lub wielkosci. Procent oznaczamy przez %.

FLESZ
Jeden procent liczby a (lub innej wielkosci), czyli setna czes¢ tej liczby wynosi
1
0 - —— - — .
a) 1% +a o5 @ 0,01-a.
Zatem p procent liczby a wynosi

vq=-2.
b) p% a=qi5"a

Jezeli liczba b stanowi p procent liczby a, to

c) b=L-q.
100

Z ostatniej zaleznosci mozemy wyznaczy¢ zaréwno procent p (p > 0)

100
d p=—"b
jakiliczbe a
e) a=2-100
P

w zaleznosci od rodzaju rozwigzywanego problemu.

FLESZ

Wiadomo, ze 30% pewnej liczby stanowi 24. Wyznacz te liczbe.

100%
30%

= 80.

Rozwigzanie. 24 -
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FLESZ

Cene za korzystanie z Internetu podwyzszono o 10%, a nastepnie (w ramach wakacyjnej
promocji) nowga cene obnizono o 10%. Czy cena promocyjna jest réwna cenie poczgtkowe;j
(przed podwyzka)? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie. Niech x oznacza poczatkowa cene ustugi. Zatem 1,1x, to cena ustugi po
podwyzce. Zatem cena ustugi po promocyjnej obnizce o 10% wynosi

0,9-(1,1x) = 0,99 - x.

Zatem cena promocyjna nie jest rowna cenie poczgtkowej — stanowi 99% tej ceny. Jest wiec
od niej 0 1% mniejsza.

DEFINICJIA

Punktem procentowym nazywamy réznice miedzy dwiema wartosciami jednej wielkosci
podanymi w procentach.

FLESZ

W lutym kredyt byly oprocentowany 6% a w marcu 7,2%. O ile punktéw procentowych
wzrosto oprocentowanie kredytu?

Rozwigzanie. 7,2 — 6,0 = 1,2. Oprocentowanie kredytu wzrosto o jeden i dwie dziesigte
punktu procentowego.
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1.4 Wartos¢ bezwzgledna

DEFINICIA
Liczbe |a| zdefiniowang wzorem

| I_{ a gdy a=0
al= —agdy a<0’

nazywamy wartoscig bezwzgledna liczby a.

FLESZ
Oblicz: [x2 + 3| = -, |—x* — 4| =

Rozwigzanie. [x2 + 3| = x2 + 3, |—x* — 4| =x* + 4

WEASNOSCI

a) Wartos¢ bezwzgledna liczby a jest réwna odlegtosci tej liczby od 0 na osi liczbowej. Z
kolei, gdy weZmiemy pod uwage dwie dowolne liczby a i b, to odlegtos¢ na osi
liczbowej miedzy tymi liczbami jest rowna

|a — b|.
b) Zauwaimy réwniez, ze odlegtos¢ miedzy liczbami a i b jest taka sama jak miedzy b i a,
zatem
la —b| =1|b—al.
WLASNOSCI

Zachodzg rowniez nastepujgce wtasnosci wartosci bezwzglednej dla a, b € R.

a) la|=0

b) |—al =lal

c) la-bl=lal-|b|
al _ lal

d) 5= |b|'b #0

e) la+b|<lal+|b|
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FLESZ

Z wtasnosci wartosci bezwzglednej mamy:

a) |x3+ 4x — 7| = 0 dla kazdego xeR

b) |-x+3]=|x—3|

c) [(x3 +2x) - (3x +4-)| = |x3 + 2x| - [3x + 4|

x+7| |x+7|
= s

e) |3x + x| <|3x] + |x19]

WEASNOSCI

Rozwigzujg nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng mozemy w niektérych przypadkach
skorzystac z jej interpretacji geometrycznej. Na przyktad nieréwnos$¢ |x — a| < b oznacza, ze
szukamy na osi rzeczywistej takich liczb x, ktorych odlegtos¢ od a jest mniejsza niz b.

Dla dowolnych liczb a oraz b = 0 zachodzg wzory:

|[x—al=box=a—blubx=a+b
b) x—a|<boa-b<x<a+b
c) [ x—alzZbex<a-—-blubx=a+b

W szczegdlnosci

a) |x]=bex=—-blubx=5»b
b) |x|<be-b<x<b
c) |x]|=bex<-blubx=b

FLESZ
a) |x—(—2)|=4ox=-2—-4=—-6lubx=-2+4=2

-
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b) |[x—(-2)|=4ox<—-6lubx =2

) Ix—(-2)|<4e-6<x<2
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1.5 Logarytmy

DEFINICIA

Niech a i b beda liczbami dodatnimi (a > 0 oraz b > 0) oraz a # 1. Logarytmem liczby b
przy podstawie a nazywamy wykfadnik potegi, do ktdrej nalezy podniesé¢ podstawe a, aby
otrzymac liczbe logarytmowang b. Czyli

log, b = x wtedy i tylko wtedy, gdy a* = b.

Logarytmy o podstawie 10 nazywamy logarytmem dziesietnym. Zgodnie z umowg podstawe
10 zwykle sie w zapisach pomija. Na przyktad log,o 7 = log 7.

FLESZ

log, 8 = 3, poniewaz 23 = 8.

WLASNOSCI
Jezelia, b, x iy sg liczbami dodatnimi oraz a # 1, to

a) logga=1
b) a'°ga® =p
c) logg(x-y) =logsx +log, y
X
d) log, 7 =log,x —log, y
e) log, x" =wlog, x, gdziew € R

f) logawx = %loga x, gdzie w € R\{0}

FLESZ
a) log, 4=1
b) 5'°&s8 =18

c) logz(7-5) =logs 7 +1logs 5
d) log3§ =log; 4 —log; 7
e) log, 5% =3log,5
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TWIERDZENIE
Jezelia, b, cix sgliczbami dodatnimioraza #1,b #1,c # 0 to

log. b
log.a’

log, b =

FLESZ

Zamien logg 5 na logarytmy o podstawie 8.

logg 5

Rozwigzanie. logg 5 = Togs 6

TWIERDZENIE

Jezelia, bix sg liczbami dodatnimioraza # 1, b # 1, to

FLESZ

logs 9 = Togss

FLESZ
Wiedzac, ze logs 4 = a,logs 3 = b, oblicz log,s5 12.
Rozwigzanie.

log,s 12 = logsz(3 - 4) = logs(3-4) =7 (logs 3 + logs 4) = (a + b).
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1.6 Wyrazenia algebraiczne

Sprawne przeksztatcanie i postugiwanie sie wyrazeniami algebraicznymi stanowi podstawe
do rozwigzywania réwnan, nieréwnosci oraz bardziej skomplikowanych zadan z réznych
dziatéw matematyki.

Jezeli mamy obliczy¢ wartos¢ wyrazenia algebraicznego, gdy podane sg konkretne wartosci
liczbowe, mozemy wykona¢ wszystkie obliczenia wstawiajac te wartosci lub doprowadzic¢
wyrazenie algebraiczne do najprostszej postaci i dopiero na koricu podstawié te wartosci do

WZOoru.

DEFINICIA

Woyrazenie algebraiczne to wynik dziatan arytmetycznych zapisanych za pomoca cyfr i liter.

WEASNOSCI

WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

a) Kwadrat sumy: (a + b)? = a? + 2ab + b?

b) Kwadrat réznicy: (a — b)? = a? — 2ab + b?

c) Réznica kwadratéw: a2 — b? = (a — b)(a + b)

d) Szescian sumy: (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3

e) Szescian réznicy: (a — b)® = a® — 3a?b + 3ab? — b3
f) Suma szeécianéw: a3 + b3 = (a + b)(a® — ab + b?)
g) Réinica szeécianéw: a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)

FLESZ
Uzasadnij, ze liczba 318 — 218 jest podzielna przez 5, 7 oraz 19.

Rozwigzanie. Korzystajgc ze wzordow na rodzinice szesciandw i roznice kwadratéw
przeksztatémy wyrazenie 38 — 218 do postaci

318 _ 218 — (36)3 _ (26)3 — (36 _ 26)(312 + 66 + 212) —
— ((33)2 _ (23)2)(312 + 66 + 212) —
=(33-23)(3%+23)(3% + 6° + 212) = 19-35- (312 + 6° + 212) =
=19-5-7- (32 4 6° 4 212),

Zatem liczba postaci 318 — 218 jest podzielna przez 5, 7 oraz 19.
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2 Funkcje

2.1 Ogolne pojecie funkcji i jej wlasnosci

DEFINICIA

Funkcja f ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, ktére kazdemu elementowi
x € X przyporzadkowuje dokfadnie jeden element y € Y. Zbiér X nazywamy dziedzing
funkcji f, a jego elementy argumentami funkgji f.

Uzywamy zapisu: f:X — Y, a w przypadku, gdy chcemy okresli¢ wartos¢ y, ktéra przyjmuje
funkcja f dla argumentu x, y = f(x).

Gdy okredlamy dziedzine funkcji danej wzorem przyjmujemy, ze jest to zbiér tych wszystkich
argumentow, dla ktérych wzdér ma sens. Oczywiscie w okreslonych warunkach moze by¢
wyraznie zaznaczone, ze dziedzina rozpatrywanej w danym przypadku funkcji jest inna, na
przyktad mozemy rozwazaé wtasnosci funkcji y = x2 tylko dla x € (0,1). Dziedzine funkcji f
bedziemy oznaczali D.

FLESZ

Okresl dziedzine funkcji przedstawionej na wykresie.

*
¥

O

£

[S5]

—

-t

Rozwigzanie. Dziedzing funkgji jest przedziat {—1} U (0; 2).
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FLESZ

Okreslajac dziedzine funkcji podanej wzorem pamietajmy o tym, ze na przyktfad:
- mianownik wyrazenia nie moze by¢ réwny 0;

- pod pierwiastkiem parzystego stopnia nie moze by¢ liczba ujemna;

- liczba logarytmowana musi byé wieksza od zera oraz podstawa logarytmu musi by¢ wieksza
od zerairdznaod 1.

DEFINICJIA

Zbiér wartosci funkcji f: X — Y, to zbidr tych wszystkich y € Y, dla ktérych istnieje argument
x € X, takize f(x) = y.

FLESZ

Okresl zbior wartosci funkcji przedstawionej na wykresie.

*
¥

O

S

] o

.

-t

.

3
ol

Rozwigzanie. Zbior wartosci funkcji jest {—2} U (0; 4).
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FLESZ
Sposoby opisu funkgji:

a) graf,

b) opis stowny,
c) tabela,

d) wzoér,

e) wykres.

DEFINICIA

Wykresem funkcji f: X — Y jest zbidr wszystkich punktéw postaci (x, f (x)), gdzie x € X.

FLESZ
Zadna prosta pionowa nie moze przecina¢ wykresu funkcji w wiecej niz jednym punkcie.
PRZYKLADY WYKRESOW, KTORE NIE SA FUNKCJAMI

a)

T —
-

—

—
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b)

FN

(58]

-

-
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DEFINICIA

Miejscem zerowym funkcji f (x) nazywamy taka wartos¢ argumentu x, dla ktérej f(x) = 0.

FLESZ

Nalezy pamietac, ze przed wyznaczeniem miejsc zerowych funkcji nalezy okresli¢ dziedzine

2_
tej funkcji. Na przyktad miejscem zerowym funkcji f(x)=’;—1 ktérej dziedzing jest

+1’
De: R\{—1}, jest tylko x =1 (mimo, iz rozwigzaniem réwnania x2—1=0s3x=—1lub
x =1).
FLESZ
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = —4x + 12.
Rozwigzanie. f(x) = —4x + 12 = 0, zatem x = 3, funkcja ma jedno miejsce zerowe.
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FLESZ

Odczytaj z wykresu odczytaj miejsca zerowe funkcji.

Fy
v

[38]

-

-

—
T

—
e

S
e
S

Rozwigzanie. Miejsca zerowe funkcji: x = —2,x = 2.

DEFINICIA
Funkcje f: X = R nazywamy rosngaca, jezeli dla dowolnych argumentéw x4, x, € X zachodzi

x; < x> fxg) < f(xz).

Funkcje f:X — R nazywamy malejaca, jezeli dla dowolnych argumentéw xq,x, € X
zachodzi

x1 < x> f(x1) > f(x).

Funkcje f: X — R nazywamy statg, jezeli dla dowolnego argumentu x € X przyjmuje ona te
samg wartosc c, czyli

flx) =c.
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DEFINICIA

Funkcja monotoniczng nazywamy funkcje, ktéra jest rosngca, malejgca lub stata.
FLESZ

Okresl monotonicznosé funkg;ji.

a)

3% s

-

Rozwigzanie. Funkcja jest rosngca.

b)

i

-3 -2 -1 2 3 4

Rozwigzanie. Funkcja jest malejgca.
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Ha
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a

Rozwigzanie. Funkcja jest stata.

WLASNOSCI
Niech p > 0 oraz g > 0. Wtedy

a) Wykres funkcji y = f(x) + q otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji y = f(x)
o q jednostek w gore.

b) Wykres funkcji y = f(x) — q otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji y = f(x)
0 q jednostek w dét.

c) Wykres funkcji y = f(x + p) otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji y = f(x)
o p jednostek w lewo.

d) Wykres funkcji y = f(x — p) otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkcji y = f(x)
o p jednostek w prawo.

e) Wykres funkcji y = —f(x) otrzymujemy z wykresu funkcji ¥ = f(x) przez wykonanie
odbicia symetrycznego tego wykresu wzgledem osi 0X.

f)  Wykres funkcji y = f(—x) otrzymujemy z wykresu funkcji y = f(x) przez wykonanie
odbicia symetrycznego tego wykresu wzgledem osi OY.
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FLESZ

Dany jest wykres funkcji f(x).

-~

-

2
el

—

-

|/ \

/ \

a) Narysuj funkcje ¥y = f(x) +2. Rozwigzanie (linig przerywang narysowany jest
wykres funkcji y = f(x) + 2).

S

+y
3
a -y
(4 b Y
’, LY
L4 LY
' AY
1 L4 b
x ¥ N
7 A
7 )
7 A
# A 4
1 ¥ p\
7 1
1 L) A
+ [ ]
i 1
I )
[ 1
2 + L
L )
¥ A
! )
342 b
I \
] \
] )
a4 |
N ]
[ \
[ ]
L 1
. ¥
] \
! i
! \
-0 L)
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b) Narysuj funkcje y = f(x) — 1. Rozwiazanie (linig przerywana narysowany jest

wykres funkcji y = f(x) — 1).

[$5]

-

-

-
- S

-
~
’,

&
~
M
-
-
-

4
7 1y
h \
[
[}

A}

1
7 \
i L)
H +

Narysuj funkcje y = f(x +1). Rozwigzanie (linia przerywang narysowany jest

wykres funkcjiy = f(x + 1)).

¥

c)

2
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—
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-
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N
-
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-
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d) Narysuj funkcje y = f(x — 1). Rozwigzanie (linig przerywanga narysowany jest wykres
funkcjiy = f(x — 1)).

rFy
¥

2
fo

N

-

-+

-
<

il \
’ \
7 \

+
F) A
Il )
t L)
F) 1
Fi ¥
7 1
I )
] ]
J X

/ ; \ '

e) Narysuj funkcje y = —f(x). Rozwigzanie (linig przerywang narysowany jest wykres
funkcji y = —f(x)).

[+%)

T —
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\ ¥
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\ I
4 v !
¥
\‘ f]
\ !
3 \\ l"
\ /
\ ;’
2 b 7
A
[
\\ I
1 A l’
+ b
N 4
. 04
. 4
N ’
’ X
-2 -1 I - 4
1
1
2
T/ \

-41-



f) Narysuj funkcje y = f(—x). Rozwigzanie (linig przerywang narysowany jest wykres
funkcji y = f(—x)).

e

-
- S

-

6
\
\

L

g) Narysuj funkcje y = |f(x)| Rozwigzanie.

‘.\ ¥
1
v [
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4 M !
4 x !
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2 h Y
3 N 7
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2 b !
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N
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= F AY
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2.2 Funkcja liniowa

DEFINICIA
Funkcje okreslong wzorem
f(x)=ax+b

dla x € R, gdzie a oraz bsa statymi, nazywamy funkcjg liniowa. Liczbe a nazywamy
wspotczynnikiem kierunkowym prostej. Wykresem funkcji liniowej jest prosta.

FLESZ
Narysuj wykres funkgji liniowej f(x) = 3x — 2.

Rozwigzanie.

£

[S5]

-

-

-

[S5]
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WLASNOSCI

a) Wykresy funkcji liniowych o tych samych wspdtczynnikach a sg prostymi
rownolegtymi.

b) Miejscem zerowym funkcji linowej o wspoétczynniku a # 0 jest x = —S.

FLESZ

W uktadzie wspoétrzednych narysuj wykres funkcji liniowej f(x) = 3x + 3, . Okre$l miejsce
zerowe.

Rozwigzanie.

£

(53]

—

-t

—

/.

s8]

Miejsce zerowe funkgji:

dlaf(x) =3x+3, x =—1.
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WLASNOSCI
Monotonicznos¢ funkcji liniowe;j:

a) Jezelia > 0, to funkcja liniowa jest rosngaca.
b) Jezelia < 0, to funkcja liniowa jest malejaca.
c) Jezelia = 0, to funkcja liniowa jest stata.

FLESZ

Narysuj wykresy funkcji liniowej: y=2x+1, y=-2x—1, y=2 i okresl ich
monotonicznosc.

Rozwigzanie. a) Wykresy funkcji:y =2x+1, y=—-2x—-1, y=2

S

o

-

fai

/ y=2x+1
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(58]

—
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(s8]

y=—-2x—-1

i

[$5)

Ha

-

Monotonicznos¢:

y = 2x + 1, funkcja rosnaca,

y = —2x — 1, funkcja malejaca,
y = 2, funkcja stata.
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WLASNOSCI

a) Prosta bedaca wykresem funkcji f(x) = ax + b przecina o$ OY w punkcie (0, b).
b) Zbiorem wartosci funkcji f(x) =ax+b jest zbiér R, gdy a=#0, zbior
jednoelementowy {b}, gdy a = 0.

Majac dane wspédtrzedne dwodch punktdw nalezacych do prostej mozemy wyznaczyc
rownanie tej prostej.

FLESZ
Wyznacz punkt przeciecia sie wykresu funkcji f(x) = 2x — 4 z osig OY.
Rozwigzanie.

f(0) =2-0—4 = —4. Wykres przecina 0$ OY w punkcie (0, —4).

DEFINICIA
Réwnanie prostej postaci y = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej.

Réwnanie postaci Ax + By + C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0 nazywamy réwnaniem ogdlnym
proste;j.

FLESZ
Przeksztaté¢ réwnanie prostej y = 3x + 5 z postaci kierunkowej do postaci ogéinej.

Rozwigzanie. Dane: y = 3x + 5. Przenoszac odpowiednie wyrazy na drugg strone mamy
—-3x+y—-5=0.

FLESZ
Przeksztaté rownanie prostej x — 4y + 8 = 0 z postaci ogdlnej do kierunkowe;j.
Rozwigzanie. Dane: x — 4y + 8 = 0. Przenoszac odpowiednie wyrazy na drugg strong mamy

y=%x+2.
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TWIERDZENIE

Jezeli prosta y = ax + b przechodzi przez dwa réine punkty (x1,y1) oraz (x,,y,), to
wspotczynnik kierunkowy a tej prostej jest rowny:

Y2—W1

X2 — X1

FLESZ
Wyznacz wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty: (2, 2) oraz (3, 7).
2=Y1 _ 72

Rozwigzanie. @ = 2=t = —= =5,
X2—X1 3-2

WLASNOSCI

Réwnanie prostej o wspdtczynniku kierunkowym a przechodzacej przez punkt (xq,y;)
mozemy zapisa¢ w postaci: y —y; = a(x — x).

FLESZ

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt (4, —6) o wspdtczynniku kierunkowym
a=-2.

Rozwigzanie. Mamy y — vy, = a(x — x;),stady + 6 = —2(x — 4), zatem y = —2x + 2.

DEFINICIA
Rozwigzaniem uktadu dwdéch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

{ax+by=c
dx+ey=f

gdzie a,b,c,d, e, f € R nazywamy zbidr wszystkich par (x, y), ktére spetniajg oba réwnania.
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DEFINICIA

a) Uktad réwnan liniowych nazywamy uktadem oznaczonym, gdy jego rozwigzaniem jest
doktadnie jedna para liczb.

b) Uktad réwnan liniowych nazywamy uktadem sprzecznym, gdy nie ma on rozwigzania.

¢) Uktad réwnan liniowych nazywamy uktadem nieoznaczonym, gdy ma nieskonczenie

wiele rozwigzan.

FLESZ

2x =a
Rozwigz uktady réwnan liniowych { X , gdzie a jest parametrem.

—y=
Rozwigzanie.

2x—y=a . . i . 200+ —y=a .
{ X=y+1° Podstawiajgc do pierwszego rownania mamy{ x=y+1 dalej

y=a—2 . y:a—z
foyir weell 2000

Rozwigzaniem ukfadu jest para liczb (a — 2,a — 1).

WEASNOSCI

a) Uktad réwnan liniowych jest uktadem oznaczonym wtedy i tylko wtedy, gdy proste
opisane rownaniami tego uktadu przecinajg sie w jednym punkcie. Liczby bedace
wspotrzednymi tego punktu sg rozwigzaniem tego uktadu.

b) Uktad réwnan liniowych jest uktadem sprzecznym wtedy i tylko wtedy, gdy proste
opisane rownaniami tego uktadu sa dwiema réznymi prostymi réwnolegtymi.

c) Uktad réwnan liniowych jest uktadem nieoznaczonym wtedy i tylko wtedy, gdy proste
opisane réwnaniami tego uktadu pokrywaja sie.

FLESZ
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. . . . L 4x —y=-2
Przedstaw interpretacje geometryczng uktadéow réwnan liniowych: Xx+y=2"
{ x—y=1 {4x—y=—4
4x —4y =12’ (8x — 2y = -8

Rozwigzanie.

y=4x+2
y=—x+2

y

4x —y = -2 .
a) kaad{ X4y=2 przeksztatcamy do postaci {

Go S
\

[+%)

!
b Uk’rd{ x—y=1 ksztatcamy d t'{yzx_l
) a dx — by = 12 przeksztatcamy do postaci y=x—3
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(58]

-

¢) Ukfad {

4x —y=—4
Ty _g przeksztatcamy do postaci

8x -2y =

{y=4x+4
y=4x+4

.

-

—

S
[¥5)
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DEFINICIA

O wielkosciach x i y zwigzanych ze sobg wzorem y = ax, gdzie a jest pewna statg rézng od
0, méwimy, ze s3 wprost proporcjonalne. Statg a nazywamy wspotczynnikiem
proporcjonalnosci.

FLESZ

Uzupetnij dane przedstawione w tabeli wiedzac, ze sg one wprost proporcjonalne. Wyznacz
wspotczynnik proporcjonalnosci.

X 4 6 0

Y 20 E
4

Rozwigzanie.

X 4 6 1 0
4

Y 20 30 E 0
4

a = 5 wspdtczynnik proporcjonalnosci.
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FLESZ

Dorysuj kilka punktéw tak aby dane byt wprost proporcjonalne.

Fy
v

FN

3]

-

—

(s8]

i

Rozwigzanie.

FN

(58]

—

-

3]

S
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2.3 Funkcja kwadratowa

DEFINICIA
Funkcje okreslong dla x € R, postaci
f(x) =ax?+bx+c

gdzie a # 0, nazywamy funkcjg kwadratowg lub tréjmianem kwadratowym. Wykresem
funkcji kwadratowe;j jest parabola.

WLASNOSCI

Wartos¢ wspoétczynnika a decyduje o tym, czy ramiona paraboli skierowane sg do goéry, czy
do dotu:

a) ramiona paraboli sg skierowane do gory, gdy a > 0,
b) ramiona paraboli sg skierowane do dotu, gdy a < 0.

FLESZ

a) Przykfad funkcji kwadratowej — ramiona skierowane do gory

\oo
\ /

S

3]

-

—
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b) Przyktad funkcji kwadratowej — ramiona skierowane do dotu

rs
¥

S

(58]

T
-

[s%)

~——
.
"

DEFINICIA
Postac
y=ax®*+bx+c

gdzie a # 0, nazywamy postacig ogdlna funkcji kwadratowej.

DEFINICIA

Postac

y=alx-p)*+q

b?—4ac

gdziea#0,p = —%, q=- nazywamy postacig kanoniczna.
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FLESZ
Przedstaw funkcje y = 2x2 — 12x + 10 w postaci kanonicznej.
Rozwigzanie. Obliczmy

b —12 b? — 4ac 144 — 80
2a 4 4a T 8 B

Postac kanonicznay = 2(x — 3)? — 8.

TWIERDZENIE

Parabola bedgca wykresem funkcji danej wzorem: f(x) = ax? + bx + c, gdzie a # 0, ma
wierzchotek o wspoétrzednych

b A

2a’ 4a)’

gdzie A = b? — 4ac nosi nazwe wyréznika tréjmianu kwadratowego.

FLESZ

Wyznacz wierzchotek paraboli: y = 2x% — 8x — 10.

_ 2_
Rozwigzanie. Obliczmy p = —% = —78 =2,q=-— 2 4:“ = —64;80 = —18. Wierzchotek ma

wspotrzedne (2, —18).

FLESZ

Z rysunku odczytaj wspétrzedne wierzchotka paraboli.
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Rozwigzanie. Wspétrzedne wierzchotka paraboli wynosza: (=2, 3).

TWIERDZENIE
Funkcja kwadratowa dana wzorem: f(x) = ax? + bx + ¢, gdziea # 0

a) ma jedno miejsce zerowe, jesli A= 0,
b) ma dwa miejsca zerowe, jesli A> 0,
c) nie ma miejsc zerowych, jesli A< 0.

FLESZ
Narysuj przyktad funkcji kwadratowej, ktora

a) ma jedno miejsce zerowe
b) ma dwa miejsca zerowe
c) nie ma miejsc zerowych
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Rozwigzanie.

a)

b)

A4
4
2
3
2
1
T
x
\
»
4
1
I
.
2
3
s
v
4
4
2
3
5
\ 1
1
-4 4
1
1
2
2
3
4
4
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2.3.1 Ré6wnania kwadratowe
DEFINICIA

Réwnanie postaci
ax?+bx+c=0

gdzie a # 0 nazywamy rownaniem kwadratowym.

TWIERDZENIE

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0. Jezeli

a) A> 0, to réwnanie ma dwa pierwiastki postaci x; = %aﬂ, = _bz";\/z ;
b) A= 0, to réwnanie ma jeden pierwiastek postaci xg = ;—f;

c¢) A< 0, to réwnanie nie ma pierwiastkow.
A= b%—4ac

FLESZ
Rozwiaz réwnanie kwadratowe:
a) x*’—4x+3=0 b)x*—6x+9=0 c)x*+x+1=0
Rozwigzanie.
a) x>’ —4x+3=0, A=16 —12 = 4 > 0, zatem réwnanie ma dwa pierwiastki postaci
_ —h—V& _ _ —bhVA _

X1 = 22 1,x2 a2

b) xX2—6x+9=0, A=36—36 =0, zatem réwnanie ma jeden pierwiastek postaci

b
xO:Z::S'

c) x**+x+1=0, A=1-—4= -3 <0, zatem réwnanie nie ma pierwiastkow.
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DEFINICIA
Postac
y=alx —x)(x —x3),

gdzie a # 0, nazywamy postacig iloczynowa tréjmianu kwadratowego, a wyrazy x — x; oraz
X —x, nazywamy czynnikami liniowymi. Posta¢ iloczynowa jest nazywana réwniez
rozktadem na czynniki liniowe.

TWIERDZENIE
Rozwazmy tréjmian kwadratowy y = ax? + bx + c, gdzie a # 0. Jezeli

a) A> 0, to tréojmian kwadratowy mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y = a(x — x,)(x — x,) , gdzie x; oraz x, s pierwiastkami tréjmianu;

b) A= 0, to tréjmian kwadratowy mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y = a(x — x9)?, gdzie x, jest pierwiastkiem podwdjnym tréjmianu;

¢) A< 0, totréjmianu kwadratowego nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe.

FLESZ
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej (o ile istnieje).
a)y=2x>—16x+16 b)y=—-x2+6x—-9 c)y=x>+x+5

Rozwigzanie.

a) 2x*—12x+16=0, A=144—-96=16>0, x, = =2,x, =20y

Posta¢ iloczynowa: y = 2(x — 2)(x — 4).

b) —x2+6x—9=0, A=36—-36=0, xu= ;—j =3. Posta¢ iloczynowa: y =
—(x —3)2

c) x2+x+5=0, A=1-20=—19 < 0. Posta¢ iloczynowa nie istnieje.
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TWIERDZENIE

Jezeli réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0, ma pierwiastki x; oraz x,, to
zachodzg zaleznosci-wzory Viete’a:

X1+XZ=_E,
Cc

X1 "Xy =—.
1742 a

FLESZ

Wiadomo, ze réwnanie kwadratowe x* — 7x + 12 = 0 posiada dwa pierwiastki. Wyznacz ich
sume i iloczyn.

. . g b
Rozwigzanie. Ze wzoréw Viete’a mamy : x; + x, = o= 7,X1" %X = 2 =12.

FLESZ

Korzystajgc z wzordw Viete’a oblicz sume kwadratow pierwiastkdw rownania kwadratowego
2
x“+x—30=0.

Rozwigzanie. Sprawdzamy czy dane réwnanie ma dwa pierwiastki obliczajgc wyrdznik A=
121. Skoro wyrdznik jest nieujemny, to wiemy, ze rownanie posiada pierwiastki. Zgodnie ze
wzorami Viete’'a spetniajg one warunki

x1+x2=_I=_1,

-30
xl'xZ=T=_30.

Mamy obliczy¢ sume kwadratéw pierwiastkdw, czyli wartoé¢ wyrazenia x? + x2.
Skorzystajmy ze wzoru skréconego mnozenia (x; + x,)? = xl2 + 2x1%5 + x% mamy

.xf + x% = (x1 + x2)2 - le.xz .

Stad otrzymujemy

X2 +x2 = (x; + %)% — 2xy%, = (—1)2 = 2- (=30) = 61.
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FLESZ

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x? — 2x + m — 3 = 0 ma dwa rdéine
pierwiastki tego samego znaku.

Rozwigzanie. Rdwnanie kwadratowe ma dwa rézne pierwiastki, gdy wyrdznik jest wiekszy od
zera. Zatem

A=(-2)2-4-1-(m—-3)=—-4m+ 16 > 0.
Stad m < 4.
Skoro pierwiastki majg by¢ tego samego znaku, wiec ich iloczyn musi by¢ liczba dodatnia.
Czyli x; * x, > 0. Ze wzoréw Viéte’a mamy tymczasem x; * X, = mT_3 Zatem

m—3
1

>0,

awiecm > 3.

Rozwigzaniem bedzie cze$¢ wspdlna otrzymanych warunkéow: m < 4im > 3, czyli m €
(3.4).
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2.3.2 Nieroéwnosci kwadratowe

DEFINICIA

Nieréwnosci postaci

ax>?+bx+c>0lub ax? +bx+c<0 lub ax?+bx+c<0lubax®+bx+c=0,

gdzie a # 0 nazywamy nieréwnoscig kwadratowa.

FLESZ
Aby rozwigza¢ nieréwnos¢ kwadratowa nalezy:

a) wyznaczy¢ jej miejsca zerowe (o ile istniejg),

b) naszkicowa¢ wykres funkcji kwadratowej,

c) zaznaczy¢ odpowiedni zbidr rozwigzan na osi OX,

d) zapisa¢ rozwigzanie za pomocg przedziatéw liczbowych, zbioru rozwigzan lub
stwierdzi¢, ze rozwigzaniem jest zbidr pusty.

FLESZ

Rozwigz nieréwnos¢ kwadratowa:

a)x*—4x+3>0 b)—x?—x—3<0 c) x> +4x+6<0
Rozwigzanie.

a) X¥—4x+3>0,A=16-12=4>0, x; =28 =1 x,="20_3
2a

\I /

(58]

\ /
\ /.
) 1 \/ 3

x€(—00,1) U (3, )

-

e
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b) —x? —x—3<0,A=1-4 = -3 < 0-brak miejsc zerowych

rFy
v

S

[$5]

-

fai

a

X ER

c) x2+4x+6<0,A=16 — 24 = —8 < 0 - brak miejsc zerowych

\ 1

[§%)

-

e

X € ¢

-65-



b

d) x> —6x+9<0,A=36-36=0,x =>>=3.
5 4 3 2 1 3
x=3
) —x+4x—4>0,A=16-16=0,x == 2.

Fy
v

s

[3%)

-

—

[s%)

S

X€E¢
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2.4 Funkcja wielomianowa

DEFINICIA
Jednomianem nazywamy funkcje okreslong dla x € R, postaci
y=ax"

gdzie a E R orazn € N,n > 0. Jezeli a # 0, to liczbe n nazywamy stopniem jednomianu.
Funkcja stata y = 0 jest jednomianem, ktérego stopnia nie okreslamy. Funkcja stata y = a,
a # 0 jest jednomianem stopnia 0.

FLESZ
Narysuj wykres jednomianu y = x5.

Rozwigzanie.

=]
"

S

] o
g

-

e

——

(s8]
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DEFINICIA
Funkcje okreslong dla x € R, postaci
W) = apx™ + ay_x" 1 +... +a,x+a,

gdzie a,#0 oraz neN, n>0 nazywamy wielomianem stopnia n. Liczby
a,, an_1, ---, a1,y Nazywamy wspotczynnikami wielomianu, wyraz ay nazywamy wyrazem
wolnym. Funkcja stata y = 0 jest wielomianem, ktdrego stopnia nie okreslamy. Funkcja stata
y = a, a # 0 jest wielomianem stopnia 0.

FLESZ
Narysuj wykres wielomianu y = x3 + x? + 1.

Rozwigzanie.

[+ 2}

S

[38]

-

(s8]
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DEFINICIA

W zbiorze wielomiandw okresla sie dziatania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie
wielomiandw.

Niech W (x) = apx™ + ap_1x" ... +a;x+ay, G(x) = bypx™ + by x™ 1+... +byx+b,
gdziea,, b, # 0 orazn,m € N,n > m.

a) Dodawanie: W)+ G(x) = (ap + bp)x™ + (ap_1 + bp_ )X 1+ +(a; +
by)x+(ay + by), gdziedlan > m by4q, bmyzs - by S3 rOWne 0.

b) Odejmowanie: W) —G(x) = (ap — bp)x™ + (ap_1 — bp_)x" ... +(a; —
by)x+(ay — by), gdziedlan > m byyq, bmyz, - by S3 rowne 0.

c) Mnozenie W) - G(x) = (apx™ + ap_1x™ 4. +ajx+agy) - (bpx™ +
by 1x™ 1+...+b;x+by) . Po wymnozeniu grupujemy odpowiednie sktadniki.

FLESZ

Dane s3 dwa wielomiany W(x) = x3 + 2x + 1, G(x) = x? + x Wykonaj dziatania W (x) +
GO, W(x) — G(), W(x) - G(x).

Rozwigzanie.
a) W) +6(x)=03+2x+1D+x2+x)=x3+x2+3x+1

b) Wx)—G(x)=(x3+2x+1) - (x?+x)=x3—x2+x+1

) WH)-G(x)=(3+2x+1) - (x2+x)=x>+x*+2x3 +3x% +x

FLESZ
Rozt6z wielomian W (x) = x° — x3 + 8x% — 8 na czynniki.

Rozwiazanie. W) =x"—x3+8x2-8=x3(x2-1)+8(x%—-1) = (x2 - D(x3+
8) =(x—1D(x+1D(x+2)(x?—2x + 4).
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TWIERDZENIE o catkowitych pierwiastkach wielomianu o wspétczynnikach catkowitych.

Jezeli wielomian W (x) = a,x™ + a,_1x" " +... +a;x+a,, o wspdtczynnikach catkowitych,
ma pierwiastek catkowity p, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a,.

FLESZ
Roztéz wielomian W (x) = x® + 4x2 + x — 6 na czynniki.

Rozwigzanie. Podzielniki wyrazu wolnego to +1,+2,+3 + 6. Zauwaimy, ze W (1) =0,
zatem wielomian W(x) = x3 + 4x? + x — 6 mozna podzieli¢ bez reszty przez wielomian
x — 1. Mamy

(x3+4x2+x—6):(x—1)=x%>+5x +6.

Zatem W (x) = (x — 1)(x? + 5x + 6). W przypadku drugiego z czynnikdw, ktéry jest
tréjmianem kwadratowym, obliczymy watos¢ wyrdinika i jezeli jest on nieujemny,
wyznaczymy jego pierwiastki:

A=25-24=1>0% = —2,x, = —3.

CzyliW(x) = (x — D(x + 2)(x + 3).

DZIELENIE WIELOMIANOW

Niech W (x) i P(x) beda danymi wielomianami. Jezeli istnieje doktadnie jeden wielomian
Q(x) taki, ze spetniona jest rownos¢ W(x) = Q(x) - P(x), to:

- wielomian Q(x) nazywamy ilorazem wielomianu W (x) przez wielomian P (x)
- wielomian P(x) nazywamy dzielnikiem wielomianu W (x).

Jezeli P(x) # 0, to istnieja takie dwa wielomiany Q(x) i R(x), ze

W(x) = Q(x) - P(x) + R(x),

przy czym albo wielomian R(x) = 0 albo stopiert wielomianu R(x) jest mniejszy od stopnia
wielomianu P(x). Wielomian R(x) nazywamy resztg z dzielenia wielomianu W (x) przez
wielomian P(x).

Wielomian W (x) jest podzielny przez wielomian P(x) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
wielomian Q(x) taki, ze

W(x) = Q(x) - P(x).
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TWIERDZENIE o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian

Reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez dwumian x — a, jest réwna W (a).

FLESZ

Nie wykonujac dzielenia, wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W (x) = x5 + 2x* +
3x + 1przezP(x)=(x + 2)(x — 1).

Rozwigzanie. Reszta R(x) z dzielenia przez wielomian P(x) jest wielomianem stopnia 1, czyli
wielomianem postaci ax + b. Mozemy zatem zapisa¢ W (x) = P(x)Q(x) + R(x):

x° 4+ 2x* +3x + 1 =(x + 2)(x — 1)Q(x) + ax + b.

Podstawmy teraz do powyzszej rownosci miejsca zerowe wielomianu P(x): x = —2 orazx =
1. Otrzymujemy

{Zaa-l-_bb:75'

Stagda =4 orazbh = 3.
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2.4.1 Réwnania wielomianowe

DEFINICIA
Réwnanie postaci
X"+ a1 X+ tayxtay =0

gdziea, # 0 orazn € N in > 0 nazywamy réwnaniem wielomianowym.

WLASNOSCI

a) Dwa wielomiany sg réwne, jezeli s tego samego stopnia i wspotczynniki przy tych
samych potegach zmiennej majg taka sama wartosc.

b) Rozktadajac wielomian na czynniki korzystamy ze wzoréw skréconego mnozenia oraz
z wyfaczania wspolnego czynnika przed nawias, a w przypadku funkcji kwadratowej z
jego postaci iloczynowej.

FLESZ

Wielomian W (x) = x* + ax3 + bx? — 24x + 9 jest kwadratem wielomianu Q(x) = x? +

cx + d . Wyznacz wspdtczynniki rzeczywiste a oraz b.

Rozwiazanie. Skoro W (x) = (Q(x))?, to podniesmy do kwadratu wielomian Q(x):
Q)2 =2+ cx+d)? =x*+ 2cx® + (c? + 2d)x? + 2cdx + d>.

Nalezy teraz poréwnaé wspétczynniki wielomianéw W (x) oraz (Q(x))?:

x*+ax®+bx? —24x+9 = (x?+cx +d)? = x* + 2cx3 + (c? + 2d)x? + 2cdx + d?.

a=2c
b=c?+2d
Zat .
M Y 24 =2¢d
9 =d?
Z czwartego rownania otrzymujemy od razu d = —3 oraz d = 3. Zatem z trzeciego rownania
mamy odpowiednio ¢ =4 oraz ¢ = —4. Aby wyznaczy¢ a oraz b wykorzystamy teraz

pierwsze i drugie rownanie. Mamy wiec

a=-8

{a=8 b=22"

b =10 oraz {
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TWIERDZENIE

Kazdy wielomian da sie przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikdow stopnia co najwyzej
drugiego.

TWIERDZENIE

Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.

WEASNOSE

Rozwigzujac rownanie wielomianowe najpierw zapisujemy je w postaci iloczynowe;j
czynnikdw jak najnizszych stopni, a nastepnie kazdy czynnik oddzielnie przyréwnujemy do
zera.

FLESZ
Rozwigz réwnanie wielomianowe.

a) x3—7x>+10x=0 b)x®—4x>—-3x+12=0c)x3>—x2+7x=0
Rozwigzanie.

a) x3—7x?+ 10x = 0. Wytgczny x przed nawias: x(x% — 7x + 10) = 0. Nastepnie
x% — 7x + 10 zapiszmy w postaci iloczynowej. Wtedy x(x —5)(x — 2) = 0. Zatem
rozwigzaniem jest: x = 0,x = 5,x = 2.

b) x3 —4x% —3x + 12 = 0. Pogrupujmy wyrazy i wylaczmy wspdine czynniki. x?(x —
4)—3(x—4) =0. Wtedy (x —4)(x2 —3) = 0. Rozktadajagc x? —2 na czynniki
liniowe dostajemy (x — 4)(x —V3)(x +v3) = 0. Ostatecznie, rozwigzaniem jest:

x=4,x=+3x=—-V3.

c) x3—x%+4+7x =0. Wylaczny x przed nawias: x(x? —x + 7) = 0. Zauwazmy, ze
x2 — x + 7 nie da sie zapisa¢ w postaci iloczynowej. Zatem rozwigzaniem jest: x = 0.
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TWIERDZENIE

Wyraz wolny wielomianu W (x) wyznaczamy obliczajagc W (0), a sume wspoétczynnikéw tego
wielomianu obliczajagc W (1).

FLESZ

Oblicz wyraz wolny oraz sume wspdtczynnikéw wielomianu W(x) = (x* + 1)(2x% + 3x +
Dx +5).

Rozwigzanie. Wyraz wolny a, = W(0) =1-1-5 =5, a suma wspdtczynnikéow wielomianu
wynosiW(1l) =2:-6-6 =72.

FLESZ

Wyznacz sume wspétczynnikéw wielomianu W (x) = (2x — 1)™*3 + 4.

Rozwigzanie. W(1) = (2 -1 — 1)™*3 + 4 = 5. Suma wspétczynnikéw wielomianu wynosi 5.

-74-



2.5 Funkcja wymierna

DEFINICIA

Funkcje postaci

G(x)
W(x)

f) =

gdzie G oraz W s3 wielomianami (W (x) # 0) nazywamy funkcja wymierng. Dziedzing tej
funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktérych W (x) # 0.

FLESZ

x*+ax+1

Okre$l dziedzine funkcji f(x) =

x—2

Rozwigzanie. x — 2 # 0. Zatem x # 2, stad D = R\{2}.

FLESZ
Narysuj wykres funkcji wymiernej f (x) = 2xx_—21'
Rozwigzanie.

NE \

\
! N
— 1
N x
> 4 ! 4 '
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2.5.1 Réwnania wymierne

DEFINICJIA

Réwnanie postaci

Gx)

W ="

gdzie G oraz W sa wielomianami (W (x) # 0) nazywamy réwnaniem wymiernym.

FLESZ

a) Rozwigzywanie réwnania wymiernego rozpoczynamy od zatozenia, ze mianownik jest
rézny od zera.

b) Jezeli skracamy utamek musimy przy zapisywaniu odpowiedzi wzig¢ pod uwage
zrobione na poczatku zatozenia.

c¢) Pewne rownania wymierne mozemy rozwigza¢ korzystajgc z wiasnosci
proporcjonalnosci.

d) Rownanie wymierne postaci

v(x) 0

w(x)

rozwigzujemy wyznaczajgc pierwiastki réwnania
v(x) =0,
a nastepnie wybieramy z nich te, dla ktérych w(x) # 0.
e) Roéwnanie wymierne postaci

v(x) a

w(x) b

rozwigzujemy korzystajac z proporcjonalnosci, czyli wyznaczajac pierwiastki rownania
b-v(x) =a w),

a nastepnie wybieramy te, dla ktérych w(x) # 0.
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FLESZ

Rozwigz réwnanie.

a) —=2

x—2
b) ﬁ+x=9

C) L.l_i:g

x-1 x+1

x%4+x-6 _
x2—4

1

Rozwigzanie.

a) Ustalmy dziedzine réwnania ﬁ =2,
D={x€eR:x+2}

Przeksztatcajagc mamy:

x 2(x—-2)
x—2 x—2
x—2x+4_
x—2

—x+4_
x—2

—x+4=0

x=4 €D

b) Ustalmy dziedzine réwnania ﬁ +x=9,
D ={x € R:x # 4}.
Przeksztatcajagc mamy:
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x x(x—4) 9(x—4)
x4 x—a x—a

x+x2—4x—9x+36_
x—4 B

x?—12x + 36
Sl gy
x—4

x> —12x+36=0

A=b2—4ac=144—144=0,wtedyx=;—Z=6 €D

3 —_—

c) Ustalmy dziedzine réwnania ﬁ + Pl 3,
D={x€eRx+1ix+ -1},
Przeksztatcajac mamy:

x 3

+ -3=0
x—1 x+1

x(x+1)+3(x—1)—3(x—1)(x+1)_0
(x—1(x+1) a

x2+x+3x—3—3x2+3_
(x—D(x+1) h

—2x% + 4x B
x-—Dkx+1)

—2x2+4x=0
—2x(x—2)=0

Zatem x =0 €D, x =2 €D.

x%+x-6
3 =1.
xX“—4

d) Ustalmy dziedzine réwnania,

D={x€R:x+2ix+ -2}
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Przeksztatcajgc mamy:

Rozwigzaniem jest zbidr pusty.

x2—4

x—2 _

x2—4
x—2=0
x=2¢D
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2.5.2 Nieréwnosci wymierne

DEFINICJIA

Nieréwnos¢ postaci

GO) o X gy EE 5 g G

— — > <0
W(x) W(x) W(x)

W)~

gdzie G oraz W sg wielomianami (W (x) # 0) nazywamy nieréwnoscig wymierna.

FLESZ

a) Rozwigzywanie nieréwnosci wymiernej rozpoczynamy od zatozenia, ze mianownik
jest rézny od zera.

b) Jezeli skracamy utamek musimy przy zapisywaniu odpowiedzi wzig¢ pod uwage
zrobione na poczatku zatozenia.

c) Nieréwnos$¢ wymierna postaci

G(x)

W(x)>0

jest rownowazna nieréwnosci G(x)W (x) > 0.
d) Nieréownos$é wymierna postaci

G(x)
W(x)

<0

jest rownowazna nieréwnosci G(x)W (x) < 0.
e) Nieréownos¢ wymierna postaci

G(x) -

Weo = °

jest rownowazna nieréwnosci G (x)W (x) = 0, gdzie W (x) # 0.
f) Nieréwnosé wymierna postaci

GO _
W)~

jest réwnowazna nieréwnosci G (x)W (x) < 0, gdzie W (x) # 0.
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FLESZ
Rozwigz nieréwnosc x::—l <0.

Rozwigzanie. Zaczynamy od zatozenia, ze mianownik musi by¢ rézny od 0. Zatem D:x € R\{0}.

Wyjsciowa nieréwnos¢ % < 0 jest réwnowazna nieréwnosci (x + 1)x < 0. Zatem x € (—1,0).

FLESZ
Rozwigz nieréwnoé¢ Xz__xl > 1.

Rozwigzanie. Zaczynamy od zatozenia, ze mianownik musi by¢ rézny od 0. Skorox — 1 # 0,to D:x €

R\{1}.

- 4 . . . L , . 2x .ox+1
Wyjsciowa nieréwnosc oy > 1 jest rbwnowazna nieréwnosci i 1> 0, czyli oy > 0. Zatem

nalezy rozwigza¢ nieréwno$¢ (x + 1)(x — 1) > 0. Rozwigzaniem sg x € (—o0,—1) U (1, ).

FLESZ
L .43
Rozwigz nieréwnos¢ — —==> 1.
X X

Rozwigzanie. Zaczynamy od zatozenia, ze mianowniki wyrazen muszg by¢ rézne od 0. Czyli D: x €

R\{0}.

. ,, 4 3 . , . L , . A—3x—x? .
Wyjsciowa nieréwnosc x—z—;2 1. jest réwnowazina nieréwnosci ) > 0.Zatem nalezy

rozwigzac nierownos¢ (—xz —-3x+ 4)x2 > 0. Wielomian x?2 przyjmuje dla kazdego x € D wartosci
wieksze od 0. Zatem nalezy rozwigzaé¢ nieréwnos¢ —x% — 3x + 4 > 0 oraz uwzgledni¢ zbiér D.
Nieréwnos¢ —x2 — 3x + 4 > 0 mozna przedstawi¢ w postaci x? + 3x — 4 < 0 (gdzie A=
25, x; = —4, x, = 1), ktérej rozwigzaniem jest x € (—4,1). Po uwzglednieniu dziedziny
otrzymujemy rozwigzanie: x € (—4,0) U (0, 1).
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2.6 Proporcjonalnos¢ odwrotna

DEFINICIA

Funkcje postaci

_a
YT

gdzie a>0 oraz x € R, nazywamy proporcjonalnoscia odwrotng. Wspdtczynnik a

nazywamy wspofczynnikiem proporcjonalnosci, a wielkosci x oraz y nazywamy odwrotnie
proporcjonalnymi.

WLASNOSC

Wzér proporcjonalnosci odwrotnej mozemy zapisa¢ w postaci x -y = a, gdzie a > 0 oraz
X E€R,

FLESZ

Uzupetnij tabele wiedzac, ze dane sg odwrotnie proporcjonalne. Wyznacz wspotczynnik
proporcjonalnosci.

Wielko$¢ dana 9 6

W -

Wielkos¢
odwrotnie
proporcjonalna

[SSA I

Odpowiedz.

Wielkos¢ dana 9 6

B w
[SSA I

Wielko$¢
odwrotnie
proporcjonalna

W
N| =

a=3.
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FLESZ
Czy wykres przedstawia proporcjonalnos¢ odwrotna.

a)

£

[S5]

—

—

b)

FN

i (%)
—

-

-
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£

[S5)

-

i
4 3 3 1 3 i
1
d)
‘\
A \
2 \
N
1
-—-'_‘_"—n—n_
X
4 5 ) B 3 "
1
N

Odpowiedz. a)Tak b) Nie c) Nie d) Tak
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2.7 Funkcja wykladnicza

DEFINICIA

Funkcje okreslong dla x € R postaci

f(x) =a*
gdziea > 0ia # 1, nazywamy funkcjg wykfadniczg. Zbiorem wartosci funkcji jest zbiér R, .

Dla a € (0,1) funkcja wykfadnicza jest malejaca.

1 X
Przyktad. Wykres funkcji f(x) = (5)

S

[§%)

e

Dla a € (1, o) funkcja wykfadnicza jest rosnaca.

Przyktad. Wykres funkcji f(x) = 3*
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S

[$5)

-

[t N

[s5)

S

FLESZ
Przedstaw wtasnosci funkgji:

a) fx)=3"
b) f() = (3)

Rozwigzanie.

a) Dziedzina: R.
Zbioér wartosci: x > 0.
Miejsca zerowe: brak.
Monotonicznos¢: funkcja rosnaca.
b) Dziedzina: R.
Zbior wartosci: x > 0.
Miejsca zerowe: brak.
Monotonicznos¢: funkcja malejaca.
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FLESZ
Narysuj wykres funkcji:

a) f(x) =31
b) 0o =(2) 3

a)

[+ =]

S

[38]

H

b)

-

£

s8]

—

-

s8]
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2.8 Funkcja logarytmiczna

DEFINICIA
Funkcje okreslong dla x € (0, o0) postaci

f(x) = logq x

gdzie a > 0 i a # 1, nazywamy funkcjg logarytmiczng o podstawie a. Zbiorem wartosci
funkcji jest zbiér R.

Dla a € (0,1) funkcja logarytmiczna jest malejaca.

£

s8]

—

-

-

-

N

Dla a € (1, «) funkcja logarytmiczna jest rosnaca.
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[$5]

-

fai

1/
i

Wykres funkgji logarytmicznej postaci f(x) = log, x ma miejsce zerowe x = 1.

Czesto funkcje logarytmiczng nazywa sie krotko logarytmem, chociaz sg to rézne pojecia:
logarytm liczby to wartos¢ funkcji logarytmicznej dla ustalonego argumentu.

Ponadto funkcja logarytmiczna przesunieta o wektor W = [p,q]jest takie funkcjg
logarytmiczna. Funkcja ta bedzie wowczas postaci f(x) = log,(x —p) + q .

FLESZ

Przedstaw wtasnosci funkcji:

a) f(x) =logyx
b) f(x) =logix

Rozwigzanie.

a) Dziedzina: R,.Zbiér wartosci: R.Miejsca zerowe: x = 1. Monotonicznos¢:
funkcja rosnaca.

b) Dziedzina: R,. Zbiér wartosci: R. Miejsca zerowe: x = 1. Monotonicznos¢:
funkcja malejaca.
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FLESZ
Ustal warto$¢ parametru rzeczywistego k, jezeli wiadomo, ze funkcja f(x) = logy,z_; x jest
malejaca.

Rozwigzanie. Funkcja logarytmiczna f(x) = log, x jest malejaca, gdy a € (0,1). Czyli funkcja
f(x) =logyz_, x jest malejaca, gdy k? — 1 > 0i k? — 1 < 1. Rozwigzmy kolejno

k*—1>0
k-=Dk+1)>0
k € (—o0,—1) U (1, )
oraz

kr-1<1

k?—-2<0
(k=V2)(k+v2) <0

ke (—V2,v2).

Czyli rozwigzaniem sa k € (—V2,—1) U (1,V2).
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3 Ciagi liczbowe

DEFINICIA

Ciggiem nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbidr liczb naturalnych dodatnich. Ciag,
ktérego wyrazami sg liczby nazywamy ciggiem liczbowym.

FLESZ
Narysuj wykres trzech pierwszych wyrazéw ciggu a,, = n?.

Rozwigzanie.

[c]

£

—

-

-

FLESZ
Sume poczatkowych n wyrazéw pewnego ciggu, czyli a; + a,+...+a, oznaczamy jako S,.
Zatem

a) 51=a1
b) 52=a1+a2
c) Ss=a,+a,+az+a,+as
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FLESZ

Jezeli znamy sume poczatkowych n wyrazéw oraz n — 1 wyrazéw ciggu, mozemy wyznaczy¢
warto$¢ wyrazu a,, , korzystajacze wzoru:a, =S, — Sp_1.

FLESZ

Suma ciggu wyraza sie wzorem S,, = n® + 2. Wyznacz a;.

Rozwigzanie. az; = S5 — S, = 29 — 10 = 19.
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3.1 Cigg arytmetyczny

DEFINICIA
Ciag liczbowy (a,) nazywamy ciggiem arytmetycznym, jezeli istnieje liczba r taka, ze

Ay =Ap + 71

dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n. Liczbe r nazywamy rdznica ciggu.

FLESZ

Na wykresie zaznaczono trzy pierwsze wyrazy ciggu arytmetycznego. Zaznacz jego czwarty
wyraz.

[+5]

S

[35]

-
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Rozwigzanie.

[c.]

S

[$5]

Ha

-

WLASNOSCI

a) Roznice ciggu arytmetycznego wyznaczymy ze Wzoru: ¥ = Ay qq — Qp-

b) Ogdlny wyraz ciggu arytmetycznego (a,) o pierwszym wyrazie a, i réznicy r wyraza
siewzorema, =a, + (n— Dr.

c) Zauwazmy, ze n-ty wyraz (z wyjatkiem pierwszego) jest Srednig arytmetyczna

. . . . An—1+an+1
wyrazow z nim sgsiadujacych a,, = -

d) Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego jest réwna Sredniej
arytmetycznej wyrazu pierwszego i ostatniego pomnozonej przez liczbe wyrazéw, a
wiec obliczamy jg ze wzoru S, = Satln,

e) Jesli do powyzszego wzoru na sume wstawimy w miejsce a, wzdr na wyraz ogdélny

2a,+(n-1Dr .

a, = a, + (n—1)r, to otrzymamy S,, = >
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FLESZ
Wyznacz wzér ciggu arytmetycznego, jeslia; = 3, r = —2.
Rozwigzanie.

a,=a;+(n—Dr=3+mn-1)-(-2) =-2n+5.

FLESZ
W ciggu arytmetycznym a, = 8, a, = 12. Wyznacz rdznice ciagu.
Rozwigzanie.

as—a,=a,+3r—(a,+r)=2r=12 -8 =4,

Zatemr = 2.

FLESZ
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazédw ciggu arytmetycznego, jeslia; = 2, r = 3.
Rozwigzanie.

2:2+(10-1)-3
510= 2 '10=155.
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3.2 Ciag geometryczny

DEFINICIA
Ciag liczbowy (a,), nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli istnieje taka liczba g, ze
Any1 = An " (4

dla kazdej liczby naturalnej dodatniej n. Liczbe g nazywamy ilorazem ciggu.

FLESZ

Na wykresie zaznaczono trzy pierwsze wyrazy ciggu geometrycznego. Zaznacz czwarty wyraz
tego ciggu.

[+ =]

FN

[§%)

-

-

-
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Rozwigzanie.

]

FN

[§%)

H

2 -1 4 7
WLASNOSCI

a) W ciggu geometrycznym, o wyrazach réznych od zera, stosunek dowolnego wyrazu
do wyrazu bezposrednio go poprzedzajgcego jest staty aZ“ =q.

b) lezeli (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q, to a, = a; - ¢" L.

c) W przypadku, gdy ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym o wyrazach dodatnich, to
kazdy wyraz oprdcz pierwszego jest $rednig geometryczng wyrazow sasiednich a,, =
Vn-1" Ani1-

d) Sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktérym iloraz q jest rézny

_ n
od jeden obliczamy ze wzoru S, = a4 -%, q+ 1.
e) W przypadku, gdy g = 1 cigg geometryczny jest staty, to znaczy wszystkie jego

wyrazy maja taka samg wartos¢. W tym przypadku sume n poczgtkowych wyrazéw
ciggu obliczamy ze wzoru S, =n-aq, q = 1.
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FLESZ
Wyznacz wzér ciggu geometrycznego, jesli a; = 2, q= —1.
Rozwigzanie.

ap=a;-q"t=2- (-

FLESZ
W ciggu geometrycznym a, = 3, a, = 12. Wyznacz iloraz ciggu.

Rozwigzanie.

Zatemq =2,q = —2.

FLESZ
Oblicz sume trzech poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, jedlia, = 2,q = 2.
Rozwigzanie.

1—q" 1-28
q 2.
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3.3 Ciag okreslony rekurencyjnie

DEFINICIA

Ciag a,, mozemy okresli¢ podajac wyraz pierwszy (lub kilka poczatkowych wyrazéw) oraz
podajac wzdr na wyraz a,,;wW zaleznosci od poprzednich wyrazéw. Jest to rekurencyjny
sposob okreslenia ciggu.

Podanie ogdlnego wzoru na podstawie wzoru okreslonego rekurencyjnie moze by¢ bardzo
trudne lub wrecz nawet niemozliwe. Z kolei z ogdélnego wzoru mozemy otrzymac opisac go
rekurencyjnie.

FLESZ

Zdefiniuj rekurencyjnie wzér ciggu o wyrazie ogélnym a, =n!l=1-2-3-...-n (czyli n
silnia), gdzie 0! = 1.

00=1

m+Dl=n(n+1)° Zatem dla n>=0 mamy

Rozwigzanie. Dla n >0 mamy {

{ ao = 1
pe1 = ap(n+1)°

FLESZ

a1=1

> . . -
Dlan = 1 mamy cigg okreslony rekurencyjnie {an+1 —a,—3n+1

Podaj pigty wyraz tego
ciggu.
Rozwigzanie. Skoro a; = 1, to trzymujemy kolejno
a,=1-3+1=-1,
az;=—-1-3-2+1=-6,
a,=—-6—3-3+1=-14,

as =—-14—3-4+ 1= —25.

-99-



FLESZ

a1:5

a1 = a, + 2 "0dal wyraz ogdlny tego

Dla n = 2 mamy cigg okres$lony rekurencyjnie {
ciggu.

Rozwigzanie. Skoro a,,; —a, =2, to oznacza, ze mamy do czynienia z ciggiem
arytmetycznym o réznicy r = 2 oraz wyrazie pierwszym 5. Zatem

a,=a;+(n—Dr=5+n-1)2=2n+3.
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3.4 Granica ciggu liczbowego

DEFINICIA
Intuicyjne pojecie granicy.

Niech (a,) bedzie ciggiem liczbowym. Liczbe g nazywa sie granica ciggu (a,), jezeli dla
coraz wiekszych liczb naturalnych n, wartosci ciggu zblizajg sie do pewnej liczby g.

FLESZ

Granicg ciagu %jest réowna 0, co zapisujemy lim % =0
n—-oo

i

-
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FLESZ

Granicg ciagu izjest réwna 0, co zapisujemy lim
n n—-oo

*

v

1o

n2

-

-

FLESZ

Granica ciggu statego a, = 3 jest réwna 3, co zapisujemy lim 3 = 3
n—oo

*

v

'N

-
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DEFINICIA

Ciagi majace granice nazywa sie zbieznymi.

FLESZ

Sa takze ciagi, ktére nie sg zbiezne.

DEFINICIA
Intuicyjne pojecie ciggu rozbieznego do nieskonczonosci.

Niech (a,) bedzie ciggiem liczbowym. Moéwimy, ze ciggu (a,) jest rozbiezny do
nieskoriczonosci, jezeli dla coraz wiekszych liczb naturalnych n, wartosci ciggu daza do
nieskoriczonosci.

FLESZ
Ciag a,, = n jest rozbiezny do nieskoriczonosci, co zapisujemy lim n = oo.
n—-oo

F
v

th

£

-

-
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DEFINICIA
Intuicyjne pojecie ciggu rozbieznego do minus nieskoriczonosci.

Niech (a,) bedzie ciggiem liczbowym. Mdéwimy, ze ciggu (a,) jest rozbiezny do minus
nieskonczonosci, jezeli dla coraz wiekszych liczb naturalnych n, wartosci ciggu daza do
minus nieskoriczonosci.

FLESZ

Ciag a,, = —n jest rozbiezny do minus nieskoriczonosci, co zapisujemy lim —n = —oo.
n—oo

i

-

i
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TWIERDZENIE — DZIAtANIA ARYTMETYCZNE NA CIAGACH ZBIEZNYCH

Jezeli

to

UWAGA

Jezelia € R\{0}, m € N, to

FLESZ

Oblicz granice ciggu

a) a, = % +7
5 3
b) a, = il 4
Rozwigzanie.

a) 1im(3+7)=0+7

n—-oo \n

b) lim (%— %—4)

n—-oo

lim a, = aoraz lim b, = b,
n—-oo

n—oo

lim(a, + b,) =a+b
n—oo
lim(a, —b,) =a—>b
n—-oo

lim(a,-b,) =a-b
n-—-oo

hm—=z,011eb¢0

n—oo n
b = 0

=7

0-0—-4=-4
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3.5 Szereg geometryczny

DEFINICIA

Szeregiem geometrycznym nazywamy szereg postaci

[oe]

a+aq+aq*+aq®+aq*+aq®+- = Z:aq”‘1

n=1
gdzie n € N. Wéwczas a nazywamy pierwszym wyrazem szeregu geometrycznego a q
ilorazem szeregu geometrycznego.
Ciag nieskonczony (S,,) o wyrazie ogélnym

n
S, =a+aq+aq®+aq®+--+aq* = Z agk1.
k=1

gdzie n,k € N, nazywamy ciggiem sum czesciowych. Cigg sum czesciowych moze by¢

ciggiem zbieznym o granicy S. Méwimy wtedy, ze szereg geometryczny ma sume S.

Zatézmy, ze a # 0. Szereg geometryczny Yoo, aq™ ! jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
warto$é bezwzgledna jego ilorazu g jest mniejsza od 1 (czyli |q| < 1).

n-1 _

Suma S tego szeregu dana jest wzorem: S = Y, aq et

Jeslia=0,toS = 0.

FLESZ

Wyznacz sume szeregu geometrycznego

1
a) Xn=1zn

3

b) Yntimm
Rozwigzanie.
1 o 1 !
a) Skorolgql =7<1,a=1toS= ¥l mm =1=2
2
1 © 3 3 15
b) Skorolgl=2-<1,a=3toS= S mg=5="7
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3.6 Kredyty i lokaty
DEFINICJA

Dopisywanie odsetek do kapitatu nazywamy kapitalizacja odsetek lub krétko kapitalizacja.
Czas, po jakim nastepuje kapitalizacja nazywamy okresem kapitalizacji. Jezeli w kolejnych
latach odsetki sg dopisywane do kapitatu powiekszonego o wczesniej zgromadzone odsetki,
to mowimy ze kapitat zostat ztozony na procent sktadany.

FLESZ

Panstwo Kowalscy ztozyli lokate w wysokosci 2000 zt w Banku. Oprocentowanie roczne
lokaty wynosi 5% i kapitalizacja nastepuje po roku. Jakg kwote beda mieli po dwdch latach?

Rozwigzanie.

2000+ 5% = 100 zl - Odsetki po roku.

2000 + 100 = 2100 zt - Kapitat po roku.

2100 - 5% = 105 zt - Odsetki po drugim roku.

2100 + 105 = 2205 zt- Kapitat po drugim roku.

WLASNOSCI

a) Kapitat w wysokosci K ztozony na rok, gdy oprocentowanie roczne wynosi r, wynosi:
K@@ +r).

b) Kapitat w wysokosci K ztozony na n lat, na procent sktadany, gdy oprocentowanie
roczne wynosi r, po n latach wynosi: K(1 + r)™.

c) Jezeli kapitat K ztozymy na n lat w banku, gdy oprocentowanie roczne wynosi p%, to

p n
kapitat koricowy wynosi: K (1 + m) .

FLESZ

Poczatkowy kapitat wynosi 100000 zt. Oblicz kapitat po 3 latach, jesli oprocentowanie roczne
w Banku wynosi 10% i odsetki kapitalizowane s3 co roku.

D n 10 3
Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru mamy: K (1 + 1—00) = 100000 (1 + E) = 133100 zt.
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4 Trygonometria

4.1 Wprowadzenie do trygonometrii

Trdjkat to wielokat, ktdry ma trzy boki. Boki bedziemy oznaczali a, b, c. Wierzchotki 4, B, C a
katy lezace przy odpowiednich wierzchotkach bedziemy oznaczali < 4, B, <C.

DEFINICIA

a) Kat ostry, to kat o mierze mniejszej od 90°,
b) kat prosty, to kat o mierze réwnej 90°,
c) kat rozwarty, to kat o mierze wiekszej od 90° i mniejszej od 180°.

TWIERDZENIE

Suma miar katéw wewnetrznych tréjkata jest réwna 180°.

FLESZ

Katy w tréjkacie majg odpowiednio miary: %A = x + 25% «B = 6x + 5% «C = 3x.
Wyznacz x.

Rozwigzanie. x + 25° + 6x + 5% + 3x = 180°, zatem 10x = 150°, stad x = 15°.
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TWIERDZENIE

Odcinkéw dtugosciach a, b, c mozna zbudowa¢ tréjkat tylko wtedy, gdy a + b > c, gdzie ¢
jest dtugoscig najdtuzszego z tych odcinkéw.

FLESZ

Dane sg odcinki o dtugosciach: a = 2,b = 7,¢ = 10. Czy z tych odcinkéw da sie zbudowa¢é
tréjkat? Odpowiedz uzasadnij.

Odpowiedz. Poniewaz 2 + 7 * 10, zatem z tych bokdw nie da sie zbudowac tréjkata.

DEFINICIA

Trojkat prostokatny, to taki trojkat, ktérego jeden z katdw wewnetrznych jest prosty. Dwa
boki tréjkata wyznaczajagce ramiona kata prostego nazywane sg przyprostokatnymi, trzeci
bok przeciwprostokatna.

c-Przeciwprostokatna

BN

b-Przyprostokatna

a-Przyprostokatna
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TWIERDZENIE PITAGORASA (PROSTE)

W tréjkacie prostokagtnym suma kwadratéw dtugosci przyprostokatnych jest réwna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej: a2 + b? = c2.

FLESZ

W trdjkacie prostokatnym dtugosci przyprostokatnych majg odpowiednio dtugosci 12 i 5.
Wyznacz dtugosé przeciwprostokatne;j.

Rozwiazanie. Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa mamy: 122 + 52 = 169, wiec ¢ =

V169 = 13.

TWIERDZENIE PITAGORASA (ODWROTNE)

Jezeli suma kwadratéw dtugosci dwdch bokéw pewnego tréjkata jest rowna kwadratowi
dtugosci trzeciego boku, to tréjkat ten jest prostokatny.

FLESZ

Dtugosci bokow tréjkata majg odpowiednio dtugosci: 9,12, 15. Sprawdz, czy trojkat jest
prostokatny.

Rozwiazanie. Poniewaz 92 + 122 = 152, zatem tréjkat jest prostokatny.

WLASNOSCI

a) Dtugos¢ przekatnej kwadratu o boku dtugoéci a wynosi av/2 .

b) Wysokos¢ trojkata rownobocznego o boku dtugosci a wynosi ag.
FLESZ

Dtugos¢ przekatnej kwadratu wynosi 8. Wyznacz dtugos¢ boku kwadratu.

Rozwigzanie. a2 = 8. Stad a = 4/2.

-110-



FLESZ

Dtugos¢ boku trojkata rownobocznego wynosi 6. Wyznacz jego wysokosé.

Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru otrzymujemy: h = a? = 3+/3.

DEFINICJA

W tréjkacie prostokgtnym stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata do
dtugosci przeciwprostokatnej nazywamy sinusem kata.

. a
sina = —.
c

DEFINICJIA

W tréjkacie prostokgtnym stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej przy kacie do dtugosci
przeciwprostokatnej nazywamy cosinusem kata.

cosa = —.
Cc

DEFINICIA

W tréjkacie prostokgtnym stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata do
dtugosci przyprostokatnej lezacej przy tym kacie nazywamy tangensem kata.

) a

a=-—.

S

FLESZ

W tréjkacie prostokatnym ABC boki maja odpowiednio dtugosci: |4AB| = 3,|AC| =
4,|CB| = 5 oraz <BCA = a. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata a.

. . . 3 4 3
Rozwigzanie. sina = s,cosa = tga ==,
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WEASNOSCI

a) Wartoséci funkcji trygonometrycznych dla  katéw o mierze 30°,45°, 60°
przedstawione sg w tabeli.

a 300 | 459 | 60°
1

sina - E ﬁ
2 2 2
1
cosa E @ —
2 2 2

tga @ 1 E
3 3

b) Dla dowolnych katéw ostrych zachodzi wiasnoéé: sin(90° — a) = cos a,
cos(90° — @) = sina.

FLESZ

W trojkacie prostokgtnym przeciwprostokatna ma dtugosc¢ 10. Wyznacz dtugosci pozostatych
bokéw tréjkata, jesli jeden z katéw ostrych ma miare 30°.

Rozwigzanie.
a
in30° =—=—
sin 10
Poniewaz
in 30° !
sin ==
2
Zatem
_a
2 10
Wiec
a=5
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Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy:

52 + b% = 102
Zatem b = 5V/3.

WLASNOSCI

a) sin?a +cos?a =1,
b) tga=

sina

Dla dowolnych katéw ostrych zachodza nastepujace réwnosci:
cosa’

FLESZ

) . 3 . .
Wiadomo, ze sina = - Wyznacz cos a,tg a gdzie a jest katem ostrym.

2
Rozwiazanie. Korzystajac z réwnosci sin® a + cos? @ = 1, mamy (Z) +cos?a =1, zatem
. 7 , )
cos’a = T Wigccosa = + %. Dla katéw ostrych cosa > 0, wiec cosa = —.
. . o sina
Korzystajac z réwnosci tg a = —— , mamy tg a =

_ a7

7

-pl&l-Mw

WLASNOSCI

Dla dowolnych katéw zachodzg rownosci:

sin(a + B) =sinacosf + cosasin
sin(a — B) =sina cos B — cosasin
cos(a + B) =cosacosf —sinasinf
cos(e¢ — ) =cosacosf +sinasinf
sin2a =2sina cosa

cos 2a =cos? a — sin a
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FLASZ
Oblicz

a) sin120°
b) cos105°
c) sin15°

Rozwigzanie.

a) sin120° = sin(2 - 60°) = 25in60° - cos 60° = 2+ 21 =

b) cos105° = cos(60° + 45°) = cos 60° - cos 45° — sin 60° - sin 45° = = - \ERER
VE _ 216
2 4

¢) sin15° = sin(45° — 30°%) = sin45° - cos 30° — sin 30° - cos 45° = PR ==

V6-v2
4

FLASZ

Majac dane katy ostre a oraz [ takie, ze sina =§ oraz sinff = i. Wyznacz wartosc
sin(a + ).

Rozwigzanie. Skoro sin(a + ) = sinacosf§ + cosasinf, to musimy zatem wyznaczy¢

wartosci cos a oraz cos 3. Korzystajac ze wzoru na jedynke trygonometryczng oraz z tego, ze
a oraz 8 sg katami ostrymi otrzymujemy

_ | 1 2V2
cosa = 3= 3
1 15

cosf = /1—E—T

Zatemsin(a+ﬂ) =SinaCOSB+COSQ’SinB =§$+%23_\/E=\/E1+22ﬁ
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FLESZ

Wykaz, ze jezeli cos x # 0, to réwnanie osx cosx = sinx - tg x jest tozsamoscia.

1 cosx 1-cos?x  sin?x+cos?x—cos?x  sin?x

. . 1 .
Rozww)zanle. —— — COSX = - = = = =Ssimx
cosx cosx 1 cosx cosx cosx cosx

sinx

=sin x - tg x. Zatem podana réwnos¢ jest tozsamoscia.

DEFINICJIA

Radian (rad) jest to kat ptaski zawarty pomiedzy promieniami kota, wycinajacy z okregu tego
kota tuk o dtugosci rownej promieniowi.

1rad = 360°/2rn = 57,29578°, 1° = 0,017453 rad.
Kat 180° (stopni) zwany pétpetnym odpowiada mierze tukowej kata o wartosci  (radianéw).
Zachodza wzory: (gdzie a (radiany), S(stopnie)):

- stopniowej na radialna:

B-m
1800

a =
- radialnej na stopniowa:

B =L . 3600
_71'

a) 360°
b) 180°
c) 90°
d) 60°
e) 45°
f) 30°

za pomocg radiandw.
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Rozwigzanie.

a) a= 3600w
~ 1800
1807
b) a = 1800
o a= 900 T
1800~ 2
60°7r mw
d a= 1800 3
e) a= 45 L3
T 1800 T 4
30°tT 2w
f) T 1800 6
FLESZ
Zapisz
3
a) T
21
b) 5
51
C) ?
d) 3w
e) 4n

za pomoca stopni.

Rozwigzanie.

31

a) f=--360° =3§-3600 =135°
2T

b) B =-=-360°=:-360° = 120°
51

¢) f=-=-360°=_"-360°=150°

21
d) g = 2—2 360° =§- 360° = 540°
e) B=22.360° =2-360° = 720°
21T
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4.2 FunKkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne, cho¢ wywodza sie z poje¢ geometrycznych, sg rozpatrywane
takze w oderwaniu od geometrii.

Rozpatrzmy funkcje trygonometryczne y = sinx oraz y = cosx dla argumentu bedacego
liczba rzeczywista.

£

“'\ g T
U2 -4m/3 -T16 -?%3 2 w3 -l W6 w3 w2 2n3 sl w#ﬁs 32

P ——

-

F'S

=]

T6 ) -5m/6 2R W3 -mlG W6 W3 WINGUI SU6 w6 W

-
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WLASNOSCI
Przedstawione funkcje majg wtasnosci:

funkcja y = sin x jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej: D = R oraz jej zbiorem
wartosci jest (—1,1), miejsca zerowe tej funkcji to x = 180° - k czyli x = km, gdzie gdzie k
jest liczbg catkowitg;

funkcja y = cos x jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej: D = R oraz jej zbiorem
wartosci jest (—1,1), miejsca zerowe tej funkcji to x = 90° + 180° - k czyli x =§+ km,

gdzie gdzie k jest liczba catkowita.

Krzywe, bedgce wykresami funkcji sinus oraz cosinus nazywa sie odpowiednio sinusoidg oraz
cosinusoida (kosinusoidg).

Rozpatrzmy funkcje trygonometryczng y = tg x.

S
S

N

- S—
g

/

S/6 213 -

B /6

-AT/3 VT /3 7% /6 Anl3

™~

£

e m - .- -—-- - --.E_.»___---------______--
=
=
2
i
=)

-—
—
—

—
s
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Ma ona nastepujgce wtasnosci.

Jest okreslona na zbiorze powstatym przez usuniecie ze zbioru wszystkich liczb rzeczywistych
majacych postaé 90° + 180° - k czyli % + km, czyli dziedzing jest zbiér D = R\{90° + 180° -

k} czyli D = R\ {% + kn}, gdzie k jest liczba catkowita.
Zbiorem wartosci jest zbior liczb rzeczywistych.
Miejsca zerowe to x = 180° - k czyli x = km, gdzie k jest liczba catkowita.

Wykres funkcji tangens nazywa sie tangensoida.

WLASNOSCI

Dla funkcji trygonometryczny y = sinx,y = cosx,y = tg x, gdzie x jest dowolnym katem,
a k dowolng liczbg catkowity, zachodzi:

sin(—x) = —sinx

cos(—x) = cosx

tg(—x) = —tgx
sin(x + 360°k) = sinx, czyli sin(x + 2km) = sinx,
cos(x + 360%) = cosx,czyli cos(x + 2km) = cosx

tg(x + 180%) = tgx,czyli tg(x + 2km) = tgx.
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4.3 ROwnania i nierOwnosci trygonometryczne

DEFINICIA
Rownanie postaci
sinx = a,cosx = a, tgx = a,

nazywamy podstawowym réwnaniem trygonometrycznym.

DEFINICIA
Nieréwnos¢ postaci
sinx > a,cosx < a, tgx = a,

nazywamy podstawowg nieréwnoscig trygonometrycznym.

FLESZ
Rozwigz réwnanie sin 3x = 0.

Rozwigzanie. Rownos¢ sina = 0 ma rozwigzanie a = 0 + 2km = 2km, gdzie k jest liczba
catkowita.

S

N LT

U2 -4/ -TM6 -GG -2mi3 w2 -ml3 -6 w6 w3 w2 23 Sul6 wm

Zatem sin 3x = 0, gdy 3x = 0 + 2kn=2km, czylix = %kn, gdzie k jest liczba catkowita.
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FLESZ

Rozwigz réwnanie cos 2x = —1.
Rozwigzanie. Réwnos$¢ cosa = —1 ma rozwigzanie a = m + 2km, gdzie k jest liczba
catkowita.

£

3TNATI TG | -5T6 21 %/2 U3 -6 W6 3 n?!\gn‘/a sU6 lm 6 V

£

Zatem cos 2x = —1, gdy 2x = w + 2km, czylix = g + km, gdzie k jest liczba catkowita.

FLESZ
Rozwigz nieréwnos¢ cos(x) > %

Rozwigzanie. Rozwazmy nieréwnos¢ cos(x) > >
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LN

7
—t "/T : : r\\“ : : : —— v
-5/6 -21 ;/(n'/z -3 -6 w6 /3 rr‘/!\gm sus o Tle Mﬁz 5113

’é'AA

&

Rozwigzanie ae (— g + 2km, ,g + 2kn), gdzie k jest liczbg catkowitg.

FLESZ
Rozwiaz nieréwnosé¢ 4 cos? x > 8sinx — 1.

Rozwigzanie. Korzystajac ze wzoru na jedynke trygonometryczng przeksztatémy nieréwnosc
do postaci, w ktérej wystepuje tylko funkcja sin x:

4(1 —sin?x) > 8sinx — 1
—4sin?x —8sinx +5>0
Zastosujmy podstawienie sin x = t, gdzie t € (—1,1). Otrzymujemy
—4t* - 8t+5>0
4t2+8t—-5<0

gdzie A= 64 + 80 = 144. Czyli
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1
tl :_E,tz :E

Po uwzglednieniu zatozenia te(—l,%). Zatem

) ( 11)
sinx e 5):

s

N

o
.
/
N

-

S

5

Rozwigzanie ostateczne:

sg postaci xe(%T + 2k1'[,1377Z + 2km) gdzie gdzie k jest liczba catkowita.
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4.4 Tozsamosci trygonometryczne

DEFINICIA
Tozsamosci trygonometryczne, to zaleznosci pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi.
Podstawowe tozsamosci:

sina + cos*a =1,

tga - ctga =1,
sina
tga = cosa’
ctaa cosa
) ~ sina’

sin(2a) = 2 - sina - cosa,

cos(2a) = cos?a — sin*a

FLESZ
Wykaz, (sin « +cos «)? + (sin « —cos x)? = 2
Rozwigzanie.

(sin « +cos x)? + (sin x —cos «)?=sin’a + 2 - sina - cosa + cos’a + sin’a — 2
sina - cosa + cos?a = 2(sin*a + cos?a) = 2
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5 Geometria

5.1 Planimetria

5.1.1 Podobienstwo, jednokladnos$c¢ i przystawanie figur

Figury tego samego ksztattu i wielkos$ci nazywamy przystajgcymi. Zdefiniujmy to pojecie na
przyktadzie tréjkatow.

DEFINICIA

Trdjkaty sq przystajace, jezeli ich odpowiednie dtugosci bokéw i odpowiednie miary katow sg
réwne.

TWIERDZENIE

a) Jezeli dtugosci trzech bokéw danego trojkata sg odpowiednio réwne dtugoscig trzem
bokom drugiego trdjkata, to te trdjkaty sg przystajace.
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b) Jezeli dtugosci dwdch bokéw i miara kata zawartego miedzy nimi w jednym z
tréjkatéw sg odpowiednio rowne dtugosciom dwadch bokom i mierze kata zawartego
miedzy nimi w drugim tréjkacie, to te trojkaty sg przystajace.

C

c) Jezeli dtugos¢ boku i miary dwdch lezacych przy nim katéw w jednym z tréjkatow sa
odpowiednio rowne dtugosci boku i miarg dwoch katéw lezgcych przy nim w drugim
tréjkacie, to te trojkaty sg przystajace.
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FLESZ

Tréjkat ABC jest przystajacy do trdjkata DEF. Wiadomo, ze |AB| = 3,|AC| = 7,|DE| =
3, |EF| = 12. Wyznacz | DF|.

Rozwigzanie.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia (podpunkt a) ) mamy |DF|=7.

DEFINICIA

Trojkaty sa podobne, jezeli ich odpowiednie miary katy sa réwne, a odpowiednie dtugosci
bokéw s3 proporcjonalne.

TWIERDZENIE

a) Jezeli dtugosci trzech bokéw danego trdjkata s3 odpowiednio proporcjonalne do
dtugosci trzech bokdéw drugiego tréjkata, to te trojkaty sa podobne.

AI
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b) Jezeli miary trzech katéw danego trdjkata sg odpowiednio réwne miarom trzech katow
drugiego trdjkata, to te trojkaty sg podobne.

2 A=<x A"« B=xB',«C=xC'.

c) Jezeli dtugosci dwdch bokéw jednego tréjkata sg proporcjonalne do dtugosci dwdch
bokow drugiego tréjkata oraz miary katow zawarte miedzy tymi bokami sg réwne w
obu tréjkatach, to te trojkaty sg podobne.

b br
L A=« A’,; =—

cr’
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FLESZ

Tréjkat ABC jest podobny do trdjkagta DEF. Wiadomo, ze |AB| = 3,|AC| =7,|BC| =
5,|DE| = 12, |DF| = 28. Wyznacz |EF]|.

Rozwigzanie.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia (podpunkt a) ) mamy |EF|=20.

TWIERDZENIE TALESA (PROSTE)

Jezeli ramiona kata przetniemy dwiema prostymi réwnolegtymi, to dtugosci odcinkéw
wyznaczonych przez te proste na jednym z ramion tego kata sg proporcjonalne (patrz
rysunek) do dtugosci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim z
ramion tego kata.

TWIERDZENIE TALESA (ODWROTNE)

Jezeli dtugosci odcinkéw wyznaczone przez dwie proste na jednym z ramion kata s3
proporcjonalne do odpowiednich dtugosci odcinkdw wyznaczonych przez te proste na
drugim z ramion tego kata

a_ec
a+b e+f d

(patrz rysunek), to proste te sg prostymi réwnolegtymi.
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FLESZ

Wyznacz dtugos¢ odcinka x wiedzac, ze proste przecinajace kat sg do siebie rownolegte.

4\x\

Korzystajac z twierdzenia Talesa (prostego) mamy:

Rozwigzanie.

3 4
8 4+«

Stad 3(x + 4) = 32, zatemx = 23—0.

FLESZ

Czy proste przedstawione na rysunku przecinajgce kat sg do siebie réwnolegte? Uzasadnij.

Rozwigzanie.

. . . 2 8 .
Korzystajac z twierdzenia Talesa (odwrotnego) mamy: ;—8 = 1—2. Zatem proste sg réwnolegte.
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DEFINICIA

Jednoktadnoscig o srodku S i niezerowej skali k, nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny na
ptaszczyzne, ktére dowolnemu punktowi A przyporzadkowuje punkt A’ taki, ze

SA =k-SA
FLESZ
Znajdz obraz punktu A w jednoktadnosci o srodku S i niezerowe;j skali k = —3.
A S
° °
Rozwigzanie.
A S A
® ° »>®
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5.1.2 Kat srodkowy i wpisany

DEFINICJIA

Kat srodkowy to kat, ktérego wierzchotek lezy w srodku okregu, a ramiona sg poétprostymi
wychodzacymi ze $rodka okregu, ktdre zawierajg promienie.

DEFINICIA

Kat wpisany to kat, ktdrego wierzchotek lezy na okregu, a ramiona sg potprostymi
wychodzacymi z wierzchotka, ktdre zawierajg cieciwy.
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TWIERDZENIE (o kacie Srodkowym i kacie wpisanym opartych na tym samym tuku)

Miara kata wpisanego jest dwa razy mniejsza od miary kata srodkowego opartego na tym
samym tuku.

FLESZ

Miara kata $rodkowego jest réwna 30°. Wyznacz miare kata wpisanego opartego na tym
samym tuku.

Rozwigzanie.

Korzystajac z twierdzenia o kacie srodkowym i kacie wpisanym opartych na tym samym tuku
mamy:

2-30°=60°

Kat wpisany ma miare 60°.
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5.1.3 Przydatne zaleznosci i wzory dotyczace figur ptaskich

TWIERDZENIE

Pole tréjkata jest réwne potowie iloczynu dtugosci jednego z jego bokéw i wysokosci

opuszczonej na ten bok.

TWIERDZENIE

Pole tréjkata jest réwne potowie iloczynu dtugosci dwdch jego bokdw i sinusa kata

zawartego miedzy nimi

1
P=- ina.
2ab51na
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TWIERDZENIE

Pole tréjkata rownobocznego o boku dtugosci a wynosi

V3
P=—a?
4
TWIERDZENIE
Niech p oznacza potowe obwodu tréjkata o dtugosciach bokdéw a, b, ¢, czylip = %b“ . Pole

trojkata wynosi

P=\plp-a)p-b){P-o).
TWIERDZENIE

W dowolnym tréjkacie zachodzi rownosé:

|BC|? = |AC|* + |AB|* — 2|AC| - |AB| - cosf
TWIERDZENIE

W dowolnym tréjkacie zachodzi réwnos¢:

|AB| _ lAcC| _ |BC|
sina  siny sinf
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DEFINICIA

Rownolegtobokiem jest czworokat majgcy dwie pary rownolegtych bokdéw.

TWIERDZENIE

Pole powierzchni réwnolegtoboku jest réwne iloczynowi dtugosci jednego z bokoéw i
wysokosci opuszczonej na ten bok

TWIERDZENIE

Pole powierzchni réwnolegtoboku jest réwne iloczynowi diugosci jego dwdch sasiednich
bokoéw i sinusa kata zawartego miedzy nimi

P =absina.
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TWIERDZENIE

Przekatne rownolegtoboku przecinajg sie, dzielgc sie na potowy.

DEFINICIA

Rombem nazywamy czworokat majacy wszystkie boki réwne.

TWIERDZENIE

Pole rombu jest rowne potowie iloczynu dtugosci jego przekatnych

1
P = Edldz.

Mozemy wykorzysta¢ w tym przypadku rowniez wzér na pole réwnolegtoboku. Pole
powierzchni rombu jest rowne iloczynowi dtugosci jednego z bokdw i wysokosci opuszczonej
na ten bok

P = ah.

TWIERDZENIE

Przekatne w rombie przecinajg sie pod katem prostym, dzielgc sie na potowy.

DEFINICIA

Prostokatem nazywamy czworokat majacy przeciwlegte boki réwnej dtugosci i rownolegte
oraz wszystkie katy proste.
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TWIERDZENIE
Pole powierzchni prostokata o dtugosciach bokéw a, b wynosi

P = ab.

DEFINICJIA

Trapezem nazywamy czworokat majgcy co najmniej jedng pare bokédw réwnolegtych.

TWIERDZENIE
Pole trapezu o podstawach dtugosci a oraz b i wysokosci h wynosi

a+b
P = h

2

DEFINICIA

Deltoid to czworokat, ktéry ma o$ symetrii zawierajgcg jedna z przekatnych.

TWIERDZENIE

Pole powierzchni deltoidu jest rGwne potowie iloczynu dtugosci jego przekatnych

1
P = Edldz.
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TWIERDZENIE

Okrag mozna opisa¢ na czworokacie wtedy i tylko wtedy, gdy sume miar przeciwlegtych
katow sa rowne.

TWIERDZENIE

Okrag mozna wpisa¢ w czworokat wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciwlegtych bokow
sa réwne.

DEFINICIA

Okregiem nazywamy zbidr wszystkich punktéw lezacych w tej samej odlegtosci od danego
punktu zwanego srodkiem okregu.

DEFINICJIA

Koto to czes¢ ptaszczyzny ograniczona okregiem wraz z tym okregiem.

DEFINICIA

Odcinek, ktory taczy dowolny punkt okregu ze srodkiem okregu (kota), to promien okregu
(kota).

DEFINICIA

tuk okregu to jedna z dwdch czesci okregu wyznaczona przez dwa rézne punkty tego okregu.
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DEFINICIA

Cieciwa okregu (kotfa) to odcinek taczacy dwa rézne punkty okregu.

DEFINICJIA

Srednica okregu (kota) - to najdtuzsza z jego cieciw, ktéra przechodzi przez $rodek okregu
(kota).

WEASNOSE

Obserwujac wzajemne potozenie prostej i okregu mozemy zauwazyé, ze prosta moze nie
mie¢ punktéw wspdlnych z okregiem, moze mie¢ z nim jeden punkt wspdlny lub moze go
przecinaé¢ w dwéch réznych punktach.

DEFINICJIA

Sieczna to prosta majgca z okregiem doktadnie dwa punkty wspdlne, prosta majaca
doktadnie jeden punkt wspdlny nazywamy styczng do okregu.
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WLASNOSC

Styczna do okregu jest prostopadta do promienia poprowadzonego ze srodka okregu do
punktu stycznosci.

TWIERDZENIE

Pole powierzchni kota o promieniu r wynosi

P = nr?.

TWIERDZENIE
Dtugos¢ okregu (obwdd kota) o promieniu r wynosi

Ob = 2mr.

TWIERDZENIE

Pole powierzchni wycinka kota o promieniu r oraz kacie srodkowym a wynosi

a
P=mr2—0
T 3600
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TWIERDZENIE

Dtugos¢ tuku AB okregu o promieniu r wyznaczonego przez kat o mierze @ wynosi

a
AB = 2nr ——.
3600
B
’ N
’ \
/ \
4 \
! \
! \
! \
i 1
! 1
1 1
v 1
' 1
\ 4
\, ’
N /,
\
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5.1.4 Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej

DEFINICJIA

Rozwazymy punkty A = (x4,y,) oraz B = (xg, yg) W prostokatnym uktadzie wspotrzednych.
Odlegtos¢ punktow A oraz B jest réwna dtugosci odcinka AB i oznaczaé jg bedziemy |AB|.

TWIERDZENIE

Odlegtos¢ punktow A(x,, v,4) i B(xg, yg) wyraza sie wzorem

|AB| = /(x5 — x4)% + (V5 — Ya)*

FLESZ
Oblicz odlegtos¢ punktéw A = (1,5) oraz B = (2,1)

Rozwigzanie.

[+%) iy

—

1

|AB| = /(2 - 1)+ (1 -5)2 =V17.
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TWIERDZENIE
Wspétrzedne $rodka odcinka AB, gdzie A = (x4,y4) i B = (xp, V) wyrazaja sie wzorem

S=<xA+xB ;VA"‘)’B)
2 2 )

FLESZ
Wyznacz wspdtrzedne srodka odcinka AB, gdzie A = (2,4) i B = (4,—2).

Rozwigzanie.

Korzystajac ze wzoru mamy: S = (%y“‘zﬂ) =(3,1).

S

2 [5%)

Srodek odcinka

-1 2 : \ 3 7

—

—

TWIERDZENIE

Pole powierzchni tréjkata ABC, gdy dane sg wspdtrzedne jego wierzchotkdw A = (x4, v,),
B = (x,¥g), C = (x¢,yc) wyraza sie wzorem

_ [(xg — x4) (Ve — ¥a) — (V5 — Ya) (¢ — x4)|
> .

P
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FLESZ

Oblicz pole powierzchni tréjkata ABC, jesli A(2,0), B(0,3), C(4,5).

Rozwigzanie.
1 3 —
_ [(xg — xa) Ve — Ya) — Vg — ¥a) (¢ — xa)| _ [(=2)-5—-3-2] _
p= = =8
2 2
DEFINICIA

Réwniez okrgg mozemy rozwazac jako figure na ptaszczyinie kartezjanskiej, czyli zbior
punktéw ptaszczyzny, ktérych odlegtos¢ od srodka w punkcie §(x0,y0) jest réwna
promieniowi dtugosci r (r > 0).

TWIERDZENIE

Jezeli okragg ma srodek w poczatku uktadu wspétrzednych, to jego réwnanie ma postac
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FLESZ

Narysuj okrag o réwnaniu x% + y? = 4.

Rozwigzanie.
AN
-3 \ -1 / »
TWIERDZENIE

Réwnanie okregu o srodku w punkcie S(xo,yo) i promieniu dtugosci r (r > 0) ma postaé

(x —x0)? + (y —y0)* =12
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FLESZ

Narysuj okrag o réwnaniu (x + 1)% + (y — 2)? = 4.

FLESZ
Napisz réwnanie okregu o srodku w punkcie § = (3, —2) i promieniur = 4.
Rozwigzanie.

(x—=3)2+(y+2)2=16.

DEFINICJIA

Réwnanie postaci y = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej.

DEFINICIA

Réwnanie postaci Ax + By + C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0 nazywamy réwnaniem ogdlnym
prostej.
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FLESZ
Zamien rownanie prostej danej w postaci ogélnej 3x + y + 4 = 0 na postac¢ kierunkowa.
Rozwigzanie.

y =—=3x — 4.

FLESZ
Zamien rownanie prostej danej w postaci kierunkowej y = 2x + 1 na postac¢ ogdlna.
Rozwigzanie.

—2x+y—1=0.

TWIERDZENIE
Odlegtos¢ punktu P = (xq,y,) od prostej Ax + By +C =0 wyraza sie wzorem: d =

|Axo+Byo+C|
VAZ+B2

FLESZ

Oblicz odlegto$¢ punktu P = (1, 3) od prostej 3x + 4y + 1 = 0.

Rozwigzanie.

d= 3-1+4-3+1] _ 8
T 3244z 5

TWIERDZENIE

Jezeli prosta y = ax + b przechodzi przez dwa rdéine punkty (xq,y1) oraz (x,,y,), to
wspotczynnik kierunkowy a tej prostej jest rowny

Y2—M1

X2 — X1
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FLESZ

Wyznacz wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez dwa punkty: (2,4) oraz
(6,8).

Rozwigzanie.

TWIERDZENIE

Réwnanie prostej o wspoétczynniku kierunkowym a przechodzacej przez punkt (x1,y;) ma
postac

y—y1 = alx —x).

FLESZ

Napisz réwnanie prostej o wspétczynniku kierunkowym a = 3 przechodzacej przez punkt

(2,4).
Rozwigzanie. y — 4 = 3(x — 2).

Stad
y=3x—2.

TWIERDZENIE
Rozwazmy dwie proste o réwnaniach y = a,x + b, orazy = a,x + b,.
a) Proste te bedg réwnolegte, gdy majg takie same wspdtczynniki kierunkowe, to znaczy
a; = a,.

b) Proste te bedg prostopadte (dla a;,a, # 0), gdy

a = ——
1 a,
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FLESZ

Napisz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu y = 4x + 2 i przechodzacej
przez punkt o wspétrzednych (0, 2).

Rozwigzanie.

Réwnanie prostej réwnolegtej ma postaé: y = 4x + b . Poniewaz prosta ma przechodzi¢
przez punkt o wspétrzednych (0, 2). Zatemy = 4x + 2.

FLESZ

Napisz réwnanie prostej prostopadtej do prostej o réwnaniu y = 2x + 3 i przechodzacej
przez punkt o wspétrzednych (0, 5).

Rozwigzanie.

Réwnanie prostej prostopadtej ma postaé: y = —%x + b . Poniewaz prosta ma przechodzi¢

przez punkt o wspdtrzednych (0, 5). Zatem y = —%x +5.

WEASNOSCI
Proste o réwnaniach y = a;x + b, orazy = a,x + b,.

a) maja doktadnie jeden punkt wspdlny wtedy i tylko wtedy, gdy a; # a,,
b) saréwnolegte i nie pokrywajg sie wtedy i tylko wtedy, gdy a; = a, i by # b,
c) pokrywaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy a; = a, i b; = b,.

FLESZ

Przedstaw interpretacje geometryczng uktadéw réwnan liniowych.
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) { y=x+4
@ y=-2x+1

(8%}

Ha

fai

b) {y=—2x+4
y=-2x+1

E

3]

e

-
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0 {y=—2x+1
y=-2x+1

FN

(58]

—

FLESZ

Przedstaw interpretacje geometryczng uktadéw nieréwnosci liniowych: {

7

A

-

-

r
71¥
7

3x+y<3
x+y>1"

&
\v}

N

<),
«%W
~
/%?‘/
43 2 -l ™~ (,;
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FLESZ
Znajdz punkty przeciecia sie okregu i proste;j:

{x2—2x+y2—2y=3
x+y=1

Rozwigzanie.

{x2—2x+y2—2y=3
y=1-x

x2-2x+(1-x)?-21-x)=3
x2—x-2=0

Zatem (—1,2), (2,—-1).

FLESZ
Zaznacz w uktadzie wspétrzednych zbidr spetniajgcy uktad nieréwnosci:

{x2—2x+y2—2y<3
x+y<1

Rozwigzanie.

~ _—————
- S

-

P
4
X

\
A
\

i

IR 7 v N
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5.1.5 Wektory na plaszczyznie

Wektory bedziemy traktowali jak skierowane odcinki, tj. takie w ktérych wyrézniono
poczatek i koniec, np. symbol AB oznacza wektor o poczatku w punkcie A i koficu w punkcie
B. Aby nie pomyli¢ wektora z odcinkiem uzywamy strzatki.

Wektorem zaczepionym nazywamy uporzadkowang pare punktéw. Na ptaszczyznie
kartezjanskiej wektory maja dwie wspdtrzedne. Dla odrdznienia ich od punktéw,
wspotrzedne wektordw zapisujemy w nawiasach kwadratowych.

Aby jednoznacznie opisa¢ wektor, nalezy podac jego:
kierunek - wyznacza go prosta, na ktérej znajduje sie wektor,
zwrot - wyznacza go grot strzafki,

wartosc - czyli dtugos¢ wektora.

TWIERDZENIE

Jezeli punkt A(x4, y,4) jest poczatkiem wektora i punkt B(xg, yg) jest koricem tego wektora,
to wspotrzedne wektora sg rowne:

—

AB = [xg — X4, Y5 — Val

DEFINICJIA Wektor przeciwny

Dwa wektory sg przeciwne, jezeli ich wspétrzedne s liczbami przeciwnymi, czyli majg taki
sam kierunek i wartosc ale przeciwne zwroty.

FLESZ
Majac dane punkty A(2,1), B(—1, 4) wyznacz wspétrzedne wektoréw AB oraz BA.

Rozwigzanie. AB =[-1-2,4—-1]=[-33], BA=[2-(-1),1—4] =[3,-3].
Otrzymalismy wektory przeciwne:
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TWIERDZENIE

Niech
w = [a, b].

Wtedy dtugo$¢ wektora W oznaczamy jako |W| i obliczamy korzystajac ze wzoru
[W| =+ a? + b2
FLESZ

Oblicz dtugos¢ wektora: W = [3,4].

Rozwigzanie. |[W| = Va2 + b2 =49 + 16 = 5.

DEFINICJIA

Dwa wektory sg rowne, jezeli majg takie same wspédtrzedne. Czyli majg taki sam kierunek,
zwrot i wartosc.

FLESZ
Dobierz parametry k, [ tak, aby wektory a = [3,1], b= [k + 1,3 =] byty réwne.
Rozwigzanie.

3=k+1,1=3—1Istadk =2,1=2.

DEFINICIA

W zbiorze wszystkich wektorow na ptaszczyznie sg okres$lone podstawowe operacje:
dodawanie (i odejmowanie) wektoréw oraz mnozenie wektora przez skalar (czyli liczbe).

Niech d = [x4,Ya], b= [xg, yg] oraz s € R. Wtedy
d+b=[xa+x5Ya+ Vsl

~b

[X4 — XB,Ya — V5]

Qu

s d=[s"x4,5" Yl
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WLASNOSCI

Niech @, b, ¢ beda wektoramiorazs,t € R. Wtedy

T b W N
[%)
~
Qu
+
S
N—r
Il
[%)
~ QU
QJ,_'_
%)
eyl

FLESZ

Majac dane wektory @ = [2,1], b = [-1,3], ¢ = [3,—2] oblicz

Rozwigzanie

a) d+b=[21]+[-13]1=[2-1,1+3] =[1,4]

b) b—é=[-1,3]—-[3,-2]=[-1-3,3—(-2)] = [-4,5]

c) —2d+3b+¢7=-2[21]+3[-1,3] +[3,—2] = [-4,—-2] + [-3,9] + [3,—2] =
[-4—3+3,-2+9—2] =[-4,5]

FLESZ

Narysuj wykres funkcji

a) y = 2% po przesunieciu o wektor [2,1]
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£

Wykres funkcji y = 2%

£

Wykres funkcji y = 2% po przesunieciu o wektor [2,1], y = 2¥72 + 1
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5.2 Stereometria
5.2.1 Graniastostup, szescian i prostopadloscian

DEFINICIA

Graniastostup to wieloscian, ktérego dwie Sciany (zwane podstawami), sg przystajgcymi
wielokatami zawartymi w ptaszczyznach réwnolegtych, a pozostate $ciany (zwane Scianami
bocznymi), sg rGwnolegtobokami o wierzchotkach nalezgcych do podstaw.

i

S~

3
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DEFINICIA

Dowolny odcinek taczacy ptaszczyzny zawierajgce podstawy graniastostupa i do nich
prostopadty nazywamy wysokoscig graniastostupa.

DEFINICIA

Powierzchnig boczng graniastostupa nazywamy powierzchnie, ktorg stanowig jego $ciany
boczne.

DEFINICIA

Jezeli krawedzie boczne podstawy graniastostupa sg prostopadte do podstawy, to
graniastostup nazywamy prostym. W takim przypadku sciany boczne graniastostupa sa
prostokgtami. Jezeli krawedzie boczne podstawy graniastostupa nie sg prostopadte do
podstawy, to graniastostup nazywamy pochytym.

DEFINICJIA

W zaleznosci od tego, jakimi wielokgtami sg podstawy graniastostupa, to mowimy o
graniastostupie tréjkatnym, czworokatnym, pieciokgtnym.

DEFINICIA

Jezeli podstawa graniastostupa prostego jest wielokat foremny, to taki graniastostup
nazywamy prawidtowym.

WEASNOSCI

Jezeli pole powierzchni podstawy graniastostupa wynosi P, a jego wysokos¢ H, to objetosc
tego graniastostupa wyraza sie wzorem
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FLESZ

Oblicz catkowite pole i objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkatnego, ktérego krawedz
podstawy ma dtugosé 5, a wysokos¢ ma dtugosé 4.

Rozwigzanie.
a3 25
P=2- +3-a-H=7\/§+60.
a?\3 25v3
V=P-H= ‘H=""-4=25/3.
4 4
DEFINICIA

Graniastostup prosty, ktérego podstawa jest prostokat nazywamy prostopadtoscianem.

WEASNOSCI
a) Jezeli prostopadtoscian ma krawedzie o dtugosciach a, b, c, to jego objetos¢ wynosi
V=ab-c
b) Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu jest réwna

P = 2ab + 2ac + 2bc.
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FLESZ

Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ prostopadtoscianu, ktérego krawedzie maja
odpowiednio dtugosci: 2, 4, 5.

Rozwigzanie.

V=a-bc=2"4-5=40.

P=2ab+2ac+2bc=224+2-2-5+2-4-5=76.

DEFINICIA

Prostopadtoscian, ktdry ma wszystkie krawedzie rownej dtugosci nazywamy szescianem.

WEASNOSCI
a) Jezeli dtugos¢ krawedzi sze$cianu wynosi a, to jego objetos¢ jest rowna
V =ad.
b) Pole powierzchni catkowitej to wyraza sie wzorem
P = 6a2.
c) Dtugosé przekatnej szescianu wynosi

d = aV3.
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FLESZ

Dtugos¢ krawedzi szescianu jest réwna 4. Oblicz pole powierzchni catkowitej, objetosc,
dtugos¢ przekatnej szescianu.

Rozwigzanie.
V=a®=4%=64

P = 6a% = 6-4% = 96.

d = aV3 = 4V/3.
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5.2.2 Ostrostup

DEFINICJIA

Ostrostup to wieloscian, ktorego $ciana zwana podstawa, jest dowolnym wieloscianem,
a pozostate $ciany, zwane $cianami bocznymi, sg tréjkagtami o wspdlnym wierzchotku
(zwanym wierzchotkiem ostrostupa).

DEFINICIA

Wysokoscig ostrostupa nazywamy odcinek tgczacy wierzchotek ostrostupa z jego rzutem
prostokatnym na ptaszczyzne podstawy.

DEFINICIA

Jezeli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg taka samg dtugosé, to nazywamy go

prostym.

DEFINICIA

Jezeli podstawg ostrostupa prostego jest wielokat foremny, to nazywamy go prawidtowym.
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DEFINICIA

Ostrostup prawidtowy trojkatny, ktorego wszystkie Sciany sg trdjkatami réwnobocznymi,
nazywamy czworoscianem foremnym.

WLASNOSCI

a) Jezeli pole powierzchni podstawy ostrostupa wynosi P, a jego wysokos¢ H, to
objetos¢ ostrostupa wyraza sie wzorem

b) Jezeli czworoscian foremny ma krawedz dtugosci a, to jego objetosé wynosi

a3\2

12

c) Pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego, czyli podstawy i $cian
bocznych wyraza sie wzorem

P = a®V/3.
FLESZ

Oblicz pole catkowitej powierzchni i objetos¢ czworoscianu foremnego o krawedzi dtugosci
a=2.

Odpowiedz.

P=a?/3=4V3

-164-



5.2.3 Walec i stozek

DEFINICJIA

Walec to bryta obrotowa otrzymana przez obrét prostokgta wokot prostej, zwanej osig
walca, zawierajgcej jego bok. Dwa kota otrzymane w wyniku tego obrotu nazywamy
podstawami walca.

DEFINICJA

Dowolny odcinek tgczacy podstawy walca i bedacy do nich prostopadty, nazywamy
wysokoscig walca.

WEASNOSCI

a) Jezeli podstawa walca ma promien r > 0, a jego wysoko$¢ wynosi h > 0, to jego
objetos¢ wyraza sie wzorem

V =mnr?h.
b) Pole powierzchni bocznej walca wyraza sie wzorem
P =2nrh.
c) Pole powierzchni catkowitej (podstaw i powierzchni bocznej) wynosi

P = 2nr(r + h).
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FLESZ

Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ walca, jesli promien podstawy ma dtugosé r =
3 i wysokos¢ walca wynosi h = 4.

Rozwigzanie.

V=nr’h=m-3%-4=36m.

P=2nr(r+h)=2-m-3-(3+4)=42m.

DEFINICJIA

Stozek to bryta obrotowa otrzymana prze obroét trdjkata prostokatnego wokét prostej,
zwanej osig stozka, zawierajacej jedng z przyprostokatnych tego tréjkata.

DEFINICIA

Koto powstate w wyniku obrotu trojkata nazywamy podstawg stozka, a wierzchotek trojkata
nienalezgcy do podstawy nazywamy wierzchotkiem stozka.

DEFINICIA

Odcinek faczacy wierzchotek stozka ze Srodkiem jego podstawy nazywamy wysokoscig
stozka, a dowolny odcinek taczgcy wierzchotek stozka z brzegiem podstawy tworzaca stozka.
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WLASNOSCI

a) Jezeli dtugos¢ promien podstawy stozka wynosi r > 0, a wysokos¢ tego stozka ma
dtugosc h > 0, to objetosé wyraza sie wzorem

V—1 Zp
=3zmreh.

b) Zauwazimy, ze jezeli rozwiniemy powierzchnie boczng stozka, to otrzymamy wycinek
kota o promieniu réwnym tworzacej stozka. Pole powierzchni catkowitej stozka
(podstawy i powierzchni bocznej), gdy promien podstawy wynosi r > 0, tworzgca ma
dtugosc¢ [ > 0, wynosi

P=mnr(r+1).

FLESZ

Oblicz pole catkowite i objetosé stozka, jesli promien podstawy ma dtugosé r = 3 i wysokosé
walca wynosi h = 4.

Rozwigzanie.

V—1 Zh—1 32-4=12
—37TT' —311 = 1lsm.

Wyznaczmy tworzacg stozka.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy:
r2+h?=12
32442 =12
Zatem [ = 5.

P=nr(r+10)=mn-3-(3+5)=24n.
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5.2.4 Kula i sfera

DEFINICJIA

Kulg o $rodku w punkcie O i promieniu r (r > 0) nazywamy zbidr wszystkich punktow
przestrzeni, ktérych odlegtos¢ od punktu O jest mniejsza lub réwna r. Zbiér wszystkich
punktéw przestrzeni, ktérych odlegtos¢ od punktu O jest réwna r nazywamy sferg. Kule
otrzymujemy przez obrot kota wokét prostej zawierajgcej jego Srednice.

WEASNOSCI

a) Objetosc kuli o promieniu r > 0 wyraza sie wzorem: V = gnr3,

b) Pole powierzchni sfery o promieniu r > 0 wyraza sie wzorem: P = 4mr?,

FLESZ
Oblicz objetos¢ kuli o promieniu 2.

Rozwigzanie.

FLESZ
Oblicz pole powierzchni sfery o promieniu 2.
Rozwigzanie.

P = 4nr? = 16m.
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5.2.5 Przekroje

FLESZ

Pole przekroju sfery o Srodku S, ktére zaznaczono na rysunku, wynosi P = 25m. Oblicz
objetos¢ kuli o $rodku w punkcie S, jesli dtugosé odcinka SS’ jest réwna 12.

Rozwigzanie.

P=25t=m-r%r=>5.
Poniewaz, dtugo$¢ |SS'| =12,

zatem z twierdzenia Pitagorasa

R = |SA| = /ISS'|? + |S'Al?

R =122 +52 =13
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FLESZ

Prostopadtoscian, ktéry w podstawie ma kwadrat o boku ditugosci 6 przecieto ptaszczyzna
przechodzacg przez krawedz podstawy i Srodki przeciwlegtych krawedzi bocznych. Oblicz
wysokos$¢ prostopadtoscianu, jesli pole przekroju wynosi 60.

Rozwigzanie.

P=a-b=6-b=060,b=10.

Zauwazmy, ze
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FLESZ

Pole przekroju ostrostupa prawidlowego czworokatnego przecietego ptaszczyzng
przechodzacg przez wysokos¢ Sciany bocznej i przez wysokos¢ ostrostupa jest tréjkatem
réwnobocznym o polu réwnym 25+/3. Oblicz objeto$¢ ostrostupa.

Rozwigzanie.

pP= “Zf = 25v3, a = 10.
av3
H= a3 _ 5V3
2
1
V=c-PH
500v3

1
:—-12- =
4 3 0°-5v3 3
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6 Statystyka, rachunek prawdopodobienstwa

6.1 Dane statystyczne i ich parametry

DEFINICIA
Srednig arytmetyczna liczb a4, ay, ..., a,, nazywamy liczbe

_ aytazt..ta,
a=———-.
n

Srednig wazong liczb ay,a,, ..., a, z odpowiadajacymi im wagami ny,n,, ..., n, bedacymi
liczbami dodatnimi, nazywamy liczbe

na; + nya,+...+n,a,

a
w n, +n,+...+n,

FLESZ

Oblicz srednig arytmetyczna dla liczb 7,12, 3, 8.

7+12+3+8

Rozwigzanie. a = n

= 7%.
FLESZ
Oblicz srednig wazona liczb 12,4, 10, 6 z odpowiadajgcymi im wagami 1, 3,2, 4

: - 1'1243:4+42:10+46 _ 68
Rozwigzanie. a4, = ————— = —
143+42+4 10

=6,8.
FLESZ

Zwréémy uwage na roznice pomiedzy ktérymi dwoma parametrami. Rozwazmy przyktad,
w ktorym nauczyciel chce okresli¢ zasady wystawienia oceny koricowej z przedmiotu dla
dwdch osoéb. Dysponuje ich dwiema ocenami — z klaséwki i z odpowiedzi ustnej:
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Hanii 6 2
o s

Srednia arytmetyczna ocen tych oséb jest taka sama. To znaczy:

. . . 642
a) $rednia arytmetyczna ocen Jana wynosi - = 4,

. . - . 345
b) $rednia arytmetyczna ocen Kamili wynosi - = 4.

Czyli ocena wynikajaca ze Sredniej arytmetycznej wynositaby 4. Tymczasem, jesli nauczyciel
zwiekszy wage oceny z klaséwki — na przyktad do 3, pozostawiajgc wage odpowiedzi ustnej
rowng 1, wtedy ocena koncowa kazdej z oséb bedzie inna:

. . . . 3642
c) $rednia wazona ocen Jana wynosi 2

. . . - . 3345
d) sSrednia wazona ocen Kamili wynosi el 3,5

DEFINICIA

Mediang uporzadkowanego w kolejnosci niemalejacego zbioru n danych liczbowych a; <
a, < ..<a, jest:

a) w przypadku nieparzystej liczby danych wartos¢ srodkowa,
b) w przypadku parzystej liczby danych srednia arytmetyczna dwdéch sgsiednich wartosci
srodkowych.

FLESZ

Rozwazimy dla przyktadu dwa zbiory uporzgdkowanych od najmniejszej do najwiekszej
wartosci danych:

a) —1,3,3,4,5,5,9 — liczba danych jest nieparzysta, wiec mediang jest w tym przypadku
liczba 4,
b) —2,-2,3,8,10,15 — liczba danych jest parzysta, wiec mediang jest w tym przypadku

liczba 3st =5,5.

-173-



DEFINICIA

Modg (dominantg) zbioru danych nazywamy wartos¢, ktéra w tym zbiorze wystepuje
najczesciej. Takich wartosci moze by¢ wiecej niz jedna.

FLESZ

W rozwazmy zbior liczb —1,3,3,4,5,5,9. Moda jest réwna 3 oraz 5 — liczby te wystepuja
najczesciej.

DEFINICIA
Wariancja liczb a4, a,, ..., a,, o $redniej arytmetycznej @ nazywamy liczbe

(a; — @)? + (a, — @)*+... +(a, — a)?
- :

g2 =

DEFINICIA

Odchyleniem standardowym liczb a4, a,, ..., a, o Sredniej arytmetycznej @ nazywamy liczbe

(a; —a)? + (a, — @)?+...+(a, — @)?
o= .
n
FLESZ
Dla liczb 4,8, 6 wyznacz wariancje i odchylenie standardowe.

Rozwigzanie.

44+8+6 _
3

Wyznaczam srednig: a = 6.

(a;-a)%+(a;—a)%+(az—a)?_4+4+0 _ 8
3 T

Wyznaczam wariancje: 62 =

Odchylenie standardowe: ¢ = \E.
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FLESZ
Dla liczb 4, 4,4 wyznacz wariancje i odchylenie standardowe.

Rozwigzanie.

4+4+4
3

Wyznaczam srednig: a = 4.

_ (a1=a@)2+(az-2)*+(az—a)* _
3

0.

Wyznaczam wariancje: o

Odchylenie standardowe: ¢ = 0.
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6.2 Elementy rachunku prawdopodobienstwa

Podstawowe pojecie rachunku prawdopodobieistwa — zdarzenie losowe — tgczymy
zazwyczaj z wynikiem pewnej obserwacji lub doswiadczenia. Wynik ten moze by¢ jakosciowy
(np. wylosowanie asa z talii kart) lub ilosSciowy (np. otrzymanie dwa razy ‘czworki’ podczas
rzutow kostka). Zdarzenia, ktérych nie da sie roztozyé na zdarzenia prostsze, nazywamy
zdarzeniami elementarnymi. Zdarzenie elementarne jest pojeciem pierwotnym w rachunku
prawdopodobienistwa (analogicznie, jak punkt w geometrii), czyli takim ktérego nie definiuje

sie.

DEFINICJIA

Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z danym doswiadczeniem nazywamy
przestrzenig zdarzen elementarnych. Zdarzeniem losowym bedziemy nazywali dowolny
podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych.

Oznaczenia:

Q — zbidr zdarzen elementarnych,

Q - liczba elementéw w przestrzeni zdarzen elementarnych,
A, B — zdarzenia losowe, podzbiory zbioru (Q,

@ — zdarzenie niemozliwe,

A’ — zdarzenie przeciwne do A, czyli polegajace na tym ze nie zachodzi zdarzenie A.

FLESZ

Rzucamy kostka do gry. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu parzystej liczby oczek, zdarzenie B
polega na wyrzuceniu liczby oczek wiekszej niz 4. Wyznacz przestrzen wszystkich zdarzen
elementarnych, okresl zdarzenia A, B oraz A N B.

Rozwigzanie.
0={1,23,4,56}, A={2,4,6},B ={5,6},

ANB ={6}.
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6.2.1 Zasada mnozenia i zliczanie obiektow

W okreslaniu liczby zdarzen w doswiadczeniu losowym przydatna jest zasada mnozenia.

Najpierw zapiszmy jg w przypadku dwéch zbiordéw o réznej liczbie elementéw.

WLASNOSCI

a) Jezeli zbiér A ma m elementdéw, a zbiér B ma n elementdéw, to liczba réznych par
(a,b), takichzea € A orazb € B, jestréownam - n.

b) Rozwazimy wybdr polegajacy na podjeciu n decyzji. Zatéimy, ze pierwszg decyzje
mozemy podjac na s; sposobdw, drugg na s, sposobdw, ..., n -tg na s,, sposobéw. W
takim przypadku wyboru mozna dokonaé na s; - s * ...* S, sposobdw.

FLESZ

Rozwaimy sytuacje, gdy chcemy wiedzie¢ ile réznych tablic rejestracyjnych mozemy
utworzy¢ z dwéch liter: G, D oraz zapisanych po nich pieciu cyfr wybranych z liczb: 2,4,6,8.
Korzystajac z powyzszego wzoru mamy gotowq odpowiedz — takich tablic bedzie 2-2 -4 -4 -
4-4-4=4096.

Mozemy wykorzystywac tez inne sposoby pozwalajgce na obliczanie liczby zdarzen w danym
doswiadczeniu. W prostych przypadkach mozemy do tego wykorzystac¢ drzewka ilustrujgce
wszystkie mozliwe wyniki danego doswiadczenia. Opiszmy ten sposéb na przyktadzie.

Rzucamy jednokrotnie symetryczng kostka szescienng do gry oraz symetryczng moneta.
Zapiszmy wyniki tego doswiadczenia w postaci par (k,m), gdzie k jest liczbg wyrzuconych
oczek na kostce, a m wynikiem otrzymanym w rzucie monetg (czyli wynikiem moze by¢
reszka lub orzet). Drzewo w tym przypadku bedzie miato posta¢ dwdch poziomdw — pierwszy
odpowiada za mozliwe wyniki rzutu kostkg, a drugi za wyniki rzutu moneta.

Zatem mamy 12 mozliwych wynikdw.
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Rzut kostka

|
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6.2.2 Kombinatoryka

DEFINICJIA

Permutacja bez powtdrzen zbioru n-elementowego, sktadajgcego sie z réznych elementoéw,
nazywamy kazdy n-wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich elementéow tego zbioru.
Kolejnos¢ elementdéw w permutacjach bez powtdrzen jest zatem istotna. Liczba wszystkich
takich ciggdw wyraza sie wzorem

B, =n!

Wynika z tego, ze dwie permutacje tego samego zbioru réznig sie tylko kolejnoscig wyrazéw.

FLESZ

Ankieta ztozona ma by¢ z trzech pytan: A, B i C. Na ile sposobédw mozna jg utozy¢ zmieniajgc
tylko kolejnos¢ pytan?

Rozwigzanie. Skoro sa 3 mozliwe pytania, to ankiete mozna utozy¢ na P; =3!=6
sposobow.

FLESZ
lle jest wszystkich liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 4?

Rozwigzanie. Na miejscu tysiecy, setek, dziesigtek i jednosci moze by¢ kazda z cyfr 1, 2, 3, 4.
Kazde z ustawien daje inng liczbe. Zatem takich liczb jest P, = 4! = 24.

FLESZ
Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach utworzonych z cyfr 0, 1, 2, 3?

Rozwigzanie. Na miejscu tysiecy moze by¢ jedna z cyfr 1, 2, 3 a na miejscu setek, dziesigtek i
jednosci moze by¢ kazda z cyfr 0,1, 2, 3. Kazde z takich ustawien daje inng liczbe. Zatem
wszystkich liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach utworzonych z cyfr 0,1, 2,3 jest P, =
4! = 24, a liczb trzycyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2,3 jest P; = 3! = 6. Czyli wszystkich
liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach utworzonych z cyfr 0,1, 2, 3 jest

P,—P;=4!-31=24—6=18.
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FLESZ

W wyscigu brato udziat 7 kolarzy. lle jest mozliwych rezultatow ukonczenia wyscigu, jezeli
wszyscy kolarze ukoniczyli wyscig osiggajac rézne rezultaty?

Rozwigzanie.Jest P, = 7! = 5040 mozliwych rezultatéw.

DEFINICIA

Kombinacja bez powtdrzen, to kazdy podzbidr zbioru skoriczonego o niepowtarzajacych sie
elementach. Czyli k-elementowa kombinacja ze zbioru n —elementowego o rdéznych
elementach nazywamy kazdy k-elementowy podzbiér (sktadajgcy sie z réznych elementdw,
gdzie k € {0,1,...,n}) tego zbioru. Nie ma tu zatem znaczenia kolejno$¢ elementéw
w utworzonych podzbiorach. Liczba wszystkich takich podzbioréw wyraza sie wzorem

k_ (T _ n!
Cn _(k)_k!(n—k)!'
FLESZ

Na ile sposobdw mozna wybrac sposréd 5 oséb delegacje trzyosobowg?

5)_ 51 _ 345

Rozwigzanie. Mozna to zrobi¢ na C3 = (3 =363~ sz

= 10 sposobdw.

FLESZ

Ile nastgpi powitan, gdy spotka sie jednoczesnie 8 znajomych oséb?

Rozwigzanie. Jednocze$nie podaja sobie rece 2 osoby. Zatem nastapi CZ = (g) = 2'(8812), =
878 28 powitan.

26!

DEFINICIA

Wariacja k-wyrazowa bez powtdrzen (rozmieszczeniem bez powtdrzen) ze zbioru n-
elementowego (gdzie k < n, n € N) nazywamy kazdy uporzadkowany ciag sktadajacy sie z k
réznych elementéw wybranych sposréd n réznych elementéow. Istotna jest zatem w tym
przypadku kolejnos¢ elementow. Liczba wszystkich takich wariacji wyraza sie wzorem

n!
k = ——-
W n=Kk!’
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FLESZ

lle mozna wykona¢ rdinych tréjkolorowych flag z 6 barw (jezeli barwy rozumiemy jako
kolorowe pasy wystepujgce obok siebie)?

Rozwigzanie. Kolejnos¢ barw odgrywa role. Skoro flagi majg by¢ tréjkolorowe, to barwy nie

moga sie powtarzaé. Czyli réznych flag moze by¢ V2 = (:;y = 2—5 = 3!";5'6 = 120.

FLESZ

W wyscigu brato udziat 7 kolarzy. lle jest mozliwosci zajecia 3 pierwszych miejsc, jezeli
wszyscy kolarze ukonczyli wyscig osiggajac rézne rezultaty?
6 _ 6l _ 456

Rozwigzanie. Jest V3 = cEsTial il 30 mozliwosci zajecia 3 pierwszych miejsc.

DEFINICIA

Kazdy cigg k-wyrazowy, ktérego wyrazy nalezg do zbioru n-elementowego, i wyrazy te nie
musza by¢ rdzne, nazywamy wariacja z powtdrzeniami (rozmieszczeniem z powtdrzeniami) z
n-elementowego zbioru po k elementéw (gdzie k € N nie musi by¢ zalezne od n). Liczba
wszystkich takich wariacji z powtdrzeniami wyraza sie wzorem

k

vk —
= nk.

FLESZ

lle jest wszystkich liczb 3-cyfrowych ztozonych z cyfr 1,2,3,4,5 w ktorych cyfry mogg sie
powtarzac?

Rozwigzanie. Kazdg z cyfr na kazdym z trzech miejsc (liczby sg trzycyfrowe) mozna wybrac na
pie¢ sposobow (poniewaz mamy do wyboru piec cyfr: 1,2, 3,4, 5). Kolejnos¢ cyfr w liczbie
jest oczywiscie istotna. Zatem

V3 =53 = 125.
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6.2.3 Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

DEFINICJIA

Jezeli Q jest zbiorem skoriczonym i niepustym, to prawdopodobienstwo zdarzenia A €

nazywamy liczbe: P(4) =

[N

WEASNOSCI

a) 0<P(A) <1,

b) P(Q) =1,

¢ P(@® =0,

d) P(A)=1-P(4),

e) dla dowolnych zdarzen Ai B mamy P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B),

f) dla zdarzen wykluczajacych sie (czyliA N B = @) mamy P(AU B) = P(A) + P(B).

FLESZ

Z cyfr 1,3,7,2 losowo tworzymy liczby trzycyfrowe (cyfry mogg sie powtarzac). Jakie jest
prawdopodobieristwo wylosowania liczby nieparzyste;.

Rozwigzanie. Q =4-4-4=64. Niech A —oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu

liczby parzystej. Wtedy A = 4 -4 = 16, zatem P(4) =1—-P(A) =1 — g = %.

FLESZ

Niech A, B c Q — niepusta przestrzen zdarzen elementarnych. Wiadomo, ze P(A) = %,

P(B) = %, Uzasadnij, ze P(AUB) < %

Rozwigzanie. Dla zdarzern A i B mamy P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) = % + % —

P(ANB) = 1o P(ANnB) < %, poniewaz P(AN B) = 0.

2
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FLESZ

W przypadku nieskomplikowanych jednoetapowych doswiadczen na ogét korzysta sie z
klasycznej definicji prawdopodobienstwa. W przypadku doswiadczen kilkuetapowych
dogodnie jest wykorzysta¢ drzewa.

Aby zilustrowac taka sytuacje rozwazmy dwa przyktady. Niech doswiadczenie losowe polega
na rzucie dwiema kostkami do gry. W pierwszym przypadku interesuje nas
prawdopodobieristwo zdarzenia A polegajgcego na wyrzuceniu tej same liczby oczek na obu
kostkach. W drugim prawdopodobienstwo zdarzenia B polegajgcego na wyrzuceniu takiej
liczby oczek na obu kostkach, aby ich suma byta wieksza od 10.

Zauwazmy, ze w pierwszym i drugim przypadku zbidr zdarzen elementarnych sktada sie z 36
zdarzen (na kazdej z dwéch kostek moze by¢ 6 réznych liczb, zatem 6 - 6 = 36).

W pierwszym przypadku liczba zdarzen sprzyjajacych zajsciu zdarzenia, ze na obu kostkach

bedzie ta sama liczba oczek, jest rowna 6: {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4),(5,5),(6,6)}. Zatem
1

6
P(4) = il
W drugim przypadku postuzmy sie drzewem. Zauwazmy, ze wyrzucenie okreslonej liczby

oczek na jednej kostce (na przyktad 4 oczek) wynosi % .

Zatem z drzewka odczytujemy, ze suma oczek na obu kostkach bedzie wieksza od 10 w
1

trzech przypadkach, czyli P(B) = %-%- 3= 5
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6.2.4 Prawdopodobienstwo warunkowe i catkowite

W wielu przypadkach, informacja o zajsciu zdarzenia B ma pewien wpltyw na
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A. Zdarzenie polegajgce na zajsciu zdarzenia A przy
zatozeniu, ze zaszto zdarzenie B, oznaczamy symbolem A|B.

DEFINICJA

Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B (oznaczane
przez P(A|B)) definiujemy nastepujaco

P(ANB)

PAIB) =~ 55

oile P(B) > 0. Liczbe P(A|B) nazywamy prawdopodobieristwem warunkowym.

TWIERDZENIE

Niech Q bedzie przestrzenig zdarzer elementarnych oraz jej podzbiory A;, A, spetniaja
warunek

Al UA2 :Q,Al nAz == @
oraz
P(A;) > 0,P(4;) >0,

to dla dowolnego zdarzenia A c () zachodzi wzér

P(A) = P(A|A1)P(A1) + P(A|A2)P(Ay).
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TWIERDZENIE (uogdlnienie)

Niech Q bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych oraz jej podzbiory
A4, A,, ..., Ay, spetniajg warunek

AjUA;UAy U ..UA, = Qoraz A; N A; = @ dla dowolnego i # j
oraz
P(4) >0

dla dowolnych i,j € N, to dla dowolnego zdarzenia A c Q) zachodzi wzér
P(A) = P(A|A1)P(Ay) + P(AlA2)P(A3) + -+ + P(AlA) P (4.

Powyziszy wzor nazywamy wzorem na prawdopodobienstwo catkowite i pozwala on nam na
obliczanie prawdopodobienstw wielu zdarzen nie tylko w doswiadczeniach dwuetapowych.
W doswiadczeniach o wiekszej liczbie etapdw stosujemy ten wzér wielokrotnie. Zdarzenie A
nazywamy skutkiem, a zdarzenia A; nazywamy przyczynami lub hipotezami.

Jezeli skutek A moze zajs¢ w wyniku jednej z n przyczyn A4, A,, ..., A, jedynie mozliwych
i wzajemnie wykluczajgcych sie, to prawdopodobienstwo zajscia skutku A wyraza sie wzorem
na prawdopodobienistwo catkowite.

FLESZ

Wiadomo, ze P(AUB) = %, P(ANB) = %, P(A) = l, gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne

3
do zdarzenia A. Oblicz P(A|B) oraz P(B|A).

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze P(A) =1 —-P(4) =1 - % = %oraz, ze

=P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB)=§+P(B)—%.

S w

Zatem P(B) = é Stad

w

P(ANB)
P(B)

P(ANB) _

P(AIB) = o)

=% pala) =
3 _

Wl N[N =
|

x| \l|l\)| -
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FLESZ

Rzucilismy jednokrotnie szescienng kostka do gry i wpadta liczba oczek mniejsza niz 6. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze byta to parzysta liczba oczek?

Rozwigzanie. Mamy zdarzenia:
A — wypadtg parzysta liczba oczek,
B - wypadta liczba oczek mniejsza niz 6.

Wszystkich mozliwych rezultatéw w rzucie szescienng kostkg do gry jest 6 (1,2,3,4,5,6

oczek). Skoro P(A N B) =§ (poniewaz jezeli wypadta parzysta liczba oczek mniejsza niz 6,

oznacza to ze wypadty 2 oczka lub 4 oczka) oraz P(B) =§ (poniewaz jezeli wypadta liczba

oczek mniejsza niz 6, oznacza to wypadto 1,2,3,4,5 oczek). Zatem szukane
prawdopodobienstwo wynosi

\S]

P(ANB) _
P(B)

P(A|B) =

ol uijo o
Uil
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7 Rachunek rézniczkowy

7.1 Granica i ciggtos¢ funkcji

DEFINICIA

Méwimy, ze funkcja f(x) ma w punkcie x, granice g wtedy, gdy dla kazdego ciggu (x»)
zbieznego do x, ktérego wyrazami sg argumenty funkcji f réine od x,, ciag (f(xn))
odpowiadajgcych im wartosci tej funkcji jest zbiezny do g.
Czyli dla x,, # xq jezeli
lim x, = x,,to lim f(x,) =g.
n— oo

n—o

Méwimy wtedy, ze istnieje granica witasciwa funkcji. Granica funkcji moze by¢ réwniez
niewtfasciwa (czyli dazy¢ do —oo lub o).

DEFINICJIA

Funkcja f(x) ma w punkcie x, granice lewostronng réwng g, gdy dla kazdego ciggu
argumentéow (x,) nalezacych do dziedziny funkcji takich, ze x, <x, jezeli

lim x, =xy,to lim f(x,) =g.
n— oo n—
Zapisujemy to symbolicznie:
lim f(x) =g.
X — Xo

Analogicznie definiujemy granice prawostronng funkcji f(x) w punkcie x,, ktéra zapisujemy
to symbolicznie:

lim f(x) =g.
x—>Xot
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WLASNOSC
lim f(x) = lim f(x)= lim f(x) =g.
X —> X~ x—>Xot X —Xo

Jesli granice jednostronne funkcji f(x) w punkcie x, sg rézne, to méwimy, ze funkcja nie ma
granicy w tym punkcie.

FLESZ
Zauwazmy, ze dla funkgji statej f(x) = ¢ mamy

lim c=c¢
X — Xg

w kazdym punkcie X, € R

FLESZ
Narysuj wykres przyktadowej funkgji, ktéra spetnia warunki: lim f(x) =0, 111{1+ flx)=1,
X—00 X—

lim f(x) =3, lim f(x) =—o0, f(1) = 2.

i
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FLESZ
Narysuj wykres przyktadowej funkcji, ktéra spetnia warunki lim f(x) = oo, lir{1+f(x) =3,
X—00 X—

Jim () =3, lim f(x) =~ o, f(1) =2,

£

WLASNOSCI

Jezeli
lim fi(x) =g, oraz lim f,(x) = g,,
X = Xo X = Xo

to

1) Jim (00 + /() =91 + g2,
2) Jim (i) = () =91~ 92,
3) Jim (i) £200) =91 g2
A _ o

=, jesli fa(x) #0oraz g, # 0.

X% 200 gz

4)
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FLESZ
Wyznacz granice
a) lim(2x —1)
x—0

2
. x“-1
b) lim
x—1 x—1

. 1

c) lim—=o0
x—0X
Rozwigzanie.

a) lim(2x—-1)=2-0—-1=-1
x-0

2_ —
b) lim*i= = lim E2® — jimx + 1) =2
x—-1 x—1 x-1 x—-1 x-1
c) limi2 = o0
x—0X
DEFINICIA

Funkcje f(x) okreslong w otoczeniu punktu x, nazywamy ciggta w punkcie x,, jezeli istnieje
granica funkcji w tym punkcie oraz zachodzi réwnosé:

Jim £ = £(x0).

FLESZ
Narysuj przyktad funkcji, ktdra nie jest ciggta w punkcie x = 1.

Py
v

£

-

-
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FLESZ
Narysuj przyktad funkcji, ktdra jest ciggta w punkcie x = 1.

i

i

-

-
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7.2 Pochodna funkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona w otoczeniu punktu x,.

Przy badaniu funkcji bardzo wazny jest stosunek przyrostu wartosci funkcji Af do przyrostu

. A Ax)—- . s
argumentu Ax tej funkcji é = W. Stosunek ten nazywamy ilorazem réznicowym

funkcji f odpowiadajgcym przyrostowi argumentu funkcji w punkcie x, o wartosci Ax.

DEFINICIA

Pochodng funkcji w punkcie x, nazywamy granice ilorazu réznicowego, gdy przyrost
zmiennej niezaleznej dazy do zera:

, Lo Af fxg + Ax) — f(xo)
o) = Jim 3 = dim, Ax '

Analogicznie jak w przypadku granic funkcji mozna tez méwié¢ o pochodnych niewtasciwych
(nieskoriczonych) funkcji f w punkcie x4, jak réwniez o pochodnych jednostronnych
w punkcie xg.

TWIERDZENIE
Jezeli funkcja ma pochodng wtasciwg w punkcie, to jest ciggta w tym punkcie.
PODSTAWOWE WZORY
Niech funkcje f(x) i g(x) beda rézniczkowalne w punkcie x, oraz ¢ € R. Wtedy
(FGxo) + 9(x0))" = f'(x0) + g (xo)
(cf)' (x0) = cf"(x0)
(FGx0) 9 (x0)) = f'(x0) " 9(x0) + f (%0 * 9 (o)

( ¢ )’z—cg’(xo)
9(xo) 9% (xo)

(f(xo))/ _ f'(x0)g(x0) — f(x0)g'(x0)
g(x0) g2(x0)

(FlaG))) = F'(9G0))  9'(xo)
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POCHODNE FUNKCJI POTEGOWYCH | TRYGONOMETRYCZNYCH
Niechc € Rorazn € N.
- Funkcje state, liniowe i potegowe

©'=0, (x)=¢, (") =nx""1

- Funkcje trygonometryczne

(sinx)’ = cosx, (cosx)' = —sinx, (tgx)' =—
cos? x

FLESZ
Wyznacz pochodna funkgji

a) y=>5x*
b) y=3x>+4x—-5
c) y=ux*sinx

xZ
dy=5s

Rozwigzanie.
a) y' =5-4x3 = 20x3
b) y' = 15x* + 4
c) y' =4x3sinx + x*cosx

r_ 2x(x347)—x?-3x2

d vy = (x3+47)2
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7.3 Ekstrema i monotonicznos¢ funkcji i jej zastosowania

TWIERDZENIE (warunki wystarczajgce monotonicznosci funkcji)

Niech A oznacza dowolny przedziat. Jezeli dla kazdego x € A funkcja f spetnia warunek
1. f'(x) = 0, to jest stata na 4;

2. f'(x) > 0, to jest rosnaca na 4;

3. f'(x) <0, to jest malejgca na A.

FLESZ
Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f(x) = x3 — 3x + 1.

Rozwigzanie. Dziedzing funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych. Pochodna tej funkcji, okreslona
dla wszystkich liczb rzeczywistych, wynosi

f'(x) = 3x% — 3.

Zatem

fl(x) >03x2-3>0
oraz

f'(x) <0 3x2-3<0.
Rozwigzmy nieréwnoéé 3x2 — 3 > 0:

x2—-1>0
x—Dx+1)>0
x € (—o0,—1) U (1, )

Czyli funkcja jest rosngca wewnatrz przedziatéw (—oo, —1), (1, ), a malejgca na przedziale
(-1,1).
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£
L

Wykres funkgji f(x) = x> —3x + 1

\ |

£

2

Wykres pochodnej funkcji f'(x) = 3x2 — 3
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EKSTREMA LOKALNE FUNKCJI (minimum i maksimum lokalne)
Niech funkcja f bedzie okreslona w otoczeniu punktu x.

Minimum lokalne wtasciwe istnieje, jezeli w pewnym otoczeniu otwartym U, punktu X,
funkcja przyjmuje wszedzie, z wyjatkiem tego punktu, wartosci wieksze od f(x,):

x = xo lub f(x) < f(xo)
dla kazdego x € U.

Maksimum lokalne wtasciwe istnieje, jezeli w pewnym otoczeniu otwartym U, punktu x,,
funkcja przyjmuje wszedzie, z wyjatkiem tego punktu, wartosci mniejsze od f(x):

x = Xo lub () > £ (xo)

dla kazdego x € U.

TWIERDZENIE

W przypadku wielomianéw i funkcji wymiernych ekstrema lokalne moga istnie¢ tylko
w punktach nalezacych do dziedziny, w ktérych pochodna funkcji réwna sie zero.

TWIERDZENIE (Fermata, warunek konieczny istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja f ma

1. ekstremum lokalne w punkcie x;

2. pochodng f'(x¢);

to f'(xy) = 0.
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TWIERDZENIE (warunek wystarczajacy istnienia maksimum)

Jezeli funkcja f spetnia warunki

1. f'(x0) = 0,

2. istnieje sgsiedztwo punktu x,takie, ze dla kazdego x z tego sagsiedztwa

{f’(x) >0 gdy x < x,
f'(x) <0 gdy x > x,

to w punkcie xy ma maksimum lokalne wtasciwe.

TWIERDZENIE (warunek wystarczajacy istnienia minimum)

Jezeli funkcja f spetnia warunki

1. f'(xo) = 0,

2. istnieje sgsiedztwo punktu x,takie, ze dla kazdego x z tego sagsiedztwa

{f’(x) <0 gdy x < xq
f'(x) >0 gdy x > x,

to w punkcie x, ma minimum lokalne wtasciwe.

FLESZ
Implikacja odwrotna jest fatszywa.

Rozpatrzmy funkcje: f(x) = x? oraz g(x) = x3 okreélone na zbirze liczb rzeczywistych.
Pochodne tych funkcji na zbiorze R wynoszg odpowiednio

fl(x)=2x, g'(x) =3x%

Zatem w obu przypadkach f'(x) = 0, g’'(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0. Tymczasem
w punkcie x = 0 funkcja f(x) = x? posiada minimum lokalne wtasciwe, a funkcja g(x) =
x3 nie posiada ekstremum lokalnego.
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FLESZ
Suma dwdch liczb wynosi 10. Jak dobrac te liczby aby ich suma kwadratéw byta najmniejsza.
Rozwigzanie.
Niech x, y beda szukanymi liczbami.
Wtedy
x+y=10

Stad
y=10—x

Rozwazmy funkcje f(x) = x% + y? = x? + (10 — x)? = 2x% — 20x + 100.

Zauwazmy, ze f'(x) = 4x — 20. Punkt podejrzany o ekstremum f'(x) = 0, zatem x = 5.
Funkcja ta posiada w punkcie x = 5 minimum- (nastepuje zmiana znaku z minusa na plus)
Odpowiedz.

x=5y=>5.
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8 Projekt -,e-matura”

8.1 Wstep

Ponad 10 lat temu w Polsce wprowadzono system egzamindéw zewnetrznych. Do dnia
dzisiejszego egzaminy sprawdzane sg metoda tradycyjng. Uczniowie piszg egzaminy na
przygotowanych arkuszach, nastepnie egzaminy sprawdzane s3 przez egzaminatordw.
Obecnie Centralna Komisja Egzaminacyjna rozpoczeta préby wdrazania tzw. e-oceniania.
System e-oceniania, to taki system, ktory umozliwia sprawdzanie prac egzaminacyjnych
przez egzaminatora nie poprzez przegladanie papierowych dokumentdw, lecz na ekranie
monitora. System taki nalezy rozumie¢, jako aplikacje webowg zapewniajgcy autoryzowany
dostep przez Internet. Dzieki takiemu rozwigzaniu mozliwe jest sprawne organizowanie
pracy dla egzaminatoréw. E-ocenianie umozliwia przejscie od punktowania przez
egzaminatoréw catych prac obejmujgcych od kilku do kilkudziesieciu zadan do specjalizacji
w ocenianiu poszczegélnych zadan. System e-oceniania zostat juz na duzg skale
wprowadzony miedzy innymi w Wielkiej Brytanii czy Stanach Zjednoczonych. Doswiadczenia,
jakie zdobyty w tym obszarze cztery duze komisje egzaminacyjne w tych krajach (AQA, OCR
i EDEXCEL — Wielka Brytania; ETS — Stany Zjednoczone) pozwalajg stwierdzi¢, ze przejscie od
oceniania tradycyjnego do e-oceniania wigze sie nie tylko ze zmiang organizacji procesu
przygotowania prac do oceniania, ale rowniez poprawia jego jakosé.

Projekt E-matura jest kolejnym krokiem rozwoju egzaminéw zewnetrznych
w stosunku do e-oceniania. Takie rozwigzania do tej pory nie funkcjonujg ani w Europie, ani
na Swiecie na taka skale. Przez realizacje tego projektu chcemy pokazaé, ze pierwsze proby
wdrozenia mogg funkcjonowaé w Polsce juz za cztery lata. Decyzja bedzie nalezata do MEN.
Pierwszy krok wdrozenia e-matury jest mozliwy w tzw. dodatkowym terminie matury — tzw.
Prébna matura, w ktérym w Polsce zdaje okoto 2 tysiecy uczniow (rok 2011) ze wszystkich
przedmiotow (okoto 150 z matematyki).
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8.2 Czym jest e-matura?

Projekt e-matura stanowi nowoczesny i innowacyjny system egzaminacyjny w skali
kraju, ktéry pozwala rozwigzywac dotychczasowe problemy, jakie wystepowaty podczas
przeprowadzania egzamindéw, w nowy sposéb. System pozwala na przeprowadzanie
egzamindw maturalnych z matematyki z wykorzystaniem komputeréw podtgczonych do
Internetu. Przebieg egzaminu jest bardzo zblizony do zwyktego egzaminu maturalnego,
w ktorym uczniowie zasiadajg o ustalonej godzinie przed komputerami i przystepujg
jednoczesnie do pisania egzaminu. Po wystartowaniu egzaminu przez ucznia uzyskuje on
dostep do pytan egzaminacyjnych zaprezentowanych w nowoczesnej multimedialnej formie.
W przypadku, gdy uczen nie do korica rozumie, w jaki sposdb dany typ zadania ma zostac
rozwigzany moze skorzystac z kontekstowej pomocy przypisanej do kazdego pytania.

Uzytkownikami systemu e-matura bedg docelowo uczniowie klas maturalnych, ktérzy
beda mogli wykorzysta¢ umieszczane w systemie materialy i egzaminy do podnoszenia
wiedzy ilepszego przygotowania do egzaminu urzedowego. System zostat przygotowany
w taki sposéb, aby mogli z niego korzystac¢ uczniowie rowniez z miejscowosci, gdzie dostep
do Internetu jest na stabszym poziomie (czeste przerwania potaczenia, staba przepustowosé
faczy) — poprzez wykorzystanie aplikacji typu ,grupy klient”. Dzieki temu kazdy ze zdajacych
egzamin na platformie e-matura ma jednakowe szanse izdaje na takich samych zasadach
bez wzgledu, zjakiej miejscowosci przystepuje do udziatu w projekcie. Ponadto system
zaktada wsparcie dla oséb niepetnosprawnych poprzez dostosowanie interfejsu uzytkownika
do osdb niedowidzacych.

Zadania egzaminacyjne mozna sklasyfikowa¢, jako tzw. zamkniete i otwarte. Zadanie
zamkniete sktada sie z dystraktorow (wzorcéw btednych odpowiedzi) ijednego lub kilku
werstraktorow (wzorcow prawidtowych odpowiedzi). W zadaniach otwartych samodzielnie
formutuje sie i zapisuje odpowiedzi. Stosowanie zadan zamknietych jest wygodne pod katem
tworzenia systemu automatycznego oceniania, zaréwno w przypadku skanowania
formularzy z rozwigzaniami jak i systemdw egzamindw online.

Projekt e-matura jest budowany w sposdb na tyle uniwersalny, ze jest w stanie
obstuzy¢ egzaminy réwniez z innych przedmiotdw takich jak fizyka czy geografia. System
moze stuzy¢ réwniez do biezacej nauki wspierajgc nauczycieli i ucznidw podczas catego
procesu dydaktycznego. Poniewaz e-matura jest systemem informatycznym, ktéry
wykorzystujagc zaawansowane algorytmy sprawdzania pytan moze mocno uproscic
i wspomac prace nauczyciela, dzieki czemu uczniowie bedg mogli rozwigzywac samodzielnie
wiekszg ilo$¢ zadan ina biezaco sprawdza¢ swoje mozliwosci bez potrzeby sprawdzania
wszystkich prac przez nauczyciela.

Nauczyciel ma réwniez dostep do raportéw tworzonych automatycznie w systemie e-
matura, dzieki czemu moze przez caty czas $ledzi¢ postepy danego ucznia isprawdza¢,
w jakich dziedzinach uczern ma problemy i musi sie jeszcze poprawi¢. Aplikacja umozliwia
bardzo rozbudowany system raportowania. Oprécz standardowego wyniku logowane sg
rowniez takie dane jak ilo$¢ wejs¢ ucznia w dane pytanie, czas rozwigzywania danego
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pytania, jak czesto uczen korzystat z pomocy kontekstowej podczas rozwigzywania danego
pytania. Dzieki takim informacjom zaréwno nauczyciele jak i osoby przygotowujgce egzaminy
maturalne moga jeszcze lepiej dostosowywac uktadane pytania, aby zostaty jak najlepiej
zrozumiane przez zdajgcych egzamin.

Projekt e-matura jest innowacyjnym podejsciem do tematu egzaminowania uczniow
na duzg skale z wykorzystaniem systemu opartego o sie¢ Internet. Zastosowanie projektu do
przeprowadzenia egzaminu maturalnego niesie za sobg pewne wymagania dotyczace daty
i godziny, w ktorej taki egzamin sie odbywa. Aby zapewni¢ réwnos¢ ijednolite zasady
zdawania dla wszystkich uczestnikow projektu system musi umozliwia¢ jednoczesne
przystapienie do egzaminu przez bardzo duzg liczbe uzytkownikéw. Aby sprostaé takim
wymaganiom system zostat zaprojektowany z wykorzystaniem rozproszonej infrastruktury
zarowno od strony bazy danych jak i aplikacji udostepnianej uzytkownikom.

Baza danych jest kluczowym elementem projektu, ktéry zapewnia dostep do tajnych
az do chwili startu egzaminu pytan oraz miejsca, w ktdrym sg odktadane udzielone przez
uzytkownikéow odpowiedzi. Baza danych zostata zbudowana z wykorzystaniem silnika bazy
danych Microsoft SQL Server 2008 R2. Aby zapewni¢ odpowiednig szybkos¢ dziatania zostat
do tego celu zbudowany klaster ztozony z dwéch fizycznych serweréw bazodanowych
podfaczonych poprzez sie¢ SAN do wspétdzielonej macierzy opartej na twardych dyskach
z interfejsem SAS. Serwery bazodanowe zostaty odseparowane fizycznie od sieci Internet i sg
dostepne tylko za posrednictwem aplikacji udostepnianej przez serwery aplikacyjne.
Zastosowanie technologii klastrowej zapewnia duzg wydajno$¢ oraz bezpieczenstwo —
w przypadku fizycznej awarii jednego z serwerdw drugi z powodzeniem przejmuje jego role
i serwuje dalej ustugi tak, aby uzytkownik koricowy nawet sie nie zorientowat, ze wystgpity
jakies problemy techniczne. Poniewaz w bazie danych odktadane sg wszelkie informacje
o aktywnosci uzytkownika podczas egzaminu (odpowiedzi — nawet jesli uzytkownik zmieni
odpowiedz, kazda udzielona przez niego odpowiedZ jest oddzielnie zapisywana do
podziniejszej analizy, czas udzielania odpowiedzi, ilos¢ wejs¢ w dane pytanie, informacje
o korzystaniu z kontekstowej pomocy technicznej itd.) wymagana jest duza wydajnosc
dziatania silnika bazodanowego. Podczas testdw projektu przeprowadzonych w kwietniu
2011, w ktorych wzieto udziat 2349 ucznidow ze szkét z woj. téddzkiego udato sie zmierzyc
obcigzenie bazy danych na poziomie okoto 10-15% wykorzystania sprzetu, ktory zostat
zakupiony na potrzeby projektu. Na podstawie testdw syntetycznych przeprowadzonych
z uzyciem serwerdw, ktére przeprowadzaty kontrolowane ataki DDOS na serwery
bazodanowe projektu e-matura wynika, ze zakupiony sprzet powinien sprosta¢ liczbie okoto
25 do 30 tysiecy (dla poréwnania liczba maturzystéw podchodzacych pierwszy raz do matury
w woj. tédzkim z 2011 wynosita 22315)! jednoczesnych uzytkownikéw odwotujgcych sie do
bazy danych przez aplikacje e-matura. Biorgc pod uwage wyniki testéw syntetycznych oraz
wprowadzane caty czas optymalizacje w systemie zakupiony na potrzeby projektu sprzet
powinien sprosta¢ wymaganiom przeprowadzenia egzaminu maturalnego dla wszystkich
maturzystow z wojewoddztwa tddzkiego. Zwiekszanie liczby uzytkownikow bedzie wymagato
inwestycji w rozbudowe sprzetu.

1 Dane z OKE Lo6dz
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Aplikacja e-matura jest interfejsem uzytkownika, przez ktéry uczniowie komunikujg
sie z baza danych pobierajgc pytania oraz udzielajgc na nie odpowiedzi. Aplikacja zostata
zbudowane w oparciu o model tzw. grubego klienta z wykorzystaniem technologii Silverlight
4.0. Zastosowanie takiego modelu umozliwito zbudowanie duzo bezpieczniejszej aplikacji, a
takze znaczace zwiekszenie wygody korzystania z aplikacji przez zdajacych egzamin ucznidw.
Aplikacja jest uruchamiana z poziomu przegladarki WWW i z punktu widzenia uzytkownika
caty czas dziata jak strona sieci web. Jest to jednak aplikacja w modelu grubego klienta, co
oznacza, ze cafa aplikacja jest pobierana na lokalny komputer uzytkownika i dziata catkowicie
autonomicznie. Interfejs uzytkownika jest tak samo responsywny dla uzytkownikdéw
podtaczonych do Internetu tgczem o duzej przepustowosci jak i dla tych, ktérzy majg duzo
stabsze tacza, czego nie datoby sie osiggnac przy wykorzystaniu standardowej strony WWW,
gdyz uzytkownicy ze staby podtgczeniem do Internetu duzo dtuzej musieliby czekaé na
przetadowywanie sie stron z kolejnymi pytaniami. Aplikacja e-matura niweluje ten problem,
przez co znaczaco zwieksza rownosé szans przy zdawaniu egzaminu przez wszystkich
uzytkownikow. Aplikacja juz na samym poczatku pobiera wszystkie pytania i odwotuje sie do
serwera tylko w przypadku udzielania odpowiedzi na dane pytanie. Jesli nawet tacznosc¢
z Internetem zostanie przerwana na chwile odpowiedzi uzytkownika sg zapisywane
w pamieci podrecznej aplikacji i gdy tylko facznosé z serwerem zostaje odzyskana aplikacja
wysyta wszystkie dane w tle, nie wptywajgc w zaden sposdb na prace uzytkownika.

(e,

e-moturo

Strona gldwna

e
7' Logowanie T+ pomocprojekty [l Kontake / Jazda probna

Witaj na stronach projektu e-matura. Egzamin z matematyki

System informatyczny stworzony przez pracownikéw Pt umozliwia zdalne 11118
egzaminowanie z wykorzystaniem Internetu poprzez pytania zamkniete, jak i pytania
otwarte. Na platformie mozna umieszczac elementy multimedialne tj.: animacje, audio,

wideo, wykresy, bedace bardziej atrakcyjne dla odbiorcow, zacheca
sprawdzenia lub uzupelnienia wiedzy. Dzigki wykorzystaniu najnowszych technologii 2 8

informatycznych projekt umozlivia nauczycielom organizowanie innowacyjnych form

nauczania. Nowatorski projekt dotyczyé bedzie zmian zardéwno w metodach nauczania,

jak i uczenia sie, poprzez mozliwosc sprawdzania poziomu wiedzy zdobytej przez 1
uczniéw za posrednictwem platformy informatycznej i zgromadzonego tam materiztu. r

-204-



Srodowisko fizyczne, ktére jest wykorzystywane do serwowania aplikacji e-matura
zostato stworzone w oparciu o4 serwery wykorzystujace system operacyjny Microsoft
Windows 2008 R2. Serwerem, ktéry serwuje aplikacje dla uzytkownikéw koncowych oraz
posredniczy w komunikacji

pomiedzy aplikacjg, a serwerem bazy danych jest IS w wersji 7.5. Ponadto jest
jeszcze jeden serwer petnigcy role tzw. ,load balancer’a”, do ktdrego kierowana sg wszystkie
odwotania uzytkownikéw, ktérzy uruchamiajg aplikacje. Serwer ten kieruje zapytania
uzytkownikow do serwerdow udostepniajgcych aplikacje w taki sposéb, aby jak najlepiej
roztozy¢ obcigzenie pomiedzy 4 serwery aplikacyjne zapewniajgc w ten sposdb maksymalng
wydajnos¢ serwowania danych. Wykorzystanie infrastruktury rozproszonej zwieksza ponadto
bezpieczenstwo korzystania z aplikacji poprzez zabezpieczenie przed awarig sprzetowa.
W przypadku awarii jednego z serwerdw zapytania, ktére byly do niego kierowane sa
przekierowywane do pozostatych serwerdw, ktére automatycznie przejmuja jego role.

Projekt e-matura zostat zbudowany w sposéb innowacyjny, aby jak najlepiej spetni¢
wymagania stawiane przed egzaminami maturalnymi z matematyki i nie tylko. Projekt jest
budowany w taki sposdb, aby byt jak najbardziej uniwersalny i moégt by¢ wykorzystywany po
wprowadzeniu pewnych przerébek réwniez w zastosowaniu do innych przedmiotéw.

E-Matura jest systemem egzaminacyjnym czasu rzeczywistego pozwalajaca na
przeprowadzenie wybranego egzaminu dla duzej prébki ucznidow w jednym czasie. Dzieki
zastosowaniu nowoczesnych rozwigzan z dziedziny informatyki system pozwala na
przeprowadzenie interaktywnego egzaminu dla kilkudziesieciu tysiecy oséb. System zostat
stworzony na potrzeby przeprowadzenia egzaminu maturalnego z matematyki jednak jest
elastyczna architektura pozwala na dostosowanie go do kazdej innej dziedziny nauki czy
sztuki.
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8.3 Cele projektu

Zaktada sie, ze celem gtéwnym projektu jest dostarczenie innowacyjnego narzedzia
stuzacego do dokonania zmian w metodach nauczania i uczenia sie, bedacego jednoczesnie
narzedziem pozwalajagcym na weryfikacje zdobytej wiedzy, dzieki zastosowaniu mozliwosci
sprawdzania poziomu zdobytej wiedzy za posrednictwem interaktywnej platformy
i zgromadzonego tam materiatu jak, réwniez statystycznej analizy zbieranych wynikdéw.

Przy zatozeniu celu gtéwnego sprecyzowane zostaty nastepujace cele szczegdtowe
projektu:

. Dostarczenie odbiorcom mozliwosci na wyréwnania lub podniesienia poziomu
posiadanej wiedzy w zakresie matematyki, jak réwniez zweryfikowanie jej
i ocenienie
Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie odsetek uczniow, ktérzy podniesli swoéj poziom
posiadanej wiedzy z matematyki.

Zrédtem danych bedzie przeprowadzenie badan podtuznych wéréd uzytkownikéw
platformy. Te same osoby podchodzi¢ bedg do egzaminu z matematyki za posrednictwem
platformy e-matura, co najmniej dwa razy. Pozwoli to poréwnaé osiggane przez nie wyniki
i stwierdzi¢, w jakim stopniu podniosty one swdj poziom wiedzy i umiejetnosci z zakresu
matematyki.

Wartos¢ docelowa: Cel zostanie osiggniety, jezeli zostanie stwierdzone, ze co
najmniej 960 uczniéw podniesie swoj poziom wiedzy z matematyki.

. Dostarczenie uzytkownikom mozZliwosci wykorzystania innowacyjnego
narzedzia celem podniesienia atrakcyjnosci prowadzonych form nauczania, a
tym samym przetamywania istniejgcych w tym zakresie stereotypow.

Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie stopie wykorzystania platformy e-matura

zarowno przez nauczycieli jak i ucznidéw.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badar ankietowych przeprowadzonych
w etapie testowania projektu.

Wartos¢ docelowa: cel zostanie osiggniety, jezeli co najmniej 32 placowki i64
nauczycieli zdeklaruje, ze uzyskata innowacyjne mozliwosci wykorzystania platformy e-
matura.

. Dostarczenie uzytkownikom instytucjonalnym, przy zachowaniu poufnosci,
mozliwosci zbierania i analizowania danych
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Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie odsetek dyrektoréw/nauczycieli, ktérzy beda
wykorzystywac gromadzone po kazdym egzaminie dane dotyczace osigganych przez uczniow
wynikow.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych
w gronie dyrektoréw i nauczycieli ze szkét uczestniczgcych w projekcie.

Wartos¢  docelowa: cel zostanie osiggniety, jezeli co najmniej 64
dyrektoréw/nauczycieli z 32 placowek zadeklaruje che¢ wykorzystywania zgromadzonego
dzieki platformie materiatu.

. Otwarcie sie szkot ponadgimnazjalnych na dziatania innowacyjne
doprowadzajgce do udostepniania gromadzonej na uczelniach wyzszych
wiedzy

Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie odsetek szkdt zainteresowanych udziatem
w projekcie.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych
zaréwno wsréd szkdt biorgcych udziat w etapie testowania jak réwniez szkét losowo
wybranych, ktore nie wziety udziatu w tym etapie.

Wartos¢ docelowa: cel zostanie osiggniety, jezeli co najmniej 32 placéwki zadeklaruja
che¢ wziecia udziatu w projekcie.

. Zwiekszenie zainteresowania ucznidow szkdt ponadgimnazjalnych kontynuacjg
ksztafcenia na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na
wiedzy

Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie odsetek uczniéw biorgcych udziat w badaniu

ankietowym, ktéry uzna, ze wprowadzanie i uzywanie narzedzi typu platforma e-matura
korzystnie wptywa na popularyzacje przedmiotow Scistych i tym samym na zwiekszenie liczby
ucznidéw zainteresowanych kontynuacja nauki na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla
gospodarki opartej na wiedzy.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych
w gronie uzytkownikow platformy e-matura. Badania te przeprowadzone bedga dla kazdego
uczestnika dwukrotnie: najpierw podczas badania w klasie przedmaturalnej a pdiniej w
klasie maturalnej, dlatego mozina bedzie poréwnaé¢ odpowiedzi przed korzystaniem z
platformy jak i po e-egzaminie.

Warto$¢ docelowa: Cel zostanie osiggniety, jesli 20% bioracych udziat w ankiecie
uzna, ze wprowadzanie i uzywanie narzedzi typu platforma e-matura korzystnie wptywa na
popularyzacje przedmiotow Scistych itym samym na zwiekszenie liczby uczniéw
zainteresowanych kontynuacjg ksztatcenia na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla
gospodarki opartej na wiedzy.
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8.4 W jaki sposob nasz projekt moze pomoc?

Elektroniczna forma przeprowadzania egzamindw rozwigzuje wiele problemdéw.

1. Przede wszystkim zmniejszone zostang koszty przeprowadzenia egzaminu gdyz poza
jednorazowym wydatkiem na sprzet, oprogramowanie ijego utrzymanie nastepne
egzaminy moga sie juz odbywaé przy minimalnych kosztach eksploatacyjnych.
Ponadto znikajg tez koszty, jakie nalezy ponies¢ na opfacenie nauczycieli
sprawdzajacych prace egzaminacyjne,

2. Dostarczenie pytan do jednostek egzaminujacych jest w petni bezpieczne i poufne
automatyczne i dziata na zasadzie szyfrowania kluczem asymetrycznym pochodzgcym
z certyfikatow wystawionych przez autoryzowane jednostki certyfikujgce. Dzieki
takiemu podejsciu pytania docierajg bezpiecznie do odbiorcy bez mozliwosci ich
,wycieku”. Serwery zdanymi s3 wt3czane do sieci dopiero w momencie
uruchomienia e-matury. Co eliminuje wczesniejsze wtamania hakerow.

3. Elektroniczna matura pozwala uzyska¢ natychmiastowy wynik, poniewaz system
wedtug zadanych parametréw dokona analizy i sprawdzenia prac dostarczajac do
ucznia wynik zaraz po zakonczonym egzaminie dajac egzaminowanej osobie o wiele
wiekszy komfort psychiczny.

4. Elektroniczna matura_znaczaco ogranicza mozliwos¢ , Sciggania”.

5. Kolejnym elementem, na jaki pozwala elektroniczne egzaminowanie jest zbieranie
danych statystycznych o czasie trwania iliczbie powtdérzern poszczegdéinych
czynnosci w trakcie rozwigzywania egzaminu. Co umozliwia doskonalenie zadan
ulepszanie dydaktyki, gdyz kazdy nauczyciel otrzyma dane, wskazujace w jakim
obszarze uczen ma najwieksze braki, aby mozna bylo je jeszcze odpowiednio
wczesnie skorygowaé. Uzyskanie takich informacji z matur tradycyjnych nie jest
mozliwe. W systemie gromadzone beda wyniki umozliwiajagce prowadzenie badan
statystycznych przez uzytkownikéw produktu, a odbiorcom wskazg obszary,
w ktorych wystepujg braki wiedzy potrzebnej do zdania egzaminu maturalnego
z matematyki. Przeprowadzenie egzaminu maturalnego w wersji elektronicznej
z wykorzystaniem budowanego systemu informatycznego daje dodatkowe
mozliwosci zbierania i analizy danych. w przeprowadzonej w kwietniu 2011 prébnej
e-maturze system egzaminacyjny zapisywat m. in. nastepujace informacje:

1) Liczbe préb rozwigzania danego zadania;

2) Sumaryczny czas spedzony przez ucznia nad danym zadaniem (razem we
wszystkich prébach);

3) Oczywiscie liczba punktow uzyskanych za zadanie. w przypadku braku punktéw za
zadanie system rozrézniat sytuacje:

a) uczen probowat rozwigzywac i uzyskat 0 punktéw,

b) uczen nie podjat préby podania odpowiedzi.

Czas spedzony przez ucznia nad danym zadaniem jak i liczbe préb rozwigzania
danego zadania mozna traktowaé, obok liczby punktéw uzyskanych za zadanie, jako
swoiste miary trudnosci zadania. Patrzenie na uzyskang przez ucznidéw punktacje
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z uwzglednieniem w/w danych oraz np. informacji na temat liczby uczniéw, ktérzy nie
podjeli préby rozwigzania zadania pozwala wyciggngé o wiele wiecej wnioskéw niz
bytoby to mozliwe tylko w oparciu samg punktacje.

Informacje te sg cenne zaréwno dla egzaminatoréw jak i nauczycieli oraz uczniéw.

Na podstawie przeprowadzonej krétkiej analizy nasuwajg sie nam nastepujace

whioski:

skumulowana informacja o punktacji, czasie rozwigzania i liczbie
powrotéw do danego zadania mogg stanowi¢ cenne wskazéwki dla
nauczyciela i ucznia. Nawet zadowalajgca punktacja za zadanie przy duzej
liczbie powrotéw do zadania i dtugim czasie rozwigzania moga $wiadczyé
o zbyt stabym wycwiczeniu i ugruntowaniu danej partii materiatu;

fakt braku podejmowania préoby rozwigzania danego zadania np. na
egzaminie maturalnym mimo zgodnosci tresci zadania z podstawg
programowg powinien by¢ sugestig dla egzaminatoréw , aby by¢ moze
zmieni¢ forme zadania;

informacje o srednim czasie rozwigzania danego zadania (szerzej — zadania
danego typu) pomogg lepiej dopasowac czas egzaminu do rzeczywistego
poziomu trudnosci zadan (tzn. poziomu trudnosci z punktu widzenia
ucznia).?

6. wykorzystanie infrastruktury informatycznej szkét

7. utatwienie dostepu 0s6b niepetnosprawnych do egzaminéw

2 Badania wlasne
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8.5 Grupy, ktdre moga korzystac ze wsparcia

Zatozenia projektu wskazujg, iz finalnie z wypracowanej, przetestowanej
i udostepnionej platformy bedg korzystali uczniowie klas maturalnych z terenu wojewddztwa
tédzkiego przystepujacy do egzaminu maturalnego z matematyki. Jak zostato wspomniane
wczesniej na etapie testowania do grupy docelowej zostang wiaczeni takze uczniowie klas
przedostatnich (drugich w przypadku liceum, trzecich w przypadku technikum)

Platforma zostanie udostepniona rdéwniez uczniom z niepetnosprawnosciami. Grupa
docelowa to réwniez wszyscy uczniowie szkét ponadgimnazjalnych, ktérzy wobec braku
mozliwosci korzystania zzaje¢ dodatkowych lub tez chcacy na biezgco weryfikowad
posiadang wiedze dzieki oferowanemu, innowacyjnemu wsparciu bedg mogli przeciwdziata¢
dysproporcjom wystepujagcym w poziomie przekazywanej w szkole wiedzy jak réwniez
w nierédwnym dostepie do zaje¢ pozalekcyjnych.
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Ksigzka przygotowana w ramach projektu ,,E-matura’, wspélfinansowanego przez Unie Europejska
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tet III Wysoka jako$¢ systemu oswiaty, Dziatanie 3.3 Poprawa jakosci ksztalcenia, Poddzialanie
3.3.4 Modernizacja tresci i metod ksztalcenia - projekty konkursowe.

© copyright by Politechnika L.odzka, £6dz 2013

3
w
[

O H

&
—
I~ =

17‘5-‘
39

N —
U —
V) ——
—
- =
Y —
[T,

1

(=

88 7 8

Ksigzka jest dystrybuowana bezplatnie



