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2 ZESTAWA

Zadania zamkniete

Zadanie 1. (1 pkt.)

Wyznacz 11% z liczby 11.

a)11,11  b)1,1 ¢ 1,21 d)12,1

Zadanie 2. (1 pkt.)

Oblicz ile procent liczby 12 stanowi liczba 1,8.

a)6,6)% b)21,6% ¢)10% d)15%



Zadanie 3. (1 pkt.)

Oblicz log19 — log39.
3

a)—4 b) 0 ¢4 d)1

Zadanie 4. (1 pkt.)
Podaj przyblizenie Iiczby% z doktadnoscig do 3 miejsc po przecinku.

a) 0,666 b) 0,366 c) 0,3667 d) 0,367



Zadanie 5. (1 pkt.)
Réwnanie |x + 4| =0

a) nie marozwigzan.

b) ma doktadnie jedno rozwigzanie.
c) ma doktadnie dwa rozwigzania.
d) ma wiecej niz dwa rozwigzania.

Zadanie 6. (1 pkt.)
Wskaz réwnanie prostej prostopadtej do prostej o réwnaniu y = —x — 2.

aJy=-2x+1 b)) y=2x+3 cy=-—x+2 d)y=x-2

Zadanie 7. (1 pkt.)
Wyznacz odlegtos¢ punktéw A(1,4), B(0, 2).

a)Vs b)V3 )5 d)9



Zadanie 8. (1 pkt.)
W tréjkacie katy wewnetrzne majg odpowiednie miary : @, 2a + 30°, a + 30°. Wtedy

a)a =45 b) a=30° c)a = 105° d) a =15°

Zadanie 9. (1 pkt.)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,), gdzie a,34 = 128, ay34 = 256. Wtedy

ajr=2 b)r =128 cgr=32 d)r=64



Zadanie 10. (1 pkt.)

Dany jest ciag geometryczny (a,), gdzie a; = —1, a;1, = 1. Wtedy

alg=1 bjg=-1 cq=0 dgq=g

Zadanie 11. (1 pkt.)

Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 2x? + 4x + 1. Wyznacz wspétrzedne wierzchotka paraboli.

aAW(-1,-1) bW(=1,-5 oW(=21) dW(=2-1)



Zadanie 12. (1 pkt.)

s . X x-1 . . . .
Wyrazenie Py dlax #1 ix # —1 mozna zapisa¢ w postaci:

-x+1
x2-1

3x+2
x2-1

3x-1 d) fil

x2-1 x-1

a) b) c)

Zadanie 13. (1 pkt.)

Srodek okregu o réwnaniu (x + 2)% + (y — 1)? = 16 jest w punkcie o wspétrzednych

a) (=2,1) b) (1,-2) 0 (21) d) (=2,1)



Zadanie 14. (1 pkt.)

Srodek odcinka AB lezy w punkcie S(0, 4). Punkt B ma wspétrzedne B = (2, 8). Wtedy

a)A=(2,4) b)) A=(-2,0) c)A=(20) dA=(—40)

Zadanie 15. (1 pkt.)

Suma kolejnych trzech liczb naturalnych parzystych wynosi 186. Najwieksza z nich to

a)62  b)66 )60 d)64



Zadanie 16. (1 pkt.)

Wskaz uktad sprzeczny.

3
x—=-y=1 x+y=4 — x—y=1
a) 2 b) { 9 {4x+8y 1 d){

3 5 3
x-|—y=% 8x—;y=—4 x+2y=3 §x+§y:4

Zadanie 17. (1 pkt.)

W 2003 roku mama Ani miata 27 lat. Ania urodzita sie w 1999. O ile lat Ania jest mtodsza od mamy?

a) 25 lat b) 23 lata c) 22 lata d) 24 lata

-10-



Zadanie 18. (1 pkt.)

W 2003 roku mama Ani miata 27 lat. Ania urodzita sie w 1999. lle lat miata mama Ani w 1990 roku?

a) 15 lat b) 14 lat c) 13 lat d) 12 lat

Zadanie 19. (1 pkt.)

Stosunek dtugosci promienia okregu opisanego na kwadracie do dtugosci promienia okregu
wpisanego w ten kwadrat wynosi

A2 bV gi o2

-11-



Zadanie 20. (1 pkt.)

Stosunek dtugosci bokdéw prostokata jest rowny 4: 3. Wtedy stosunek dtugosci obwodu do dtugosci
przekatnej jest rowny

5 7 14 5

Zadanie 21. (1 pkt.)

5

Wiadomo, ze w tréjkacie prostokgtnym sin(a) = = Wtedy
a)sin(90° — ) == b)sin(90° —a) = = ¢) sin(90° — @) == d) sin(90° — a) = =
13 13 12 13

-12-



Zadanie 22. (1 pkt.)

Objetos¢ walca, ktorego przekrojem osiowym jest kwadrat o boku dtugosci 4 jest réwna

a)64m  b)32m c)16m d) %z

Zadanie 23. (1 pkt.)

Srednia arytmetyczna z liczb: -32456, -45798, 20, 32457, 45797 jest

a) wieksza niz 4.

b) réwna 4.

¢) mniejsza niz 4 i wieksza od zera.
d) ujemna.

-13-



Zadanie 24. (1 pkt.)

Rzucamy trzy razy monetg. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze co najmniej raz otrzymamy orta.

3

a); b) o d)3

[eH RN

Zadanie 25. (1 pkt.)

Dany jest zbidr cyfr {1, 2, 4, 9}. lle mozna utworzy¢ réznych trzycyfrowych liczb nieparzystych? {Cyfry
mogg sie powtarzac}

a)32 b)6 )9 d)27

-14-



Zadanie 26. (2 pkt.)

Napisz wzor funkcji kwadratowej, ktérej miejscami zerowymi sg liczby —3,2 oraz wykres
funkcji przecina o$ OY w punkcie (0, —12).

Zadanie 27. (3 pkt.)

Dla jakiej wartosci x cigg postaci (2x + 6,2x + 1,x% — 2x) jest ciggiem arytmetycznym.
Wyznacz wzdr na n-ty wyraz tego ciggu.

-15-



Zadanie 28. (3 pkt.)

Rzucamy jeden raz dwiema kostkami szesciennymi. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma
uzyskanych oczek bedzie wieksza od ich iloczynu.

-16-



Zadanie 29. (5 pkt.)

Dany jest wykres funkcji:

A ]

=2

B A

5]

S

)}

oo

-
[e=]

a) Wyznacz zbiér wartosci funkcji f...ocoeveveiennneee
b) Najwiekszg wartos¢ funkcja f przyjmuje dla x =....
c) Argument dla ktérego funkcja f przyjmuje wartosé -2 jest rowny......

d) Funkcja f jest rosngca w przedziale ...................

e) Uzupetnij f(—=1) = f(.....).

-17-




Zadanie 30. (2 pkt.)

Zapisz ukfad réwnan liniowych, ktérego interpretacje geometryczng przedstawiono na ponizszym
wykresie.

-18-



Zadanie 31. (2 pkt.)

Uzasadnij, ze jedli ciag (a,) jest arytmetyczny, to suma n-poczatkowych wyrazéw tego ciagu
nie moze wyrazaé sie wzorem S,, = n? + 2.

Zadanie 32. (2 pkt.)

Uzasadnij, jesli funkcja f jest rosnacai f(3) + f(8) = 10, to f(0) + f(7) < 10.

-19-



Zadanie 33. (5 pkt.)

Pole powierzchni podstawy stozka wynosi 300m. Tworzaca stozka jest nachylona do
podstawy pod katem 30°. Wyznacz objeto$é stozka.

-20-



3 ZESTAWB

Zadania zamkniete

Zadanie 1. (1 pkt.)

Wyznacz 9% z liczby 9.

a)8,l1  b)0,01 )01 d)0,81

Zadanie 2. (1 pkt.)

Oblicz ile procent liczby 15 stanowi liczba 3,3.

a)0,(45)%  b)33%  )4,95% d)22%

-21-



Zadanie 3. (1 pkt.)
Oblicz log, 1—16 —log,16.

a)—6 b) -2 c)2 d)1

Zadanie 4. (1 pkt.)
Podaj przyblizenie Iiczby% z doktadnoscig do 3 miejsc po przecinku.

a) 0,944 b) 0,945 c) 09444 d) 0,444

-22-



Zadanie 5. (1 pkt.)

Réwnanie |x — 3| = -3

a) nie ma rozwigzan.

b) ma doktadnie jedno rozwigzanie.
¢) ma doktadnie dwa rozwigzania.

d) ma wiecej niz dwa rozwigzania.

Zadanie 6. (1 pkt.)
Wskaz rownanie prostej prostopadtej do prostej o réwnaniu y = %x - 3.

a)y=—x—-2 b)y=2x+3 cJy=-2x+1 d)y=x+2

Zadanie 7. (1 pkt.)
Wyznacz odlegtos¢ punktéw A(2, 1), B(0, 2).

a)V5 b) V2 )5 d)1

-23-



Zadanie 8. (1 pkt.)
W tréjkacie katy wewnetrzne majg odpowiednio miary : 2a, a + 15°, 2a + 15°. Wtedy

a)a=45" b) a=30° c)a = 105° d) a =15°

Zadanie 9. (1 pkt.)

Dany jest ciggu arytmetyczny (a,), gdzie a3 = 340, a;39 = 400. Wtedy

a)r=3 b)r =20 cJr=10 d)r=360

-24-



Zadanie 10. (1 pkt.)

Dany jest ciag geometryczny (a,), gdzie a; = —1, a9, = 1. Wtedy

ajg=-1 b)g=1 cJgq=0 d)q=50

Zadanie 11. (1 pkt.)

Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 2x? — 12x + 21. Wyznacz wspétrzedne wierzchotka paraboli.

A W(=6,6) bW(=624) cW(=3,-3) dW(3,3)

-25-



Zadanie 12. (1 pkt.)

s . X x+1 . . . s .
Wyrazenie Py dlax # 1 ix # —1 mozna zapisa¢ w postaci:

X+1
x2-1

3x—-1
x2-1

—3x+1
x2-1

—3x—-1
x2-1

a) b) c) d)

Zadanie 13. (1 pkt.)

Srodek okregu o réwnaniu (x + 1) + (y — 2)? = 16 jest w punkcie o wspétrzednych

a) (2, 1) b) (=1, —2) ) (2,-1) d) (-1, 2)

-26-



Zadanie 14. (1 pkt.)

Srodek odcinka AB lezy w punkcie S(4, 6). Punkt B ma wspétrzedne B(0, 2). Wtedy

a)A(2,4) b) A(8,10) ) A(-2,-2) d)A(2,3)

Zadanie 15. (1 pkt.)

Suma kolejnych trzech liczb naturalnych nieparzystych wynosi 111. Najwieksza z nich to

a)4l  b)33 )39 d)43

-27-



Zadanie 16. (1 pkt.)

Wskaz uktad sprzeczny.

7
2x—-y=1 x+y=4 — R
a) * b { C){x+y ! d){ ¥-y=1

7
x+y=; Tx—yy=—4 x—y=3 4x —4y =12

Zadanie 17. (1 pkt.)

W 2001 roku mama Ani miata 28 lat. Ania urodzita sie w 1995. O ile lat Ania jest mtodsza od mamy?

a) 23 lata b) 22 lata c) 21 lat d) 24 lata

-28-



Zadanie 18. (1 pkt.)

W 2001 roku mama Ani miata 28 lat. Ania urodzita sie w 1995. lle lat miata mama Ani w 1990 roku?

a) 14 lat b) 15 lat c) 17 lat d) 16 lat

Zadanie 19. (1 pkt.)

Stosunek dtugosci promienia okregu wpisanego w kwadrat do dtugosci promienia okregu opisanego
na tym kwadracie wynosi

A2 ovZ 9f @

-29-



Zadanie 20. (1 pkt.)

Stosunek dtugosci bokdéw prostokata jest rowny 3: 4. Wtedy stosunek dtugosci obwodu do dtugosci
przekatnej jest rowny

5 7 14 5

Zadanie 21. (1 pkt.)

Wiadomo, ze w tréjkacie prostokgtnym sin(a) = % Wtedy

5

; 0 _ o) =2 ; 0_ o) = 7 ; 0_ o) =2 ; 0_ o) =12
a)sin(90° — a) = " b) sin(90° — a) = " c) sin(90° — o) = = d) sin(90° — ) = "

-30-



Zadanie 22. (1 pkt.)

Objetos¢ walca, ktorego przekrojem osiowym jest kwadrat o boku 8 jest rowna

a)512r  b) 1287 c)8n d)%n

Zadanie 23. (1 pkt.)

Srednia arytmetyczna z liczb: —45796, —34348, 40, 34347, 45797 jest

a) wieksza niz 8.

b) réwna 8.

¢) mniejsza niz 8 i wieksza od zera.
d)ujemna.

-31-



Zadanie 24. (1 pkt.)

Rzucamy trzy razy monety. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze co najmniej dwa razy otrzymamy
reszke.

3

a)% b) c)% d)2

[c-B RN}

Zadanie 25. (1 pkt.)

Dany jest zbidér cyfr {1,8,4,7,9}. lle mozna utworzy¢ réznych czterocyfrowych liczb parzystych?
{Cyfry mogg sie powtarzac}

a)48 b)250 ¢)125 d)240

-32-



Zadanie 26. (2 pkt.)

Napisz wzor funkcji kwadratowej, ktorej miejscami zerowymi sg liczby 1, —4 oraz wykres
funkcji przecina 0$ OY w punkcie (0, —8).

Zadanie 27. (3 pkt.)

Dla jakiej wartoéci x cigg postaci (2x + 2,2x + 3,x% + 1) jest ciggiem arytmetycznym.
Wyznacz wzdr na n-ty wyraz tego ciggu.

-33-



Zadanie 28. (3 pkt.)

Rzucamy jeden raz dwiema kostkami szesciennymi. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma
uzyskanych oczek bedzie mniejsza od ich iloczynu.

-34-



Zadanie 29. (5 pkt.)

Dany jest wykres funkcji:

3]
N

[EIR I

D O =

[c]

a

[}

o s

5]

B W

[+

a) Wyznacz zbidr wartosci funkcji f ...ccoeveveeiennene

b) Najmniejszg wartos¢ funkcja f przyjmuje dla x =...

c) Argument dla ktérego funkcja f przyjmuje wartos¢ 1 jest réwny......
d) Funkcja f jest rosngca w przedziale ....................

e) Uzupetnij f(0) = f(.....)

-35-



Zadanie 30. (2 pkt.)

Zapisz ukfad réwnan liniowych, ktérego interpretacje geometryczng przedstawiono na ponizszym
wykresie.

-36-



Zadanie 31. (2 pkt.)

Uzasadnij, ze jesli ciag (a,) jest geometryczny, to suma n-poczatkowych wyrazéw tego ciagu
nie moze wyrazaé sie wzorem S,, = n? + 8.

Zadanie 32. (2 pkt.)

Uzasadnij ze, jesli funkcja f jest malejacai f(2) + f(6) = 6,to f(3) + f(10) < 6.

-37-



Zadanie 33. (5 pkt.)

Pole powierzchni podstawy stozka wynosi 150m. Tworzaca stozka jest nachylona do
podstawy pod katem 60°. Wyznacz objeto$é stozka.

-38-



4 Schemat punktowania -Zestaw A

Zadania zamkniete.

Numer
Zadania

Liczba
punktow

Prawidtowa
odpowiedz
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RiR(R|IRIRrRIRR(R|(R|IRPR|IPR|IPR(R(RIR[R|(R|R|R|R|R[R R

@@ OIOO0O®® @ OO I>OP>P®O® >0 ®® 0O >0

Zadania otwarte.

Zadanie 26. (2 pkt.)

Zapisanie uktadu rownan: {4a + 2b + ¢ = 0.

Wyznaczenie wzoru funkgji f(x) = 2x% +2x — 12, lub f(x) =2 (x + 3)(x — 2)

9a—-3b+c=0

c=-12

-390-



Zadanie 27. (3 pkt.)

(2x+6)+(x2-2x)

Zapisanie wtasnosci: 2x + 1 = s 1 pkt.
WYZNACZENIE X2 X = 2 oo eteeietieeee e e ettt eesteses et et eassaesbeses et st sasebesessestesans et st nsasnsseseas 1 pkt
Podanie Wzoru Ciggu: Gy = 15 — 571 it s es e s asn e 1 pkt

Zadanie 28. (3 pkt.)

Wyznaczenie mocy zbioru wszystkich zdarzer elementarnych: |Q| = 36....cccccoveveevrnnee

Wyznaczenie zdarzen sprzyjajgcych ijej mocy A=

{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4,(1,5),(1,6),(2,1),(3,1), (4, 1), (5 1), (6, 1)}, |A] = 11 .... 1 pkt
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) = % = % ................................................. 1 pkt.
Zadanie 29. (5 pkt.)

Wyznaczenie zbioru wartos$ci funkcji f: < —7;2 > e 1 pkt
Wyznaczenie najwiekszej wartosci funkcji f: X = 0 cvceeeveeeneeeree s 1 pkt
Wyznaczenie argumentu dla ktérego funkcja f przyjmuje wartos¢ (—2): (—2) lub 2 .... 1 pkt
Wyznaczenie funkgcji f na ktédrym jest ona rosngca: < —2;0) ..coeoeeercecnnecnnesnnenene e 1 pkt
Uzupetnienie: (1) = F1) et ses st st s ses st st s sss s snes 1pkt
Zadanie 30. (2 pkt.)

. o (y=—x+4

Zapisanie uktadu réwnan: {y D Q] s 2pkt
Zadanie 31. (2 pkt.)

Zapisanie wiasnosci: aq =Sy, ap, =S, —Spo =12 +2—-M—1)2—2=2n—1 ... 1 pkt.
Uzasadnienie, ze cigg nie jest arytmetyczny, np. nie spetnia wiasnosci a, = % ................... 1 pkt.

Zadanie 32. (2 pkt.)

-40-



Zapisanie warunkow: 3 > 0 = f(3) > f(0), 8> 7 = f(8) > f(7) v, 1 pkt.

Uzasadnienie, np. dodajac réwnosci stronami otrzymujemy f(0) + f(7) < 10 ccveveeenne.e. 1 pkt.

Zadanie 33. (5 pkt.)

WYZNACZEMIE T 1= 10V3 oot eee s e 1 pkt.
WY o b= Tor 2= o 1IN ) - OO TR 1pkt.

S

l
H
7
\B_/A
. H 3 H

Metoda wyznaczenia H : tg(30°) = P T 1 pkt
WYZNACZENIE H: H = 10 ccoooeeeeeeetieee ettt ettt e et st e v e st e s st et ses s s s eaas 1 pkt.
Obliczenie objetos¢ stozka V = é "By  H = 100070 oo 1 pkt.

-41-



5 Schemat punktowania -Zestaw B

Zadania zamkniete.

Numer Liczba Prawidtowa
Zadania punktéow odpowiedz
1 1 D

OO N|O U~ |wWN

=
o

[y
=

[EEN
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[EEY
w

[EEN
(2}

[
()}

[EEN
~

[EEY
0o

[
(\e]

N
o

N
[

N
N

N
w

N
D
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D

RPlRrRP|IP|IP|IP|IP|IP|IP|IRP|IPIPIPIPIPIPIPIRP[RPIRP[RP[RP|[R|F

O I>O>O OO0 O|0O|0|>|®®m|(>0|> > >0

N
(6]

Zadania otwarte.

Zadanie 26. (2 pkt.)

a+b+c=0
Zapisanie uktadu rownan: 116a — 4b 4+ ¢ = 0 oo 1 pkt.
c=-8

Wyznaczenie wzoru funkcji f(x) = 2x%2 + 6x — 8, lub f(x) =2 (x — 1)(x + 4) ........1 pkt.

-42-



Zadanie 27. (3 pkt.)

(2x+2)+(x2+1)

Zapisanie wtasnosci: 2x + 3 = T s 1 pkt.
WYZNACZENIE X: X = —1 V X = 3 ettt e e e e s e e e e ans 1 pkt.
Podanie wzoru ciggu: a, =1 — 1, Q) S T4 7 oo s 1 pkt.

Zadanie 28. (3 pkt.)

Wyznaczenie liczby zbioru wszystkich zdarzen elementarnych: [Q] = 36......cccvevrevecnnnee 1 pkt.

Wyznaczenie zdarzer przeciwnych ijejliczby A" =
{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1),(6,1),(2,2)}, |1A"| = 12

1

Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) =1 —-—P(A" ) =1— 3= % veverererene 1 pKEL

Zadanie 29. (5 pkt.)

Wyznaczenie zbioru warto$ci funkcji f: < —1;6 > oo 1 pkt.
Wyznaczenie najwiekszej wartosci funkcji 1 = 9 oo 1 pkt.
Wyznaczenie argumentu dla ktérego funkcja f przyjmuje warto$¢ 1: 7 ....cccceovveevneenene. 1 pkt.
Wyznaczenie przedziatu funkcji f na ktérym jest rosngca: (0, 2)..c.cceveveeereneeeneeenceennnne 1 pkt.
Uzupetnienie: f(0) = F(6) wrrmrrierrnisiresessseseesseesis s ssssssssssss s e ssssssssssssssssssssessessssssnen 1pkt.

Zadanie 30. (2 pkt.)

_ o (y=x+4
Zapisanie uktadu réwnan: {y L g QT 2pkt
Zadanie 31. (2 pkt.)
Zapisanie wiasnosci: a; =S;, G, =S —Sp-1 =n?+8—(n—1)2—=8=2n+ 1 cecessrreernn. 1 pkt.
Uzasadnienie, ze ciag nie jest geometryczny, np. nie spetnia wlasnosci a3 = a; - az ..cooeeve.... 1 pkt.
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Zadanie 32. (2 pkt.)

Zapisanie warunkéw: 3 > 2 = f(3) < f(2),10 > 6 = f(10) < f(6) wvverrrrrrrrereenrrererneneenrenens 1 pkt.

Uzasadnienie, np. dodajac réwnosci stronami otrzymujemy f(3) + f(10) < 6 wcoveevvevevernnenee 1 pkt.

Zadanie 33. (5 pkt.)

WYZNACZENMIE T2 1= 5V oo oo eeeeee e ess oo ses s ses e ses s ese s e ses s see e see e 1 pkt.
WY A o b= Tor 2= o 1N - [OOSR 1pkt.

S

l
H
7
\B_/A

Metoda wyznaczenia H : tg(60°) = g, V3 = % .................................................................. 1 pkt.
WYZNACZENIE H: H = 15VZ oo eeeeee s se s et s st ses s 1 pkt.
Obliczenie objetos¢ stozka V = % “By-H = Y4102 1 pkt.
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6 Rozwijzania - Zestaw A

Zadania zamkniete

Zadanie 1. (1 pkt.)

Wyznacz 11% z liczby 11.
a) 11,11 b) 1,1 c)1,21 d)12,1
Rozwigzanie:

Pierwszy sposob

1% danej liczby to 0,01 tej liczby, zatem:
11%-11=0,11-11=1,21
Drugi sposéb

Korzystamy z wtasnosci proporcji:

100% --------- 11
y L7 J— x
Zatem
x=11% ~11=121
100% ’

Zadanie 2. (1 pkt.)
Oblicz ile procent liczby 12 stanowi liczba 1,8.
a) 6,(6)% b) 21,6% c)10% d)15%

Rozwigzanie:

1,8
12

-100% = 0,15-100% = 15%
Zadanie 3. (1 pkt.)
Oblicz log19 — log39.

3

a)—4 b) 0 c)4 d)1
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Rozwigzanie

Pierwszy sposdb

‘ Ogolnie: log,b = c & a® =b, gdziea,b >0ia # 1.

Zatem

1X 1X 1—2
1"%9:“:’(5) =9<:’(§) =(§) =x=-2

log;9=yo3¥=93y=32y=2
W rezultacie

log19 —logs9=-2-2=—4
3

Drugi sposéb
Przypomnijmy

log.b

e Wz6r na zmiane podstawy logarytmu: log, b = gdziea,b,c >0ia,c# 1.

logca’

e Wtasnoséé: log, b™ =n-log, b, gdzieab>0ia # 1.

Zatem
log3 9 log; 32 2-logs 3
log19 —log;9 = —>—= —logz; 9 =————logz 32 =—————2-log3 3 =
3 : logg% 7 logg 37! °7 T —1-log33 ¥
2-1

=—=2:1=-2-2=-4
-1-1
Zadanie 4. (1 pkt.)
Podaj przyblizenie Iiczby% z doktadnoscig do 3 miejsc po przecinku.
a) 0,666 b) 0,366 c) 0,3667 d) 0,367

Rozwigzanie

Dzielac 11 przez 30 uzyskujemy utamek dziesietny o rozwineciu dziesietnym nieskoriczonym
okresowym: 0,366666 ...

Mamy zaokragli¢ utamek do 3 miejsc po przecinku. Patrzymy zatem na czwartg cyfre 0,366|§|66

Jest wieksza badz réwna 5, zatem cyfre na trzecim miejscu po przecinku zwiekszamy o jeden, za$
pozostate cyfry rozwiniecia poczagwszy od czwartego miejsca po przecinku odrzucamy. Uzyskujemy
wiec 0,367.
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Zadanie 5. (1 pkt.)
Réwnanie |x + 4| =0

a) nie marozwigzan.

b) ma doktadnie jedno rozwigzanie.
¢) ma doktadnie dwa rozwigzania.
d) ma wiecej niz dwa rozwigzania.

Rozwigzanie
Powyisze rownanie bedzie spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie spod znaku wartosci
bezwzglednej przyjmie wartos¢ zero.
x+4|=0ex+4=0x=—4
Zatem réwnanie to ma dokfadnie jedno rozwigzanie.

Zadanie 6. (1 pkt.)

Wskaz rownanie prostej prostopadtej do prostej o réwnaniu y = —x — 2.
a)y=-2x+1 b) y=2x+3 c¢y=—x+2 d)y=x-2
Rozwigzanie

Ogodlnie: Niech dane bedga proste k oraz | odpowiednio o réwnaniach:

k:y =a;x+ by

l:y =ayx+ b,
kllea a,=-1
Czyli:

Proste k oraz [ sg prostopadte, gdy iloczyn ich wspdtczynnikéw kierunkowych wynosi (-1).

Zatem do prostej y = —x — 2 jest prostopadta prosta y = x — 2.

Zadanie 7. (1 pkt.)

Wyznacz odlegtos$¢ punktow A(1,4), B(0, 2).
a) V5 b)VZ o5 d)9
Rozwigzanie

Ogdlnie: Niech dane bedg punkty A(x,,y,) oraz B(x,,yp). Odlegtos¢ miedzy tymi punktami
wynosi |AB| = \/(xp = xa)? + (7 — Ya)?-
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Zatem, w warunkach zadania:

|AB| = /(0 - 1D2+(2-4)?=V1+4 =5

Zadanie 8. (1 pkt.)
W tréjkacie katy wewnetrzne majg odpowiednio miary : «, 2a + 30°, & + 30°. Wtedy
a)a =45 b) a=30° c)a =105° d) a =15°
Rozwigzanie
| ‘ Ogodlnie: Suma miar katéw wewnetrznych w tréjkgcie wynosi 180°.

Stosujgc powyzszg wtasnosé w warunkach zadania uzyskujemy rownanie:
a+2a+30°+ a+30°=180°

Rozwigzujemy je wzgledem niewiadomej o
4a = 120°
Zatem

a = 30°

Zadanie 9. (1 pkt.)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,), gdzie ays, = 128, ayz¢ = 256. Wtedy
ajr=2 b)r =128 cJr=32 d)r=64

Rozwigzanie

Pierwszy sposéb

Ogdlnie: Niech dany bedzie cigg arytmetyczny (a,,), ktérego pierwszy wyraz wynosi a; zas
roznica jest rowna r. Wzér na n-ty wyraz tego ciggu ma postac:

a,=a;+(n—-1)r

Stosujgc w warunkach zadania powyzszy wzdr uzyskujemy ukfad réwnan

{a234 = a1 + (234’ - 1) T
a3 = Q1 + (236— 1) T

-48-



Zatem

{al +233r =128
a, + 235r = 256

Do rozwigzania ukfadu zastosujmy np. metode przeciwnych wspétczynnikéw. W tym celu mnozymy
pierwsze réwnanie przez (-1)

{—al —233r =—-128
a, + 235r = 256

Nastepnie dodajemy réwnania stronami

Do rozwigzania uktadu brakuje jeszcze wyznaczenia a4, ale znajomos$¢ wartosci tej niewiadomej jest
zbedna w tym zadaniu.

Drugi_sposéb

Q36 — Qp34 = 2r = 256 — 128 = 128, zatem r = 64.

Zadanie 10. (1 pkt.)

Dany jest ciggu geometryczny a,, gdzie a; = —1, a;1, = 1. Wtedy

ajg=1 bjg=-1 dq=0 dg=g
Rozwigzanie

Ogdlnie: Niech dany bedzie cigg geometryczny (a,,), ktérego pierwszy wyraz wynosi a, za$
iloraz jest réwny q. Wzdr na n-ty wyraz tego ciggu ma postac:

— n—-1
an =4dy - q

Stosujgc w warunkach zadania powyzszy wzdr uzyskujemy réwnanie

Ay, = —1-q'*71
Zatem
—1-gqMt=1
Wiec
gt =1
Ostatecznie
q=-1



Zadanie 11. (1 pkt.)

Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 2x? + 4x + 1. Wyznacz wspétrzedne wierzchotka paraboli.

AW(=1,-1) bW(-1,-5) W(=21) d)W(-2-1)

Rozwigzanie

odpowiednio:

v =P

W 2a
-

Yw =737

A = b? — 4dac

W warunkach zadaniamamya = 2, b = 4, ¢ = 1. Zatem

A=42-4.2-1=8

w=327
Yw=g5=

Czyli wierzchotek paraboli W (—1,1).

Zadanie 12. (1 pkt.)

o N X x—1 N N . , .
Wyrazenie ey dlax # 1 ix # —1 mozna zapisa¢ w postaci:

—Xx+1 3x+2 3x-1 x+1
a) x2-1 b) x2-1 °) x2-1 d) x-1
Rozwigzanie

Ogodlnie: Skorzystamy z nastepujgcych wzoréw skréoconego mnozenia
e wzdr na réznice kwadratéw: (a — b)(a + b) = a? — b?
e wz6r na kwadrat réznicy: (a — b)? = a® — 2ab + b2.

Sprowadzamy do wspdlnego mianownika

Ogélnie: Niech dana bedzie funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0.
Parabola bedaca wykresem tej funkcji posiada wierzchotek w punkcie W (x,,,, y,,), gdzie

x  x—1_  x(x+1) (x—1)(x—1)_x(x+1)_(x—1)2

x—1 x+1 (x-Dx+1) @x-Dx+1) x2-1

-50-

x2—-1



Zapisujemy na wspdlnej kresce utamkowej i dokonujemy redukcji wyrazéw podobnych w liczniku

x+x—(x*-2x+1) x*+x—-x*+2x—-1 3x-1
x?—1 B x?-1 T x2-1

Zadanie 13. (1 pkt.)

Srodek okregu o réwnaniu (x + 2)2 + (y — 1)? = 16 jest w punkcie o wspétrzednych
a)(=2,1) b) (1,-2) c (2,1 d) (-2,1)
Rozwigzanie

| Ogdlnie: Rdwnanie okregu o srodku w punkcie o wspétrzednych (a, b) i promieniur > 0 ma
postac

(x—a)>+ (x—b)? =r?
Zatem w warunkach zadaniaa = -2, b = 1.

Czyli srodkiem okregu jest punkt o wspoétrzednych (=2, 1).

Zadanie 14. (1 pkt.)

Srodek odcinka AB lezy w punkcie S(0, 4). Punkt B ma odpowiednio wspétrzedne B = (2, 8). Wtedy
a)A=(24) b) A=(=20) ¢)A=(20) dA=(-40)
Rozwigzanie

Ogdlnie: Niech bedg dane punkty A(x,,y,) oraz B(xp,yp). Niech punkt S(x;, y5) bedzie
$rodkiem odcinka AB. Wtedy

Xq+Xp

X = ——
s 2

_ Yat¥p
ST 2

Stosujgc powyzsze wzory w warunkach zadania uzyskujemy

Xq + 2
0=="73
Vg +8

4:—
2

Powyisze zaleznosci traktujemy jako réwnania, ktére rozwigzujemy odpowiednio wzgledem x,, V.
Uzyskujemy wéwczas: x, = —=2,y, =0

Szukany punkt A(—2,0).
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Zadanie 15. (1 pkt.)

Suma trzech kolejnych liczb naturalnych parzystych wynosi 186. Najwieksza z nich to
a) 62 b)66 )60 d)64
Rozwigzanie

Kolejne trzy liczby parzyste naturalne to: 2n, 2n+ 2, 2n+4. Zatem2n+2n+2 + 2n + 4 = 186.
Stad 6n = 180, wiec n = 30. Najwieksza liczba to, 60 + 4 = 64.

Zadanie 16. (1 pkt.)

Wskaz ukfad sprzeczny.

3
X—Zy=1 x+y=4 4x+8y=1 X—y=
a) 5 8x—2y=—4 {+2—3 DiEx+iy=4
x+y=2 Xy =- *+ay= s TEY
Rozwigzanie

Ogodlnie: Z geometrycznego punktu widzenia uktad dwdch réwnan z dwoma niewiadomymi
jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy wchodzace w jego sktad réwnania przedstawiajg
proste réwnolegte (o tym samym wspotczynniku kierunkowym) NIE pokrywajgce sie
(posiadajgce rozne wyrazy wolne).

Rozwazmy punkt a) po przeksztatceniu réwnan do postaci kierunkowej

4 4
y=3*73

L5
y=-x+3

Wspétczynniki kierunkowe wynoszg odpowiednio: g oraz (—1). Proste nie sg wiec rownolegte —

przecinajg sie. Powyzszy uktad réwnan jest zatem oznaczony (posiada doktadnie jedno rozwigzanie).
Jedyne rozwigzanie uktadu (x,y) interpretujemy jako wspotrzedne punktu przeciecia powyzszych
prostych.

Analogiczng sytuacje mamy w punktach b) oraz d). Wyjatek stanowi punkt c)

{8y=—4x+1
2y =—x+3
1 1
y=7"3*%g
1 3
y="3*%3

Wspétczynniki kierunkowe sg rowne (—%) za$ wyrazy wolne réine (odpowiednio: %, ;). Zatem

rownania przedstawiajg proste rownolegte NIE pokrywajace sie. Uktad jest sprzeczny.
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Zadanie 17. (1 pkt.)

W 2003 roku mama Ani miata 27 lat. Ania urodzita sie w 1999. O ile lat Ania jest mtodsza od mamy?
a) 25 lat b) 23 lata c) 22 lata d) 24 lata

Rozwigzanie

Postawione w zadaniu pytanie réwnie dobrze mozna sformutowad nastepujaco: lIle lat miata mama
w momencie urodzenia Ani? Oznaczmy szukang wielko$¢ przez x.

1999 — urodziny Ani (wiek Ani: 0 lat), wiek mamy: x lat.
2003 — wiek Ani: 4, wiek mamy: 27 lat.

x=27—-4=23

Zadanie 18. (1 pkt.)

W 2003 roku mama Ani miata 27 lat. Ania urodzita sie w 1999. lle lat miata mama Ania w 1990 roku?
a) 15 lat b) 14 lat c)13 lat d) 12 lat

Rozwigzanie

x —wiek mamy Ani w 1990 roku

x =27—-(2003-1990) =27 -13 =14

Zadanie 19. (1 pkt.)

Stosunek dtugosci promienia okregu opisanego na kwadracie do dtugosci promienia okregu
wpisanego w kwadrat wynosi

R N R

Rozwigzanie

” Ogélnie: Dtugoé¢ przekatnej kwadratu o boku dtugoéci a wynosi d = a+/2.

71
N
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Zauwazmy, ze dtugos¢ promienia okregu opisanego na kwadracie jest réwna potowie dtugosci
przekatnej tego kwadratu

d a2
2

Zauwazmy réwniez, ze dtugos¢ promienia okregu wpisanego w kwadrat jest réwna potowie dtugosci
boku tego kwadratu

_a
=32
Zatem
a2
R —5 av2
_= = —= 2
r a V2

Zadanie 20. (1 pkt.)

Stosunek dtugosci bokdéw prostokata jest rowny 4: 3. Wtedy stosunek dtugosci obwodu do dtugosci
przekatnej jest rowny

5 7 14 5
Rozwigzanie
D c
d 4a
A B

3a

Niech Ob oznacza obwdd prostokata, zas d - dtugos¢ przekatnej prostokata. Wobec zwigzku
miarowego danego w zadaniu obwdd wynosi

Ob=2-3a+ 2 -4a = 14a

Stosujgc twierdzenie Pitagorasa uzyskujemy wzér na przekatng

d=(3Ba)? + (4a)? = J25a% = 5a
Zatem

Ob 14a 14

d 5a 5
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Zadanie 21. (1 pkt.)

Wiadomo, ze w tréjkacie prostokgtnym sin(a) = % Wtedy

5

; 0_ ) =25 ; 0_ )= . ; 0_ ) =25 ; 0_ ) =12
a) sin(90° —a) = " b) sin(90° — a) = " c) sin(90° —a) = - d) sin(90° —a) = "
Rozwigzanie

Ogdlnie:

e Wzdr redukcyjny
sin(90° — a) = cos(a)
e ,Jedynka” trygonometryczna

sin?(a) + cos?(a) = 1

Zatem w warunkach zadania

(15—3>2 +cos?(a) =1

20a) = 1 25
cos“(a) = 169
2( )_144
cos®(a) =75

a jest katem ostrym w tréjkacie prostokgtnym, zatem jego kosinus bedzie liczbg dodatnig. Stad

14 12
cos(@) = 1769 =13

(000 — ) = 2

Sin a) = 13

Zadanie 22. (1 pkt.)

Objetosc¢ walca, ktérego przekrojem osiowym jest kwadrat o boku dtugosci 4 jest rowna
16
a)64m  b)32m c)l16m d) 5

Rozwigzanie

N
N
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Ogodlnie: Objetos¢ walca wyraza sie wzorem
V =nr?H
gdzie r - promien podstawy, H - wysokos$¢ walca

Z tresci zadania wynika, zer = % = 2,za$ H = 4. Zatem

V=mn-2%-4=16n

Zadanie 23. (1 pkt.)

Srednia arytmetyczna z liczb: -32456, -45798, 20, 32457, 45797 jest

a) wieksza niz 4.

b) réwna 4.

c) mniejsza niz 4 i wieksza od zera.
d) ujemna.

Rozwigzanie

Ogdlnie: Srednia arytmetyczna z liczb a;, a,, ..., a, wyraza sie wzorem

§ = Gatazt+an

n

W warunkach zadania mamy

. (—32456) + (—45798) + 20 + 32457 + 45797
B 5

Zwréémy uwage, ze sktadniki pierwszy i czwarty oraz drugi i pigty niewiele réznia sie co do wartosci
bezwzglednej, ale majg znaki przeciwne. Stad warto je pogrupowac

o (32457 — 32456) + (45797 — 45798) + 20
B 5

1+(-1)+20
52%24

Zadanie 24. (1 pkt.)

Rzucamy trzy razy monetg. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze co najmniej raz otrzymamy orta.

a) % b) g c)i d) Z
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Rozwigzanie

Pierwszy sposéb

Ogodlnie:

e Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

P(A) =1

gdzie: |A| - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A, |Q| - liczba
wszystkich zdarzen elementarnych

e Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego: Niech A oznacza zdarzenie losowe (krotko:
zdarzenie). Oznaczmy przez A’ zdarzenie przeciwne do zdarzenia A.

P(A) =1 - P(A")

W warunkach zadania przestrzen zdarzen elementarnych {2 mozemy opisac jako zbidr
Q ={000,R00,0R0,00R,RRO,ROR,ORR, RRR}

gdzie np. cigg ROO oznacza, ze w pierwszym rzucie uzyskaliSmy reszke (R), a w drugim i trzecim - orta
(0).

Wszystkich zdarzen elementarnych (elementarnych wynikéw naszego doswiadczenia) jest zatem 8
Q] =8
Niech A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najmniej raz orfa (czyli jeden, dwa badz trzy razy).
Zatem A’ - zdarzenie polegajgce na wyrzuceniu samych reszek (zdarzenie przeciwne do A).
A" = {RRR}

Zdarzeniu A’ sprzyja zatem tylko jedno zdarzenie elementarne.

A’ =1
P(A") = 147 = !
1o 8
Zatem
7
P(A)=1—-PA") = 1——=§
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Drugi sposéb
Ogodlnie
e Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

PA) =1

gdzie: |A| - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A, |Q| - liczba
wszystkich zdarzen elementarnych

e Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego: Niech A oznacza zdarzenie losowo (krotko:
zdarzenie). Oznaczmy przez A’ zdarzenie przeciwne do zdarzenia A.

P(A) =1 - P(A")

e Niezaleznos¢ zdarzen

def.
A, B - zdarzenia niezalezne (e:> P(ANnB)=P(A)-P(B)

Niech A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najmniej raz orfa (czyli jeden, dwa badz trzy razy).
Zatem A’ - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu samych reszek (zdarzenie przeciwne do A).
A" = {RRR}

Wynik zadnego z rzutéw nie ma wptywu na prawdopodobienstwo kolejnego wyniku, wiec powiemy,
ze kolejne préby (kolejne rzuty) s niezalezne. Prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki w pojedynczej

- . o1
prébie wynosi oczywiscie 2 Zatem

P(4") =

N| =
N| =
N|
@[~

W rezultacie

P(A)=1-P4) =1 17
@ =1-PU)=1-5=¢

Zadanie 25. (1 pkt.)

Dany jest zbior cyfr {1, 2, 4, 9}. lle mozna utworzy¢ réznych trzycyfrowych liczb nieparzystych? {Cyfry
mogg sie powtarzac}

a)32 b)6 9 d)27
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Rozwigzanie

Tworzymy liczby 3-cyfrowe z podanych cyfr, przy czym cyfry moga sie powtarzaé. Liczby
utworzone zgodnie ze schematem podanym w zadaniu to np. 999, 121, 411, itd.

Liczba jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfra jednosci jest nieparzysta. W
warunkach zadania oznacza to, ze mamy dwa przypadki: cyfra jednosci réwna sie 1 albo 9.
Cyfry moga sie powtarzaé, wiec na pozostatych miejscach mozemy umiesci¢ dowolng z
dostepnych cyfr. Za kazdym razem mamy wiec 4 mozliwosci

L2 12 [ 1] L2 12 [ 9 |

4 sposoby 4 sposoby

4 sposoby 4 sposoby

Niech N - liczba liczb 3-cyfrowych nieparzystych jakie mozna utworzyé w warunkach zadania. Wobec
powyzszych rozwazan mamy zatem

N=4-4-1+4-4-1=32

Zadanie 26. (2 pkt.)

Napisz wzor funkcji kwadratowej, ktérej miejscami zerowymi sg liczby —3,2 oraz wykres
funkcji przecina o$ OY w punkcie (0, —12).

Rozwigzanie

Pierwszy sposdb

Ogdlnie:

e Funkcja kwadratowa to funkcja opisana wzorem

f(x) = ax? + bx + c,

gdziea # 0.

e Miejscem zerowym funkcji f(x) nazywamy kazdy argument x,, ze

f(x) =0

W warunkach zadania, miejsca zerowetox = =3 ,x = 2
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{a-(—3)2+b-(—3)+c=0
a-22°+b-2+c=0

Dodatkowo wykres ma przechodzi¢ przez punkt o wspétrzednych (0,—12), zatem
otrzymujemy jeszcze jedno rownanie

a-024+b-0+c=-12

W rezultacie uzyskujemy uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi

a-224+b-2+c=0

[a-(—3)2+b-(—3)+c=0
a-024+b-04+c=-12

Po przeksztatceniach mamy

4a+2b+c=0

{9a—3b+c=0
c=-12

Wstawiajgc do pierwszego i drugiego rownania ¢ = —12 rozwigzujemy dalej uktad dwdch
rownan z dwiema niewiadomymi

{9a—3b=12
4a +2b =12

{3a—b=4
2a+b=6

Zastosujmy metode przeciwnych wspdtczynnikédw. Po dodaniu réwnan stronami mamy
zatem:

Wstawiajgc obliczone a = 2 do drugiego réwnania obliczamy b

2:24+4b=6
b=2
Uktad rownan ma jedno rozwigzanie
a=2
b=2
c=-12

Funkcja spetniajgca warunki zadania opisana jest wiec wzorem

f(x) =2x% +2x — 12
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Drugi sposéb

Wzor jednej z funkcji kwadratowych, ktérej miejsca zerowe to x = —3 , x = 2 ma postac
fO) = +3)(x—2)

Zauwazmy, ze takie same miejsca zerowe bedzie miata kazda z funkcji postaci
fx) =alx+3)(x—-2)

gdzie a # 0. Z tresci zadania wynika, ze parabola ma przecina¢ 0§ OY w punkcie (0,—12).
Zatem

f(0) =12
Czyli
a-(0+3)-(0-2)=-12
—6a = —12
a=2
Zatem funkcja kwadratowa spetniajgca warunki zadania jest dana wzorem
fG)=2-(x+3)(x—-2)
Co mozemy zapisac

f(x) = 2x% +2x — 12

Zadanie 27. (3 pkt.)

Dla jakiej wartosci x cigg postaci (2x + 6,2x + 1,x% — 2x) jest ciggiem arytmetycznym.
Wyznacz wzdr na n-ty wyraz tego ciagu.

Rozwigzanie

Ogolnie: Niech dany bedzie cigg arytmetyczny (a,,), ktérego pierwszy wyraz wynosi a; za$
réznica jest rowna r. Wtedy

e dla kazdego wyrazu a; (oprocz pierwszego i ostatniego w ciggu) zachodzi zwigzek

Ag—1tag+1

a =
k 2

tzn. wyraz srodkowy jest Srednig arytmetyczng wyrazéw: poprzedniego i nastepnego.

-61-



e Wzdr na n-ty wyraz tego ciggu ma postac:

ap=a,+n—-1)-r

Stosujac w warunkach zadania pierwszg z wymienionych wtasnosci mamy

_ (x+6) + (x* —2x)

2 1
x + >

Mnozac stronami przez 2 uzyskujemy
4x +2 = (2x + 6) + (x? — 2x)
Po uporzadkowaniu réwnanie przyjmuje postac
x2—4x+4=0
Korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat réznicy mamy
(x—=2)2=0
W rezultacie
x=2

Czyli dla x = 2 cigg podany w zadaniu jest ciggiem arytmetycznym. Przyjmuje on wdwczas

postac
2-2+6,2:2+1,22-2-2)
Zatem
(10,5,0)
Jest to wiec cigg arytmetyczny 3-wyrazowy o pierwszym wyrazie a; = 10 i réznicy r = —5.

a,=10+(n—-1) (=5
Czyli wzdr na n-ty wyraz tego ciggu ma postaé
a, =15—-5n

gdzien=1,2,3.
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Zadanie 28. (3 pkt.)

Rzucamy jeden raz dwiema kostkami szesciennymi. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma
uzyskanych oczek bedzie wieksza od ich iloczynu.

Rozwigzanie
Ogdlnie:
e Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

4|
P(A) ==
gdzie:
|A| - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia 4,
|| - liczba wszystkich zdarzen elementarnych

W przypadku doswiadczenia opisanego w zadaniu zdarzenie elementarne to np. (3,5) ,
gdzie: 3 — liczba oczek na pierwszej kostce, 5 — liczba oczek na drugiej kostce.

Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych 0 ma wiec postac:

0={(11),(1,2),(1,3),(14,(,5),(16),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5,(3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
Sktada sie on z 36 elementow
Q] =36

Niech A - zdarzenie polegajagce na tym, ze suma uzyskanych oczek bedzie wieksza od ich
iloczynu. Zauwazmy, ze ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej na jednej kostce
wypadta jedynka. Zdarzeniu A sprzyjajg zatem nastepujgce zdarzenia elementarne

A={(11),01,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(21),3,1),(41),5,1),(6 1)}
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|A] =11
Na podstawie klasycznej definicji prawdopodobienstwa mamy

1Al 1

PUA) =151 =3

Zadanie 29. (5 pkt.)

Dany jest wykres funkcji:

A o]

=2

B A

5]

F ¥

N Y

(]

[
=]

a) Wyznacz zbiér wartosci funkcji f: < —=7;2 >

b) Najwiekszg wartos¢ funkcja f przyjmuje dla x = 0.

c) Argument dla ktérego funkcja f przyjmuje wartosé (—2) jest réwny (—2) lub 2.
d) Funkcja f jest rosngca w przedziale < —2; 0).

e) Uzupetnij f(—1) = f(1).
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Zadanie 30. (2 pkt.)

Zapisz uktad réwnan liniowych, ktérego interpretacje geometryczng przedstawiono na ponizszym
wykresie.

Rozwigzanie

Pierwszy sposéb

Ogdlnie:

e Rodwnanie kierunkowe prostej [ ma postac
lLy=ax+b

e Jesli prosta [ przechodzi przez punkt (xg, yo), to jego wspdtrzedne spetniaja rownanie
prostej [

Vo =axg+ b

W warunkach zadania mamy, ze prosta [; przechodzi miedzy innymi przez punkty (0, 4),
(4,0). Zatem

{4=a-0+b
0=4a+b

Rozwigzujac powstaty uktad rdwnan uzyskujemy
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Czyli
liry=-x+4

Analogicznie wyznaczamy réwnanie prostej l,. Przechodzi ona miedzy innymi przez punkty
(0,1) oraz (—1,—1). Uzyskujemy wiec uktad réwnan

{ 1=a-0+b
—-1=-1-a+b

Rozwigzujac powstaty uktad rdwnan uzyskujemy

(o1

Czyli

Lry=2x+1

Zatem powyzszy rysunek przedstawia interpretacje geometryczng uktadu rownan ztozonego
z rownan prostych [; oraz [,

{y=—x+4
y=2x+1

Zauwazmy ponadto, ze uktad réwnan zbudowany z réwnan tych prostych ma doktadnie
jedno rozwigzanie, bo proste przecinajg sie. Z wykresu mozemy odczytaé rozwigzanie uktadu

{x=1
y=3

(wspétrzedne punktu przeciecia)

Drugi sposéb

Ogdlnie

e RoOwnanie kierunkowe prostej | przechodzacej przez punkty A(x,,y,) oraz
B(xp,y)) ma postac

y_yazw'(x_xa)

Xp—Xq

W warunkach zadania mamy, ze prosta [, przechodzi miedzy innymi przez punkty A(0, 4),
B(4,0). Zatem

0—4
y—4=m-(x—0)
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Czyli
lyry=—x+4

Analogicznie wyznaczamy réwnanie prostej l,. Przechodzi ona miedzy innymi przez punkty
A(0,1) oraz B(—1,—1). Zatem

= 0
y-l==7m—5®-0
Czyli

lLry=2x+1

Zatem powyzszy rysunek przedstawia interpretacje geometryczng uktadu réwnan ztozonego
z réwnan prostych [; oraz [,

{yz—x+4
y=2x+1

Zauwazmy ponadto, ze uktad réwnan zbudowany z réwnan tych prostych ma doktadnie
jedno rozwigzanie, bo proste przecinajg sie. Z wykresu mozemy odczytac rozwigzanie uktadu

{x=1
y=3

(wspotrzedne punktu przeciecia)

Zadanie 31. (2 pkt.)

Uzasadnij, ze jedli ciag (a,) jest arytmetyczny, to suma n-poczatkowych wyrazéw tego ciggu
nie moze wyrazaé sie wzorem S,, = n? + 2.

Rozwigzanie

Pierwszy sposdb

Ogolnie: Niech (a,,) bedzie ciggiem arytmetycznym o réznicy r i pierwszym wyrazie a;.
Wtedy

e suma n-poczatkowych wyrazéw tego ciggu wyraza sie wzorem

a+an

Sp = S

e wzdr na n-ty wyraz tego ciggu ma postac

a,=a+n—-1)-r
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Zatem

_a1+a1+(n—1)-r.n

S
n 2
Czyli
_r-n+2a—-r
n= 2 n
T 2a,—71
Snz(i'”J’ 2 )'”

Zauwazimy, ze gdy (a,) jest dowolnym ustalonym ciggiem arytmetycznym, to r oraz a; sg state. g

2a,-1

oraz sg zatem takze state. Oznaczmy je odpowiednio

r
2

Wz6r na S, przyjmuje wéwczas postac

Sp=(c-n+d)-n
Po wymozeniu

Sp=c-n*+d-n

Widzimy, ze w ogdlnej postaci wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego brak
wyrazu wolnego. Wynika stad, ze S,, NIE moze wyrazac sie wzorem S,, = n? + 2.

Drugi sposéb
Ogdlnie: Niech (a,,) bedzie ciggiem, a S,, suma n-poczatkowych wyrazéw tego ciggu . Wtedy

a,=51,a,=S,—Sp_1dlan>1

Wyznaczmy wzor ciggu:
=8, ap =S, —Sp_1=n*+2-m-1)2-2=2n—1,dlan> 1.

Wtedy a; = 3,a, = 3,a3 = 5. Liczby te nie tworza ciggu arytmetycznego, poniewaz nie spetniajg

o aq+a:
wtasnosci a, = ——=2.
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Zadanie 32. (2 pkt.)

Uzasadnij, jesli funkcja f jest rosnacai f(3) + f(8) = 10, to f(0) + f(7) < 10.
Rozwigzanie

Ogodlnie:

Niech D c Rifunkcja f: D = R.

def. N
f —rosnaca <:>x1 x,eD % > x1 = fxz) > f(x1)

Czyli funkcja jest rosngca wtedy i tylko wtedy na podstawie definicji, gdy wraz ze wzrostem
argumentu wartosci funkcji rosna.

W warunkach zadania, wobec faktu, ze f jest funkcja rosngcg mamy zatem
3>0=f(3)>f(0)

oraz
8>7=f(8)>f(7)

Dodajac uzyskane nieréwnosci stronami otrzymujemy

fR+f@®>f0)+7(7)

Skoro
f@+f(® =10

Wiec

fO)+f(7) <10

Zadanie 33. (5 pkt.)

Pole powierzchni podstawy stozka wynosi 300m. Tworzaca stozka jest nachylona do
podstawy pod katem 30°. Wyznacz objetoéé stozka.

Rozwigzanie N
Ogodlnie:
e Objetos¢ stozka V = % -P,-H
l
e Polekota P, =m-1? H
T
\B_/A
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Zauwazmy, ze w warunkach zadania, zgodnie z oznaczeniami na rysunku obok, trojkat ABS
jest prostokatny. Dtugosé przyprostokatnej AB tego trdjkata jest rowna dtugosci promienia
podstawy stozka

|AB| =71
Z drugiej strony znamy pole podstawy. Wobec wzoru na pole kota uzyskujemy
300-m=m-7r?
Czyli
r=10V3 v r=-10v3
Wobec interpretacji geometrycznej odrzucamy rozwigzanie ujemne. Zatem
|AB| = r = 10V3
Aby obliczy¢ objetos¢ potrzebujemy znalez¢ dtugos¢ wysokosci stozka H.

Zwrdémy uwage, ze w trojkacie ABC znamy dtugosé przyprostokatnej |AB| = 10+/3 oraz
miare kata przy wierzchotku A

a = 30°

Dla wyznaczenia wysokosci stozka, ktorej dtugos¢ rowna sie dtugosci przyprostokatnej BS
skorzystamy z funkcji tangens kata «

o _ 1BS]
% = 14B]
Wstawiajgc znane wielkosci uzyskujemy
tg(30°) = H
8(30%) =~
Czyli
V3 H
3 10V3
Wyznaczamy niewiadome H
V3-10-V3

W rezultacie objetos¢ stozka

V=1.P-H=x-300m-10 = 10007
3 3
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7 Rozwiazania - Zestaw B
Zadania zamkniete

Zadanie 1. (1 pkt.)

Wyznacz 9% z liczby 9.
a) 8,1 b)0,01 ¢)0,1 d)0,81
Rozwigzanie:

Pierwszy sposéb

1% danej liczby to 0,01 tej liczby, zatem:
9%-9=0,09-9=0,81
Drugi sposéb

Korzystamy z wtasnosci proporcji:

100% -------- 9
9% - x
Zatem
EECIREY
100%

Zadanie 2. (1 pkt.)

Oblicz ile procent liczby 15 stanowi liczba 3,3.
a) 0,(45)% b) 33% c)4,95% d)22%

Rozwigzanie:

3,3
S 100% = 0,22-100% = 22%

Zadanie 3. (1 pkt.)
Oblicz log, % —log,16.

a)—6 b) -2 c)2 d)1
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Rozwigzanie

Pierwszy sposdb

‘ Ogolnie: log,b = c o a® =b,gdziea,b>00a # 1

Zatem

log4R:x®4X:R@4X:4‘Z:>x:—2

log,l6=yo2¥=162Y=2*>y=4

W rezultacie
1
log4E— log,16 = -2—-4=-6

Drugi sposéb
Przypomnijmy

log:b
logca’

e Wzdr na zmiane podstawy logarytmu: log, b = gdziea,b,c>0ia,c#1

e Wtasnoséé: log, b™ = n -log, b, gdziea,b>0ia# 1

Zatem
1 logzl% log, 274 . —4-log,2
lOg4E—lOg216= log24- —1 216_ﬁ—10g22 =m—4 10g22—
AL SR P SR
2-1

Zadanie 4. (1 pkt.)
Podaj przyblizenie Iiczbyi—; z doktadnoscig do 3 miejsc po przecinku.
a) 0,944 b) 0,945 c) 0,9444 d) 0,444

Rozwigzanie

Dzielagc 17 przez 18 uzyskujemy utamek dziesietny o rozwineciu dziesietnym nieskoriczonym
okresowym: 0,944444 ...

Mamy zaokragli¢ utamek do 3 miejsc po przecinku. Patrzymy zatem na czwartg cyfre 0,944@44...

Jest mniejsza od 5, zatem cyfre na trzecim miejscu po przecinku pozostawiamy bez zmian, za$
pozostate cyfry rozwiniecia poczagwszy od czwartego miejsca po przecinku odrzucamy. Uzyskujemy
wiec 0,944.
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Zadanie 5. (1 pkt.)
Réwnanie |x — 3| = —3

a) nie marozwigzan.

b) ma doktadnie jedno rozwigzanie.
c¢) ma doktadnie dwa rozwigzania.
d) ma wiecej niz dwa rozwigzania.
Rozwigzanie

Ogodlnie: Definicja wartosci bezwzglednej

|al_{—a,a<0
“la, a=0

Zatem modut z danej liczby jest liczba nieujemna.

Réwnanie dane w zadaniu ma postaé

[x—-3]=-3
Szukamy wiec takich x, dla ktérych |x — 3| jest ujemny. Oczywiscie jest to sprzeczne z definicja
wartosci bezwzglednej. Zatem takie x nie istniejg.

Zadanie 6. (1 pkt.)

Wskaz réwnanie prostej prostopadtej do prostej o réwnaniuy = %x - 3.
a)y=—-x—-2 b)y=2x+3 cJy=—-2x+1 d)y=x+2
Rozwigzanie

Ogodlnie: Niech dane bedg proste k oraz [ odpowiednio o rdwnaniach:

k:y=a;x+ b,

liy =a;x+ b,
kllsa-a,=-1
Czyli:

Proste k oraz [ sg prostopadte, gdy iloczyn ich wspdtczynnikéw kierunkowych wynosi (-1).

Zatem do prostej y = %x — 3 jest prostopadta prosta y = —2x + 1.
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Zadanie 7. (1 pkt.)

Wyznacz odlegto$¢ punktéow A(2, 1), B(0, 2).
a) V5 bVZ o5 d)1
Rozwigzanie

Ogdlnie: Niech dane bedg punkty A(x,,y,) oraz B(xp,yp). Odlegtos¢ miedzy tymi punktami
wynosi |AB| = \/(xp = xa)? + (7 — Ya)?.

Zatem, w warunkach zadania:

[ABl =/(0-2)2+(2-1)2=V4+1 =+5

Zadanie 8. (1 pkt.)
W tréjkacie katy wewnetrzne majg odpowiednio miary : 2a, @ + 15°, 2a + 15°. Wtedy
a)a=45° b) a=30° c)a = 105° d) a = 15°
Rozwigzanie
| ‘ Ogodlnie: Suma miar kagtéw wewnetrznych w tréjkgcie wynosi 180°.

Stosujgc powyzszg wtasnosé w warunkach zadania uzyskujemy rownanie:
20+ a+15° + 2a + 15° = 180°

Rozwigzujemy je wzgledem niewiadomej a

S5a = 150°
Zatem

a = 30°

Zadanie 9. (1 pkt.)
Dany jest cigg arytmetyczny (a,), gdzie a 3¢ = 340, a,39 = 400. Wtedy
a)r=3 b)r =20 ¢Jr=10 d)r=360
Rozwigzanie
Pierwszy sposdb

Ogdlnie: Niech dany bedzie cigg arytmetyczny (a,,), ktérego pierwszy wyraz wynosi a; zas
roznica jest rowna r. Wzér na n-ty wyraz tego ciggu ma postac:

a,=a;+(n—-1)r
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Stosujac w warunkach zadania powyzszy wzér uzyskujemy uktad réwnan

{a136 =aq + (136 - 1) T
139 = Aq + (139 - 1) T

Zatem

{al + 135r = 340
a, + 138r = 400

Do rozwigzania ukfadu zastosujmy np. metode przeciwnych wspdétczynnikdw. W tym celu mnozymy
pierwsze réwnanie przez (-1)

{—al —135r = =340
a; +138r = 400

Nastepnie dodajemy réwnania stronami

Do rozwigzania uktadu brakuje jeszcze wyznaczenia a4, ale znajomos$¢ wartosci tej niewiadomej jest
zbedna w tym zadaniu.

Drugi sposéb

Q39 — Qq3¢ = 3r = 400 — 340 = 60, zatem r = 20.

Zadanie 10. (1 pkt.)

Dany jest cigg geometryczny (a,) , gdzie a; = —1, a;9, = 1. Wtedy
ajg=-1 bjg=1 c)g=0 d)g=50
Rozwigzanie

Ogdlnie: Niech dany bedzie cigg geometryczny (a,,), ktérego pierwszy wyraz wynosi a; za$
iloraz jest rowny q. Wzdr na n-ty wyraz tego ciggu ma postac:

Stosujgc w warunkach zadania powyzszy wzdr uzyskujemy réwnanie

_ 102-1
a2 =—1-¢q

Zatem

Wiec
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Ostatecznie

Zadanie 11. (1 pkt.)

Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 2x% — 12x + 21. Wyznacz wierzchotek paraboli.
a) W(-6,6) b)W(-6,24) c)W(=3,-3) d)W(3,3)

Rozwigzanie

Ogdlnie: Niech dana bedzie funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bx + ¢, gdzie a # 0. Parabola
bedaca wykresem tej funkcji posiada wierzchotek w punkcie W (x,,, y,,), gdzie odpowiednio:
-b

x. =2
W 2a

-A
w =

4a

A = b% — 4ac

W warunkach zadania mamya = 2, b = —12, ¢ = 21. Zatem

A=(-12)2—4-2-21=—24

_1z
w=3727

_2
Yo =g =

Czyli wierzchotek paraboli W (3, 3).

Zadanie 12. (1 pkt.)

X x+1

Wyznacz — —=—dlax #1 ix # —1.
x+1  x-1
X+1 3x-1 —3x+1 -3x-1
a) 5— - d) ——
)xz—l ) x2-1 ) x2-1 ) x2-1
Rozwigzanie

Ogodlnie: Skorzystamy z nastepujgcych wzoréw skréconego mnozenia
e  wzdr na rznice kwadratéw: (a — b)(a + b) = a?® — b?

e wzdr na kwadrat sumy: (a + b)? = a® + 2ab + b?.
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Sprowadzamy do wspdlnego mianownika

x x+1  x(x—1) x+Dx+1) x(x—-1) (x+1)?
x+1 x—1 (+Dx-1) @x-DxE+1) x2-1 x2-1

Zapisujemy na wspolnej kresce utamkowej i dokonujemy redukcji wyrazéw podobnych w liczniku

x?—x—(x*+2x+1) x*—-x-x*-2x—-1 -3x-—1
x2—1 a x2—1 Coxz-1

Zadanie 13. (1 pkt.)

Srodek okregu o réwnaniu (x + 1)2 + (y — 2)? = 16 jest w punkcie o wspétrzednych
a)(2,1) b) (—1,-2) c)(2,-1) d) (-1,2)
Rozwigzanie

Ogodlnie: Réwnanie okregu o srodku w punkcie o wspotrzednych (a, b) i promieniur > 0 ma
postac

(x—a)>+ (x—b)? =r?
Zatem w warunkach zadaniaa = -1, b = 2.

Czyli srodkiem okregu jest punkt o wspétrzednych (-1, 2).

Zadanie 14. (1 pkt.)

Srodek odcinka AB lezy w punkcie S(4, 6). Punkt B ma wspétrzedne B(0, 2). Wtedy
a)A(2,4) b) A(8,10) «c) A(—2,-2) d)A(2,3)
Rozwigzanie

Ogolnie: Niech bedg dane punkty A(x,,y,) oraz B(xp,yp). Niech punkt S(xs, ys) bedzie
$rodkiem odcinka AB. Wtedy

__xa+xb
ST 2

__ YatYp

ys =22

Stosujgc powyzsze wzory w warunkach zadania uzyskujemy

X+ 0

4
2
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Yo t2

6
2

Powyisze zaleznosci traktujemy jako réwnania, ktére rozwigzujemy odpowiednio wzgledem x,, V,.
Uzyskujemy wowczas

Szukany punkt A(8, 10).

Zadanie 15. (1 pkt.)

Suma kolejnych trzech liczb naturalnych nieparzystych wynosi 111. Najwieksza z nich to
a)41 b)33 ¢)39 d)43

Rozwigzanie

Kolejne trzy liczby nieparzyste naturalne to: 2n+ 1,2n + 3,2n+ 5. Zatem2n+1+2n+3+2n +
5 =111. Stad 6n = 102, wiecn = 17. Najwieksza liczba to, 34 + 5 = 39.

Zadanie 16. (1 pkt.)

Wskaz uktad sprzeczny.

7
a) St b){ x+7y=4 C){X+y=1 d){ x—y=1
x+y=2 Tx—y=—4 x—y=3 4x — 4y =12
Rozwigzanie

Ogdlnie: Uktad dwdch réwnan liniowych z dwoma niewiadomymi jest sprzeczny wtedy i tylko
wtedy, gdy wchodzgce w jego sktad réwnania przedstawiajg proste réwnolegte (o tym samym
wspodtczynniku kierunkowym) NIE pokrywajace sie (posiadajace rézne wyrazy wolne).

Rozwazmy punkt c) po przeksztatceniu réwnan do postaci kierunkowej

{y=—x+1
y=x-—3

Wspétczynniki kierunkowe wynosza odpowiednio: (—1) oraz 1. Proste nie sg wiec rownolegte —
przecinajg sie. Powyzszy uktad réwnan jest zatem oznaczony (posiada doktadnie jedno rozwigzanie).
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Jedyne rozwigzanie ukfadu (x,y) interpretujemy jako wspdtrzedne punktu przeciecia powyzszych
prostych.

Analogiczng sytuacje mamy w punktach a) oraz b). Wyjatek stanowi punkt d)

{ —-y=—-x+1
—4y =—4x+ 12
{y=x—1
y=x-3

Wspdtczynniki kierunkowe sg rowne 1 zas wyrazy wolne rdzne (odpowiednio: —1, —3). Zatem
réwnania przedstawiajg proste réwnolegte NIE pokrywajace sie. Uktad jest sprzeczny.

Zadanie 17. (1 pkt.)

W 2001 roku mama Ani miata 28 lat. Ania urodzita sie w 1995. O ile lat Ania jest mtodsza od mamy?
a) 23 lata b) 22 lata c) 21 lat d) 24 lata

Rozwigzanie

Postawione w zadaniu pytanie rownie dobrze mozna sformutowac¢ nastepujaco: lIle lat miata mama
w momencie urodzenia Ani? Oznaczmy szukang wielko$¢ przez x.

1995 rok — urodziny Ani (wiek Ani: 0 lat), wiek mamy: x lat.
2001 rok —wiek Ani: 6, wiek mamy: 28 lat.

x=28—-6=22

Zadanie 18. (1 pkt.)

W 2001 roku mama Ani miata 28 lat. Ania urodzita sie w 1995. lle lat miata mama Ani w 1990 roku?
a) 14 lat b) 15 lat c)17 lat d) 16 lat

Rozwigzanie

x —wiek mamy Ani w 1990 roku

x =28—-(2001—-1990) =28 —-11 =17

Zadanie 19. (1 pkt.)

Stosunek dtugosci promienia okregu wpisanego w kwadrat do dtugosci promienia okregu opisanego
na kwadracie wynosi
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AL VI 9f 9

Rozwigzanie

H Ogdlnie: Dtugoé¢ przekatnej kwadratu o boku dtugoéci a wynosi d = a+/2.

71
N

Zauwazmy, ze dtugos$¢ promienia okregu opisanego na kwadracie jest réwna potowie dtugosci
przekatnej tego kwadratu

d a2
2

Zauwazmy réwniez, ze dtugos¢ promienia okregu wpisanego w kwadrat jest réwna potowie dtugosci
boku tego kwadratu

Zatem

Zadanie 20. (1 pkt.)

Stosunek dtugosci bokdéw prostokata jest rowny 3: 4. Wtedy stosunek dtugosci obwodu do dtugosci
przekatnej jest rowny

5 7 14 5
Rozwigzanie
D C
d 4q
A 3a B
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Niech Ob oznacza obwdd prostokata, zas d - dtugos¢ przekatnej prostokata. Wobec zwigzku
miarowego danego w zadaniu obwdd wynosi

Ob=2-3a+2:-4a = 14a

Stosujac twierdzenie Pitagorasa uzyskujemy wzér na przekatna

d=3Ba)? + (4a)? = V2542 = 5a
Zatem

Ob 1l4a 14

d 5a 5

Zadanie 21. (1 pkt.)

Wiadomo, ze w tréjkacie prostokgtnym sin(a) = % Wtedy

. 0_ _ i . 0_ _ l . 0_ _ i . 0_ _ E
a)sin(90° — a) = " b) sin(90° — a) = " c) sin(90° — o) = - d) sin(90° — o) = "

Rozwigzanie
Ogodlnie:
e Wzdr redukcyjny
sin(90° — a) = cos(a)
e ,Jedynka” trygonometryczna

sin?(a) + cos?(a) = 1

Zatem w warunkach zadania

22
—) + cos?(a) =1

~/
[N

13
() = 1 - 144
cos™(a) = 169
2y = 23
cos 0_’—169

a jest katem ostrym w trojkacie prostokgtnym, zatem jego kosinus bedzie liczbg dodatnig. Stad

25 5
cos(a) = 169-13
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Zatem

in(90° — ) = —
sin( a) 13

Zadanie 22. (1 pkt.)

Objetos¢ walca, ktorego przekrojem osiowym jest kwadrat o boku 8 jest rowna
a)512m  b)1287 o)8r d) -

Rozwigzanie

V =nr?H

Ogdlnie: Objetos¢ walca wyraza sie wzorem
gdzie r - promien podstawy, H - wysokosc walca

R
N

~_ 3

Z tresci zadania wynika, zer = g = 4,zas H = 8. Zatem

V=m-42-8=128n

Zadanie 23. (1 pkt.)

Srednia arytmetyczna z liczb: —45796, —34348, 40, 34347, 45797 jest

a) wieksza niz 8.

b) réwna 8.

¢) mniejsza niz 8 i wieksza od zera.
d)ujemna.
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Rozwigzanie
Ogdlnie: Srednia arytmetyczna z liczb a;, a,, ..., a, wyraza sie wzorem

ajtar++an
S=—— =

n

W warunkach zadania mamy

o (—45796) + (—34348) + 40 + 34347 + 45797
B 5

Zwrdéémy uwage, ze sktadniki pierwszy i pigty oraz drugi i czwarty niewiele réznia sie co do wartosci
bezwzglednej, ale maja znaki przeciwne. Stad warto je pogrupowac

‘- (45797 — 45796) + (34347 — 34348) + 40
B 5

_1+(D+40

S
5

Zadanie 24. (1 pkt.)

Rzucamy trzy razy monety. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze co najmniej dwa razy otrzymamy
reszke.

a) % b) g c)% d)

A w

Rozwigzanie

Pierwszy sposdb

Ogdlnie:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

|A]
P(A) = —
(A =g,
gdzie:
|A] - liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia 4,
|| - liczba wszystkich zdarzen elementarnych

W warunkach zadania przestrzen zdarzen elementarnych 2 mozemy opisac jako zbiér
Q ={000,R00,0R0,00R,RRO,ROR,ORR, RRR}

gdzie np. cigg ROO oznacza, ze za pierwszym rzutem uzyskalismy reszke (R), a za drugim i trzecim -
orta (0).
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Wszystkich zdarzen elementarnych (elementarnych wynikow naszego doswiadczenia) jest zatem 8
Q] =8
Niech A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu co najmniej dwa razy reszki (czyli dwa badz trzy razy).
A = {RRO,ROR,ORR,RRR}
Zdarzeniu A sprzyjaja zatem cztery zdarzenia elementarne.
|Al = 4

P(A)_|A|_4_1
QT8 2

Drugi sposdb
Ogdlnie
e Niezaleznosc¢ zdarzen
. . . def.
A, B - zdarzenia niezalezne < P(AN B) = P(A) - P(B)
e Zdarzenia wykluczajgce sie
def.
A, B - zdarzenia wykluczajagce sie <= ANB =0

e Prawdopodobienstwo sumy zdarzen wykluczajacych sie

A, B - zdarzenia wykluczajace sie = P(A U B) = P(4) + P(B)

Niech A - zdarzenie polegajgce na wyrzuceniu co najmniej dwa razy reszki (czyli dwa badz trzy razy).
A = {RRO,ROR,ORR, RRR}

Wynik zadnego z rzutéw nie ma wptywu na prawdopodobienstwo kolejnego wyniku, wiec powiemy,
ze kolejne préby (kolejne rzuty) sg niezalezne. Prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki w pojedynczej
prébie wynosi oczywiscie % Takie samo jest prawdopodobiefAstwo wyrzucenia orta w pojedynczej
prébie. Kazdy z wymienionych wynikéw doswiadczenia wyklucza pozostate trzy mozliwosci (np. jesli
uzyskalismy cigg RRO, to jednoczesnie nie moglismy otrzymaé ROR). Zatem

+ +

N| —

N =
N|
N =
I

NS
|

N|
N
[N
TN
TN

i
2

N[~
N| —
N|

P(A) =

Zadanie 25. (1 pkt.)

Dany jest zbidr cyfr {1,8,4,7,9}. lle mozna utworzy¢ réznych czterocyfrowych liczb parzystych? {Cyfry
moga sie powtarzac}

a)48 b)250 ¢)125 d)240
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Rozwigzanie

Tworzymy liczby 4-cyfrowe z podanych z cyfr, przy czym cyfry mogg sie powtarzac. Liczby
utworzone zgodnie ze schematem podanym w zadaniu to np. 8888, 9414, 8714, itd.

Liczba jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy jej cyfra jednosci jest parzysta. W warunkach
zadania oznacza to, ze mamy dwa przypadki: cyfra jednosci rowna sie 4 albo 8. Cyfry moga
sie powtarza¢, wiec na pozostatych miejscach mozemy umiesci¢ dowolng z dostepnych cyfr.
Za kazdym razem mamy wiec 5 mozliwosci.

L2 12 [ 2] 4] L2 2 [ 2] 8|

5 sposobdéw 5 sposobow

5 sposobdéw 5 sposobéw

Niech N - liczba liczb 4-cyfrowych parzystych jakie mozna utworzy¢é w warunkach zadania. Wobec
powyzszych rozwazan mamy zatem

N=5-5-5-14+5-5-5-1=250

Zadanie 26. (2 pkt.)

Napisz wzor funkcji kwadratowej, ktérej miejscami zerowymi sg liczby 1, —4 oraz wykres
funkcji przecina o$ OY w punkcie (0, —8).

Rozwigzanie

Pierwszy sposéb

Ogdlnie:

e Funkcja kwadratowa to funkcja opisana wzorem
f(x)=ax?+bx+c

gdziea # 0

e Miejscem zerowym funkcji f(x) nazywamy kazdy taki argument x,, ze

f(xo) =0

W warunkach zadania, miejsca zerowetox =1, x = —4

{ a-12+b-1+c=0
a-(—0)%*+b-(-4)+c=0
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Dodatkowo wykres ma przechodzi¢ przez punkt o wspdtrzednych (0,—8), zatem
otrzymujemy jeszcze jedno réwnanie

a-02+b-0+c=-8
W rezultacie uzyskujemy uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi

a (-9)?+b-(—4)+c=0

{ a-1*>+b-1+c=0
a-02+b-0+c=-8

Po przeksztatceniach mamy

16a—4b+c=0

{ a+b+c=0
c=-8

Wstawiajgc do pierwszego i drugiego rownania ¢ = —8 rozwigzujemy dalej uktad dwdch
rownan z dwoma niewiadomymi

{ a+b=28

16a—4b =38
{a+b=8

4a—b =2

Zastosujmy metode przeciwnych wspoétczynnikédw. Po dodaniu réwnan stronami mamy
zatem:

Wstawiajgc obliczone a = 2 do pierwszego réwnania obliczamy b

2+b=8
b=6
Ukfad réwnan ma jedno rozwigzanie
a=2
b=6
c=-8

Funkcja spetniajgca warunki zadania opisana jest wiec wzorem
f(x)=2x>+6x—8
Drugi sposéb

Wz6r jednej z funkcji kwadratowych, ktérej miejsca zerowe to x = 1, x = 4 ma postac
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fO)=—-Dx+4)
Zauwazmy, ze takie same miejsca zerowe bedzie miata kazda z funkcji postaci
fx)=alx—1D(x+4)
Dla a # 0. Z tresci zadania wynika, ze parabola ma przecina¢ o$ OY w punkcie (0, —8). Zatem
f(0)=-8
Czyli
a-(0—-1)-(0+4)=-8
—4a =-8
a=2
Zatem funkcja kwadratowa spetniajgca warunki zadania jest dana wzorem
fG)=2-(x—D(x+4)
Co mozemy zapisac
flx)=2x*>+6x—8

Zadanie 27. (3 pkt.)

Dla jakiej wartoéci x cigg postaci (2x +8,2x + 3,x% + 1) jest ciggiem arytmetycznym.
Wyznacz wzor na n-ty wyraz tego ciggu.

Rozwigzanie

Ogolnie: Niech dany bedzie cigg arytmetyczny (a,,), ktérego pierwszy wyraz wynosi a, za$
réznica jest rowna r. Wtedy

e dla kazdego wyrazu a; (oprocz pierwszego i ostatniego w ciggu) zachodzi zwigzek

Ag—1+0k+1
2

ap =
tzn. wyraz srodkowy jest Srednig arytmetyczng wyrazéw: poprzedniego i nastepnego.

e Wzdr na n-ty wyraz tego ciggu ma postac:

a,=a;+(n—-1)r

Stosujac w warunkach zadania pierwsza z wymienionych wtasnosci mamy

C@x+2)+(x*+1)

2 3
x + 2
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Mnozac stronami przez 2 uzyskujemy
4x+6=2x+2)+ x*+1)
Po uporzadkowaniu réwnanie przyjmuje postac
x2—2x—-3=0
Stosujac wzory na wyréznik i pierwiastki rownania kwadratowego otrzymujemy
A=b?—4-a-c

A=(-2)2—4-1-(=3) =16

VA =4
—b— VA b+ VA
X=—F7F—VXx=—r—-
2a 2a
_2—4V 244
T VT

W rezultacie
x=-1vx =3
Czyli mamy 2 ciagi arytmetyczne spetniajgce warunki zadania:
e dlax = —1 cigg podany w zadaniu przyjmuje postac
- D+22-(-D+3,(-1%+1
zatem mamy
(0,1,2)

Jest to wiec cigg arytmetyczny 3-wyrazowy o pierwszym wyrazie a; = 0 i roznicy r =
1.

a,=0+mn-1)-1
Czyli wzor na n-ty wyraz tego ciggu ma postac
a,=n—1

gdzien=1,2,3.
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e dla x = 3 cigg podany w zadaniu przyjmuje postac
(2-3+42,2-3+3,32+1)
zatem mamy
(8,9,10)

Jest to wiec cigg arytmetyczny 3-wyrazowy o pierwszym wyrazie a; = 8 i réznicy r =
1.

a,=8+mn-1)-1
Czyli wzor na n-ty wyraz tego ciggu ma postac
a,=n+7

gdzien=1,2,3.

Zadanie 28. (3 pkt.)

Rzucamy jeden raz dwiema kostkami szesciennymi. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze suma
uzyskanych oczek bedzie mniejsza od ich iloczynu.

Rozwigzanie
Ogdlnie:

e Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

|A]
P(A) =—
(A =g
gdzie:
|A] - liczba zdarze elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia 4,
|Q] - liczba wszystkich zdarzen elementarnych.

e Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego: Niech A oznacza zdarzenie losowo (krétko:
zdarzenie). Oznaczmy przez A’ zdarzenie przeciwne do zdarzenia A.

P(A) =1—P(A")

W przypadku doswiadczenia opisanego w zadaniu zdarzenie elementarne to np. (3,5) , gdzie:
3 - wynik rzutu na pierwszej kostce, 5 - wynik rzutu na drugiej kostce.

Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych ) ma wiec postac:
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0={(11),0,2),(1,3),(14),(1,5),(16),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4), (4,5),(4,6),
(5,1),(5,2),(5.,3),(5,4),(5,5),(5,6),
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}

Sktada sie on z 36 elementéow
Q| =36

Niech A - zdarzenie polegajgce na tym, ze suma uzyskanych oczek bedzie mniejsza od ich iloczynu.
Zwréémy uwage, ze ma to miejsce w wiekszosci przypadkow. Dlatego warto rozwazy¢ zdarzenie
przeciwne A'.

A" - zdarzenie polegajagce na tym, ze suma uzyskanych oczek bedzie wieksza badz réwna ich
iloczynowi.

Zauwazmy, ze w opisanym doswiadczeniu suma uzyskanych oczek jest wieksza od ich iloczynu wtedy
i tylko wtedy, gdy przynajmniej na jednej kostce wypadta jedynka. Réwnos¢ sumy oraz iloczynu
zachodzi w przypadku uzyskania dwdjek na obu kostkach. Zdarzeniu A’ sprzyjajg zatem nastepujgce
zdarzenia elementarne

A, = {(11 1)1 (1’ 2)! (11 3)1 (1! 4)1 (11 5)1 (1’ 6)! (21 1)! (3! 1)! (41 1)1 (51 1)1 (61 1)1 (2l 2)}
[A'] =12
Na podstawie klasycznej definicji prawdopodobienstwa mamy

P = Al 12 1
Q36 3

Zatem

P(A)=1-PA) =1 1.2
W =1-P@A)=1-3=5%
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Zadanie 29. (5 pkt.)

Dany jest wykres funkcji:

3]
N

[EIR I

D O =

[c]

a

[}

o s

5]

B W

[+

a) Wyznacz zbiér wartosci funkcji f: < -1, 6 >
b) Najmniejszg wartos¢ funkcja f przyjmuje dla x = 9.
c) Argument dla ktérego funkcja f przyjmuje wartos$é 1 jest réwny 7.

d) Funkcja f jest rosngca na przedziale (0, 2).

e) Uzupetnij f(0) = f(6).
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Zadanie 30. (2 pkt.)

Zapisz uktad rownan liniowych, ktérego interpretacje geometryczng przedstawiono na wykresie.

Rozwigzanie

Pierwszy sposéb

Ogodlnie:

e Roéwnanie kierunkowe prostej [ ma postac
ly=ax+b

o Jedli prosta [ przechodzi przez punkt (xg, o), to jego wspoétrzedne spetniajg réwnanie
prostej [

Yo =axg+b

W warunkach zadania mamy, ze prosta l; przechodzi miedzy innymi przez punkty (0, 4), (—4,0).
Zatem

{4-=a~0+b
0=—-4a+b

Rozwigzujac powstaty uktad réwnan uzyskujemy
{a =1
b=4
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Czyli
liry=x+4

Analogicznie wyznaczamy réwnanie prostej l,. Przechodzi ona miedzy innymi przez punkty (0, 2)
oraz (2, 0). Uzyskujemy wiec uktad réwnan

{2=a-0+b
0=2-a+b

Rozwigzujac powstaty uktad réwnan uzyskujemy

2

Czyli

lyyy=—x+2

Zatem powyzszy rysunek przedstawia interpretacje geometryczng uktadu réwnan ztozonego z
réwnan prostych [, oraz [,

y=x+4
{y=—x+2

Zauwazmy ponadto, ze uktad réwnan zbudowany z rdwnan tych prostych ma doktadnie jedno
rozwigzanie, bo proste przecinajg sie. Z wykresu mozemy odczytac rozwigzanie uktadu (wspdtrzedne
punktu przeciecia)

{x =-1
y=3
Drugi sposdb

Ogdlnie

e Rownanie kierunkowe prostej [ przechodzacej przez rézne punkty A(x,,y,) oraz
B(xp,yp) ma postac

W warunkach zadania mamy, ze prosta l; przechodzi miedzy innymi przez punkty (0, 4), (—4,0).
Zatem

421 0
y—d=—— -0
Czyli

Liry=x+4
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Analogicznie wyznaczamy réwnanie prostej l,. Przechodzi ona miedzy innymi przez punkty (0,2)
oraz (2,0). Zatem
p=272 0
y-2=5—5"(G-0
Czyli

lLyy=—x+2

Zatem powyiszy rysunek przedstawia interpretacje geometryczng uktadu réwnan ztozonego z
réwnan prostych l; oraz [,

{y=x+4
y=-x+2

Zauwazmy ponadto, ze uktad réwnan zbudowany z réwnan tych prostych ma doktadnie jedno
rozwigzanie, bo proste przecinajg sie. Z wykresu mozemy odczytaé rozwigzanie uktadu (wspdtrzedne
punktu przeciecia)

Zadanie 31. (2 pkt.)

Uzasadnij, ze jedli ciag (a,,) jest geometryczny, to jego suma n-poczgtkowych wyrazéw tego ciagu
nie moze wyrazac sie wzorem S, = n? + 8.

Rozwigzanie

Pierwszy sposdb

Ogodlnie: Niech (a,,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q i pierwszym wyrazie a,.
Wtedy

e suma n-poczatkowych wyrazéw tego ciggu wyraza sie wzorem

e wzdr na n-ty wyraz tego ciggu ma postac

Zatem

Widzimy, ze w ogdlnej postaci wzoru na sume n poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego n nie
wystepuje jako podstawa postegi (wystepuje tylko w wyktadniku). Wynika stad, ze S,, NIE moze
wyrazaé sie wzorem S, = n? + 8.
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Drugi sposéb
Ogodlnie: Niech (a,,) bedzie ciggiem, a S,, suma n-poczatkowych wyrazéw tego ciggu . Wtedy

a,=51,a,=S,—Sp_1dlan>1

Wyznaczmy wz6r ciggu:
a;=5=9a,=S,—Sp.1=n*+8-(n—-1)?-8=2n—1dlan> 1.

Wtedy a; = 9,a, = 3,a; = 5. Liczby te NIE tworza ciggu geometrycznego, poniewaz nie spetniaja

wlasnosci a2 = a, - ag .

Zadanie 32. (2 pkt.)

Uzasadnij, jesli funkcja f jest malejacai f(2) + f(6) = 6,to f(3) + f(10) < 6.
Rozwigzanie

Ogodlnie:

Niech D c Rifunkcja f: D = R.

def.

. A
f —malejaca <:>x1,x2 ep 2>0 = f(x2) < f(xq)

Czyli funkcja jest rosngca wtedy i tylko wtedy na podstawie definicji, gdy wraz ze wzrostem

argumentu wartosci funkcji maleja.

W warunkach zadania, wobec faktu, ze f jest funkcja mamy zatem
3>2=f3)<f(2
oraz
10 > 6 = f(10) < f(6)

Dodajac uzyskane nieréwnosci stronami otrzymujemy

fR)+f(10) <f(2) +£(6)
Skoro

f@+76)=6

Wiec

f@+fA0)<6
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Zadanie 33. (5 pkt.)

Pole powierzchni podstawy stozka wynosi 1507. Tworzaca stozka jest nachylona do podstawy pod
katem 60°. Wyznacz objetos¢ stozka.

Rozwiazanie

Ogdlnie:
e Objetosc stozka V = % . Pp ‘H
e Polekota P, =m- 72

S

l
H
T
S

Zauwazmy, ze w warunkach zadania, zgodnie z oznaczeniami na rysunku obok, tréjkat ABS jest
prostokatny. Dtugos$¢ przyprostokatnej AB tego trdjkata jest rowna dtugosci promienia podstawy
stozka

|AB| =1
Z drugiej strony znamy pole podstawy. Ze wzoru na pole kota uzyskujemy
150w =m - r?
Czyli
r=5/6 vr=-5/6
Z interpretacji geometrycznej odrzucamy rozwigzanie ujemne. Zatem
|AB| =1 =5V6
Aby obliczy¢ objetos¢ potrzebujemy znalez¢ dtugos¢ wysokosci stozka H.

Zwréémy uwage, ze w tréjkacie ABC znamy dtugosé przyprostokatnej |AB| = 5v6 oraz kat przy
wierzchotku A

a = 60°
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Dla wyznaczenia wysokosci stozka, ktérej dtugos$¢ réwna sie dtugosci przyprostokatnej BS
skorzystamy z funkcji tangens kata a

o  JBS]
84 = JaB]
Wstawiajgc znane wielkosci uzyskujemy
tg(60°) = H
8(60°) =~
Czyli
H
V3i=—
5vV6

Wyznaczamy niewiadome H

H=5-V6-V3=5-V18=5-4/9-2 = 152

W rezultacie objetos¢ stozka

1 1
V=3B H=3150m15-V2 = 750mv2
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8 Przykladowe zadania -,,e-matura”

Dane jest rownanie kwadratowe

2 — . ..
ar® +ar +c = U, ktore ma dwa rozne
pierwiastki i a>0. Wtedy

A. Srednia arytmetyczna pierwiastkéw rownania jest
rowna L
B.al_~J[__-]e

[Zrédto-Prébna ,,e-matura” — kwiecieri 2012 — zadanie 32]

Dany jest trojkat rownoramienny, ktorego podstawa
ma dlugosc x (x>0). Funkcja wartosci pola powierzchni

2
trojkata wyraza sie wzorem f(ﬂ") = I? Wtedy

A. Funkcja wartosci wysokosci trojkata w zaleznosci od
ditugosci podstawy trojkata x wyraza sie wzorem:

g(x) = .

B. Funkcja wartosci obwodu trojkata w zaleznosci od
ditugosci podstawy x wyraza sie wzorem:

o=

[Zrédto-Prébna ,,e-matura”’— kwiecier 2012 — zadanie 33]
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Rozwazmy trojkat ABC, ktorego dlugosci bokow s3
kolejnymi liczbami naturalnymi.

A. Wtedy k> [:] , gdzie k oznacza dlugosc

najkrotszego boku.

B. | -1
o wiasnosci podanej w zadaniu.

Istnieje dokiadnie jeden tréjkat prostokatny
Istnie]g doktadnie dwa trajkaty prostokatne
Istniejg dokiadnie trzy trojkaty prostokatne

Istnieje nieskoriczenie wiele trojkatéw prostokatnych

Nie istnieje trojkat prostokgtny

[Zrédto-Prébna ,,e-matura”’— kwiecieri 2012 — zadanie 34]

Podstawg ostrostupa jest kwadrat, ktorego dtugosc

boku jest rowna 2\/§ . Krawedz boczna jest

nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45“ .
Wtedy
A. Dlugosc wysokosci ostrostupa jest rowna:

B. Objetosc ostrostupa wynosi: '3-1

C. C052 Q= , gdzie (¥ jest katem nachylenia

krawedzi boczne] do krawedzi podstawy.

[Zrodto-Prébna , e-matura”— marzec 2012 — zadanie 29]
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[Zrodto-Prébna , e-matura”— — marzec 2012 — zadanie 32]

L

[Zrédto-Prébna ,,e-matura’— marzec 2012 — zadanie 33]
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nie posiada miejsc zerowych
posiada jedno miejsce zerowe
posiada dwa migjsca zerowe
posiada trzy miejsca zerowe

posiada wiecej niz trzy miejsca zerowe




Uzupetnij tresc i dowod twierdzenia.

Dany jest wielomian “’r(f) = (2-'1"' - 1)2” + 3

Wtedy suma wszystkich wspolczynnikow wielomianu
jest rowna L

Dowod.

Zauwazmy, ze
w( D= |

Stad suma wspolczynnikow jest rowna L

[Zrédto-Prébna ,,e-matura’— marzec 2012 — zadanie 34]

. . . . xP-3x+2 .
Rozwigzaniem réwnania —— — = -3 jest:
A) Zbior pusty
B) Zbior wszystkich liczb rzeczywistych

C)

D)

Jest jeden pierwiastek: x; = .
53 dwa pierwiastki: x; = T lix = v

[Zrédto-Prébna ,,e-matura”— grudzieri 2011 — zadanie 29]
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Dany jest kwadrat ABCD. A(3,2), B(6,6), C(10,3).

Na rysunku zaznacz punkt D

Wyznacz wspotrzedne punktu P, bedacego przecieciem
sie przekgtnych kwadratu:

P=( v |72, v ]12)

Wyznacz rownanie proste] przechodzgcej przez punkty

BicC:
)
v=(__~J/ax+10 —5

G (T el ) [ v

[Zrédto-Prébna ,,e-matura”— grudzieri 2011 — zadanie 31]

Dany jest cigg arytmetyczny (a,), a roznica tego ciggu wynosi r.
Niech b, = a5, + 3. Wtedy ciag (b,):

jest {U arytmetyczny Ugenmetryczny}

(e rﬂznlca @) |I0raz} Wynosi |:| .
bi=al )+ [:

[Zrédto-Prébna ,,e-matura”’— — grudzieri 2011 — zadanie 33]
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9 Projekt -,,e-matura”
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9.1 Wstep

Ponad 10 lat temu w Polsce wprowadzono system egzamindéw zewnetrznych. Do dnia
dzisiejszego egzaminy sprawdzane s3 metodg tradycyjng. Uczniowie piszg egzaminy na
przygotowanych arkuszach, nastepnie egzaminy sprawdzane sg przez egzaminatoréw. Obecnie
Centralna Komisja Egzaminacyjna rozpoczeta préby wdrazania tzw. e-oceniania. System e-oceniania,
to taki system, ktéry umozliwia sprawdzanie prac egzaminacyjnych przez egzaminatora nie poprzez
przegladanie papierowych dokumentéw, lecz na ekranie monitora. System taki nalezy rozumie¢, jako
aplikacje webowga zapewniajacg autoryzowany dostep przez Internet. Dzieki takiemu rozwigzaniu
mozliwe jest sprawne organizowanie pracy dla egzaminatoréw. E-ocenianie umozliwia przejscie od
punktowania przez egzaminatoréw catych prac obejmujgcych od kilku do kilkudziesieciu zadan do
specjalizacji w ocenianiu poszczegdlnych zadan. System e-oceniania zostat juz na duzg skale
wprowadzony miedzy innymi w Wielkiej Brytanii czy Stanach Zjednoczonych. Doswiadczenia, jakie
zdobyty w tym obszarze cztery duze komisje egzaminacyjne w tych krajach (AQA, OCR i EDEXCEL —
Wielka Brytania; ETS — Stany Zjednoczone) pozwalaja stwierdzi¢, ze przejscie od oceniania tradycyjnego
do e-oceniania wigze sie nie tylko ze zmiang organizacji procesu przygotowania prac do oceniania, ale
réwniez poprawia jego jakosc.

Projekt E-matura jest kolejnym krokiem rozwoju egzaminéw zewnetrznych w stosunku do e-
oceniania. Takie rozwigzania do tej pory nie funkcjonujg ani w Europie, ani na Swiecie na taka skale.
Przez realizacje tego projektu chcemy pokaza¢, ze pierwsze préby wdrozenia moga funkcjonowad
w Polsce juz za cztery lata. Decyzja bedzie nalezata do MEN. Pierwszy krok wdrozenia e-matury jest
mozliwy w tzw. dodatkowym terminie matury — tzw. Prébna matura, w ktérym w Polsce zdaje okoto 2
tysiecy ucznidéw (rok 2011) ze wszystkich przedmiotéw (okoto 150 z matematyki).
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9.2 Czym jest e-matura?

Projekt e-matura stanowi nowoczesny i innowacyjny system egzaminacyjny w skali kraju, ktéry
pozwala rozwigzywac¢ dotychczasowe problemy, jakie wystepowaty podczas przeprowadzania
egzamindw, w nowy sposOb. System pozwala na przeprowadzanie egzaminéw maturalnych
z matematyki z wykorzystaniem komputeréw podtaczonych do Internetu. Przebieg egzaminu jest
bardzo zblizony do zwykiego egzaminu maturalnego, w ktédrym uczniowie zasiadaja o ustalonej
godzinie przed komputerami i przystepujg jednoczesnie do pisania egzaminu. Po wystartowaniu
egzaminu przez ucznia uzyskuje on dostep do pytan egzaminacyjnych zaprezentowanych
w nowoczesnej multimedialnej formie. W przypadku, gdy uczen nie do korica rozumie, w jaki sposdb
dany typ zadania ma zosta¢ rozwigzany moze skorzysta¢ z kontekstowej pomocy przypisanej do
kazdego pytania.

Uzytkownikami systemu e-matura beda docelowo uczniowie klas maturalnych, ktérzy beda
mogli wykorzysta¢ umieszczane w systemie materiaty i egzaminy do podnoszenia wiedzy i lepszego
przygotowania do egzaminu urzedowego. System zostat przygotowany w taki sposéb, aby mogli
z niego korzystac¢ uczniowie réwniez z miejscowosci, gdzie dostep do Internetu jest na stabszym
poziomie (czeste przerwania potaczenia, staba przepustowosc tagczy) — poprzez wykorzystanie aplikacji
typu ,grupy klient”. Dzieki temu kazdy ze zdajgcych egzamin na platformie e-matura ma jednakowe
szanse i zdaje na takich samych zasadach bez wzgledu, z jakiej miejscowosci przystepuje do udziatu
w projekcie. Ponadto system zaktada wsparcie dla oséb niepetnosprawnych poprzez dostosowanie
interfejsu uzytkownika do oséb niedowidzacych.

Zadania egzaminacyjne mozna sklasyfikowaé, jako tzw. zamkniete i otwarte. Zadanie
zamkniete skfada sie z dystraktoréw (wzorcéw btednych odpowiedzi) i jednego lub kilku werstraktoréw
(wzorcéw prawidtowych odpowiedzi). W zadaniach otwartych samodzielnie formutuje sie i zapisuje
odpowiedzi. Stosowanie zadan zamknietych jest wygodne pod katem tworzenia systemu
automatycznego oceniania, zaréwno w przypadku skanowania formularzy z rozwigzaniami jak
i systemow egzamindw online.

Projekt e-matura jest budowany w sposdb na tyle uniwersalny, ze jest w stanie obstuzy¢
egzaminy rowniez z innych przedmiotow takich jak fizyka czy geografia. System moze stuzyé rowniez
do biezacej nauki wspierajac nauczycieli i ucznidéw podczas catego procesu dydaktycznego. Poniewaz
e-matura jest systemem informatycznym, ktéry wykorzystujac zaawansowane algorytmy sprawdzania
pytan moze mocno uprosci¢ i wspomdc prace nauczyciela, dzieki czemu uczniowie bedg mogli
rozwigzywac samodzielnie wiekszg ilos¢ zadan i na biezgco sprawdzaé swoje mozliwosci bez potrzeby
sprawdzania wszystkich prac przez nauczyciela.

Nauczyciel ma rdwniez dostep do raportéw tworzonych automatycznie w systemie e-matura,
dzieki czemu moze przez caty czas sledzi¢ postepy danego ucznia i sprawdzaé, w jakich dziedzinach
uczen ma problemy i musi sie jeszcze poprawic. Aplikacja umozliwia bardzo rozbudowany system
raportowania. Oprécz standardowego wyniku logowane sg rowniez takie dane jak ilo$¢ wejs¢ ucznia
w dane pytanie, czas rozwigzywania danego pytania, jak czesto uczen korzystat z pomocy kontekstowej
podczas rozwigzywania danego pytania. Dzieki takim informacjom zaréwno nauczyciele jak i osoby
przygotowujace egzaminy maturalne moga jeszcze lepiej dostosowywac uktadane pytania, aby zostaty
jak najlepiej zrozumiane przez zdajgcych egzamin.

Projekt e-matura jest innowacyjnym podejsciem do tematu egzaminowania uczniéw na duza
skale z wykorzystaniem systemu opartego o sie¢ Internet. Zastosowanie projektu do przeprowadzenia
egzaminu maturalnego niesie za sobg pewne wymagania dotyczace daty i godziny, w ktdrej taki
egzamin sie odbywa. Aby zapewnic¢ réwnosc i jednolite zasady zdawania dla wszystkich uczestnikéw
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projektu system musi umozliwiaé jednoczesne przystgpienie do egzaminu przez bardzo duzg liczbe
uzytkownikéw. Aby sprosta¢ takim wymaganiom system zostat zaprojektowany z wykorzystaniem
rozproszonej infrastruktury zaréwno od strony bazy danych jak i aplikacji udostepnianej
uzytkownikom.

Baza danych jest kluczowym elementem projektu, ktéry zapewnia dostep do tajnych az do
chwili startu egzaminu pytan oraz miejsca, w ktérym sg odktadane udzielone przez uzytkownikéw
odpowiedzi. Baza danych zostata zbudowana z wykorzystaniem silnika bazy danych Microsoft SQL
Server 2008 R2. Aby zapewni¢ odpowiednig szybkos$¢ dziatania zostat do tego celu zbudowany klaster
ztozony z dwodch fizycznych serwerdw bazodanowych podtaczonych poprzez sie¢ SAN do
wspotdzielonej macierzy opartej na twardych dyskach z interfejsem SAS. Serwery bazodanowe zostaty
odseparowane fizycznie od sieci Internet i s3 dostepne tylko za posrednictwem aplikacji udostepniane;j
przez serwery aplikacyjne. Zastosowanie technologii klastrowej zapewnia duzg wydajnos¢ oraz
bezpieczenstwo — w przypadku fizycznej awarii jednego z serwerdw drugi z powodzeniem przejmuje
jego role i serwuje dalej ustugi tak, aby uzytkownik koricowy nawet sie nie zorientowat, ze wystapity
jakie$ problemy techniczne. Poniewaz w bazie danych odktadane sg wszelkie informacje o aktywnosci
uzytkownika podczas egzaminu (odpowiedzi — nawet jesli uzytkownik zmieni odpowiedz, kazda
udzielona przez niego odpowied? jest oddzielnie zapisywana do pdzniejszej analizy, czas udzielania
odpowiedzi, ilos¢ wejs¢ w dane pytanie, informacje o korzystaniu z kontekstowej pomocy techniczne;j
itd.) wymagana jest duza wydajnos¢ dziatania silnika bazodanowego. Podczas testow projektu
przeprowadzonych w kwietniu 2011, w ktdérych wzieto udziat 2349 uczniéw ze szkét z woj. tédzkiego
udato sie zmierzy¢ obcigzenie bazy danych na poziomie okoto 10-15% wykorzystania sprzetu, ktéry
zostat zakupiony na potrzeby projektu. Na podstawie testéw syntetycznych przeprowadzonych
z uzyciem serwerdw, ktére przeprowadzaty kontrolowane ataki DDOS na serwery bazodanowe
projektu e-matura wynika, ze zakupiony sprzet powinien sprostac liczbie okoto 25 do 30 tysiecy (dla
poréwnania liczba maturzystéw podchodzacych pierwszy raz do matury w woj. tédzkim z 2011
wynosifa 22315)! jednoczesnych uzytkownikéw odwotujgcych sie do bazy danych przez aplikacje e-
matura. Biorgc pod uwage wyniki testdw syntetycznych oraz wprowadzane caty czas optymalizacje
w systemie zakupiony na potrzeby projektu sprzet powinien sprosta¢ wymaganiom przeprowadzenia
egzaminu maturalnego dla wszystkich maturzystéw z wojewddztwa tédzkiego. Zwiekszanie liczby
uzytkownikéw bedzie wymagato inwestycji w rozbudowe sprzetu.

Aplikacja e-matura jest interfejsem uzytkownika, przez ktéry uczniowie komunikuja sie z baza
danych pobierajac pytania oraz udzielajgc na nie odpowiedzi. Aplikacja zostata zbudowane w oparciu
o model tzw. grubego klienta z wykorzystaniem technologii Silverlight 4.0. Zastosowanie takiego
modelu umozliwito zbudowanie duzo bezpieczniejszej aplikacji, a takze znaczgce zwiekszenie wygody
korzystania z aplikacji przez zdajgcych egzamin uczniéw. Aplikacja jest uruchamiana z poziomu
przegladarki WWW i z punktu widzenia uzytkownika caty czas dziata jak strona sieci web. Jest to jednak
aplikacja w modelu grubego klienta, co oznacza, ze cata aplikacja jest pobierana na lokalny komputer
uzytkownika i dziata catkowicie autonomicznie. Interfejs uzytkownika jest tak samo responsywny dla
uzytkownikéw podtgczonych do Internetu taczem o duzej przepustowosci jak i dla tych, ktérzy maja
duzo stabsze tacza, czego nie datoby sie osiggngc przy wykorzystaniu standardowej strony WWW, gdyz
uzytkownicy ze staby podfgczeniem do Internetu duzo dtuzej musieliby czekaé na przetadowywanie sie
stron z kolejnymi pytaniami. Aplikacja e-matura niweluje ten problem, przez co znaczgco zwieksza
rownos¢ szans przy zdawaniu egzaminu przez wszystkich uzytkownikéw. Aplikacja juz na samym
poczatku pobiera wszystkie pytania i odwotuje sie do serwera tylko w przypadku udzielania odpowiedzi
na dane pytanie. Jesli nawet tacznos¢ z Internetem zostanie przerwana na chwile odpowiedzi
uzytkownika sg zapisywane w pamieci podrecznej aplikacji i gdy tylko tgczno$¢ z serwerem zostaje
odzyskana aplikacja wysyta wszystkie dane w tle, nie wptywajgc w zaden sposdb na prace uzytkownika.

! Dane z OKE L6dZ
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Srodowisko fizyczne, ktére jest wykorzystywane do serwowania aplikacji e-matura zostato
stworzone w oparciu o 4 serwery wykorzystujgce system operacyjny Microsoft Windows 2008 R2.
Serwerem, ktéry serwuje aplikacje dla uzytkownikéw koricowych oraz posredniczy w komunikacji
pomiedzy aplikacjg, a serwerem bazy danych jest IIS w wersji 7.5. Ponadto jest jeszcze jeden serwer
petniagcy role tzw. ,load balancer’a”, do ktérego kierowana sg wszystkie odwotania uzytkownikéw,
ktérzy uruchamiaja aplikacje. Serwer ten kieruje zapytania uzytkownikéw do serweréw
udostepniajacych aplikacje w taki sposdb, aby jak najlepiej roztozy¢ obcigzenie pomiedzy 4 serwery
aplikacyjne zapewniajac w ten sposéb maksymalng wydajnos¢ serwowania danych. Wykorzystanie
infrastruktury rozproszonej zwieksza ponadto bezpieczernstwo korzystania z aplikacji poprzez
zabezpieczenie przed awarig sprzetowa. W przypadku awarii jednego z serwerdw zapytania, ktére byty
do niego kierowane sg przekierowywane do pozostatych serwerdw, ktére automatycznie przejmujg
jegorole.

Projekt e-matura zostat zbudowany w sposéb innowacyjny, aby jak najlepiej spetni¢
wymagania stawiane przed egzaminami maturalnymi z matematyki i nie tylko. Projekt jest budowany
w taki sposéb, aby byt jak najbardziej uniwersalny i mégt by¢ wykorzystywany po wprowadzeniu
pewnych przerébek réwniez w zastosowaniu do innych przedmiotdow.

E-Matura jest systemem egzaminacyjnym czasu rzeczywistego pozwalajaca na przeprowadzenie
wybranego egzaminu dla duzej prébki ucznidw w jednym czasie. Dzieki zastosowaniu nowoczesnych
rozwigzan z dziedziny informatyki system pozwala na przeprowadzenie interaktywnego egzaminu dla
kilkudziesieciu tysiecy oséb. System zostat stworzony na potrzeby przeprowadzenia egzaminu
maturalnego z matematyki jednak jest elastyczna architektura pozwala na dostosowanie go do kazdej
innej dziedziny nauki czy sztuki.
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9.3 Cele projektu

Zaktada sie, ze celem gtéwnym projektu jest dostarczenie innowacyjnego narzedzia stuzgcego do
dokonania zmian w metodach nauczania i uczenia sie, bedgcego jednoczesnie narzedziem
pozwalajgcym na weryfikacje zdobytej wiedzy, dzieki zastosowaniu mozliwosci sprawdzania poziomu
zdobytej wiedzy za posrednictwem interaktywnej platformy i zgromadzonego tam materiatu jak,
rowniez statystycznej analizy zbieranych wynikow.

Przy zatozeniu celu gtéwnego sprecyzowane zostaty nastepujace cele szczegétowe projektu:

. Dostarczenie odbiorcom moZliwosci na wyréwnania Ilub podniesienia poziomu

posiadanej wiedzy w zakresie matematyki, jak réwniez zweryfikowanie jej i ocenienie

Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie odsetek ucznidw, ktérzy podniesli swoéj poziom
posiadanej wiedzy z matematyki.

Zrédtem danych bedzie przeprowadzenie badan podtuznych wéréd uzytkownikéw platformy.
Te same osoby podchodzi¢ bedg do egzaminu z matematyki za posrednictwem platformy e-matura, co
najmniej dwa razy. Pozwoli to porédwnac osiggane przez nie wyniki i stwierdzi¢, w jakim stopniu
podniosty one swdj poziom wiedzy i umiejetnosci z zakresu matematyki.

Wartos¢ docelowa: Cel zostanie osiggniety, jezeli zostanie stwierdzone, ze co najmniej 960
ucznidéw podniesie swéj poziom wiedzy z matematyki.

. Dostarczenie uzytkownikom mozliwosci wykorzystania innowacyjnego narzedzia celem
podniesienia  atrakcyjnosci prowadzonych form nauczania, a tym samym
przetamywania istniejgcych w tym zakresie stereotypow.

Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie stopien wykorzystania platformy e-matura zaréwno przez

nauczycieli jak i uczniow.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badari ankietowych przeprowadzonych w etapie
testowania projektu.

Wartos¢ docelowa: cel zostanie osiaggniety, jezeli co najmniej 32 placowki i 64 nauczycieli
zdeklaruje, ze uzyskata innowacyjne mozliwosci wykorzystania platformy e-matura.

. Dostarczenie uzytkownikom instytucjonalnym, przy zachowaniu poufnosci, mozliwosci
zbierania i analizowania danych

Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie odsetek dyrektoréw/nauczycieli, ktéorzy beda

wykorzystywac gromadzone po kazdym egzaminie dane dotyczace osigganych przez uczniéw wynikdw.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych w gronie
dyrektoréw i nauczycieli ze szkdt uczestniczacych w projekcie.

Warto$¢ docelowa: cel zostanie osiggniety, jezeli co najmniej 64 dyrektoréw/nauczycieli z 32
placéwek zadeklaruje che¢ wykorzystywania zgromadzonego dzieki platformie materiatu.

. Otwarcie sie szkét ponadgimnazjalnych na dziatania innowacyjne doprowadzajgce do
udostepniania gromadzonej na uczelniach wyzszych wiedzy
Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie odsetek szkét zainteresowanych udziatem w projekcie.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badari ankietowych przeprowadzonych zaréwno
wsrod szkét biorgeych udziat w etapie testowania jak rowniez szkét losowo wybranych, ktdre nie wziety
udziatu w tym etapie.

-109-



Wartos¢ docelowa: cel zostanie osiggniety, jezeli co najmniej 32 placéwki zadeklaruja chec
wziecia udziatu w projekcie.

. Zwiekszenie zainteresowania uczniow szkdt ponadgimnazjalnych kontynuacjq
ksztatcenia na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy
Wskaznikiem osiggniecia celu bedzie odsetek ucznidw biorgcych udziat w badaniu
ankietowym, ktory uzna, ze wprowadzanie i uzywanie narzedzi typu platforma e-matura korzystnie
wptywa na popularyzacje przedmiotéw Scistych i tym samym na zwiekszenie liczby ucznidw
zainteresowanych kontynuacjg nauki na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na
wiedzy.

Zrédtem danych bedzie analiza wynikéw badan ankietowych przeprowadzonych w gronie
uzytkownikdéw platformy e-matura. Badania te przeprowadzone beda dla kazdego uczestnika
dwukrotnie: najpierw podczas badania w klasie przedmaturalnej a pdzniej w klasie maturalnej, dlatego
mozna bedzie poréwnac¢ odpowiedzi przed korzystaniem z platformy jak i po e-egzaminie.

Warto$¢ docelowa: Cel zostanie osiggniety, jesli 20% biorgcych udziat w ankiecie uzna, ze
wprowadzanie i uzywanie narzedzi typu platforma e-matura korzystnie wptywa na popularyzacje
przedmiotéw Scistych i tym samym na zwiekszenie liczby uczniéw zainteresowanych kontynuacja
ksztatcenia na kierunkach o kluczowym znaczeniu dla gospodarki opartej na wiedzy.
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9.4 W jaki sposob nasz projekt moze pomoéc?

Elektroniczna forma przeprowadzania egzamindw rozwigzuje wiele problemdw.

1. Przede wszystkim zmniejszone zostang koszty przeprowadzenia egzaminu gdyz poza
jednorazowym wydatkiem na sprzet, oprogramowanie i jego utrzymanie nastepne egzaminy
mogg sie juz odbywac przy minimalnych kosztach eksploatacyjnych. Ponadto znikajg tez
koszty, jakie nalezy ponies¢ na optacenie nauczycieli sprawdzajgcych prace egzaminacyjne,

2. Dostarczenie pytan do jednostek egzaminujgcych jest w petni bezpieczne i poufne
automatyczne i dziata na zasadzie szyfrowania kluczem asymetrycznym pochodzgcym
z certyfikatéw wystawionych przez autoryzowane jednostki certyfikujgce. Dzieki takiemu
podejsciu pytania docierajg bezpiecznie do odbiorcy bez mozliwosci ich , wycieku”. Serwery
z danymi sg witgczane do sieci dopiero w momencie uruchomienia e-matury. Co eliminuje
wczesniejsze wltamania hakerow.

3. Elektroniczna matura pozwala uzyska¢ natychmiastowy wynik, poniewaz system wedtug
zadanych parametrow dokona analizy i sprawdzenia prac dostarczajac do ucznia wynik zaraz
po zakoriczonym egzaminie dajgc egzaminowanej osobie o wiele wiekszy komfort psychiczny.

4. Elektroniczna matura_znaczgco ogranicza mozliwo$¢ ,Sciggania”.

5. Kolejnym elementem, na jaki pozwala elektroniczne egzaminowanie jest zbieranie danych
statystycznych o czasie trwania i liczbie powtérzen poszczegdlnych czynnosci w trakcie
rozwigzywania egzaminu. Co umozliwia doskonalenie zadan ulepszanie dydaktyki, gdyz kazdy
nauczyciel otrzyma dane, wskazujgce w jakim obszarze uczen ma najwieksze braki, aby
mozna byto je jeszcze odpowiednio wczesnie skorygowaé. Uzyskanie takich informacji z
matur tradycyjnych nie jest mozliwe. W systemie gromadzone bedg wyniki umozliwiajgce
prowadzenie badan statystycznych przez uzytkownikéw produktu, a odbiorcom wskazg
obszary, w ktérych wystepuja braki wiedzy potrzebnej do zdania egzaminu maturalnego
z matematyki. Przeprowadzenie egzaminu maturalnego w wersji elektronicznej
z wykorzystaniem budowanego systemu informatycznego daje dodatkowe mozliwosci
zbierania i analizy danych. w przeprowadzonej w kwietniu 2011 préobnej e-maturze system
egzaminacyjny zapisywat m. in. nastepujgce informacje:

1) Liczbe préb rozwigzania danego zadania;

2) Sumaryczny czas spedzony przez ucznia nad danym zadaniem (razem we wszystkich
prébach);

3) Oczywiscie liczba punktéw uzyskanych za zadanie. w przypadku braku punktow za zadanie
system rozrdzniat sytuacje:

a) uczen probowat rozwigzywac i uzyskat 0 punktow,

b) uczen nie podjat préby podania odpowiedzi.

Czas spedzony przez ucznia nad danym zadaniem jak i liczbe préb rozwigzania danego
zadania mozna traktowaé, obok liczby punktéw uzyskanych za zadanie, jako swoiste miary
trudnosci zadania. Patrzenie na uzyskang przez ucznidéw punktacje z uwzglednieniem w/w danych
oraz np. informacji na temat liczby ucznidw, ktdrzy nie podjeli préby rozwigzania zadania pozwala
wyciggnaé o wiele wiecej wnioskéw niz bytoby to mozliwe tylko w oparciu sama punktacje.

Informacje te sg cenne zaréwno dla egzaminatordw jak i nauczycieli oraz uczniow.
Na podstawie przeprowadzonej krétkiej analizy nasuwajg sie nam nastepujace wnioski:

e skumulowana informacja o punktacji, czasie rozwigzania i liczbie powrotéw do
danego zadania mogg stanowic¢ cenne wskazowki dla nauczyciela i ucznia. Nawet
zadowalajgca punktacja za zadanie przy duzej liczbie powrotéw do zadania
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i dtugim czasie rozwigzania mogg S$wiadczy¢ o zbyt stabym wycwiczeniu
i ugruntowaniu danej partii materiatu;

o fakt braku podejmowania préby rozwigzania danego zadania np. na egzaminie
maturalnym mimo zgodnosci tresci zadania z podstawg programowg powinien by¢
sugestig dla egzaminatoréw , aby by¢ moze zmienic forme zadania;

e informacje o Srednim czasie rozwigzania danego zadania (szerzej— zadania danego
typu) pomoga lepiej dopasowaé czas egzaminu do rzeczywistego poziomu
trudnosci zadan (tzn. poziomu trudnosci z punktu widzenia ucznia).?

6. wykorzystanie infrastruktury informatycznej szkét
7. ufatwienie dostepu oséb niepetnosprawnych do egzamindéw

9.5 Grupy, ktore moga korzystac ze wsparcia

Zatozenia projektu wskazuja, iz finalnie z wypracowanej, przetestowanej i udostepnionej
platformy bedg korzystali uczniowie klas maturalnych z terenu wojewddztwa tédzkiego przystepujacy
do egzaminu maturalnego z matematyki. Jak zostato wspomniane wczesniej na etapie testowania do
grupy docelowej zostang witaczeni takze uczniowie klas przedostatnich (drugich w przypadku liceum,
trzecich w przypadku technikum)

Platforma zostanie udostepniona réwniez uczniom z niepetnosprawnosciami. Grupa docelowa to
rowniez wszyscy uczniowie szkét ponadgimnazjalnych, ktérzy wobec braku mozliwosci korzystania
z zaje¢ dodatkowych lub tez chcacy na biezgco weryfikowaé posiadang wiedze dzieki oferowanemu,
innowacyjnemu wsparciu beda mogli przeciwdziata¢ dysproporcjom wystepujgcym w poziomie
przekazywanej w szkole wiedzy jak réwniez w nieréwnym dostepie do zaje¢ pozalekcyjnych.

2 Badania wlasne, raport w zataczeniu (zalacznik 4)
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Ksigzka przygotowana w ramach projektu ,,E-matura’, wspétinansowanego przez Uni¢ Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego, Programu Operacyjnego Kapitat Ludzki, Priory-
tet III Wysoka jako$¢ systemu oswiaty, Dziatanie 3.3 Poprawa jakosci ksztalcenia, Poddzialanie
3.3.4 Modernizacja tresci i metod ksztalcenia - projekty konkursowe.
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