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scenariusz lekcji nr 1

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Planimetria

Temat: Taka sama podstawa, taka sama wysokos¢.
Klasa: Klasa I

vk wnNe

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto

e uczen tworzy faiicuch argumentéw i uzasadnia jego poprawnos¢.

6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

7. Cele: Uczen:
e stosuje wzory na pole tréjkata,
e wskazuje wspdlng wysokosc tréjkatéw,
e wskazuje wspdlng podstawe trojkatow,
e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadéw,
e zapisuje uzyskane wnioski,
e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan.,
e postuguje sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach
Zajecia rozpoczynamy od przyktadow.
Przyktad 1.
Dany jest trojkat ABD, w ktérym |BC| =40i |CD| = 20, jak na rysunku.

A

20 C 410

Oblicz stosunki: IAEC] i _'ABC].
lacp] ~ [aBD]

([F] oznacza pole figury F.)

Rozwigzanie

Wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka A jest wspdolng wysokoscig tréojkatéw ACD , ABC i ABD.

Oznaczmy jej dtugos¢ przez h. Wéwczas

|BC|-h 40-h
2

[4BC] = = 20h
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IcD|-h  20-h

[ACD] = = = 10h,
2 2

skad

[ABC] 20h

[4cD] ~ 10n

Zauwazmy ponadto, ze

[ABC] |BC|

[acp] ~ lep|

Postepujac podobnie, otrzymujemy:

|BC| - h

[4BC] 5

BC|

2

[4BD]  |BD[-h ~ |BD| 3

2

Uwaga
Kluczowym etapem rozwigzania jest zauwazenie, ze trzy tréjkaty majg wspdlng wysokosé. W kazdym
przypadku, stosunek pdl powierzchni tréjkatéw jest réwny stosunkowi dtugosci podstaw tych
tréjkatéw, na ktére ta wysokosé jest opuszczona.
Ponizszy aplet pozwala zobaczy¢ te zaleznosé.
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Przyktad 2.

Zatézmy, ze na dziwnie uksztattowanej $cianie trzeba namalowac tréjkat o podstawie AB (rys.)
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A ¥&:
Jak przekonac sie, ze wybierajac punkt D,

I
Jako trzeci wierzchotek tréjkata mozemy wybraé C lub D.

pomalujemy mniejszy tréjkat?

Rozwigzanie
Wyznaczmy pola obu tréjkatéw.
(app] = 281 DEL, ey - 4B BCT
2 2
Wyznaczmy tez iloraz tych pdl.
[ABD] |AB|- |DE] 2 IDE| 3
2 laB|-|Bc| |BC| %

[ABC]
taczac obserwacje z obu przyktaddw, mozemy napisaé:
Jedli tréjkaty majg wspdlng wysokosé, to stosunek ich pdl powierzchni jest rowny stosunkowi

1.
dtugosci ich podstaw, na ktdre ta wysokos$¢ jest opuszczona (lub na prostg, na ktérej te
podstawy lezg). Jest to szczegdlnie uzyteczne do problemoéw, w ktérych dwa tréjkaty maja
podstawy lezgce na tej samej prostej.

2. Jesli dwa trojkaty majg wspdlng podstawe, to stosunek ich pdl powierzchni jest rowny
stosunkowi ich wysokosci opuszczonych na te podstawe(lub na prostg, na ktérej ta podstawa
lezy).

Przejdzmy do zadan.

Zadanie 1.
Niech ACi BD przecinajg sie w punkcie X, jak na rysunku.



D

Wiadomo, ze [ABX] = 24,[BCX] = 15, [CDX] = 10. Oblicz [ADX].

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze trojkaty ABX i BCX majg wspdlng wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka B na prosta

AC, zatem
|AX| [ABX] 24 8

icx| ~ [cBX] 15 &5

Rowniez trojkaty ADX i CDX majg wspdlng wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka D na prostg AC,

zatem
|AX| [ADX] [ADX]
icx| [cpx] 10

Korzystajac z poprzedniego wyniku, mamy:

[ADX] 8
10 5
czyli
[ADX] = 16.
Zadanie 2.
. . . . wxrzl
Oblicz |ax| wiedzac, ze | WX| = 8 [ [POX] = .
Z ¥
- L]
1=
W a X
(rys.)



Rozwigzanie

. o Iwex]l 1 17 _ [wzxyz] . )
Zauwazmy, ze e stad [WPX] = — Dalej mamy:
[PX] [WXYZ] 4 2
wpx] 6  [wxvz] 3

Rozwazajgc tréjkaty o wspdlnej podstawie QPX i WPX stwierdzamy, ze
Qx| 2

»

8 3

skad

ox| 16 5l
)

Zadanie domowe
‘c]  AF

Odcinki AD, BE i CF przecinajg sie w punkcie X, jak na rysunku. Wykaz, ze :ﬁ‘:’c] o

A

Propozycja rozwigzania.
Trojkaty AXF i BXF majg wspodlng wysokosé opuszczong z wierzchotka X, zatem
[AXF] AF

[BXF] FB
Podobnie
[AFC] AF
[BFC] FB
W zwigzku z tym, mamy:
AF AF
[4xC] _[ACF] — [AXF] _Fp[BCF]—Fp-[BFX] AF ([BCF] — [BFX]) _AF
[BXC] [BCF] — [BXF] [BCF] — [BXF] FB \[BCF] —[BXF]) FB

co nalezato wykazac.
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scenariusz lekcji nr 2

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej, 11. Rachunek rézniczkowy

Temat: Réwnanie stycznej do hiperboli i paraboli.

Klasa: Klasa I

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto

e oblicza pochodne funkcji wymiernych;

e korzysta z geometrycznej interpretacji pochodnej;

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajagce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

Cele: Uczen:

e wykorzystuje pojecie ilorazu réznicowego,

e korzysta z rownania stycznej,

e oblicza wspétczynnik kierunkowy,

e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan.,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Informujac ucznidw o przedmiocie zaje¢ nauczyciel spodziewa sig, ze uczniowie przypomna:

a)
b)
c)

d)

L. L. Flag+h)—F (xg)
pojecie ilorazu réznicowego: ————=,

n

réwnanie stycznej do krzywej: v — vy = [ (x)(x — x4),

| =]
[X]

réwnanie hiperboli w postaci xy = —,

fy b

réwnanie paraboli w postaci v = ax? i y* = 2px.

Iy


http://www.geogebra.org/cms/pl/download/

Rys. 1

Rys. 2
Powyzsze rysunki przedstawiajg styczne do hiperboli i paraboli.

Wykonajmy teraz dwa zadanie.

Zadanie 1.

2 .
Znalez¢ rédwnanie stycznej do hiperboli xy = GT w punkcie 4 = (x,,V,) tej hiperboli (Rys. 1).

Rozwigzanie
2 2

Dana hiperbola jest wykresem funkcji v = f— ktérej pochodng jest v' = —f—z. Wspdtczynnikiem
X X

. . . - . . a’ . . a? .
kierunkowym stycznej w punkcie 4 = (x,,V,) jest liczba m = T a poniewaz xp)p = —, Wige
m = —22: styczna ma réwnanie y — Vg = — %o (x — ¥g ), ktére mozemy napisa¢ w postaci
Xg : : Xp

VoX + XV = a’.
2

Zauwazmy, ze gdy do powyzszego réwnania stycznej podstawimy y = 0, to ¥ = — = 2x,. Co to
Yo

oznacza? Oznacza to, ze punkt stycznosci A jest srodkiem odcinka PQ stycznej zawartego miedzy
asymptotami.

Zadanie 2.

Napisz réwnanie stycznej do paraboli v = ax? w punkcie 4 = (x,,),) i sprawd?, ze gdy x, = 0,

styczna przecina o$ Ox w Srodku odcinka o koricach (0, 0)i (x4, 0).
Rozwigzanie

Pochodng jest v' = 2px. Wspétczynnikiem kierunkowym stycznej w punkcie 4 = (x,,V;) jest liczba

m = 2px,; styczna ma réwnanie v — v, = 2px,(x — x,).



. . 2 2 X . . e
Gdy x; =0 i v=0 i y; =axi to2ax,x = axi, to x = =, co oznacza, ze styczna przecina o0$

£

Ox w $rodku odcinka o koncach (0, 0) i (x4, 0).
Zadanie domowe

1. Woyznacz takg wartos¢ m = 0, zeby prosta v = mx + 4 miata z hiperbolg xy = 3 jeden punkt
wspolny. Wykonaj odpowiedni wykres (Rys.3).
2. Wykaz, ze réwnanie stycznej do paraboli y* = 2px w punkcie (x;,)5) mozna zapisaé w

postaci vy, = plx +x,).
Wskazowka

Jedli uczniowie nie znaja pochodnej funkcji ztozonej, to mogg pochodng funkcji ¥ = £./2px obliczy¢

z definicji lub wyrazi¢ x jako funkcje y.

B Karait_stycona (sc 2).agb -[5]]
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scenariusz lekcji nr 3

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Liczby rzeczywiste, Funkcje

Temat: Minimum i maksimum funkcji przedziatami liniowej.

Klasa: Klasa |

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:

o szkicuje wykres funkcji okreslonej w réznych przedziatach réznymi wzorami; odczytuje
witasnosci takiej funkcji z wykresu;
na osi liczcbowej zbiory opisane za pomoca nieréwnosci typu: |x —a| = b, |[x —a < b|;
|lx —al = b;

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywna lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

Cele: Uczen:

e oblicza wartos¢ funkcji dla zadanego argumentu

e wyznacza liczbe, dla ktérej funkcja przyjmuje okreslong wartos¢

e sporzgdza wykresy najprostszych funkcji liczbowych

e wyznacza dziedzine funkcji,

e rysuje wykresy funkcji na podstawie podanych wtasnosci,

e opisuje za pomocg funkcji zaleznosci w przyrodzie, gospodarce i zyciu codziennym,

e odczytuje i interpretuje informacje z wykresu funkcji oraz wycigga wnioski dotyczace
przebiegu danego zjawiska lub procesu,

e sporzadza wykresy funkcji przedziatami liniowej,

e znajduje wzor funkcji liniowej o zadanych wtasnosciach,

e  rozwigzuje zadania dotyczace funkcji liniowej i jej zastosowan,

e stosuje definicje i wlasnosci wartosci bezwzglednej,

e  korzysta z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej,

e oblicza odlegtos¢ punktéw na osi liczbowej,

e rozwigzuje proste rdwnania i nierdwnosci z wartoscig bezwzgledna,

e wykazuje sie starannoscig w obliczeniach algebraicznych,

e rozwigzuje problemy za pomocga narzedzi algebry, wykazuje sie przy tym dociekliwoscia
poznawczay,

e wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).

Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia

Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

10
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Zatdzmy, ze na peryferiach pewnego miasta przygotowano cztery przystanki autobusowe przy jednej
ulicy, ktérych wzajemne odlegtosci sg nastepujace: 370m, 445m, 300m.W okolicy brakuje punktu
sprzedazy biletéw, ktéry bytby tatwo dostepny na piechote z kazdego przystanku (zobacz rysunek).

370m ‘ 445m '300m
Gdzie nalezy postawic kiosk K sprzedazy biletéw na tej ulicy, by suma odlegtosci punktu K od czterech
przystankéw byta mozliwie najmniejsza?
Rozwigzanie
Mozemy umiesémy cztery przystanki na osi liczbowej nastepujaco:

e przystanek P; w punkcie O;

e przystanek P, w punkcie o odcietej 370;

e przystanek P; w punkcie o odcietej 370 + 445 = 815;

e przystanek P, w punkcie o odcietej 370 + 445 + 300 = 1115.

Oznaczmy przez x odcietg punktu K, w ktdrym znajduje sie kiosk z biletami; jest jasne, ze
0 < x < 1115.

Nalezy znalezé takie x, aby suma odlegtosci kiosku od przystankéw byta mozliwie najmniejsza, tzn.
nalezy wyznaczy¢ minimum funkcji

fx)=d(P,K)+d(P,K)+d(P,K)+ (B,K),
gdzie d — odlegtosé.
Biorgc pod uwage ograniczenia na x, mamy:
d(P,,K)=x, d(P,,K)=|x—370|, d(Py,K)=|x—815|, d(P,,K)=1115—x.
Uwzgledniajac powyzsze, otrzymujemy:
f(x)=x+|x—370|+ |x — 815] + 1115 — x = 1115 + |[x — 370| + |x — 815|.
Uwzgledniajac definicje wartosci bezwzglednej, mamy:
1115 —x +370 —x + 815 = —2x + 2300 dla 0 <x =370

f(x)=14 1115+ x — 370 — x + 815 = 1560 dla 370 < x <815

1115 +x—370+x —815 =2x - 70 dla 815 << x < 1115
Mozemy juz wykonac¢ wykres funkcji f.

Wykres wykonany jest w GG, wiec zmieniajgc potozenie punktu K (czerwony) miedzy P, i P;
uzyskujemy taka sama sume odlegtosci: 1560.

11



2500

Suma odleglosei wynosi : 600 + 230 + 215 + 515 = 1560

2000

1560

F,=(0,0) F2=(370,0) K F,=(815.0) F, X (m)
200 400 600 800 1000 1200

F,K =600 FyK =230 KF, =215 KF, =515 JHIK

Z wykresu odczytujemy, ze funkcja f osigga wartos¢ minimalng dla kazdego x zawartego miedzy 370 i
815. Oznacza to, ze kiosk z biletami nalezy postawi¢ miedzy przystankami P, i Ps.

Zadanie domowe
(Nauczyciel powinien omoéwic sposdb rozwigzania tego zadania.)

Producent obuwia produkuje model butéw, ponoszac nastepujgce koszty: stata miesieczna optata w
wysokosci 4500 € oraz 85 € za kazdg pare, ktdra zwieksza sie do 98 € dla kazdej pary wytwarzanej
ponad 500 sztuk w miesigcu.
Cena sprzedazy wynosi 220 €, ale sprzedaz kazdej pary generuje koszt w wysokosci 20 € miesiecznie.
Miesieczna zdolnos¢ produkcyjna firmy wynosi 1000 par butéw.
1. Okresl wzorem funkcje kosztow produkcji, przychoddéw i zysku w zaleznosci od wielkosci
produkcji i wykonaj ich wykresy na ptaszczyznie kartezjanskiej.
2. Znajdz dziedzine tej funkcjii okresl, w jakich przedziatach rosnie, a w jakich maleje.
Obliczy¢ liczbe par butéw, ktdre firma musi produkowac (i sprzedawac), zeby nie byto strat,
a zysk byt maksymainy.
Oznaczmy przez x liczbe par butéw produkowanych miesiecznie. Woéwczas poszczegdlne funkcje s
nastepujace:
1° Funkcja kosztéw produkeji:

K(x) = { 4500 + 85x + 20x, jezelli 0 = x =500
)= 14500 + 85 - 500 + 98 - (x —500) + 20x, jezeli 501 = x < 1000

czyli

k(x) = { 4500 + 105x, jezell 0 = x = 500
A= 1118x — 2000, jezeli 501 =< x < 1000

20

d{x) = 220x.

30

115x — 4500, jezeli 0 = x = 500

2(x) = d(x) = k(x) = {1021 + 2000, jezeli 501 = x = 1000

Wykresy tych funkcji sg nastepujace:

12



Dziedzing kazdej z tych funkcji jest oczywiscie przedziat {0,1000), a pozostate odpowiedzi uzyskamy
patrzac na nastepujgce rozwigzania (CAS):

= {X > 39.13}

102*1000+2000
-~ 104000

13



scenariusz lekcji nr 4

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Liczby rzeczywiste, ROwnania i nieréwnosci, Rachunek rézniczkowy
Temat: Gdy zawodzi schemat Hornera - przyblizone rozwigzywanie réwnan.

Klasa: Klasa lli

vk wnNe

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:
e oblicza pochodne funkcji wymiernych;
® rozwi3azuje rownania wielomianowe;
® rozwiazuje réwnania i nieréwnosci trygonometryczne;
e postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych.
6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e oblicza wartosci funkcji trygonometrycznych,

e zna zastosowania pochodnej,

e stosuje metode Srednich arytmetycznych,

e wykazuje sie starannoscig w obliczeniach algebraicznych,

e rozwigzuje problemy za pomocga narzedzi algebry, wykazuje sie przy tym dociekliwoscia

poznawczy,

e wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

I.  Uwagi wstepne
Rézne zadania i problemy matematyczne prowadzg czesto do rdwnan, ktére nie dajg sie rozwigzaé
doktadnie, tzn. nie ma wzoru , ktdry by przedstawiat pierwiastek rownania jako wynik pewnej
skoiczonej liczby dziatan na liczbach danych. Czesto takie rozwigzanie nie jest konieczne; w praktyce
wystarcza zwykle, gdy potrafimy znalezé wartos$¢ przyblizong pierwiastka z doktadnoscig potrzebng w
danym zagadnieniu.
Rozwazmy réwnanie postaci
(+) fx)=0,
gdzie funkcja f jest ciggta w pewnym przedziale otwartym i ma w nim pochodna. Przypusémy, ze
liczba x, tego przedziatu jest pierwiastkiem réwnania (*) i ze w punkcie x; pochodna funkcji jest
rézna od zera, tzn. ze
flxo) =0, f'(xo) = 0.

Moéwimy wtedy, ze X jest pierwiastkiem pojedynczym réwnania.
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Z warunku f'(xy) = 0 wynika, ze w pewnym otoczeniu punktu x, wartosci f(x) maja po réznych

stronach x, znaki przeciwne. Mozemy podaé przyktad, postugujac sie nastepujgcym apletem:

B GeoGebra M=
Plik Edycja Widok Opcje Narzedzia Okno Pomoc Zaloguj sie... |
. . -
2| AL A S]] £ e
» Widok Algebry = » cas =|| » Widok Grafiki =
= Funkcja 1| f2) 5
Jf(x):x275x+ 0
2 g(x) =2x-5 T
2 | f3) 41
=0
3 | 9(x):=Pochodnalf]
3
4|~ g(x):==2x-5
9(2)
4 21
3] - =1 <
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O8a| |0 € WS | € PocaaWF -0 nowyech -G.| (W] 6. scenanusz lekeii - Micr... ||| GeoGebra & O 235

Odwrotnie, jesli liczby f(a) i f(b) majq znaki przeciwne, a funkcja f jest ciggta w {a, b}, to miedzy a i b
znajduje sie jaki$ pierwiastek x, réwnania f(x), funkcja ciaggta, przechodzac od wartosci dodatniej do
ujemnej (lub na odwrét), przybiera w jakims punkcie wartos¢ 0. Jezeli ponadto pochodna f(x) ma w
catym przedziale ten sam znak, to x, jest jedynym pierwiastkiem réwnania w tym przedziale, bo

funkcja f jest wtedy rosngca lub malejgca w (a, b).

Il. Wyodrebnienie pierwiastka
Rozwigzanie danego réwnania f(x) = 0 w sposéb przyblizony zaczynamy od wyodrebnienia jednego
pierwiastka, tzn. od wyznaczenia przedziatu, w ktdrym znajduje sie jeden i tylko jeden pierwiastek. W
tym celu najczesciej szkicujemy wykres funkcji f. Jezeli dane réwnanie mozna zapisa¢ w postaci
filx) = fo(x), wéwczas nalezy naszkicowaé wykresy funkcji f1i fo; punkt przeciecia tych krzywych
wskaze nam w przyblizeniu, gdzie lezy pierwiastek.

Rozwazmy réwnanie x? — cosmx = 0.Po narysowaniu fukéw paraboli i sinusoidy, widzimy, ze

rownanie ma tylko jeden pierwiastek (dodatni), ktérego mozna szuka¢ w przedziale Gl) Istotnie,

112 = 1 112 T 1
(—) —cos—=-—-<10, a (—) —cos—=->0.
3 3 2 a4

Jeéli wyodrebniliémy pierwiastek x, réwnania f(x) = 0 przedziatem {a, b), przy czym f(a) i f(b) maja

< 1 +b . . e
przeciwne znaki. Srodek tego przedziatu, tj. warto$é x = Gﬂ , bedzie wdwczas przyblizeniem

pierwiastka z btedem mniejszym od b_a.

-
£

Postepowanie to pokazuje ponizszy rysunek.
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lll. Metoda $rednich arytmetycznych

Niech x,; = GJ:—D; obliczmy warto$¢ f(x1) i wybierzmy ten z przedziatéw (a, x,),(x,,b), w koncach

ktérego wartosci f(x) majg znaki przeciwne. Niech bedzie to np. przedziat {a, x; ). Srodek x, = it

tego przedziatu da nam przyblizenie pierwiastka ¥, z btedem mniejszym niz “ﬂ—_a = D_Ta Postepujac
dalej w ten sposéb, mozemy obliczy¢ przyblizong wartosé x, z dowolnie duzg doktadnoscia.

Zastosujmy te metode do réwnania x> — cos mx = 0. Przebieg rachunku przedstawia tabelka:

% e COsmx = cos( 180x)° X — cosmx
1 1 0
a=— - — <
3 9 2
1 1
bh=- - 0 >0
2 4
a+ b 5 25 0.2588 0
X, = = — — <
: 2 12 144 ’
X, +b 11 121 01305 .
Xq = = — — >
“ 2 24 K76 !
X, +x, 21 441 01951 0
Xqg = =— — <
: 2 48 2304 '
X, x5 43 1849 01632 .
x - — = — _—
: 2 96 9216 ' g
Kolejnym przyblizeniem jest x5 = J‘%ﬂ* = 18; % 0,443 z btedem mniejszym od 11? ~ 0,0065.
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W Arkuszu Excel wyglada to nastepujaco:

a_n,f{x)<0 b_n f{x)=0

A B C D E
1 x*3-cos(mx)=0
2 Warunki poczatkowe
3
4 a= 0 fla) -1 0
5 b= 1 fb) 2 4]
i] 0,25
7 0,375
8 04375
9 0,4375
10 0,4375
11 0,4375
12 0,4375
13 0,4375
14 0,4375
15 0,4379883
16 0,4382324
17 0,4383545
18 0,4384155
19 0,4384155
20 0,4384155
21 0,4384232
22
23
24 (0,438)"2-cos(m*0,438)
25

1

0,5

0,5

0,5

0,5
0,46875
0,453125
0,4453125
0,4414063
0,4394531
0,4384766
0,4384766
0,4384766
0,4384766
0,4384766
0,438446
0,4384308
0,4384308

0,5

0,25
0,375
0,4375
0,46875
0,453125
0,445313
0,441406
0,439453
0,438477
0,437988
0,438232
0,438354
0,433416
0,433446
0,438431
0,438423
0,438427

A jak wyglada wykres funkcji f(x) = x* — cos(mx)? Mniej wiecej tak:

f{m)

0,25
-0,64461
-0,24206
-0,00368
0,121709
0,058592
0,027341

0,0118
0,00405
0,000181
-0,00175
-0,00079
-0,0003
-6E-05
6,04E-05
2,63E-08
-3E-05
-1,5E-05

Zadanie domowe

doktadnosé 0,001

kontynuuj
kontynuuj
kontynuuj
kontynuuj
kontynuuj
kontynuuj
kontynuuj
kontynuuj
kontynuuj
kontynuuj

0,438

0,438

0,438

0,438

0,438

0,438

0,438

1]

Rozwigzaniem z doktadnoscig do trzeciego miejsca po przecinku jest x=0,438

Wyodrebnij, a nastepnie oblicz metodg srednich arytmetycznych kazdy z czterech pierwiastkéw

réwnania x* — 4x3 +5x — 1 = Q.
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Przygotowaniem do rozwigzania zadania moze by¢ wykres funkcji f(x) = x* — 4x® + 5x — 1.

-104
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scenariusz lekcji nr 5

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Liczby rzeczywiste, Wyrazenia algebraiczne
Temat: Wzér interpolacyjny Lagrange’a.

Klasa: Klasa I

vk wnNe

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:
e rozkitada wielomian na czynniki, stosujagc wzory skréconego mnozenia lub wytaczajac
wspolny czynnik przed nawias;
¢ dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany;
e wyznacza dziedzine prostego wyrazenia wymiernego z jedng zmienng ;
® rozwiazuje réwnania i nieréwnosci.
6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajagce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e rozwigzuje uktady réownan,

e tworzy wielomian interpolacyjny,

e tworzy wyrazenia wymierne spetniajace okreslone warunki,

e korzysta z pojecia wspdtliniowosci punktow,

e wykazuje sie starannoscig w obliczeniach algebraicznych,

e rozwigzuje problemy za pomocga narzedzi algebry, wykazuje sie przy tym dociekliwoscia

poznawczy,

e wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

W zagadnieniach praktycznych zdarza sie , ze znamy wartosci jakiejs funkcji f w pewnych punktach
Xq1.,Xa,%X3,°-, X, a chcemy mozliwie doktadnie wyznaczy¢ jej warto$s¢ w pewnym punkcie ¢ lezgcym
miedzy dwoma z owych punktéw. Aby obliczy¢é f(i) zastosujemy postepowanie, nazywane

interpolacja. (Inaczej: majgc dany wielomian, tatwo wyznaczamy jego warto$¢ w dowolnym punkcie;
teraz mamy kilka punktéw, na podstawie ktdrych trzeba utworzy¢ wielomian i obliczyé jego wartos¢
w innym punkcie.)

Przyktad

Zatézmy, ze dla mamy dane punkty: (1; 2,4), (2; 4,4), (3; 8,6) funkcji v = f(x), a potrzebne sg nam

wartosci f(1,4) 1 f(2,6). Zauwazmy, ze punkty te nie sg wspétliniowe.
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-5

Rozwigzanie graficzne zadania polegatoby na wykresleniu krzywej przechodzacej przez dane punkty.
Krzywych takich jest oczywiscie nieskonczenie wiele. W praktyce chodzi o to, by dla f(x) poda¢ jakis
prosty wzor. Czesto poszukujemy wielomianu mozliwie niskiego stopnia, ktérego wykres
przechodzitby przez dane punkty; rozwigzanie jest wtedy catkowicie okreslone, gdyz taki wielomian
istnieje zawsze i jest tylko jeden. Nazywamy go wielomianem interpolacyjnym.

W Przyktadzie dane punkty nie lezg na prostej, wiec wielomian interpolacyjny nie moze by¢ stopnia

nizszego niz 2. Przypusémy, ze jest nim funkcja v = ax? + bx + ¢. Podstawiajgc dane wartosci x i y,

otrzymujemy:

a+b+c=24
da+2b+c=44
9a+3b+c=286

ktdrego rozwigzaniem sg wartosci

Rozwiaz[{a+b+c=2.4 4 a+2 b+c=4.4 9 a+3 b+c=8.6}, {3,b,C}]

_1 13 13
13T 10T 10T 5

2 {a=11/10,b=(-13)/10,c=13/5}

{{a=1.1,b=—1.3,c =2.6}}

T ——

Wielomianem interpolacyjnym jest wiec wielomian:
y=1,1x% — 1,3x + 2,6.
Wartosciami tego wielomianudlax=1,4ix=2,6s3:2,936i 6,656.
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w=1.1x"2-1.3x+2.6

1 , 13 13
10" " 10*ts

11/10x*-13/10x+13/5

Podstaw, x=14. 2.936

oo, 130 13
10" "10%ts

11/10x*-13/10x+13/5

Podstaw, x=26 6.656

Twierdzenie

Istnieje wielomian P(x) stopnia nie wyzszego niz n, ktéry dla danych n +1 réznych wartosci

Xy:Xg, Xz, s Xy g

zmiennej x przybiera odpowiednio dane dowolnie wartosci

Vo, Yo, Ve, Vigas

czyli

P(x,)=y, dla i=123,n+1

Wielomian taki jest tylko jeden.

Przeprowadzimy dowdd tego twierdzenia dla n = 3 (w przypadku ogdélnym dowdd przebiega
analogicznie).

Znajdziemy najpierw taki wielomian P,(x) stopnia trzeciego, e P;(x;)=1,a
P,(x,) = P (x3) = P, (x,) = 0. Nietrudno sprawdzi¢, ze takg wtasno$¢ ma wielomian

(x —x)(x — x3)(x — x4)

1) P i(x)=- . - .
(1) A ) (xy —x)(xg — x3)(xy — xy)
Podobnie
. (x —x )(x —x3)(x — x,)
P,‘ . = — N - JI
B (1} (.xz - 1'1]'[:_1'2 - xg)(_xz - xel-:'
_ . (x —x )(x —x)(x — x)
2) Piix) =~ - . ;
(2) B0) (s —x;)(xs — x5 ) (x5 — xy)
() = T X)X 7 X

(g —x ) (e — x5 (xy — x3)

Sg takimi  wielomianami  stopnia  trzeciego, e P (x,)=P(x;)=P(x,)=1 a
Po(x;))=0,gdvk = [ dlak=234; [=1234

Tworzymy teraz wielomiany

(3) P(x)=ywP(x)+v,P(x)+ P (x)+ v P (x)
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Poniewaz P(x,;)=1,a P, (x,) =P (x;)=P, (x,)=0 wiec P(x;)=1v, tak samo
P(xz) =y, P(x3) = ¥3, P(xy) = ).

P (x) jest sumg wielomiandw stopnia trzeciego, wiec jest to wielomian stopnia co najwyzej trzeciego.
Zatem P(x) jest poszukiwanym wielomianem interpolacyjnym. Innego takiego wielomianu nie ma.

Wzér (3), w ktérym P;(x) ma znaczenie podane wzorami (1) i (2), nazywa sie wzorem

interpolacyjnym Lagrange’a.
Przyktad

Znajdz wielomian interpolacyjny dla funkcji y = f(x), majac dane:

X -3 -1 1 3

y -14 4 0 22

(x+D(x—1)(x-3)

S A O vy TS
P, (x) = (x + 3;) (J; T(i);; - 3},
RS
) = (10 SEDEDESD | GHDC-DE=D | GG+ DG=D

Poniewaz powyzszy rachunek jest ucigzliwy, wiec wykorzystajmy GeoGebra CAS:
PEO=(-147(x+1)0-1)03W((-2)7(-4)7(-6)) +47(x+3)(x-1)(-3)Y(27(-2)7(-4))+0+227(x+3 ) (x+1)(x-1)/(67472)

1 7
— P(x):xa—l—a x2—3x—|—1

Ostatnie wiec mamy:

: 1 7
P(x)=x34+-x*-3x+—
4 4

Zadanie domowe

B3|

argumentu x te same wartosci co

[T

’ ’

o | e

Znajdz funkcje kwadratowg przybierajgcg dla wartosci

sinmx. Oblicz wartosci tej funkcji dla x = L 1x = iporéwnajz wartos$ciami sin wx.
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Narysuj starannie wykresy obu funkcji w przedziale (0,1) i poréwnaj, jak dalece rézni sie jeden od

drugiego.
Wskazéwki i podpowiedzi

Wielomianem interpolacyjnym jest — %xz + %x -2
(-912x"2+9/2%-1/8)
1 5 | sin(TT x)
. 9 2,9 1
—“— — — X — ¥ - — .
2 2 8 — sin(m x)
2 | (9)/2x¥+9/2x-1/8 6 | sin(TTX)
Podstaw, x=1/4: 0.71875 L) | Podstaw, x=1/4- 0.70711
(((9)/2x+9/2x-1/8) 7 | sin(TTx)
3
9 xz—l—g x 1 — sin(m x)
2 2 i}
g | sin(TTx)
4| (9)/2x2+9/2x-1/8 |
L2 Podstaw, x=2/4- 0,70711
| Podstaw, x=23/4. 0.71875
Poréwnanie wykreséw:
B GeoGebra B
Plik Edycja Widok Opcje Narzedzia Okno Pomoc Zaloguj sie... |
oA ol of <] —
» Widok Algebry || ~ Widok Grafiki |
- Funi mEE
2 f(x) = sin(wx) 1y a b
= Prosta
@ a:x=0.25
@ b:x=075 047
= Punkt
3 A=(0.25,0.71875) 08
@ B=(0.25,0.70711) ciy=45¢ 1 45x 0125
=| Stozkowa A =(0.25,0.71875)
@ ciy=-45x+45x-0125 071 B=(0.250.70711)
064
. 4
054 f(x) = sin(7x)
0.4+
034
0.24
0.14
.06 -05 -04 -03 -02 -0.1 : 7 ol 02 03 04 05 06 07 08 09 H\ I -
mewadil 3@
Lsa| |0 € WS | | PocaaWP - 1 nowych G| [W] 7. sconanusz lckeii- Mier... [ GeoGebra | Beziyiulu Paint [ TR 18as
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scenariusz lekcji nr 6

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej, Rachunek rézniczkowy
Temat: Pek prostych.

Klasa: Klasa lli

uvewnNe

Zgodnos¢ z podstawg programowaq: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:
e wyznacza rownanie prostej;
e oblicza granice funkcji;
e postuguje sie rownaniem okregu;
6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e stosuje rownanie prostej z parametrem,

e zna pojecie peku wtasciwego i jego wierzchotka,

e zna pojecie peku niewtasciwego prostych,

e wykazuje sie starannoscig w obliczeniach algebraicznych,

e rozwigzuje problemy za pomocga narzedzi algebry, wykazuje sie przy tym dociekliwoscig

poznawczy,

e wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Pek prostych to rodzina prostych o wspdlnej wtasnosci. Jest on wyznaczony przez réwnanie z
parametrem; kazdej wartos$ci parametru odpowiada jakas prosta peku.

Réwnanie peku prostych w postaci ogélnej jest nastepujace:

alk)x+ b(k)y+c(k)=0,

gdzie wspdtczynniki a, b, c mogg zaleze¢ od parametru k.

Réwnanie peku prostych w postaci kierunkowej jest nastepujace:

v=mlk)x+ q(k),

gdzie wspotczynniki m, g mogg zaleze¢ od parametru k.

Wyrdzniamy dwa rodzaje pekdw prostych:

1° Pek niewtasciwy; wspdtczynnik kierunkowy réwnania takiego peku nie zalezy od parametru k. W
interpretacji graficznej jest to rodzina prostych o tym samym kierunku (réwnolegtych). Prosta tego
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peku uzyskana dla k = 0 przechodzi przez poczatek uktadu wspodtrzednych i nazywana jest tworzaca
peku.

Przyktad 1

Pek prostych opisanych rownaniem

v=2x+k

jest niewtasciwym pekiem prostych, dla ktérego prosta

v =2x

jest prosta tworzaca.

2° Pek wtasciwy; wspodtczynnik kierunkowy zalezy od parametru k. W interpretacji graficznej jest to
rodzina prostych przechodzacych przez wspdlny punkt, zwany wierzchotkiem peku. Pek wtasciwy ma
dwie proste tworzgce : jedng z nich otrzymujemy dla k — 22, a drugg dla k = 0.

Przyktad 2

Rownanie peku

(«) (k+2)x+(2k—1)y—-5k=0,

mozemy zapisa¢ w postaci:

k(x+2y—-5)+(2x—y)=0.

Prostymi tworzacymi sg zatem proste:

x+2y—-5=01 2x—y=0.

Wierzchotkiem tego peku jest punkt o wspdtrzednych (1, 2).

Zauwazmy, ze podstawiajac do (*) k = 0 otrzymujemy prostg 2x —y = 0, za$ po wyznaczeniu
zmiennej y z rownania (*) i obliczeniu granicy

5k — kx — 2x 1 5

lim —=——x +—,

k- 2k —1 2 2

otrzymujemy réwnanie drugiej prostej x + 2y — 5 = 0.

Uwaga

Jesli w polu Wprowadz GeoGebry wpiszemy rownanie peku (*)(po uprzednim wprowadzeniu suwaka
k), to pojawi sie tylko jedna z tworzgcych, mianowicie prosta o réwnaniu 2x — vy = 0 (dla k = 0). Fakt
ten jest czesto wykorzystywany do tworzenia zadan zwigzanych z pojeciem peku prostych.

Ponizej umieszczone sg obliczenia dotyczace przyktadu 2. oraz zrzut ekranu pokazujgcy pek prostych
z nim zwigzanych.

1 V Rozwiaz[{x+2y-5=0,2x-y=0}, {x,y}]
{{x=1y=2}}
RozwiazZ[{(k+2) x+(2k-1) y-5k=0}, y]
—kx+5k—2x
{’ = 2k —1 }

Granica[(-k*x+5 k-2*x)/(2 k-1), k, =]

1 5
—2*+3
y=83
4
1 5
y=-—3x+3
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Rozwazmy teraz nastepujgce zadanie:

Dany jest pek prostych kx + (k + 2)y + k — 1 = 0. Wyznacz wierzchotek tego peku oraz te wartosci
parametru k, dla ktérych proste peku majg punkty wspdlne z odcinkiem EF, gdzie E=(1,4)i F=(3, 2).
Rozwigzanie

ZnajdZmy najpierw rownania prostych tworzgcych. Jedng z nich otrzymamy, podstawiajac k = 0:
Zy—1=0.

Aby uzyska¢ réwnanie drugiej tworzacej, wyznaczymy y z réwnania peku i obliczymy granice przy
k — oo, W tym celu postuzymy sie GeoGebrg CAS.

RozwiaZ[k*x+(k+2)*y+k-1=0, y]

o _—kx—k+1
> VT T k42

—

2 Granica[(-k*x-k+1)/(k+2),k, o]

O| 5 =x-=1

3 y=$2

O| » y=—x-1

Jak wida¢, drugg tworzaca jest prosta o réwnaniu ¥y = —x — 1.
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Wierzchotek peku znajdziemy, rozwigzujgc uktad rownan
{2_1-' —-1=0
y=—x-1

Rozwiaz]{2y-1=0,y=-x-1}, {x,y}]

{fee-30-3)

Mozemy teraz przejs¢ do rozwigzania drugiej czesci zadania. Proste przechodzace przez korce
odcinka EF oraz wierzchotek W peku majg rownania:
35x—25v+65=01 —15x+45y—45=0.

Jakie jest wéwczas k? Podstawiajgc za x i y wspdtrzedne punktéw E i F, otrzymujemy: &k = —% dla
jednej prostej i k = —% dla drugiej prostej. Oznacza to, ze dla —g =k = —% proste peku maja

punkty wspodlne z odcinkiem EF.
Przewidujemy, ze po utworzeniu peku prostych w GeoGebrze, nie odczytamy doktadnej wartosci k
zwigzanej z prostg przechodzacg przez punkt E. Wynika to z faktu, ze krok suwaka mozna dostosowac

jedynie do skonczonych rozwinie¢ dziesietnych, a utamek g nie jest utamkiem dziesietnym.

Wykonajmy teraz kilka ¢wiczen, postugujac sie wspomnianym apletem GG.

B Kariut_pek_odcinek ogb 19 [=] 3

Plik Edycja Widok Opcje Narzgdzia Okno Pomoc Zaloguj sig... |
A s, ‘é‘v &| aBC| 22 _I_I

[all AL P O] L] N ree] 2] )

T LEallck

k=-12

mewa:t"l - . @

fsa] | OC WS | 3] Windows Medis Piayer | [W] Pek prostych o - Micros...| | GEOGEBRA | |2 Kerkut_pek_odenek ach |[[Z] Karkeut_pek_odcine... |8 (YL 1200

Widaé, ze —1.2 < k = —0.5, co potwierdza naszg wcze$niejszg obserwacje.

Podobnie jak o peku prostych mozemy méwié np. o peku okregdw. Rozwazmy rownanie:
X +y P+ 2k+1)x+(2-k)y+k-3=0,

ktére mozna przeksztatci¢ do postaci:

X*+y*+x+2y-3+k(2x-y+1)=0.
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Przyktadowy plik GG moze by¢ nastepujacy:

B Karkut_pek_okregi gob

14 [=] 3
Plik Edycja Widok Opcje Narzgdzia Okno Pomoc Zaloguj sig... |
; & B
A * I, | @ ‘é“V| \v| aBc| @2 _I_I
[s1l AL P O] L] rec] 2] ) s
» Widok Algebry [ cas = | » widok Grafiki =
=l Liczba . . = e
lista?:=R:
@ k=07 , ista ozwiaZl{c, a} {x, ¥}
=| Lista /0
-@ listal = {(0,1), {-1.8,-2.6)} @ | ListaPunktow: {(0.1) . L— 5%
=| Prosta n Y
@ a2x-y=-1

—=| Stozkowa 2
@ c(x+05F+{y+17=425
+@ di(x-0.20+(y+1.357 =556

I |+
mewad'zl
Dsa| |0 € WS | ] Wincows Media Piayer | [W] Pek prostych ot - Microso... | | GEOGEERA |[TZ] Karkast_pek_okregi.gab & R 1215

»

Widag, ze statymi punktami przeciecia sie okregdw z prostg a sg punkty (0, 1) i (—g - ?) okregiem
tworzacym jest okrag c, zas prosta a to tzw. prosta potegowa okregdw.
Zadanie domowe
a) Zbadaj pek prostych (2k + 1)x + (kK — 1)y + 8k + 7 = 0 i wyznacz prostg r tego peku,
taka, ktorej nie otrzymamy dla zadnej wartosci rzeczywistej parametru k.
b) Znajdz réwnanie prostej s peku, ktéra jest rownolegta do prostej o rdwnaniu 5x + v = 0.
¢) Znajdz réwnania t4 i t; prostych peku, ktére wraz z osiami uktadu wspétrzednych tworzg w
drugiej jego ¢wiartce tréjkat o polu 36.

d) Dla jakich wartosci parametru k proste peku przecinajg odcinek o koricach P =(-8,0)i Q =
(-3,5)?
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8.
9.

scenariusz lekcji nr 7

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Planimetria

Temat: Wiasnosci cieciw.

Klasa: Klasa |

Zgodnos¢ z podstawg programowga: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:

e rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wykorzystuje ich wtasnosci;

e prowadzi proste rozumowania, sktadajace sie z niewielkiej liczby krokow;

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

Cele: Uczen:

e stosuje pojecie cieciwy i Srednicy okregu,

e stosuje twierdzenia o przystawaniu tréjkatow,

e stosuje pojecie odlegtosci,

e zna podstawowe zasady dowodu twierdzenia,

e wykazuje sie starannoscig w obliczeniach algebraicznych,

e rozwigzuje problemy za pomocga narzedzi algebry, wykazuje sie przy tym dociekliwoscia
poznawczy,

e wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).

Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktfadu, ¢wiczenia

Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Wiasnosci cieciw okregu wyrazajg sie w kilku twierdzeniach, ktére poznamy (przypomnimy) wraz z

dowodami.

Twierdzenie 1.

W kazdym okregu S$rednica jest dtuzsza od dowolnej jego cieciwy nie przechodzacej przez srodek

okregu.
Zatozenia Teza
AB jest cieciwg CD > AB

CD jest srednica
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Dowadd

taczac konce cieciwy ze sSrodkiem okregu
otrzymujemy tréjkat AOB , w ktérym suma
dtugosci dwdch bokdw jest wieksza od dtugosci
trzeciego boku:

04+ 0F > AB.

Poniewaz OA i OB s3 dwoma promieniami
okregu, wiec OA + OB = CD,

skad
CD > AB,

co nalezato wykazac.

Twierdzenie 2.

W kazdym okregu srednica okregu jest prostopadta do cieciwy i dzieli na potowy zaréwno cieciwe, tuk

okregu, ktérego koricami sg konce tej cieciwy, oraz kat sSrodkowy.

Zatozenie

CD 1 AEB

Dowdd

taczac srodek O okregu z koricami cieciwy,
otrzymujemy tréjkat réwnoramienny AOB, w
ktédrym OA = OB.

Odcinek  OH
rownoramiennego opuszczong z wierzchotka O

jest  wysokoscia  trdjkata

na podstawe AB. Jest on wiec tez srodkowa tego
tréjkata i dwusieczng kata AOB, czyli
AH = HBi |44A0C| = |4COB|.

|£A0C| = |4COB),

oparte sg na réwnych tukach, skad

Poniewaz wiec katy te

Teza
AH = HB
AC =CB

|£A0C| = |4CORB|
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AC =CB,
co nalezato wykazac.
Twierdzenie 3.

W kazdym okregu srednica przecinajaca cieciwe w jej srodku jest do niej prostopadta.

Zatozenie Teza
AM = MEB DC 1 AB
Dowadd

W trdéjkacie réwnoramiennym AOB odcinek OM jest Srodkowg i jednoczesnie wysokoscig, zatem
DC 1 AB,

co nalezato wykazad.

Twierdzenie 4.

W kazdym okregu réwne cieciwy majg rowne odlegtosci od srodka okregu i odwrotnie, cieciwy,
ktorych odlegtosci od srodka okregu sg takie same, sg rowne.

Zatozenie Teza

AB =(CD OH = 0K

Dowdd

1) Oznaczmy przez OH i OK odlegtosci cieciw od .

$rodka okregu O; odcinki OH i OK s3 do tych ,
cieciw prostopadte i dziel3 je na potowy. D

Poniewaz, z zatozenia, AB = CD, wiec takie AH =
CH.

2) Trojkaty AOH i COK sg prostokatne oraz

AH =CH1A0 = (O,

co oznacza, Ze s3 przystajace. W szczegdlnosci A

co nalezato wykazad. B
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Twierdzenie odwrotne

Zatozenie

OH = OK

Teza

AE =CD

Trojkaty AOH i COK sa prostokatne oraz OH = OK (z zatozenia) i AO = CO (promienie). Sg to wiec
tréjkaty przystajace, gdyz majg rowng przeciwprostokatne i odpowiednie przyprostokatne. W

szczegoblnosci: AH = CK. Poniewaz punkty H i K sg Srodkami odcinkéw AB i CD, wiec jezeli rowne sg ich

potowy, to i cate odcinki sg réwne, co nalezato wykazac.

Twierdzenie 5.

W kazdym okregu cieciwy o réznych dtugosciach lezg w réznych odlegtosciach od srodka okregu;

dtuzsza lezy blizej srodka i odwrotnie.
Zatozenie

AB = CD

Dowdd

1) Oznaczmy przez OH i OK odlegtosci cieciw AB i
CD od $rodka O okregu. Narysujmy ponadto
cieciwe AE, rdwng cieciwie CD i oznaczmy jej
$rodek przez F. Poniewaz réwne cieciwy majg
takg sama odlegtos¢ od srodka okregu, wiec OF =
OK.

Z zatozenia wiadomo, ze AB > CD, wiec takze AB
> AE, a poniewaz punkty H i F s $rodkami
odcinkow AB i AE, wiec AH > AF.

2) W trdjkacie AFH dtuzszy bok lezy naprzeciw
wiekszego kata, stad |£AFH| = |£AHF|.
Oznacza to, ze |A0FH| < |40HF]|.

3) W trdjkacie OHF naprzeciw mniejszego kata
lezy krétszy bok, wiec OH < OF, a poniewaz OF =
OK, wiec OH < OK, co nalezato wykazac.

Twierdzenie odwrotne
Zatozenie

OH < OK

Teza

OH < OK

D

B

Teza

AB = (D
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Przeprowadzimy dowdd a. a., negujac teze.

Zatézmy, ze AB = CD albo AB < CD.

Jesli AB = CD, to z twierdzenia prostego wynika, ze AB = CD, co przeczy tezie.

Jesli AB < CD, to z twierdzenia prostego wynika, ze OH > OK, co jest sprzeczne z teza.

W obu przypadkach okazato sie, ze teza nie jest fatszywa, ale prawdziwa, zatem istotnie AB > CD.

Zadanie domowe

1. W okregu o srodku O poprowadzono dwie cieciwy AB i CD o jednakowej dtugosci. Jedng z
nich przedtuzono w kierunku AB do punktu H, zas drugg w kierunku CD do punktu K, tak, ze
BH = DK. Wykaz, ze OH = OK.

2. W okregu o srodku O poprowadzono dwie prostopadte cieciwy o jednakowej dfugosci.
Wykaz, ze czworokat, ktérego wierzchotkami sg: punkt wspdlny cieciw, srodki cieciw i Srodek

okregu, jest kwadratem.
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3. W okregu o srodku O poprowadzono dwie cieciwy AB i BC o wspdlnym koricu B oraz
dwusieczng kata ABC. Dwusieczna ta przecina okrgg w punkcie D. Wykaz, ze cieciwa o koncu
D, réwnolegta do cieciwy AB i cieciwa AB sg réwne.
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scenariusz lekcji nr 8

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Wyrazenia algebraiczne
Temat: Utamki algebraiczne proste.

Klasa: Klasa I

vk wnNe

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:

e uzywa wzorow skréconego mnozenia;

e rozktada wielomian na czynniki stosujac wzory skréconego mnozenia lub wytaczajac
wspalny czynnik poza nawias;

e wyznacza dziedzine prostego wyrazenia wymiernego z jedng zmienna, w ktérym w
mianowniku wystepujg tylko wyrazenia dajace sie tatwo sprowadzi¢ do iloczynu
wielomianéw liniowych i kwadratowych;

e dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyraienia wymierne; rozszerza i (w fatwych
przypadkach) skraca wyrazenia wymierne.

6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub

rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e okredla dziedzine wyrazenia wymiernego,

e wykonuje dziatania na wyrazeniach wymiernych

e odrdznia funkcje wymierng od innej funkcji

e stosuje wzory skroconego mnozenia,

e rozktada utamki algebraiczne na utamki algebraiczne proste,

e opracowuje metody szybkiego liczenia i je wykorzystuje,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, éwiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Znamy juz pojecie wyrazenia wymiernego:

Wyrazeniem wymiernym zmiennej x nazywamy wyrazenie postaci ——, gdzie Wi{x) i V(x)sq
Vi)

wielomianami i V(x) nie jest wielomianem zerowym (nie jest statq).
Zasady dziatan na wyrazeniach wymiernych (utamkach algebraicznych) s takie same jak na utamkach
arytmetycznych. W szczegdlnosci, gdy je dodajemy lub odejmujemy szukamy NWW mianownikéw i
kazdy z utamkdéw wyrazamy za pomocg rownowaznego mu utamka o mianowniku rownym wtasnie
NWW. Wykonajmy np. dodawanie:

.3 5 3(2x—3)+5x 6x+9+5x 1lx+9

Wi+ =3~ x(2x—3)  2x2-3x  2x2-3x
Wykonajmy jeszcze odejmowanie:
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4 5 4(x+2)-5(x—2) 4x+8-5x+10 —x+18

(D)—— - ——= a S —
x—2 x+2 xc—4 X —4 xc—4
Zdarzajg sie tez zadania typu:

Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsce liter a i b, aby zachodzita réwnosc
3) a N b _ 15 )

Tx—3 x+2 (x—-3)x+2)

Doprowadzmy lewg strone réwnosci do wspdlnego mianownika:

o b alx+2)+b(x—3) ax+2a+bx—3b (a+bh)x+2a-3b
3 112 -3+ -3a+2 | -3+ 2)
Poréwnujac liczniki wyrazen, otrzymujemy
{ a+b=0

2a —3b =15

P CAS

1 Rozwiaz[{a+b=0,2a-3b=15}, {a,b}]

{{fa=3.b=-3}}

Jesliwieca=3ib=-3,to
15 3 3
(x—3)(x+2) x-3 x+2

Wielokrotnie znajdziemy sie w takiej sytuacji, w ktorej bedziemy musieli odwrdécié ten proces, tzn.
15

majac na przyktad utamek taki jak bedziemy musieli ponownie wyrazi¢ go w postaci sumy albo

xt—x—8
3 , —3
1

x—3 x+2

roznicy kilku utamkoéw prostych, ktédrymi w tym przypadku sg utamki

Rozwazaé bedziemy tylko takie utamki algebraiczne, ktérych mianowniki nie maja powtarzajacych sie
czynnikéw liniowych. Dla takich utamkéw mozemy szybko podaé odpowiedniag metode rozktadu,
ktdra jest nieco lepsza od metody polegajgcej na odwrdceniu rachunkéw jak w przyktadach (1) i (2).
Metoda ta zaprezentowana jest w przyktadzie (3). Powtdrzmy jg w nastepujgcym przyktadzie:

Tx+5 . .
Przedstaw utamek ., W postaci utamkoéw prostych.
- T . TAES 7X+5 . Sl el 1
Najpierw rozktadamy na czynniki mianownik: ar—2 . e1esa) Teraz musimy znalez¢ takie liczby

wymierne A i B, zeby
7x +5 A B
(x—1(x+2) T x-1 ” x+ 2
Dodajac wyrazenia po prawej stronie tej tozsamosci, otrzymujemy
7x +5 Alx+2)+B(x—1)
-Dx+2) (-Dx+2)
co jest rGwnowazne
(+)7x+5=A(x+2)+B(x—1)=Ax+24+Bx—B=(A+B)x+ 24 - B.
Aby znalez¢ A i B nalezy przyrownaé wspotczynniki przy odpowiednich potegach x po obu stronach

tozsamosci (*); na tej podstawie otrzymujemy
{.‘1 +B =7

2A—B=5
€o po rozwigzaniu daje nam A=4, B=3.
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Uwaga
Wspodtczynniki A i B mozemy znalez¢ inaczej. Poniewaz obie strony tozsamosci (*)muszg miec takie
same wartosci dla wszystkich x, mozemy za x podstawi¢ dowolng liczbe. Wygodnie jest wybra¢ takie
wartosci x, dla ktérych x — 1 oraz x + 2 sg réwne zeru. Podstawiajagc x = 1 otrzymujemy
12 = 34 = A = 4, podstawiajac x = -2, otrzymujemy —9 = —38 = B = 3.
Rozwazmy jeszcze nastepujgcy przyktad:
Przedstaw utamek » :;:_23 w postaci utamkdéw prostych.
Poznamy tez metode, ktéra pozwoli nam znajdowac odpowiednie utamki proste wykonujagc w tym
celu jedynie pewne dziatania w pamieci.
Mamy znalez¢ takie liczby A i B, dla ktorych
4x — 5 A B

(x+1(x—-2) T x+1 ” x—2
Powyzsza tozsamos¢ oznacza, ze
4y — § B(x+1)

=4+ —-

x—2 x—2
Podstawiajac teraz za x dowolng (z wyjatkiem x = 2) liczbe, musimy otrzymac doktadnie takie same

liczby po prawej i po lewej stronie. Wybieramy podstawienie x = -1 (nieprzypadkowo!), skad
otrzymujemy
-9
— =4, czyli A =3.
3

Podobnie
4y -5 A(x—2)
= + B
¥x+1 ¥+1
Podstawiajgc x = 2, otrzymujemy

3
3= B, czyli B =1.

Zasada jest wiec nastepujaca: zakryj w podanym utamku wyrazenie x — 1, a nastepnie w utamku,
ktoéry widaé, za x podstaw -1. W ten sposdb otrzymujemy licznik utamka prostego o mianowniku x -1
(,wystarczy zakry¢”).
Stosujac te metode do utamka
4x*—-11x—-18 4 B C
. : =—+——+
¥x+2)(x—3) x x+2 x-3
otrzymujemy kolejno:

e zakrywajac x i podstawiajgc x = 0: —__1; = 3,skad A=3;

16+22-18 2

e zakrywajac x + 2 i podstawiajac x =- 2: l—z = 2,skad B=2;

10
e zakrywajac x — 3 i podstawiajac x = 3: aﬁ_jﬁ = —? = —1, skad C=-1.

Koncowy rozktad na utamki proste jest wiec nastepujacy:
4x*—11x—18 3 2 1

: : =—+ :
¥(x+2)x—3) x x+2 x-3
Zadanie domowe

1. Stosujac zasade ,wystarczy zakryé” roztéz podane utamki algebraiczne na sume utamkow

prostych:
10

a) ——————
xA3x+2 M x—-1)
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b)

3x

- Nr 0 T
=-1Mx+2N2x-1)

2x-11 B

Niech————= +
N

Dla jakiego k wyrazenie 24

2

Al

+2Rka—a

a?+a—

-
£

-k L
przyjmuje posta

s

C

a—1

(38}

a—1

c . . - .
. = bedzie tozsamoscia. Oblicz B + C.
—Sx—14 x=7 x+2

?
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scenariusz lekcji nr 9

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Planimetria. Geometria na ptaszczyZnie kartezjanskiej.
Temat: Styczne do okregéw.

Klasa: Klasa I

vk wnNe

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:
e wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do danej prostej w
postaci ogdlnej i przechodzi przez dany punkt;
e oblicza odlegtos¢ punktu od prostej;
e postuguje sie réwnaniem okregu (x — a)® + (y — b)? =17 oraz opisuje kofa za
pomocg hieréwnosci;
* rozpoznaje figury podobne i jednoktadne; wykorzystuje ich wtasnosci;
6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e przeksztatca wyrazenia niewymierne,
e przeksztatca ogdlne rownanie okregu do postaci sSrodkowej i na odwrét,
e wykorzystuje podobienistwo tréjkatéw,
e korzysta z stycznej do okregu,
e oblicza odlegtos¢ punktu od proste;j,
e rozwigzuje problemy za pomocga narzedzi algebry, wykazuje sie przy tym dociekliwoscia
poznawczy,
e wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,
e zapisuje uzyskane wnioski,
e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,
e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykfadu, éwiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Zacznijmy od postawienia pierwszego problemu.

Problem 1.

Niech okregi o srodkach A i B bedg dwoma okregami stycznymi zewnetrznie, zas punkty D i E takimi
punktami tych okregdw, ze prosta DE jest prostg styczng do obu tych okregdéw. Niech ponadto okrag
o Srodku C bedzie styczny do danych okregéw oraz do prostej DE (zobacz rysunek). Wykaz, ze jesli

promienie tych okregdw sg réwne odpowiednio g, b, ¢, to
1 1 1

VO oova \'F
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Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku powyzej.
Stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkagta prostokatnego AXC, otrzymujemy:
|XC|? = |XA|* — |AX|?,

|xC|=+/(a+c)*—(a—c)? =4ac = 2V/ac.

Poniewaz wielokat XDFC jest prostokatem, wiec |DF| = |X€| = 2+/ac. Podobnie:
|FE| = |YC| = 2Vbc i |DE|= 2Vab.

Poniewaz
|IDE| = |DF| + |FE|,
wiec

2ab = 2Vbc+2 Vac.

Dzielgc powyzszg rownosé przez 2v abc, otrzymujemy teze.

Przy okazji warto zauwazy¢, ze dtugos¢ odcinka stycznej, taczacego punkty stycznosci, dwach
okregéw stycznych zewnetrznie, o promieniach dtugosci a i b, jest réwna podwojonej Sredniej
geometrycznej dtugosci tych promieni, czyli 2\/ab.

Postawmy jeszcze pytanie: Jaki bedzie promien c okregu o Srodku C, jezelia=9i b =4?

Problem 2.

Znalez¢ réwnania wspolnych stycznych do okregdw o rdwnaniach

X2+ yt—6x—4y+9=0

i

x?+y?—6x+2y+9=0.

Przeksztatémy powyzsze réwnania do postaci (x — a)? + (v — b)? = r2. Otrzymujemy:
(x—3)P+(y—2)7°=4

i

(x-3)+(+D° =1

Dane réwnania przedstawiajg wiec dwa okregi o érodkach €, = (3,2), C; = (3, —1) i promieniach

rownych odpowiednio 2 i 1. Poniewaz suma dtugosci promieni wynosi 3, odlegtos¢ srodkdéw tez
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rowna jest 3, zatem sg to okregi styczne zewnetrznie, a ponadto punktem stycznosci jest punkt osi
Ox.
Wykonajmy teraz stosowny rysunek i wprowadZmy na nim oznaczenia.

Punkt H = (3, 0) jest punktem stycznosci okregdw, zatem obie styczne przecinajg sie w punkcie A o
odcietej x = 3. Niech T; i T, bedg punktami stycznos$ci okregdw i prostej t. Trojkaty AC;T; i AG,T, s3
podobne, zatem

AC,:C, T, = ACy: C, T,

czyli

(=1 =y )1 =(2-y4):2,
skad

vy =—4.

Proste styczne t i s nalezg wiec do peku prostych o wierzchotku A = (3, -4) o réwnaniu
v =m(x — 3) — 4 i mozna je wyznaczy¢, wiedzac, ze odlegtoé¢ punktu C; = (3, 2) od tych prostych

wynosi r; = 2. Skorzystajmy tu ze wzoru na odlegtosé punktu (xo, yo) od prostej v = kx + g:

L _lkxo+q -l

V1+Ek®
Otrzymujemy:
3m-3m—4-2 6 -]
| _ |=2=>—ﬂ=2=:-\;1+m2=3=:-m=i2\5-
v1+m- V14 me
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Szukane proste majgc wiec rownania:
ty=-22x+6V2 -4 i s:y=22x — 62— 4.
Problem 3.

\2?, ktorych $rodki lezg na dwusiecznej pierwszej i
trzeciej ¢wiartki uktadu wspodtrzednych i sg styczne do prostej o rownaniu v = 3x + 1.

Wyznaczy¢ rownania dwdch okregdéw o promieniu

Zacznijmy od rysunku.

10
20

Srodki okregéw o promieniu lezg na prostej o réwnaniu ¥ = X i majg wspétrzedne € = (k, k). Ich

rownania sg nastepujace:
_ . . 1
x—k) +(v—k)r=—.
(= k)2 + (v —k)? =

Okregi te sg styczne do prostej o réwnaniu v = 3x + 1, wiec odlegtos¢ punktow C = (k, k) od tej

. L 10 .
prostej musi by¢ réwna ‘H—G, tj.

[y

3k +1-k|] <10
Jio 20

Szukanymi réwnaniami okregdéw sg zatem:
10x% +10y? +5x + 5y +1 =0, 10x% +10y? + 15x + 15y + 11 = 0.

1 3
=2k+l1l=t-—=k=—-VvVk=—-
4 4

2

Zadanie domowe
1. Dane sg dwa okregi styczne zewnetrznie: okrgg C o $rodku (1, 1), przechodzacy przez
poczatek uktadu wspétrzednych i okrag C o srodku (3, 3). Wyznaczy¢:
e promienie tych okregow,
e réwnania wspdlnych stycznych do tych okregow.
2. Wyznaczy¢ réwnania wspodlnych stycznych do okregdédw o rdwnaniach :
xP+yt—6x=01i x?+y?+2x=0.
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scenariusz lekcji nr 10

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i

kombinatoryka.

Temat: Zasada wigczen i wytaczen. Diagramy Venna.

Klasa: Klasa Il

Zgodnos¢ z podstawg programowaq: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:

o zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia
wzoréw kombinatorycznych, stosuje regute mnozenia i regute dodawania.

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

Cele: Uczen:

e odczytuje informacje z tabel, diagraméw stupkowych i kotowych,
e wycigga z takich informacji wnioski, wykonujgc odpowiednie obliczenia,
e przedstawia dane w postaci tabel i diagramow,

e opracowuje statystycznie nieskomplikowany problem,

e stawia prosty problem i opracowuje go statystycznie,

e wykazuje sie starannoscig podczas obliczen,

e z zaangazowaniem rozwigzuje zadania,

e wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).
Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

W celu przypomnienia dziatan na zbiorach (skoriczonych) rozwigzmy nastepujace zadanie:

Dysponujac zbiorami: A ={a, b, c}, B ={a, b}, C = {a, c} uzupetnij tabelki:

e

@

@ A B C U @ A B C
@
C A
B A
C

Przyjmijmy nastepujgcg umowe:
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Jesli A jest zbiorem skonczonym, to symbolem |A| oznaczaé bedziemy liczbe elementéw zbioru A.
Reguta dodawania moéwi, ze jesli zbiory A i B sg roztaczne, to

|ACB| = |A| + |B].

Jesdli wiec mamy dane dwa zbiory A i B takie, ze A & Bi chcemy np. policzyé, ile elementédw ma zbidr
A, to mozemy postgpi¢ nastepujgco: liczymy wszystkie elementy zbioru B, nastepnie te elementy
zbioru B, ktére nie nalezg do zbioru A i tak otrzymane liczby odejmujemy. Mozemy to zapisac
nastepujacym wzorem:

Al = |B] = |B\AI.

Jedlinp.A={a, b, ¢} zasB={a,b,c, d},to |B] =4, |[B\A|=1i|A| =4-1=3.

Z reguty dodawania wynikajg dwa wazine wzory, bedgce szczegdlnymi przypadkami tzw. zasady
wiaczen i wytgczen:

JAUB| = |Al +|B|—-|AnB|

oraz

lJAUBUC|=|A|l+ |B|+|C|—|AnB|—|AnC|—|BnC|+|ANBNC|.

Rozwazmy przyktad na zastosowanie powyzszej zasady.

Przyktad 1.

W klasie liczgcej 28 chtopcéw, wszyscy majg jakis Srodek transportu. W szczegdélnosci, 24 chtopcow
ma skuter, za$ 9 ma rower. llu ucznidw tej klasy ma zaréwno rower, jak i skuter?

Rozwigzanie

Niech S oznacza zbiér ucznidw majgcych skuter, zas R — zbiér uczniow majgcych rower. Mamy zatem:
ISUR|=|§|+|R|-|SnR|

Z zatozenia wiemy, ze |S U R| = 28, bo kazdy chtopiec ma jaki$ $rodek transportu. Ponadto |S| = 24
oraz |R| =9. Zatem

28=24+9—|SNR|

skad wynika, ze |S N R| = 5. Zatem oba $rodki transportu ma 5 chtopcéw.

Powyzsze zadanie mozemy fatwo rozwigzaé graficznie, wykorzystujac tzw. diagramy Venna.
Rysujemy dwa przecinajace sie okregi przedstawiajgce zbiory S i R. Dzielg one wtedy ptaszczyzne na 4

obszary; nazywamy je sktadowymi. Na ponizszym rysunku sg one ponumerowane liczbami rzymskimi
[ L AV

Obszar o numerze |, lezagcy na zewnatrz obu okregdéw, oznacza te elementy, ktére nie nalezg do
zadnego ze zbioréw S i R, a wiec tych chtopcédw ktdrzy nie majg zadnego srodka transportu (w
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zadaniu 0). Obszar o numerze Il, lezgcy wewnatrz obu okregdw, oznacza te elementy, ktére nalezg do
obu zbioréw jednoczesnie, a wiec tych chtopcédw, ktdrzy majg zaréwno skuter jak i rower (w zadaniu
x). Obszar o numerze lll, zawarty wewnatrz lewego okregu i na zewnatrz prawego, oznacza te
elementy, ktdre nalezg do zbioru S i nie nalezg do zbioru R (w zadaniu 24 — x). obszar o numerze IV,
lezacy wewnatrz prawego okregu i na zewnatrz lewego, oznacza te elementy, ktdre nalezg do zbioru
R i nie nalezg do zbioru S (w zadaniu 9 — x).Sytuacja jest wiec nastepujaca:

0

Mamy zatem réwnanie:

(24— x)+(9—x)+x+0=28
skad

x =5

Przyktad 2.

Komisja egzaminuje 60 studentéw. Zadanie matematyczne sktada sie z trzech problemoéw. W tabeli
przedstawiono liczby studentéw, ktérzy rozwigzali poprawnie poszczegdlne problemy:

pierwszy problem 40
drugi problem 40
trzeci problem 31
pierwszy i drugi problem 25
pierwszy i trzeci problem 15
drugi i trzeci problem 17
wszystkie problemy 4
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Czy na podstawie tych informacji mozemy odpowiedzie¢ na nastepujace pytania?

a) llu studentéw rozwigzato poprawnie drugi i trzeci problem, ale nie pierwszy?

b) Ilu studentdw rozwigzato poprawnie tylko drugi problem?

c) lu studentéw nie rozwigzato poprawnie zadnego problemu?

Wykonajmy stosowny diagram Venna.

(60)
4& enct, ktorzy rozwigzali popra r:.'nD
P T

s frzeci
problem
.. pieTwszy {31)
problem
{40} wew g
D problem

N o

Wykorzystujgc dane, stwierdzamy, ze

[PNDNT| =4

(60)
6& erct, ktorzy rozwigzali popra u.'m)
P(40) T(31)
D(40)

(60)
Qd enci, ktorzy rozwigzali popra u.'uh
P(40) T(31)

A
28
O

D(40)

. /

Poniewaz |D N T| = 17, wiec

[DNT|-|[PNDNT|=13.

(Ad. a))
(60)
ﬁd enet, ktorzy rozwigzali popra rr.‘m)
P(40) T(31)

s
(25

- )

Poniewaz |D N P| = 25, wiec

[DNP|-|PNDNT| =21,

D(40)

- /

Liczba studentéw, ktdrzy rozwigzali drugi

problem wynosi
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[PNT|—|PNDNT| =11. 40— (13 + 4+ 21) = 2.

(Ad. b))

(60)
érfr-m'r’. kb drzy rozwigzali popra re'ur)
P{40) T(31)

i

Liczba studentow, ktérzy nie rozwigzali zadnego z trzech problemdw, wynosi

60— (4+21+2+11+4+13+3) =2

(Ad. c))
Zadanie domowe

1. Skopiuj wielokrotnie podany diagram i zaznacz obszary, odpowiadajgce operacjom na
elementach zbioréw A, B, C. Liczby elementéw tych zbioréw odpowiadajg liczbie oséb, ktére
uprawiajg tenis, ptywanie, pitke nozna.

a) tenisiptywanie;

b) pitke nozng i tenis;

c) tenis, ale nie ptywanie;

d) pitke nozng lub tenis, ale nie jednoczesnie;

e) zaden ze sportow.

/ Osoby, kiore uprawiajq... \

A

... tenis oo plywanie

o pithe noZng

. /
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Ankieta przeprowadzona w pewnym liceum wykazata, ze:

e 30% ucznidw lubi matematyke;

e 60% ucznidw lubi filozofie;

e 20% ucznidow lubi matematyke i filozofie.

Oblicz, ile procent ucznidow nie lubi ani matematyki, ani filozofii.

Wyniki badania znajomosci jezykéw obcych, przeprowadzonego na pewnej grupie obywateli,

sg hastepujace:

LICZBA 0OSOB
76
56
21

12

ZNANE JEZYKI
angielski

francuski

angielski i francuski

ani angielski, ani francuski

Ile oséb wzieto udziat w badaniu?
Ile 0séb zna tylko jeden jezyk obcy?
Ile 0sdb zna tylko angielski?

Ile 0sdb zna tylko francuski?

[a) 123; b) 90; c) 55; d) 35]
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scenariusz lekcji nr 11

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Trygonometria.

Temat: Zmiana uktadu wspétrzednych: przesuniecie i obroét.
Klasa: Klasa Il

Zgodnos¢ z podstawg programowaq: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:

e oblicza wspoétrzedne oraz dtugos¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz mnozy je

przez liczbe. Interpretuje geometrycznie dziatania na wektorach;

e stosuje wektory do opisu przesuniecia wykresu funkcji.
Pomoce (srodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng lub

rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

Cele: Uczen:

e znajduje wspodtrzedne narysowanego wektora,

e rysuje przyktad wektora o danych wspdtrzednych,

e przesuwa figure o dany wektor,

e znajduje wspodtrzedne wektora o danym poczatku i korcu

nauczanie matematyki

e oblicza wspdtrzedne sumy wektordw i iloczynu wektora przez liczbe,

e wykorzystuje dziatania na wektorach do rozwigzywania zadan,

e wykazuje sie starannoscig przy wykonywaniu i przeksztatcaniu rysunkow,

e rozwigzuje problemy za pomocga narzedzi algebry, wykazuje sie przy tym dociekliwoscia

poznawczg,
e wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).

Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktfadu, ¢wiczenia

Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

PRZESUNNIECIE UKLADU WSPOLRZEDNYCH

uktadu xOy o wektor 00’ o wspétrzednych ai b (rys.).

Badajac figury geometryczne metoda wspodtrzednych dogodnie jest czasem zastgpi¢ pierwotnie
obrany uktad wspoétrzednych innym uktadem, blizej zwigzanym z rozwazang figurg. Zajmiemy sie wiec
tutaj przejsciem od jednego uktadu do drugiego w przypadku, gdy oba ukfady sg prostokatne i
zorientowane dodatnio. Kazdy nowy ukfad mozna otrzymac z danego uktadu przez ztozenie dwdch
przeksztatcen: takiego przesuniecia uktadu, ktore jego poczatek przeksztatca na poczatek nowego
uktadu, i obrotu dokota nowego poczatku o kat dawnej osi odcietych z nowa.

Niech x’O’y’ bedzie uktadem wspdtrzednych otrzymanym przez przesuniecie réwnolegte danego
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Osie O’x’ i O’y’ s odpowiednio rownolegte do osi Ox i Oy i zgodnie z nimi skierowane, wiec wektory
jednostkowe L_’; i E osi O’x” i Oy’ sq odpowiednio rdwne wektorom jednostkowym osi Ox i Oy, tj.
¥

1_’; =1, ; = 1,. Zwigzki wspétrzednych x, y dowolnego punktu P w uktadzie xOy ze wspétrzednymi

x’, y’ tegoz punktu w uktadzie x’O’y’ wynikajg z réwnosci:
(+) 0P =00 + 0P
Poniewaz

—_— —_—

N —
OP =x1,+vi,, 00 =ai,+bi;, OP =x"1j+yv i,=x" 1+ 1,

l

Podstawiajac do wzoru (*), otrzymujemy

Xl v =an b +x Ty
czyli

VG = (2 + )T+ (0 + BT
a stad

x—x'+a Y=x—a
, lub '
y=y'+b y'=v—b

Wspdtrzedne punktu w uktadzie przesunietym otrzymujemy odejmujgc od dawnych wspdtrzednych
tego punktu wspdtrzedne nowego poczgtku uktadu.

Uwaga
Przy przesunieciu uktadu wspotrzedne wektora nie ulegajg zmianie.
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[l. OBROT UKLADU WSPOLRZEDNYCH

Niech x’Oy’ bedzie uktadem wspétrzednych otrzymanym przez obrét uktadu xOy dokota punktu O o

kat @, czyli takim uktadem, ze £x0x" = @ (rys.).

v

Niech P = (x, y) w uktadzie xOy i P = (x, y’) w uktadzie x’Oy’. Niech ponadto OP

AXO0P = a, £x'OP = a'. Jest zatem
w uktadzie xOy: x =rcosa, y=r1sina,

w uktadzie x’Oy”: x' = rcosa’, yv' = rsina’.
Poniewaz
AXO0P = £x0x" + 4x"0P, czylia = ¢ + o,
wiec
y=rcos{g+a')=rcos@cosa’ —rsingsing’ = x'cosp — V' sing;
y=rsin(p+a’) =rsingcosa’ + rcosgsina’ = x'sing + y' cos .
Otrzymalismy zatem nastepujgce wzory:

{x =x"cosg —y'sing Iub { x'=xcosg + ysing

v =x"sing + v cosg v = —xsing + ycose

Przyktady

Przesurimy o wektor [3, 2] okrag o réwnaniu x? + v* = 1 (wykonaé obliczenia!).

=r’
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¢t (x- 33+ (y- 2°=1

Obréémy okrag o réwnaniu (x — 3)% + (v — 2)? = 1 0kat ¢ = 135? (wykonaj obliczenia!).

Zadanie domowe

1. Danesgpunkty A =(5,3),B=(-1,7), C=(2, -1). Znajdz wspotrzedne tych punktéw w uktadzie
przesunietym, ktorego poczatek znajduje sie w punkcie przeciecia Srodkowych tréjkata ABC.

2. Dwa kolejne wierzchotki kwadratu lezg w punktach O= (0, 0) i P = (4, 3). Znajdz pozostate dwa
wierzchofki.
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scenariusz lekcji nr 12

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Wyrazenia algebraiczne, Rdwnania i nieréwnosci.

Temat: Nieréwnosci i uktady nieréwnosci z jedng zmienng z parametrem.

Klasa: Klasa |

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu

podstawowego, a ponadto:

rozktada wielomian na czynniki, stosujagc wzory skréconego mnozenia lub wytaczajac
wspalny czynnik poza nawias;

rozwigzuje réownania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe z parametrem;

rozwigzuje proste nieré6wnosci wymierne;

rozwigzuje rownania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna.

6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne

stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),

bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)

7. Cele: Uczen:

rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng zmienng z parametrem,
rozwigzuje uktady nieréwnosci liniowych z jedng zmienng z parametrem,
stosuje wzory skréconego mnozenia,

okresla dziedzine wyrazenia wymiernego,

interpretuje graficznie znak wartosci wyrazenia wymiernego,

rozwaza przypadki w zaleznosci od znaku wartosci parametru,

wykazuje sie starannoscig w obliczeniach algebraicznych,

rozwigzuje problemy za pomocga narzedzi algebry, wykazuje sie przy tym dociekliwoscia
poznawczy,

wycigga wnioski z prowadzonych rozumowan,

zapisuje uzyskane wnioski,

stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

postuguje sie programem GeoGebra (lub/i arkuszem kalkulacyjnym).

8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia

9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Zajmiemy sie dzisiaj tematem nieco pomijanym w dostepnych materiatach, a obecnym w podstawie

programowej, mianowicie nieréwnosciami liniowymi z parametrem z jedng zmienng oraz uktadami

takich nierownosci.

Rozwazmy kilka przyktadow.

Przyktad 1.

Rozwigz nieréwnos¢:
alx —a) < 2(x —2).

W tego typu przyktadach staramy sie przedstawic nieréwnosé w postaci

A-x <B.
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Wymaga to kilku przeksztatcen:

ax —a’ < 2x — 4,

ax —2x < a® — 4,

¥la—2)< (a—2)a+ 2).

W przypadku réwnania rozwazalibysmy tylko dwa przypadki: @ —2 = 0ia —2 = 0. W przypadku

nieréwnosci musimy rozwazy¢ trzy przypadki:

a-2>0 a>2 x<a+2
a—2<0 a<?2 x>a+2
a—-2=0 a=2 x:0<0

Odpowiedz.

lezelia>2,tox<a+2;jezelia<2,tox>a+2; jezelia = 2, to nierdwnos¢ jest sprzeczna.
Przyktad 2.

Rozwigz nieréwnos¢:

) 3x +bha—12
(+) ——— <0
3a—2—x

SprawdZmy najpierw, dla jakich wartosci x licznik i mianownik tego wyrazenia sg dodatnie.

2 —ba
L>0: 3x4+65a—-2>0, x> 3 ;

M>0 3a—2—x>0, x<3a-—2.

2-3a

Zatézmy teraz, ze z dwdch liczb: i3a—-2

2—ba

3a— 2 <

Nieréwno$¢ te spetniajg  wszystkie liczby a<§. Rozwazymy zatem trzy przypadki:

4 4, 4 . 4
a<-,a>-ia=-Jedlia < - to
7 7 7 7

54



Z powyzszego diagramu odczytujemy, ze w tym przypadku nieréwnosé (*) zachodzi dla

2—5a
X< 3a—2vx>

Niech teraz a = % Wodwczas Q_Tm <2 3a — 2 i diagram jest nastepujacy:

W tym przypadku widzimy, ze nieréwnos¢ (*) zachodzi dla

2—5a
X <

VX >=3a— 2.

™ 4
Jedlia = ;,to

4
3x+5-5-2 21x + 6 3(7x +2) 2
—— <0 —— <0 ——— < 0= —-3<0, jeslix = —=
3,ﬁ_2_x —-2—7x —(7x+2) 7
7
Odpowiedz.
T 4 ) 3 2-5a ., . ,. 4 ; 2—3a 3 4
Jezella<;,tox<3a—2V1>T;JezeI|a>?tox<TV1>Ba—Z;JezeI|a=;,todIa

2 ., L2 .
X = — ; nierownosc jest nieoznaczona.

Przyktad 3.
Rozwazmy uktad nieréwnosci:
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. ax >3

(+) {x >2—-a
a) Dlajakich wartosci parametru a uktad nie ma rozwigzan?
b) Dla jakiej wartosci parametru a jednym z rozwigzan uktadu jest x = 1?
c) W jakim przypadku wszystkie rozwigzania sg wieksze od 107?

Dla réwnania pierwszego uktadu (*) mamy trzy przypadki:

3
a<0 x <>
a
3
a>0 s
a
a=0 O-x >3

W przypadku pierwszym mamy uktfad:
3
X < —
a
x>2—a
Dla kazdego a < 0 wartosci wyrazenia 2 sg ujemne , a wartosci wyrazenia 2 — a sg dodatnie, zatem
a

uktad (*) nie ma rozwigzan dla a = 0 (wtgczamy przypadek trzeci).
W przypadku drugim mamy uktad:

3
X =—
a
x>2—a
W tym przypadku warto$¢ wyrazenia ijest zawsze dodatnia, natomiast wartosé wyrazenia 2 — a jest
a

dodatnia dla 0 < a<2,zas ujemna dla a > 2, ale jest zawsze 2s2-a
a
Odpowiedz do punktu b) uzyskamy, rozwigzujac nieréwnos¢
3
— <1,
a
czyli
a>= 3,
za$ odpowiedz do punktu c) uzyskamy, rozwigzujgc nieréwnosé
3
— =10,
a
czyli
3
0<a<—.
10

Zadanie domowe

1. Rozwiaz rdwnania ze zmienng x:

a) ax <x +ta—1;

b) ax +1 =a® +x;
1+ax

¢ ax+1<

2. Dany jest uktad rownan
{(:355 +2)x=2a—-1
x = 2a

56



a) Dla jakich wartosci parametru a zbiér rozwigzan jest nieograniczony?
b) Dla jakich wartosci parametru a x = 7 jest rozwigzaniem, zas x = 8 nie jest rozwigzaniem?
c) Czyistniejg takie wartos$ci parametru a, dla ktorej uktad ma tylko jedno rozwigzanie?

15

2 17
a)az——; b)——=<a<——=; c)nie
3 19 22
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scenariusz lekcji nr 13

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: 8.Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej, 11. Rachunek rézniczkowy
Temat: Rézne réwnania paraboli.

Klasa: Klasa Il

v wnNe

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto
e oblicza wspoétrzedne i dtugos¢ wektora;
e stosuje wektory do opisu przesuniecia wykresu funkgji;
® rozwi3azuje rownania z wartoscig bezwzgledna
6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e stosuje wzor na odlegtosé,

® zna pojecie miejsca geometrycznego punktéw,

e zna pojecie ognisko i kierownica paraboli,

e przeksztatca réwnania paraboli,

e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan.,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Tym razem opiszemy zbiér punktéw zwanych parabolg oraz poréwnamy otrzymany wynik ze znanym
nam réwnaniem paraboli y = ax® + bx + ¢, a = 0.

Zadanie.

Znalezé zbidr wszystkich punktédw réwno oddalonych od danej prostej / i od
danego punktu F nie lezgcego na /.

Wyznaczmy konstrukcyjnie punkty poszukiwanego zbioru. Odpowiednie postepowanie prowadzi do
nastepujgcego rysunku:
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Na powyzszym rysunku punkty O, P, R, S, T spetniajg warunki zadania. Konstruujemy je nastepujaco:
niech odlegtoscig punktu F od prostej / bedzie p. Punkt O, bedacy s$rodkiem odcinka FH, spetnia
warunki zadania. Jak konstruujemy punkt P (R, S, T)? W dowolnym punkcie Q prostej | prowadzimy
prostopadta do / oraz symetralng odcinka FQ. Punkt przeciecia sie tych prostych jest punktem
spetniajgcym warunki zadania, gdyz jako punkt symetralnej odcinka jest rownoodlegty od jego
koncow.

Rozwigzmy teraz to zadanie metodami geometrii analitycznej, wprowadzajagc dogodny uktad
wspdtrzednych, co uprosci rachunki. Za o$ odcietych obierzmy o$ symetrii figury HF, skierowujac ja
od H do F, os$ rzednych poprowadzmy przez srodek O odcinka HF (zobacz rysunek ponizej). Punkt F

ma wowczas wspoétrzedne G,D), prosta /| ma réwnanie x = —% rzut Q punktu P na / ma
wspétrzedne (—?,_1-*). Punkt P = (x,v) nalezy do poszukiwanego zbioru punktéw wtedy i tylko

wtedy, gdy

|PF| = |PQ|,

tj. gdy
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co daje warunek

| AN 14
(c=B) 4y =[x+
| : 2

Jest on réwnowazny warunkowi

(x — g)z +y? = (x + 2)2

ktdry po redukcji otrzymuje postac

y? = 2px.

Zbiér punktéw opisanych powyzszym réwnaniem jest parabola. Inaczej: dla kazdej paraboli istnieje
uktad wspétrzednych, w ktérym parabola jest zbiorem punktéw o wspoétrzednych (x,y) spetniajacych
réwnanie y* = 2px, gdzie p jest liczbg dodatnig, nazywang parametrem paraboli. Réwnanie to

nazywa sie rownaniem wierzchotkowym paraboli. Punkt F nazywa sie ogniskiem paraboli i ma

, 2 4, . . . .. , . .
wspotrzedne (:,D), za$ prosta / nazywa sie kierownicg paraboli i ma rownanie x = —

Wykonajmy trzy ¢wiczenia.

Cwiczeniel.

Znajdz ognisko i kierownice paraboli v*

Rozwigzanie.

)

L J

SRk



Piszac réwnanie _1-'2 = 4x w postaci _1-'2 = 2. 2x, stwierdzamy, ze p = 2. Zatem

2 N\ 2
F= (—,0) = (1,0), x=—==—1.
2 2

Powyzszy rysunek jest wykonany przy pomocy GeoGebry. Konstruujemy najpierw prostg x = -1 i

punkt (1, 0). Nastepnie wykorzystujemy narzedzie Parabola i wybieramy punkt i kierownice.

. .. , . 2 . . . 1
Zauwazmy, ze jesli w rownaniu y= = 2px zastgpimy x przez y i na odwrét oraz oznaczymy P a, to

. . 2 1 5
otrzymamy réwnanie y = ax-. W naszym przypadku mamy: y = Zx‘.

Widaé, ze parabole ¢ uzyskamy obracajac parabole d o — 90° dokota punktu O.
Cwiczenie 2.

Znajdz ognisko i kierownice paraboli v — 4x + 6y + 5 = 0.

Rozwigzanie.

Réwnanie y? — 4x + 6y + 5 = 0 mozemy zapisa¢ w postaci:

(v+3)? =4(x+1).

Powyisza parabola jest obrazem paraboli y? = 4x w przesunieciu o wektor [-1,-3]. Parabola y* = 4x

ma kierownice x = —1, za$ ognisko (1,0), zatem parabola przesunieta ma kierownice x = —2 i

ognisko F = (0,-3).
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Cwiczenie 3.
Znajdz ognisko i kierownice paraboli v = x* + 2x — 2.
Rozwigzanie.

Réwnanie y = x% + 2x — 2 mozemy zapisa¢ w postaci:

y=(x+1)7>-3

lub

y+3=(x+1>%

Powyzsza parabola jest obrazem paraboli y = x w przesunieciu o wektor [-1,-3]. Parabola v = x?

. . 1 . . 1 . . . 1,
ma kierownice y = — o 28 ognisko (0, 1), zatem parabola przesunigeta ma kierownice v = —31 i

ognisko F = (—l,—E%).

(0,0.25)

a:y=-025

-4 b:y=-375
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scenariusz lekcji nr 14

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Planimetria, Geometria na ptaszczyZnie kartezjanskiej
Temat: Miejsce geometryczne punktow.

Klasa: Klasa Il

v wnNe

Zgodnos¢ z podstawg programowaq: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto
e stosuje wiadomosci i umiejetnosci do rozwigzywania nowych probleméw.
6. Pomoce (Srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablicg interaktywng lub
rzutnikiem multimedialnym),
e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e konstruuje srodek okregu wpisanego w trojkat,

e konstruuje pdtokrag,

e konstruuje kwadrat,

e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Zacznijmy od okreslenia:
O linii (lub figurze)mowimy, ze jest miejscem geometrycznym punktow, posiadajgcych pewng te samq
wtasnosé, jesli posiada jg kazdy punkt tej linii (lub figury) i poza nig nie ma punktéw posiadajgcych te
wtasnosc.
Tak np. okrag jest miejscem geometrycznym punktéw na ptaszczyznie, potozonych w tej samej
odlegtosci od jednego punktu, dlatego, ze:

e kazdy punkt okregu lezy w tej samej odlegtosci od srodka

e jakikolwiek punkt, nie lezgcy na okregu, ma odlegto$¢ od srodka inna.
Innymi, znanymi przyktadami miejsc geometrycznych, s3: symetralna odcinka, dwusieczna kata
(Wypowiedz ich okreslenia w terminologii miejsca geometrycznego, np. Dwusieczna kqgta jest
miejscem geometrycznym punktdw, rdwno oddalonych od ramion kqta).
Miejscem geometrycznym punktéw jest tez elipsa: jest to zbidr takich punktéw P, ze suma odlegtosci
PF; i PF, od dwdch danych punktdw rowna sie danej dtugosci (wiekszej od F;F,). Nie zawsze tatwo jest
wyobrazié sobie miejsce geometryczne i tu z pomocg przychodzi GeoGebra.
Wykonajmy nastepujgca konstrukcje:

1) konstruujemy odcinek AB o dtugosci a.

2) Na tym odcinku wybieramy punt C.
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3) Konstruujemy dwa odcinki: AC o dtugosci b oraz CB o dtugosci c.

4) Tworzymy nowe punkty Ci D, ktérych nazwy zmieniamy na Fy i F, (| F1F,|<a).

5) Tworzymy okregi: d o srodku F; i promieniu b oraz e o srodku F, i promieniu c.

6) Zaznaczamy punkty D i E przeciecia sie okregéw d i e i wtaczamy dla nich $1ad.

7) Dla punktu C wigczamy Animacje.
Punkty D i E zakreslajg elipse. Mozemy tez wykorzysta¢ narzedzie Miejsce geometryczne. By
je otrzyma¢, zaznaczamy punkt D, a nastepnie C (mamy gdrng potdwke). Podobnie zaznaczamy
punkty E i C (mamy dolng potéwke).
Aplet moze wygladac nastepujgco:

B gecaskal_elipsa agb - [O]x]
Plik Edycja Widok Opcje Narzedzia Okno Pomoc
.
.

BN D) <
L

Zaloguj sie... |

|+ =

.
B

I

>I©

v v

a=2

ABC
)

v v
g

-

Pokaz miejscet

f Pokazmigjsce2

S

D

ctrl+f usuwa Slad ul : g

o

mewadil

k1)
Lostat| < € (W & € PoctsWP -Drowych-G..| | Scensiuszelgecaskald_22)| [W] 1. scenamisz skci (geca... | (W] 18. scenanusz ekai ec... |[[2, gecaskal_elipsa.ogb « i 195

Dalsze ¢wiczenia mogg by¢ nastepujace:
1. Na jakiej linii lezg srodki odcinkdw tgczgcych punkty dwdch réwnolegtych prostych?

Skonstruujmy odpowiedni aplet. Konstrukcja moze by¢ nastepujaca:

a) Rysujemy dwie rdzne proste rownolegte;

b) Na jednejz prostych wybieramy punkt A, na drugiej punkt D (Punkt na Obiekcie);
c) Znajdujemy $rodek E odcinka AD (Srodek);

d) Dla punktu E wybieramy polecenie $1ad wtaczony;

e) Dla punktu D wybieramy polecenie Animacja wtaczona.

W efekcie tych dziatah punkt E zostawia $lad, ktéry jest jego miejscem geometrycznym, gdy zmienia
sie potozenie punktu D na proste;.

Ten sam obraz otrzymamy, stosujac narzedzie Miejsce geometryczne: wybieramy to narzedzie
i klikamy punkty D i E.

Zaktadany efekt korncowy moze by¢ nastepujacy:
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[l A P OJO] 4] o) =2 4 5
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]
E
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JTHIK

>
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2. Na poétokregu o srednicy AB wybieramy dowolny punkt Ci konstruujemy tréjkat réwnoboczny
ACD (na zewnatrz pétokregu). Znajdz réwnanie linii, jakg zakresla punkt D, gdy punkt C
przebiega potokrag.

Konstrukcja moze przebiegaé nastepujgco:

a) Ustalamy srednice poétokregu rysujac odcinek AB (Odcinek);

b) Tworzymy pétokrag o srednicy AB (P6tokrag wyznaczony przez dwa punkty);
c) Na potokregu wybieramy punkt C (Punkt na Obiekcie);

d) Konstruujemy trojkat rownoboczny o boku AC (Wielokat foremny);

e) Dla punktu D wybieramy polecenie $1ad wtaczony;

f) Dla punktu C wybieramy polecenie Animacja wtaczona.

W efekcie tych dziatan punkt D zostawia $lad, ktéry jest jego miejscem geometrycznym, gdy zmienia
sie potozenie punktu C na pétokregu.

Ten sam obraz otrzymamy, stosujac narzedzie Miejsce geometryczne: wybieramy to narzedzie
i klikamy punkty D i C.

Zaktadany efekt koicowy moze by¢ nastepujacy:
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3. W dowolny okrgg wpisujemy dowolny tréjkat i znajdujemy jego barycentrum. Jaka linig jest
miejsce geometryczne tego punktu, gdy wierzchotek tréjkata przebiega okrag?

Konstrukcja moze przebiegaé nastepujgco:

a) Konstruujemy dowolny okrgg (Okrag o danym srodku i promieniu);
b) Wybieramy trzy punkty na okregu (Punkt na Obiekcie);
c) Rysujemy tréjkat ABC (Wielokat);

d) W polu wprowadzania wpisujemy E = “Hj”;

e) Dla punktu E wybieramy polecenie $1lad wlaczony;
f) Dla punktu A wybieramy polecenie Animacja wtaczona.

W efekcie tych dziatah punkt E zostawia $lad, ktéry jest jego miejscem geometrycznym, gdy zmienia
sie potozenie punktu A na potokregu.

Ten sam obraz otrzymamy, stosujac narzedzie Miejsce geometryczne: wybieramy to narzedzie
i klikamy punkty E i A. (Podobnie mozemy postgpic z pozostatymi wierzchotkami trojkata.)

Zaktadany efekt koricowy moze by¢ nastepujacy:
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4. Kwadrat o boku a porusza sie w ten sposdb, ze jeden z jego wierzchotkdéw $lizga sie po osi Ox,
a wierzchotek do niego przylegly po osi Oy. Znajdz réwnanie linii, jakie zakreslajg wierzchofki
pozostate.
Konstrukcja moze przebiegaé nastepujaco:

a) Tworzymy suwak a: zakres od 0 do 10, krok 0,01;

b) Wybieramy punkt A = (a, 0);

c) Konstruujemy okrag o(A, a);

d) Znajdujemy punkty przeciecia okregu z osig y;

e) Ukrywamy punkt lezacy w dolnej pétptaszczyznie oraz okrag;
f) Rysujemy odcinek AC;

g) Na odcinku AC konstruujemy kwadrat ACED;

h) Dla punktdéw D i E wybieramy polecenie $1ad wtaczony;
i) Dla suwaka wybieramy polecenie Animacja Wtaczona.

W efekcie tych dziatan punkty D i E zostawiajg $lady, ktére sg ich jego miejscami geometrycznymi,
gdy zmienia sie wartos¢ a suwaka.

Ten sam obraz otrzymamy, stosujac narzedzie Miejsce geometryczne: wybieramy to narzedzie
i klikamy punkt E oraz a (suwak). (Podobnie postepujemy z punktem D.)

Zaktadany efekt koicowy moze by¢ nastepujacy:
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Zadanie
Kwadrat o boku a porusza si wten sposob,
ze jeden z jego wierzcholkéw slizga sie po osi
Ox, a wierzcholek don przylegly po osi Qy.
Znajdz rownania linii, jakie zakreslajg wierzchotki
pozostate
(Straszewicz S Matematyka dla Klasy lll piecicletniego n
technikum i liceum zawodowego, PZWS, Warszawa 1959)
X
-éﬂ -‘19 -'I16 -!I4 -'I12 -!I[] -‘8 16 18 2'!] 22 2‘4
S THIK
WDrowadt| =
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ZnajdZzmy réwnania linii, jakie zakreslajg wierzchotki Di E.

Punkt D ma wspétrzedne (x,v) = [A=(y,0)iC=(0x—y),i0=y=gqi0=x—y=al.
CA+0C =’ ey +x-y'=d ex’-y+2y =a.

Punkt £ ma wspdtrzedne (x, V) = [A=(y—x,0)iC=(0,x),i0=x=a,i0=y—x = al.
0A* +0C* =

e (v-x)+xt=a o 2x

Znalezione réwnania sg réwnaniami elips, ktérych fragmentami sg miejsca geometryczne punktéw D
i E.

5. Jaka linie zakresli srodek okregu wpisanego w tréjkat?

Wykonaj odpowiedni plik .ggb i zobacz to. Zaktadany efekt koncowy moze byé nastepujacy:
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8.
9.

scenariusz lekcji nr 15

Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: Planimetria, Geometria na ptaszczyZnie kartezjanskiej
Temat: Nieréwnos¢ tréjkata.
Klasa: Klasa I

Zgodnos¢ z podstawg programowg: Uczen: spetnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto

e stosuje wiadomosci i umiejetnosci do rozwigzywania nowych probleméw.

Pomoce ($rodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng lub

rzutnikiem multimedialnym),

e bezptatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajgce nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
Cele: Uczen:

e widzi mozliwos$¢ zastosowania nieréwnosci trojkata w réznych sytuacjach,

zna i stosuje definicje funkcji trygonometrycznych dowolnego kata,
e stosuje twierdzenie sinusow,

e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow,

e zapisuje uzyskane wnioski,

e stosuje uzyskane wiadomosci do rozwigzywania zadan,

e postuguje sie programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wyktadu, ¢wiczenia
Formy pracy: Praca indywidualna i w grupach

Zacznijmy od przypomnienia nieréwnosci tréjkata:

Z trzech odcinkdw mozna zbudowac trojkgt wtedy i tylko wtedy, gdy dtugos¢ najdtuzszego z nich jest
mniejsza od sumy dfugosci odcinkdow pozostatych.

PrzejdZzmy do zadan.

Zadanie 1.

Punkty A, B, C sg niewspdtliniowe i punkt X nalezy do odcinka AB. Wykaz, ze
2CX > AC + BC — AB.

Dowad.
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1° Niech X = A. Wtedy CX = AC. Wobec tego:
20X » AC + BC — AB

g

2AC > AC + BC — AB
g

AC > BC — AB

g

AC + AB = BC.

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz punkty A, B, C sg niewspodtliniowe.
2° Niech X = B. Wtedy CX = BC. Wobec tego:

2CX = AC + BC — AB

g

2BC > AC + BC — 4B
g

BC > AC — AB

g

AB + BC > AC.

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz punkty A, B, C sg niewspodtliniowe.
3°NiechX € ABiX = Ai X = B. Wtedy punkty A, C, X sg niewspétliniowe i punkty B, C, X sa
niewspdtliniowe.

Stad

CX+ AX > ACiCX + BX > BC.

Dodajac ostatnie nierdwnosci stronami, otrzymujemy:

CX+AX + CX + BX > AC + BC,

2CX + AX + BX » AC + BC.

Poniewaz X € AB, wiec AX + BX = AB.

Zatem

20X + AB > AC + BC,

czyli

2CX = AC + BC — AB,

co nalezato wykazad.

Zadanie 2.

Wykaz, ze jesli punkt M nalezy do wnetrza tréjkata ABC, to

AM + CM < AB + BC.
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Dowdd.

Niech D bedzie punktem przeciecia sie prostej AM z prostg BC. Punkty A, B, D sg niewspdtliniowe oraz
punkty C, D, M sg niewspodtliniowe.

Stad

AD << AB+ BDiCM < DM+ CD.

Dodajac ostatnie nierdwnosci stronami, otrzymujemy:
AD + CM < AB+BD+ DM+ CD (1)

Poniewaz D € BC i M € AD, wiecCD + BD = BCiAM + DM = AD.

Stad iz (1), otrzymujemy:

AM + DM+ €M < AB + BC + DM,

AM + €M < AB + BC,

co nalezato wykazad.

Zadanie 3

Wykaz, ze jesli X jest punktem wewnetrznym tréjkata ABC, to suma odlegtosci punktu X od
wierzchotkéw trdjkata jest mniejsza od jego obwodu.

Dowdd.

Zgodnie z rozwigzaniem zadania 2., mamy:
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AX +BX < AC+BCiBX +CX < AB+ ACiAX + CX < AB + BC.
Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy:

2(AX + BX + CX) < 2(AB + BC + AC),

czyli

AX + BX +CX < AB+ BC + AC,

co nalezato wykazad.

Zadanie 4

Dowdd.

Niech O bedzie punktem przeciecia sie przekatnych czworokgta wypuktego ABCD. Poniewaz
czworokat jest wypukty, wiec punkty A, B, O sg niewspédtliniowe i punkty C, D, O sg niewspétliniowe.
Stad

AB < A0 +BOIiCD < CO+ DO.

Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy:

AB+CD < A0 +BO+CO+D0O (1)

Poniewaz 0 € AC i 0 € BD, wiec A0 + CO = ACiBO + DO = BD. Stad i z (1), otrzymujemy:

AB + CD < AC + BD,

co nalezato wykazad.

Zadanie 5
Wykaz, ze suma dtugosci przekatnych czworokata wypuktego jest mniejsza od obwodu czworokata, a

wieksza od potowy obwodu tego czworokata.

D
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Niech ABCD bedzie czworokatem wypuktym. Oznaczmy przez O punkt przeciecia jego przekatnych.
Mamy wykaza¢, ze
AB +BC+CD+ DA
2
Wykazmy najpierw, ze
AB +BC+CD + DA
> .
Mamy tutaj cztery trojki punktédw nie wspodtliniowych. Sa to:
A,0,BiB,0,C,iC,0,D,iA,0,D.
Wynika stad, ze:
A0 + 0B = AB
BO +0C = BC

CO0+ 0D >=CD
AQ +0D > DA

Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy:
2(A0 +0C+ DO +0B) >AB+BC+CD+DA (1)

Poniewaz 0 € AC i 0 € BD, wiec A0 + 0C = ACiBO + 0D = BD.Stad i z (1), otrzymujemy:
2(AC+ BD) > AB+ BC+CD + DA,

czyli

< AC+ BD <AEF +BC + (D + DA.

AC + BD =

AB +BC+CD + DA
> .

AC + BD =

Pokazmy teraz, ze
AC+ BD << AB +BC + CD + DA.
Mamy tutaj cztery tréjki punktéw nie wspodtliniowych. Sa to:
A B, CiAC D, iAB,DiE,D,C.
Wynika stad, ze:
AC < AB + BC
AC < AD + DC
DB << AB + AD
DB < DC+CB
Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy:
2(AC + DB) < 2(AB + BC + CD + DA),
czyli
AC+ DB << AB +BC + CD + DA,
co nalezato wykazac.
A teraz zadania trudne:
Zadanie
W tréjkacie XYZ miara kata przy wierzchotku X wynosi 20°, za$ XY = XZ. Wykaz, ze
2YZ < XY < 3YZ.

Dowad.
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Wykazemy, ze 3¥Z > XV.
Do danego tréjkata XYZ skonstruujmy dwa przystajgce tréjkaty: jeden po jego lewej stronie (AXYA),
a drugi po prawej (AXZE).

Otrzymalismy w ten sposéb réwnoboczny trojkat XAE. Zastosujmy teraz nieréwnos$é trojkata do
trojkatow AYB i YZB.

{AB<AY+YB
YB<YZ+ZB

Dodajac te nieréwnosci stronami, otrzymujemy:

AB+YE <AY +YBE+YZ + ZE.

Troéjkat XAB jest rownoboczny, wiec AB = XY, co daje

XY <<AY +YZ + ZB.
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Jesttez AY = YZ = ZE, wiec ostatecznie otrzymujemy
XY < 3YZ.

Wykazemy tez, ze XY > 2YZ.

W tym celu wybierzmy na boku XY tréjkata XYZ punkt Q tak, by YQ = YZ. Jesli wykazemy, ze XQ > YZ,
to wykazemy jednoczesnie, ze XY > 2YZ. Wykonajmy stosowny rysunek i zaznaczmy katy otrzymanych

tréjkatow.

Stosujac twierdzenie sinuséw do tréjkata XQZ, otrzymujemy:

XQ 0z 0z

= , X0 =——.
sin30° sin20° ¢ 2sin 20¢

Stosujac to samo twierdzenie do tréjkgta QYZ, otrzymujemy:

Qy QZ
sin50°  sin80°
Poniewaz
X0 sin 807

- R 1191
QY  2sin20°sin50°

wiec QX > QY. Jednoczesnie oznacza to, ze XY > 2YZ.

Ostatecznie wiec mamy:

2YZ < XY < 3YZ,
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co nalezato wykazaé.
Zadanie domowe
W tréjkacie XYZ miara kata przy wierzchotku X wynosi 12°, za$ XY = XZ. Wykaz, ze

4¥Z << XY < 5¥Z.

4AB < OA < 5AB
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scenariusz lekcji nr 16
Zgodne z Podstawq programowq ksztalcenia ogolnego z matematyki w zakresie rozszerzonym (DzU z
2009 r. Nr 4, poz. 17)

Dziat: Liczby rzeczywiste
Temat: Dziatania na potegach.
Cel ogdlny: Umiejetnosc stosowania poznanych dziata na potegach w zadaniach tekstowych.
Cele operacyjne:
Uczen rozumie:
e pojecie potegi o wyktadniku naturalnym i catkowitym
e geneze wzoru na mnozenie i dzielenie poteg o tych samych podstawach
e geneze wzoru na potegowanie potegi
e geneze wzoru na potegowanie ilorazu i iloczynu
Uczen potrafi:
e oblicza¢ potegi o wyktadniku naturalnym
e zapisywact liczby w postaci poteg
e mnozyc i dzieli¢ potegi o tych samych podstawach
e potegowac potegi
e porownywac potegi
e potegowac ilorazy i iloczyny
e doprowadzi¢ wyrazenia do prostszych postaci, stosujac dziatania na potegach
e stosowad dziatania na potegach w zadaniach tekstowych
Uczen zna:
e pojecie potegi o wyktadniku naturalnym
e wzdér namnozenie i dzielenie potegi o tych samych podstawach
e wzdr na potegowanie potegi
e wz0r na potegowanie ilorazu i iloczynu
Srodki dydaktyczne:
e MATeMAtyka 1, Podrecznik z ptytg CD-ROM dla szkét ponadgimnazjalnych . Zakres
podstawowy i rozszerzony NOWA ERA,
o MATeMAtyka 1, Zbioér zadan dla szkdét ponadgimnazjalnych. Zakres podstawowy i
rozszerzony NOWA ERA,
e karta pracy.
Metody pracy:
Praca z podrecznikiem i zbiorem zadan, dyskusja.
Formy pracy:
e indywidualna
e praca w parach
e rownym frontem
Czas zajec:
e 1 godzina lekcyjna.
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Przebieg lekcji:

Faza lekcji Czynnosci nauczyciela Uwagi
i ucznia
I. Cze$¢ organizacyjna: | Sprawdzenie obecnosci i pracy domowe;j.
Il. Czg$¢ nawigzujaca: | Pytania:

a) Coto jest potega?

b) Jakie dziatania o o
wykonujemy na Uczm?wm odpowiadajg na
potegach? pytania.

c) Jak mnozymy i
dzielimy potegi o
tych samych
podstawach?

d) Jak potegujemy
potege? Uczniowie zapisujg

poznane dziatania na
tablicy.
Ill. Czes¢ witasciwa: 1. Zapoznanie ucznidw z Uczniowie zapisujg w
celami lekcji. zeszycie.

2. Zapisanie tematu

lekcji.

T: Dziatania na potegach.

Nauczyciel zapisuje na
tablicy.
Pracaz

Porzadkowanie liczb w

kolejnosci rosnacej i

malejacej. Nauczyciel wypisuje liczby

na tablicy.

Uczniowie porzadkuja te

liczby w podanej kolejnosci.

podrecznikiem,
zbiorem zadan.
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Zapisywanie wyrazen w Nauczyciel zapisuje

postaci jednej potegi i wyrazenia na tablicy.

obliczanie wartosci tych

wyrazen.

B
Uczniowie doprowadzajg te
wyrazenia do postaci
jednej potegi i obliczajg ich
wartos¢ stosujac dziatania
na potegach.
Uczniowie przy tablicy
C Stosowanie dziatan na rozwigzuja zadania z karty Zatgcznik
potegach w zadaniach pracy.
tekstowych.
IV. Podsumowanie. Jakie znacie dziatania na Uczniowie odpowiadajg na

potegach? pytanie.
Ocena pracy ucznidéw
podczas lekgji.

V. Praca domowa. Wybrane  zadania  z | Nauczyciel wyjasnia prace

podrecznika. domowa.
Uczniowie zapisujg zadania
w zeszytach.

ZAtACZNIK
KARTA PRACY

Zadanie 1

TR
Podane ponizej liczby napisano wedtug pewnej reguty. Jaka powinna by¢ piata liczba? 1:16: 47 49
Zadanie 2
Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni catkowitej szescianu o krawedzi:
a)4cm

b) 2,5 dm
c)1,2m

Zadanie 3




Marek ma do przeczytania ksigzke, ktdra liczy sobie 160 stron. Postanowit pierwszego dnia przeczytaé
potowe ksigzki, drugiego dnia potowe stron, ktére pozostaty, trzeciego dnia znowu potowe tego, co
jeszcze pozostato do przeczytania itd.

a) lle stron przeczyta Marek w ciggu trzech dni?

b) Jaka czes¢ ksigzki przeczyta ctopiec szdstego dnia?

c) lle dni zajmie Markowi przeczytanie catej ksigzki, jesli bedzie postepowat zgodnie z przyjeta
zasadg?

Zadanie 4

Pani Ela wptacita do banku 5000 zt. Oprocentowanie wynosi 6% w stosunku rocznym. lle pieniedzy
bedzie na koncie pani Eli po: a) trzech latach? b) pieciu latach? c)siedmiu latach?

Informacja do zadania:

Jezeli kwota pieniedzy wptaconych do banku, wzrasta w ciggu roku o p%, a odsetki sq dopisywane do
wptaconej kwoty, to wartos¢ koricowg(kwota wptacona + odsetki) po n latach mozemy obliczy¢ ze

wzoru:

I

K—k-(1+ 2
: 1+ 100

}F.'
K - kwota po n latach

k - kwota wptacona do banku

n - ilos¢ lat

p - procent
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scenariusz lekcji nr 17
Zgodne z Podstawq programowq ksztalcenia ogolnego z matematyki w zakresie rozszerzonym (DzU z
2009 r. Nr 4, poz. 17)

Dziat: Stereometria
Temat: Bryly obrotowe wokét nas
Cel ogdlny: przypomnienie, usystematyzowanie i utrwalenie wiadomosci z gimnazjum o brytach
obrotowych; stosowanie wzoréw na obliczanie pola powierzchni i objetosci bryt obrotowych.
Cele operacyjne:
Uczen powinien:
e znac pojecie i geneze bryty obrotowe;j,
e wiedzie¢ co to jest walec, stozek, stozek sciety, kula, sfera,
e znac siatke walca i stozka,
e zna¢ wzory na objetosc i pole powierzchni bryt obrotowych,
e oblicza¢ objetos¢ i pole powierzchni bryt obrotowych,
e (¢wiczy¢ wyobraznie przestrzenng, pamieé, rozumowanie przez analogie,
e rozwijac¢ aktywnos¢,
e stosowac teorie w praktyce, uswiadomic sobie praktyczne znaczenie wiedzy matematycznej,
e poprawnie stosowac jezyk matematyczny.
Metody i formy pracy: pogadanka z elementami wykfadu, audiowizualna, demonstracja,
poszukujgca; praca indywidualna.
Srodki dydaktyczne: MATeMAtyka 3 Podrecznik dla szkét ponadgimnazjalnych - zakres rozszerzony
NOWA ERA, przyrzady geometryczne, modele bryt, laptop, rzutnik multimedialny, karta pracy.
Czas lekgji: 1 godz.

Przebieg lekgcji:
Ogniwo lekgji Czynnosci nauczyciela Uwagi
i ucznia
I.Czynnosci Sprawdzenie obecnosci, sprawy porzgdkowe.
organizacyjne:
1.Czes¢ Nauczyciel nawigzuje do

naprowadzajaca: tematu lekcji poprzez
odpytanie z pracy domowej
(praca domowa-

Rozmowa

przypomnienie wiedzy z nauczajaca.

gimnazjum na temat bryt
obrotowych)

Zadanie pytan

pomocniczych w celu Uczniowie odpowiadaja

uzupetnienia wypowiedzi na pytania.

82




uczniow

11l Czes¢ wiasciwa:

1. Zapoznanie uczniéw z

celami lekgji.

2. Zapisanie tematu lekgji.

3. Prezentacja modeli bryt

obrotowych

Pytanie: w wyniku
obrotu jakich bryt
ptaskich powstajq bryty
obrotowe?

4. Pogadanka na temat

prezentowanych modeli
bryt obrotowych.

5. Pogadankao

przekrojach ptaskich bryt
obrotowych.

6. Przypomnienie wzorow

na objetosc i pole
powierzchni catkowite]
bryt.

7. Rozwigzywanie

wybranych zadan z
podrecznika

Uczniowie zapisujg w
zeszycie.

Nauczyciel zapisuje
temat lekcji na tablicy.

Prezentacja pt. Bryty
obrotowe wokdt nas

- ogladanie z
komentarzem
dotyczacym pojec:
tworzaca walca i stozka,
wysokos$¢ walca i
stozka, powierzchnia
boczna i catkowita
walca i stozka, kat
rozwarcia stozka, kula,
koto wielkie kuli, sfera.

Uczniowie zapisujg
wzory w zeszycie.

Pokaz (prezentacja
multimedialna)

Zatqcznik1(materiat
graficzny z
prezentacji)

83




Uczniowie
przedstawiajg
rozwigzanie na tablicy.

Nauczyciel sprawdza
poprawnosc
rozwigzania.

Praca
indywidualna.

Pracaz

podrecznikiem.

IV. Podsumowanie.

Podsumowanie
podstawowych
wiadomosci o walcu
stozku i kuli.

Uczniowie odpowiadaja
na pytania.

Ocena wypowiedzi
uczniow przez

nauczyciela.
V. Praca domowa. Zadanie pracy domowej | Nauczyciel wyjasnia Zatgcznik2
- karta pracy prace domowa.
Uczniowie wklejaja
karte z zadaniami do
zeszytow.
ZAtACZNIK 1.
KARTA PRACY - bryty obrotowe
WALEC:
k
-/————-—_ r
I
(@)
/ r a
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h- wysoko$¢ walca

|- tworzgca walca

r- promien podstawy walca

d- przekatna przekroju poprzecznego walca

a- kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego do ptaszczyzny podstawy
B- kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego do tworzgcej walca
Siatka walca:

Zwigzki miarowe w walcu:

Pc=2Pp+Pb =2[1r*+2[]rl

V =Pph =[1Ir*h

STOZEK:

h- wysokos¢ stozka
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r - promien podstawy

|- tworzgca stozka

o —kat rozwarcia stozka

B — kat nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy
Zwigzki miarowe w stozku:

Pc=Pp+Pb=T1r?+ITrl
1
V ==T1Ir’h
3

STOZEK SCIETY:

Objetosc stozka Scietego:
h -~
v =1;[—2 €R* +4Rr +4r*

Dtugos¢ tuku t wycinka kota jest rowna dtugosci obwodu kota podstawy
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L — dtugos¢ tuku wycinka kofa

R- promien kofa

A- kat sSrodkowy na jakim jest oparty tuk L
[IRA

= ———-wz0r na dtugos¢ tuku wycinka kota

180°

P= 1 LR - wzor na pole wycinka kota

KULA:

87



R — promien kuli

koto wielkie kuli

Zwiazki miarowe w kuli:

Pc =4]]r?
4
V =—IIr®
3
ZAtACZNIK 2
KARTA PRACY - praca domowa
Zad.1.
W garnku w ksztatcie walca o wysokosci 0,6 m i srednicy podstawy 4 dm ugotowano zupe, ktérej

4

objetos¢ zajmuje S5 objetosci garnka. Oblicz ile porcji mozna przygotowad z tej zupy, jezeli na jeden
talerz wlewamy zupe z dwéch chochli w ksztatcie poétkuli o srednicy 10 cm.

Zad.2.

Zbiornik w ksztatcie walca o $rednicy 120 cm i wysokosci 2 m nalezy napetni¢ wodg przyniesiong w
wiaderkach w ksztatcie stozka $cietego o wymiarach: srednica dolnej podstawy 3 dm, srednica gérnej
podstawy4 dm, wysokosé 35 cm. Oblicz ile petnych wiaderek wody nalezy wla¢ do zbiornika, aby
napetni¢ go w catosci.
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[Th 2 2
V= 12 ‘R +4Rr +4r _-wzér potrzebny do zadania 2 na objetos¢ stozka $cietego

R- promien duzej podstawy, r- promief matej podstawy
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scenariusz lekcji nr 18
Zgodne z Podstawq programowq ksztalcenia ogélnego z matematyki w zakresie rozszerzonym (DzU z
2009 r. Nr 4, poz. 17)

Dziat: Liczby rzeczywiste
Temat: Obliczenia procentowe.
Cel ogdlny:
Przypomnienie i usystematyzowanie wiadomosci dotyczgcych obliczen procentowych.
Cele operacyjne:
Uczen rozumie:
e pojecie procentu
e potrzebe stosowania procentdw w zyciu codziennym
Uczen potrafi:
e wskazywac przyktady zastosowan procentédw w zyciu codziennym
e zamienia¢ procenty na utamki
e zamienia¢ utamki na procenty
e obliczaé procenty danych liczb
e znajdowac liczby, znajgc ich procenty
e oblicza¢, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba
e rozwigzywac zadania tekstowe zwigzane z procentami
Uczen zna:
e pojecie procentu
Srodki dydaktyczne:
MATeMAtyka 1 Podrecznik i Zbiér zadan dla szkét ponadgimnazjalnych , zakres podstawowy i
rozszerzony, karta pracy
Metody pracy:
Praca z podrecznikiem i zbiorem zadan, dyskusja, rozmowa nauczajaca.
Formy pracy:
e indywidualna
e réwnym frontem
e praca w parach
Czas : 1 godzina lekcyjna
Przebieg lekcji:

Ogniwo lekgji Czynnosci nauczyciela Uwagi
i ucznia
I.Czynnosci Sprawdzenie obecnosci i pracy domowe;j.

organizacyjne:
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11.Czes¢
naprowadzajaca.

Pytania:

a) Co to jest procent?

b) Gdzie wykorzystuje
sie procenty w zyciu
codziennym?

c) Jak zamieniamy
utamki na procenty i
procenty na utamki?

d) Jak obliczamy
procent z danej
liczby?

e) Jak obliczamy liczbe
majac dany jej
procent?

f) Jak obliczamy, jakim

procentem jednej
liczby jest druga
liczba?

Uczniowie odpowiadajg na
pytania.

Uczniowie w zeszycie
zapisujg przyktady
wykorzystania procentow
w zyciu codziennym.

Rozmowa
nauczajaca.

11.Czes¢ gtéwna.

1. Zapoznanie ucznidw z

celami lekgji.

2. Zapisanie tematu

lekcji.

T: Obliczenia
procentowe.

Zamiana procentow na

utamki i utamkow na

procenty.

Uczniowie zapisujg w
zeszycie.

Nauczyciel zapisuje temat
lekcji na tablicy.

Nauczyciel na tablicy pisze
utamki i procenty.

Uczniowie przy tablicy
zamieniajg utamki na
procenty i procenty na
utamki.

Praca ze zbiorem

zadan.

Praca rGwnym
frontem.
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Obliczanie procentu z
danej liczby, liczbe majac
dany jej procent oraz
jakim procentem jednej
liczby jest druga liczba.

Rozwigzywanie zadan
tekstowych zwigzanych z
procentami.

Uczniowie przy tablicy
obliczajg procent z dane
liczby, liczbe majac dany jej
procent oraz jakim
procentem jednej liczby
jest druga liczba.

Uczniowie przy tablicy
rozwigzujg zadania
tekstowe zwigzane z
procentami. Dokonuja
analizy zadania.
Sprawdzajg rozwigzanie z
trescig zadania. Piszg
odpowiedzi do zadan.

Nauczyciel uswiadamia

Praca w parach.

Pracaz
podrecznikiem.

Praca z
podrecznikiem.

Praca ze zbiorem

uczniéw o potrzebie zadan.
stosowania procentow w
zyciu codziennym.
IV. Podsumowanie Jak obliczamy procent z
danej liczby?
Jak obliczamy liczbe
majac dany jej procent?
Jak obliczamy, jakim Uczn|?W|e odpowiadajg na
procentem jednej liczby pytania.
jest druga liczba?
Nauczyciel
z uzasadnieniem ocenia
prace ucznidw.
V. Praca domowa. Nauczyciel rozdaje karty pracy z zadaniami do domu Zatqcznik

oraz wyjasnia prace domowg

ZAtACZNIK

KARTA PRACY - praca domowa

Zadanie 1.
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Wartos¢ dziatki budowlanej réwng 24 000 zt najpierw podwyzszono o 15%, nastepnie obnizono o
15% . Oblicz koricowa cene dziatki.

Zadanie 2.

Na wycieczke szkolng pojechato 24 ucznidw, co stanowi 80% liczby ucznidow pewnej klasy. Ilu ucznidow
liczy ta klasa?

Zadanie 3.
Oblicz prébe stopu, w ktdrym jest 35g srebra i 5g miedzi.
Zadanie 4.

Jeden kilogram jabtek kosztuje 4zt, a jeden kilogram gruszek kosztuje 5zt. O ile procent cena 1 kg
gruszek jest wieksza od ceny 1 kg jabtek gruszek?

Zadanie 5.

Zatozono lokate w wysokosci 5000zt na rok czasu. Oprocentowanie w skali roku wynosi 18%. Jaki
bedzie zysk po okresie pét roku?

Zadanie 6.

Jakie jest stezenie solanki, skoro do 20g wody wsypano 5g soli. lle soli trzeba odlaé, aby stezenie
procentowe zwiekszyto sie do 25%?

93



Dziat: Ciagi

scenariusz lekcji nr 19

Temat: Cigg arytmetyczny — powtdrzenie wiadomosci

Cel ogdlny: Doskonalenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych ciggu arytmetycznego

Cele operacyjne:
Uczen potrafi:

e podad definicje ciggu i wiasnosci ciggu arytmetycznego,
e podaé wzory na n-ty wyraz ciggu oraz sume poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego,

e oblicza¢ sume poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego,

e rozwigzywac zadania dotyczgce ciggu arytmetycznego,

e rozwigzywac zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci,

e opisaé otrzymane rezultaty i dostrzec prawidtowosci rozwigzania,

e wspodtpracowad i komunikowac sie w grupie.

Srodki dydaktyczne:

MATeMAtyka 2, Zbiér zadan dla szkét ponadgimnazjalnych, zakres podstawowy i rozszerzony NOWA

ERA, tablica, przygotowane karty pracy z trescig zadan, laptop z rzutnikiem.

Metody pracy:

Rozmowa nauczajaca, ¢wiczenia uczniowskie.

Formy pracy:
e indywidualna

e praca w grupach

Czas zajec: 1 godzina lekcyjna

Przebieg lekcji:

Ogniwo lekgji Czynnosci nauczyciela i ucznia Uwagi
I.Cze$¢ organizacyjna: | Sprawdzenie obecnosci i pracy domowe;j.
1.Cze$¢ nawigzujaca: Wspdlne przypomnienie i | Uczniowie ustnie Rozmowa
utrwalenie odpowiadajg na zadane nauczajgca

11l.Czes¢ wtasciwa:

nastepujacych pojeé:

- pojecie ciggu
arytmetycznego i jego
witasnosci,

- wzordéw dotyczacych
ciggu arytmetycznego.

1. Zapoznanie uczniow z
celami lekgji.

2. Zapisanie tematu

pytania, nauczyciel
najwazniejsze zapisuje na
tablicy.
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lekcji.

3.Podzielenie uczniéw na
trzy grupy (np. wedtug
rzedéw, w jakich siedzg) i
rozdanie uczniom kart
pracy z zadaniami.

Nauczyciel zapisuje temat
lekcji na tablicy.

Nauczyciel dzieli uczniéw
na grupy.

Uczniowie w grupach
wykonujg zadanie 1 -

DOMINO. Do podanego &
i I nalezy dopasowa¢
sume. Po skonczeniu grupa
zgtasza ten fakt
nauczycielowi, ktéry
sprawdza poprawnosé
utozenia kostek.

Po utozeniu domina przez

wszystkie grupy nauczyciel
wyswietla rozwigzanie na

rzutniku.

Najszybsze poprawne
rozwigzanie zostanie
nagrodzone ,plusami” z
matematyki.

Wylosowanie przez liderow
grup jednego z czterech
zadan (zadania2-5). Grupa
otrzymuje tres¢ wszystkich
zadan, ale rozwigzuje tylko
wylosowane .

Kazda z grup przedstawia

Zatgcznik

Praca w grupie
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rozwigzanie na tablicy (po
jednym przyktadzie).

Po przedstawieniu
rozwigzan przez uczniow
nauczyciel umieszcza
poprawne rozwigzanie na
rzutniku oraz doktadnie je
omawia.

Praca w grupie

IV.Podsumowanie:

Podsumowanie lekgji
oraz ocena przez
nauczyciela
najaktywniejszych
uczniow.

Uczniowie odpowiadajg na
pytania nauczyciela.

V.Praca domowa:

Zadanie i omowienie
pracy domowe;.

Wybrane zadania ze
zbioru zadan.

Nauczyciel zapisuje tresc
pracy domowej na tablicy.
Wyijasnia prace domowa.

Uczniowie zapisujg w

zeszytach.
ZAtACZNIK
KARTA PRACY - praca w grupach
Zadanie1 DOMINO:
a =-2
a =5 S,,=232 1
START r=5 r=4
a=->6
a, =05
r=0 S o——60!
S, =480 =-2




840——154 a, =3
r=4 S, =52¢ 8 =13
r=-3
S,,=-40 3, =6 S,, =40z
=5
KONIEC
Zadanie 2.
Zadanie 3.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 200, ktére przy dzieleniu przez 7 daje reszte
1.
Zadanie 4.

W ciggu arytmetycznym & = 3, I =5.0blicz sume wyrazéw tego ciggu od 10 do 41 wiacznie.
Zadanie 5.
Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych, ktérych reszta z dzielenia przez 5 daje 2.
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scenariusz lekcji nr 20

Dziat: Wielomiany

Temat: Pierwiastki wielomianu

Klasa Il LO

Cel ogdlny: Doskonalenie umiejetnosci rozwigzywania zadan wymagajacych zastosowania
twierdzenia Bezouta i logicznego wnioskowania

Cele operacyjne:

Uczen potrafi:

podad definicje wielomianu i jego pierwiastka,

oblicza¢ wartos$¢ wielomianu dla podanego argumentu,
e podzieli¢ wielomian przez dwumian x — a,
e zastosowac twierdzenie Bezouta,
e opisac otrzymane rezultaty i dostrzec prawidtowosci rozwigzania,
e wspodtpracowac i komunikowac sie w grupie.
Srodki dydaktyczne:
MATeMAtyka 2, Zbiér zadan dla szkét ponadgimnazjalnych, zakres podstawowy i rozszerzony NOWA
ERA, zeszyt, karty pracy.
Metody pracy:
Praca z podrecznikiem i zbiorem zadan, dyskusja, rozmowa nauczajaca.
Formy pracy:
e indywidualna
e praca w grupach
Czas zajec: 1 godzina lekcyjna
Przebieg lekcji:

Ogniwo lekcji Czynnosci nauczyciela i ucznia Uwagi

I.Cze$¢ organizacyjna: | Sprawdzenie obecnosci i pracy domowej.

I.Cze$¢ nawigzujaca: | Przypomnienie
podstawowych
wiadomosci o
wielomianie i jego

Rozmowa
pierwiastkach, oraz nauczajaca.
twierdzeniu Bezouta Uczniowie odpowiadajg na
(ewentualnie odpytanie pytania nauczyciela.
na ocene).

111.Cze$¢ wtasciwa: . .,
1. Zapoznanie uczniow z

celami lekgji.

. Nauczyciel zapisuje temat
2. Zapisanie tematu y pisW

lekcji na tablicy.
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lekcji.

3.Podzielenie uczniéw na
trzy grupy (np. wedtug
rzedéw, w jakich siedzg) i
rozdanie uczniom kart
pracy z zadaniami.

4.Samodzielne
rozwigzanie przez
ucznidow zadania 2
podpunkt b) i zadania 3
podpunkt b.

5. Cwiczenia utrwalajgce
wiadomosci.

Wspdlne rozwigzanie
zadan 4, 5,6.

Nauczyciel dzieli uczniéw
na grupy.

Uczniowie w grupach
wykonujg zadanienrl, a
nastepnie jeden
przedstawiciel grupy
referuje wyniki przy
tablicy. Po oméwieniu
wszystkich przyktadow
sformutowanie wnioskéw
przez ucznidw i zapisanie
ich w zeszytach.

Uczniowie sprawdzajg
umiejetnosé
samodzielnego rozwigzania
zadania.

Uczniowie przy tablicy
rozwigzujg zadania.

Uczniowie omawiaja z
nauczycielem wszystkie
wykonywane czynnosci
oraz witasnosci, z jakich
skorzystano.

Zatgcznik nr 1

Praca w grupie.

Praca
indywidualna

Zatacznik nr 2

Praca catg klasa

IV.Podsumowanie:

Podsumowanie lekgji
oraz ocena przez
nauczyciela
najaktywniejszych
uczniéw.

Uczniowie odpowiadajg na
pytania nauczyciela.
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V.Praca domowa:

Zadanie i omowienie
pracy domowe;j.

a) rozwigz zadania 2i 3
podpunkty a) i c)
(analogicznie jak na
lekcji),

b) dokonczy¢ zadanie 5 i
6.

c) zadanie dodatkowe dla
zainteresowanych
ucznidéw — Zbidr zadan.

Nauczyciel zapisuje tresc

pracy domowej na tablicy.

Wyjasnia prace domowa.

Uczniowie zapisujg w
zeszytach.

Zatqczniki

ZAtACZNIK 1.

KARTA PRACY - praca w grupach

Zadanie 1

Dany jest wielomian W(x) oraz liczby a i b.

a) Oblicz W(a) i podziel wielomian W(x) przez dwumian x — a.

b) Oblicz W(b) i podziel wielomian W(x) przez dwumian x — b.

Sformutuj wnioski.

grupa 1. W(x) =x*—x*-3x*+5x-2,a=1,b=-3

grupa 2. W(x) =x* =53 + x>+ 11x—2,a=-1,b =2

grupa 3. W(x) =x>—x’-4x+4,a=2,b=-0,5

ZAtACZNIK 2.

KARTA PRACY

Zadanie 2

a)W(x)=6x*+5x>-38x°+5x+6; X+3
b)W(x)=10x>-6x>+136; x-2

C)W(X)=x"=x-2x’+4x+4; x+1

Sprawdz nie wykonujgc dzielenia, czy wielomian W(x) jest podzielny przez podany dwumian:
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Zadanie 3

Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W(x),wiedzac, ze wielomian ten jest podzielny przez
podany obok dwumian, jesli:

a)W(x)=3x>+20x+11x-6; x+1
b)W(x)=2x>-10x*+10x-8; x-4

c)W(x)=2x3-3x*-20x+21; x+3
Zadanie 4

Dla jakich wartosci parametru k wielomian W(x) = x> + (k* + 1)x* + (3k —1)x + 1 jest podzielny
przez dwumian x + 17?

Zadanie 5

Dla jakich wartosci parametru p reszta z dzielenia wielomianu

W(x) = 2x° + (p + 1)x* + (4k - 2)x + 1 przez dwumian (x — 2) wynosi 4?
Zadanie 6

Dla jakich wartosci parametréw m i n wielomian W(x) = 3x> + mx’ + nx - 4 jest podzielny przez (x>
-1)?
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scenariusz lekcji nr 21

Dziat: Teoria prawdopodobieristwa i kombinatoryka
Temat: Drzewo zdarzen na matematyce
Cel ogdlny:
Zdobycie umiejetnosci obliczania prawdopodobieistwa mniejszych zdarzen w przestrzen zdarzen
elementarnych z wykorzystaniem metody tzw. drzewek
Cele operacyjne:
Uczen:
e potrafi przedstawiac kolejne etapy doswiadczen losowych za pomocg tzw. drzewek,
e potrafi zastosowac¢ drzewko do rozwigzywania zadan z rachunku prawdopodobienistwa,
e oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia losowego zgodnie z definicjg,
e potrafi analizowa¢ tekst matematyczny,
e rozwija logiczne myslenie.
Metody lekcji:
e pogadanka,
e praca z tekstem,
e c¢wiczenia uczniowskie.
Formy pracy na lekgji:
2) pracaindywidualna ucznia,
3) praca grupowa.

Srodki dydaktyczne:
e MATeMAtyka 3, Podrecznik i Zbiér zadan dla szkét ponadgimnazjalnych, zakres podstawowy
i rozszerzony NOWA ERA, zeszyt, karta pracy, arkusze papieru.
Czas zajec: 1 godzina lekcyjna.
Przebieg lekcji:

Ogniwo lekcji Czynnosci nauczyciela i ucznia Uwagi

I.Cze$¢ organizacyjna: | Sprawdzenie obecnosci, wprowadzenie atmosfery pracy.

I.Cze$¢ nawigzujgca: | Powtdrzenie wiadomosci | Uczniowie mieli za zadanie:

z ostatnich lekgcji,
sprawdzenie pracy * wyjasnic pojeciaty.

domowe] zdarzenia
elementarnego,

Pogadanke przestrzeni zdarzen

przeprowadza nauczyciel elementarnych;

lub wyznaczony do tego e opisac co rozumiesz

uczen, ktory zadaje przez zdarzenie pewne |

pytania: Co to jest niemozliwe;

zdarzenie losowe. W jaki

sposob mozna je okresli?, * podacklasyczna
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111.Czes¢ wtasciwa:

jak bardzo jest ono
prawdopodobne. Podaj
nowe pojecia zwigzane

ze zdarzeniami losowymi.

1. Zapoznanie ucznidw z
celami lekcji.

2. Zapisanie tematu
lekcji.

3. Analiza tekstu na
karcie pracy i w
podreczniku.
(Przypomnienie w jaki
sposoéb czyta sie ze
zrozumieniem teksty
matematyczne).

4. Przyktady zastosowan
drzewek do

definicje
prawdopodobierstwa.

Nauczyciel zapisuje temat
lekcji na tablicy.

Nauczyciel rozdaje uczniom
karty pracy i prosi o
przeczytanie zawartego tam
tekstu i poréwnanie go z
materiatem z podrecznika.

Wczesniej jednak nalezy
przypomnie¢ metody analizy
tekstdw matematycznych.—
,burza moézgow”.

Uczniowie samodzielnie
czytajg tekst. (Najlepiej, aby
kazdy uczen posiadat karte
pracy, bo wéwczas praca jest
spokojniejsza i bardziej
efektywna).

Nauczyciel dzieli ucznidw na
3 -4 osobowe grupy
(maksymalnie 4 osoby w
grupie) i rozdaje uczniom
karty pracy z zadaniami do
wykonania.

Uczniowie wykonujg w
grupach podane zadania:

Na otrzymanych arkuszach
papieru nalezy narysowac

Rozmowa
nauczajaca
(pogadanka)

Pracaz

podrecznikiem i

kartg pracy -

Zatacznik nr 1
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rozwigzywania zadan.

drzewa doswiadczen i
zaznaczyc kolorem gatezie
sprzyjajgce danemu
zdarzeniu oraz obliczy¢
prawdopodobieristwa
podanych zdarzen.

Nauczyciel nadzoruje prace
uczniow.

Zadanie konczy wspdlne
omowienie rozwigzan przez
ochotnikéw lub wybranych
uczniow przy tablicy i
wyjasnienie ewentualnych
btedéw. Reszta ucznidow
sprawdza swoje rozwigzania i
zapisuje w zeszytach.

Pracaw
grupach

Zatgcznik nr 2

IV.Podsumowanie:

Podsumowanie lekcji.

Uczniowie odpowiadajg na
pytania nauczyciela
zbierajace wiadomosci
zdobyte na lekcji: W jaki
Sposob rysuje sie drzewo
doswiadczenia? Co
zapisujemy na koricach
gaftezi, a co na gafeziach.
Jaka wtasnos¢ maja
prawdopodobieristwa
opisujgce gatezie
wychodzgce z jednego
wezta? W jaki sposob oblicza
sie prawdopodobienstwa
zdarzen? Czy zawsze nalezy
rysowac wszystkie gatezie
drzewa?

Nauczyciel na podsumowanie
moze narysowac mape
mentalng obrazujgcg sposdb
poprawnego rysowania
drzewa i korzystania z niego
podczas obliczania
prawdopodobieristwa

Praca catq klasa.
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zdarzen

V. Praca domowa: Zadanie i omoéwienie Nauczyciel wyjasnia Zbioér zadan.

pracy domowej:
prace domowa.

Wybrane zadania ze
zbioru zadan.

Uczniowie zapisujg w

zeszytach.
Ocena pracy uczniéw Nauczyciel z uzasadnieniem
podczas lekcji. ocenia prace uczniow.

ZAtACZNIK 1.
KARTA PRACY — tekst

Co to sq drzewa zdarzen?

Tak zwane ,drzewa zdarzen” lub ,drzewka” sg innym podejsciem stosowanym do obliczania
prawdopodobienstwa, niz metody ktdre poznaliscie do tej pory.

W poprzednich podrozdziatach aby obliczyé prawdopodobieristwo zdarzenia losowego, obliczalismy
liczbe wszystkich zdarzen elementarnych oraz liczbe wszystkich zdarzen zdarzenia losowego.
W przypadku drzewek bedziemy oblicza¢ prawdopodobienstwa mniejszych zdarzen, sktadajacych sie
na przestrzen zdarzen elementarnych, a nastepnie bedziemy wykonywac dziatania na tych
prawdopodobienstwach.

Zanim napiszemy czym jest to ,mniejsze zdarzenie”, nalezy wyjasni¢ w jakich sytuacjach mozemy
stosowac te metode. Podstawowym warunkiem jest wystgpienie przynajmniej dwdch losowan (np:
rzucamy dwa razy kostka, losujemy trzy bile z siedmiu itp.). Nie moze takze byc¢ ich zbyt duzo
(najlepiej nie wiecej niz trzy).

Wspomniane wczes$niej ,mniejsze zdarzenie” to jedno losowanie lub jeden wybdr.

Przyktad 1:

W pojemniku znajduje sie 6 bil czerwonych i 4 bile niebieskie. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia
losowego, polegajgcego na wylosowaniu dwdch bil czerwonych.

W pierwszym losowaniu mamy dwa mozliwe wyniki: bila czerwona lub

niebieska. tacznie mamy 10 bil.

Bil czerwonych jest 6, wiec prawdopodobienstwo wylosowania bili

czerwonej wynosi 6/10.

Bil niebieskich mamy 4, wiec prawdopodobiernistwo wylosowania bili
10 10 niebieskiej wynosi 4/10.

c N W drugim losowaniu mamy dwa mozliwe wyniki: bila czerwona lub
o niebieska. Lacznie mamy juz tylko 9 bil!

E Ponadto jezeli w pierwszym losowaniu wypadla bila czerwona, to w drugim

9 losowaniu w pojemniku jest juz tylko 5 takich bil. Prawdopodobienstwo
wylosowania bili czerwonej w drugim losowaniu, bedzie wynosi¢ 5/9.
Prawdopodobienstwo wylosowania bili niebieskiej w drugim losowaniu

C N C N bedzie wynosic 4/9.

O | W
CIFS
Ol o

\\. Jezeli w pierwszym losowaniu wypadta bila niebieska, to w drugim
A losowaniu w pojemniku s3 juz tylko 3 takie bile. Prawdopodobiernstwo
N wylosowania bili niebieskiej w drugim losowaniu, bedzie wynosi¢ 3/9.
Prawdopodobieristwo wylosowania bili czerwonej w drugim losowaniu
bedzie wynosi¢ 6/9.

Tylko jedna ,, droga” daje

nam sprzyjajace rozwigzanie.
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2 1
P(A) =\&’§/

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia losowego zgodnie z zasada:

P(A) = iloczyn prawdopodobienstw jednej ,drogi” + iloczyn prawdopodobienstw drugiej + iloczyn
prawdopodobienstw trzeciej ...

Mozemy sie spotka¢ z zadaniami, w ktérych prawdopodobierstwo wszystkich lub niektérych
,mniejszych zdarzen” zostaje podane w tresci.

Przyktad 2:

W firmie produkujgcej ozdoby choinkowe, okazato sie, ze 1/3 sprzedanych bombek miata ksztatt
kulisty, a pozostate miaty inny ksztatt. Ponadto bombki kuliste byty w dwéch kolorach: czerwonym i
ztotym, a bombki niekuliste tylko w kolorze czerwonym. Wsrdd klientdw wybierajgcych bombki
kuliste az 4/5 wybierato bombki ztote. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia losowego,
polegajgcego na wylosowaniu sposréd sprzedanych bombek, bombki czerwonej.

Mamy do czynienia z dwoma wyborami: ksztattu i koloru.

Pierwszy wybér dotyczy ksztalhtu.
W zadaniu mamy okreslone jaka czes¢ klientow wybrata bombki
kuliste. Dokladnie tyle wynosi prawdopodobienstwo wyboru
NK bombek w tym ksztalcie - 1/3.
Poniewaz suma prawdopodobieristw na jednym rozgalezieniu
musi wynosic¢ 1, prawdopodobienstwo wyboru bombki niekulistej
1 wynosi2/3.

w2

2
3

| e

Drugi wybér dotyczy koloru.
W przypadku bombek kulistych mamy dwie mozliwosci.
! Prawdopodobiernstwo wyboru bombek zlotych, wéréd klientow
\ oA wybierajacych bombki kuliste wynosi 4/5. W zwiazku z tym
X _ e prawdopodobienstwo wyboru bombek czerwonych wynosi 1/5.
N . W przypadku bombek niekulistych - wszystkie sa czerwone.
3 o i : - Mamy do czynienia ze zdarzeniem pewnym. Jezeli klient wybrat
Dwie .drogi” daja nam sprzyjajace rozwiazanie. hombke niekulista, to musibyé ona czerwona.

Prawdopodobienstwo takiego zdarzenia wynosi 1.

=
15

2 n e 3
3

15 15 15

"
P(A)= +§-1:

11
L
www.matematykam.pl

ZALACZNIK 2.
KARTA PRACY — praca w grupach.

Zadanie dla grup.

Przedstaw za pomocg drzew przebieg nastepujgcych doswiadczen losowych oraz oblicz
prawdopodobienstwo kazdego wyniku:
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a) dwukrotny rzut moneta,

b) dwukrotny rzut kostka do gry,

c) ptec trojga dzieci panstwa Kowalskich,

d) losowanie bez zwracania trzech kolorowych kostek: zielonej, czerwonej, biatej,
e) rozmieszczenie trzech pan A, B, C w trzech wagonach tramwaju,

f) trzykrotny rzut monets,

g) trzykrotny rzut kostka do gry.
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scenariusz lekcji nr 22

Dziat: Funkcje
Temat: Przesuniecia wykresow funkcji
Cel ogdlny: Doskonalenie umiejetnosci rysowania wykreséw funkgji
Cele operacyjne:
Uczen potrafi:
1) postugiwac sie komputerem,
2) poda¢ podstawowe definicje dotyczace funkcji: dziedzina, zbidr wartosci, wykres funkcji,
miejsce zerowe,
3)
4) przesuna¢ wykres funkcji wzdtuz osiy,
5)
6) na podstawie wykresu podac wniosek, ustali¢ rodzaj i wielkos¢ przesuniecia,

przesung¢ wykres funkcji wzdtuz osi x,
dopasowac wzory funkcji do wykreséw,

7) wspotpracowac i komunikowad sie w grupie.
Srodki dydaktyczne:
Zestawy zadan, komputer z zainstalowanym programem graficznym do rysowania wykresow funkcji.
Metody pracy:
Praca z komputerem — ¢wiczenia uczniowskie, rozmowa nauczajaca.
Formy pracy:
e praca z catg klasg,
e praca w grupach,
e pracaindywidualna.
Czas zajec: 1 godzina lekcyjna
Przebieg lekcji:

Ogniwo lekgcji Czynnosci nauczyciela i ucznia Uwagi
1.Czes¢ Sprawdzenie obecnosci i pracy domowej.
organizacyjna:
1.Czes¢ Rozmowa Nauczyciel przeprowadza krétka prezentacje Rozmowa
nawigzujaca: wprowadzaj | mozliwosci np. programu ,Kreator wykreséw” lub nauczajgca
gca w temat | innego programu do rysowania wykreséw funkgcji.
lekcji
Uczniowie obserwujg ekran komputera powiekszony
na panelu. Nauczyciel moze wspomnieé o innych
programach tego typu oraz kalkulatorze graficznym.
1.Podanie

tematu lekcji

Nauczyciel zapisuje temat lekcji na tablicy.

lll.Czes¢ )
o 2.Wykonanie
wiasciwa:
Za pomacy Pracaw
komputera grupach.
wykresow

Nauczyciel pisze na tablicy rownania funkcji, ktore
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funkcji:
y=-3x,
y=-3x+2,
y=-3x-4

oraz

obserwacja

tych
przesuniec

y=2(x-1)

y=2(x+2)

uczniowie majg za zadanie zobrazowac wykresem na
komputerze. Uczniowie pracujg w parach.

Uczniowie formutujg wniosek dotyczacy rodzaju i
wielkosci przesuniecia:

wykresy tych funkcji powstajq z przesuniecia wykresu
y=-3x wzdtuz osi y odpowiednio o dwie jednostki do
gory, o cztery jednostki w dot.

Uczniowie rysujg wykresy kolejnych funkcji i
ponownie formutujg wnioski:

wykresy funkcji powstajq z przesuniecia wykresu
funkcji y=2x wzdtuz osi x odpowiednio o jedna
jednostke w prawo, o dwie jednostki w lewo.

Wydrukowanie i wklejenie wykreséw do zeszytow.

Nauczyciel rozdaje uczniom karty pracy.
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3. Cwiczenia
utrwalajgce
wiadomosci.

Wspdlne
rozwigzanie
zadan z karty

pracy.

Zad.1l

Zad.2.

Uczniowie stosujg sie do polecania:

Dla kazdego z ponizszych wykresdw opisz jak go
otrzymano, przesuwajgc wykres funkcji y=x°, oraz
podaj wzory otrzymanych funkcji

g

Odp:

Przesuniecia wzdtuz osi y : jedng jednostke do gory
y=x’+1 i cztery jednostki do dotu y=x’- 4

Odp:

Przesuniecia wzdtuz osi x: o trzy jednostki w prawo
y=(x - 3)* i dwie jednostki w lewo y=(x+2)?

Praca catg
klasg
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Uczniowie formutuj wnioski dla ogétu funkcji:

wykres funkcji y= f(x)+b powstaje z wykresu funkcji y=
f(x),przesuwajgc go wzdtuz osi y: w gore gdy b>0, w
dot gdy b<0

wykres funkcji y= f(x-a) powstaje z wykresu funkcji y=
f(x),przesuwajqc go wzdtuz osi x:w prawo gdy a>0, w
lewo gdy a<0.

Uczniowie rozwigzujg zadania i omawiaja z
nauczycielem wszystkie wykonywane czynnosci oraz
wtasnosci, z jakich skorzystano.

Nauczyciel ocenia poprawnos$¢ rozwigzan oraz
nagradza najaktywniejszych uczniow.

IV.Podsumowa | Podsumowa | Nauczyciel rozdaje karteczki z zadaniem Praca
nie: nie lekcji jest | sprawdzajgcym: indywidual
5 min na
sprawdzian l
wiadomosci Narysuj wykres funkcji y= x oraz dokonaj jego
przesuniecia:
® 0 3 jednostki w gore Grupal
e 02 jednostki w prawo Grupa2
Zapisz wzory otrzymanych funkcji.
Uczniowie rozwigzujg zadanie sprawdzajgce na
kartkach.
Nauczyciel zbiera karteczki z rozwigzaniami uczniow.
Sprawdzian ocenia na nastepnych zajeciach.
V.Praca Zadanie i Nauczyciel zapisuje tres¢ pracy domowej na tablicy.
domowa: omowienie o
pracy Woyjasnia prace domowa
domowe;. Uczniowie zapisujg w zeszytach
Wybrane
zadania ze
zbioru
zadan.
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Dziat:

scenariusz lekcji nr 23

Réwnania i nieréwnosci

Temat: Cwiczenia w rozwigzywaniu réwnan i nieréwnosci.

Cel ogdliny:

Utrwalenie i usystematyzowanie wiadomosci dotyczacych sposobu rozwigzywania réwnan

(nieréwnosci) stopnia pierwszego z jedng niewiadoma.

Cele operacyjne:

Uczen rozumie:

pojecie rozwigzania rownania
pojecie rozwigzania nieréwnosci

Uczen potrafi:

zapisywac zadania w postaci réwnania

rozpoznawac réwnania i nieréwnosci rwnowazne

stosowac metode réwnan réwnowaznych

rozwigzywa¢ réwnania i nieréwnosci z zastosowaniem przeksztatcen na wyrazeniach
algebraicznych

przedstawiaé zbiory rozwigzan nieréwnosci na osi liczbowej

analizowac tres¢ zadan

przedstawiad tres¢ zadan za pomocg rdwnan i nierdwnosci oraz sprawdzac rozwigzania

Uczen zna:

pojecie réwnania

pojecie rozwigzania rownania

pojecia: rGwnania réwnowazne, tozsamosciowe, sprzeczne
metode réwnan réwnowaznych

pojecie nierdwnosci i jej rozwigzania

wzory skréconego mnozenia

Srodki dydaktyczne:

MATeMAtyka 1, Podrecznik z ptytg CD-ROM dla szkdét ponadgimnazjalnych . Zakres
podstawowy i rozszerzony NOWA ERA,

MATeMAtyka 1, Zbiér zadan dla szkét ponadgimnazjalnych. Zakres podstawowy i
rozszerzony NOWA ERA,

karty pracy.

Metody pracy:

Praca z podrecznikiem i zbiorem zadan, dyskusja.

Formy pracy:

indywidualna
praca w parach
rownym frontem
praca w grupach

Czas zajec:

1 godzina lekcyjna.
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Przebieg lekcji:

Faza lekcji Czynnosci nauczyciela Uwagi
i ucznia
. . . Sprawdzenie obecnosci i pracy domowej.
I. Cze$¢ organizacyjna:
> s Pytania:
1. Cze$¢€ nawigzujaca: Y
a) Cotojestréwnaniei
nieréwnosc¢?
b) Co jest rozwigzaniem | Uczniowie odpowiadajg na
. . . Rozmowa
réwnania, a co pytania.
nieréwnosci? nauczajaca.
c) Jak rozwigzujemy
rownania, a jak
nieréwnosci?
d) Jakie sg rodzaje
rownan?
e) Jakie znacie wzory Ucsniowi o
skréconego czniowie zapisuja
mnozenia? przykfady rownan na
tablicy.
Uczniowie wymieniaja
wzory skréconego
mnozenia.
‘s - 1. Zapoznanie ucznidw z Uczniowie zapisujg w
lll. Czg$¢ wiasciwa: p. - i pIstia
celami lekcji. zeszycie.
2. Zapisanie tematu
lekcji.
T: Rozwigzywanie
. e - Nauczyciel zapisuje temat
réwnan i nieréwnosci.
lekcji na tablicy.
Rozwigzywanie
L L Nauczyciel zapisuje na
nieréwnosci pierwszego Praca z

tablicy nieréwnosci.
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stopnia

z jedng niewiadoma.

Rozwigzywanie rownan
pierwszego stopnia z
jedna niewiadoma.

Rozwigzywanie zadan
tekstowych za pomoca
rownan i sprawdzanie
rozwigzania.

Uczniowie rozwigzujg
nieréwnosci przy tablicy.
Przedstawiajg rozwigzania
nierdwnosci na osi
liczbowej.

Nauczyciel dzieli uczniéw
na grupy czteroosobowe i
rozdaje kazdej grupie
plansze z réwnaniami.

Uczniowie w grupach
rozwigzujg réwnania oraz
dyskutujg nad ich
rozwigzaniem.

Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ rozwigzania
réwnan.

Nauczyciel zapoznaje
uczniéw z planem
rozwigzania (plansza)
podaje etapy
rozwigzywania zadania z
trescia.

Uczniowie zapisujg
notatke.

Uczniowie rozwigzuja
zadania z trescia.

Sprawdzajg poprawnos¢

podrecznikiem.

Zafqcznik 1.

Praca w grupach.

Zatgcznik 2.

Praca
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rozwigzania z trescia
zadania

indywidualna

Praca ze zbiorem

zadan.

IV. Podsumowanie.

Jakie znacie rodzaje
réwnan?

Jak rozwigzujemy
réownania i nierownosci?

Co jest rozwigzaniem
réwnania, a co
nieréwnosci?

Jakie sg etapy
rozwigzywania zadania z
trescig?

Ocena pracy uczniéw
podczas lekcji przez
nauczyciela.

Uczniowie odpowiadajg na
pytania.

V. Praca domowa.

Zadania z podrecznika

Nauczyciel wyjasnia prace
domowa.

Uczniowie zapisujg zadania
w zeszytach.

ZAtACZNIK 1.

KARTA PRACY - Zadania dla grup

e Zadaniel

Rozwiaz rownania.

S5(x+1)—-2(2x+3)+4x=-x+5

(x+2) —(x+3)(x-3)=6(x+4)-15

4x+2 2x+3

4

3

Zadanie 2
Rozwiaz nieréwnosci.

2K+2_5X—5
2 3

<

5(x—-1)—-2x+3>2x

2 | e

5
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2x +1 L5

r_nl;)d

ZAtACZNIK 2.

KARTA PRACY - Zastosowanie réwnan do rozwigzywania zadan tekstowych

.Nacobezu”, czyli na co bede zwraca¢ uwage

ETAPY ROZWIAZANIA | OMOWIENIE POSZCZEGOLNYCH CZYNNOSCI:
a) Analiza zadania.

c) Rozwigzanie réwnania.
d) Sprawdzenie warunkéw zadania.
e) Podanie odpowiedzi.

+» Analiza zadania to:

e uwazne przeczytanie tekstu,

e ustalenie niewiadomej,

e oznaczenie niewiadomg literka. zapisanie zwigzkdw miedzy danymi a niewiadomg
oraz innych danych.

e podanie dwdch réznych wyrazen przedstawiajacych te samg wielko$é i potgczenie
ich znakiem réwnosci.

«* Po rozwigzaniu nalezy sprawdzié:

e czy otrzymana liczba jest rozwigzaniem réwnania,
e czy otrzymane rozwigzanie jest zgodne z trescig zadania.

Uwaga: rozwigzanie rédwnania to nie to samo, co rozwigzanie zadania.
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scenariusz lekcji nr 24

Dziat: Analiza matematyczna
Temat: Pochodna - rozwigzywanie zadan typu maturalnego
Czas: 45 min.
Cele: Na lekcji uczniowie bedg ksztatci¢/doskonali¢ (Podstawa Programowa)
na poziomie ogdlnym — umiejetnosci ztozone
[ll. Modelowanie matematyczne
IV. Uzycie i tworzenie strategii
na poziomie szczegétowym — umiejetnosci
e Wyznaczanie wartos$ci najwiekszej i najmniejszej
wartosci funkcji ciggtej w przedziale domknietym
e Wyznaczanie ekstremum funkcji
Ponadto jak na kazdej lekcji matematyki uczniowie bedg ksztatci¢ i doskonali¢
umiejetnosci rachunkowe, postugiwanie sie jezykiem matematyki, postugiwania sie
symbolikg matematyczng, czytania tekstu ze zrozumieniem, przedstawiania petnego
toku rozwigzania zadania wraz z uzasadnieniem.
Typ: lekcja éwiczeniowa
Forma: zbiorowa, indywidualna
Metoda: praktyczna-éwiczenia, eksponujaca, z elementami heurezy
Srodki dydaktyczne: prezentacja multimedialna ,Die Ableitung einer Funktion in Ubungen”
»Pochodna funkcji w ¢wiczeniach”

Tok lekgji:
FAZA PLANOWANY PRZEBIEG LEKCJI UWAGI
Wstepna [ 1. Powitanie Przy nawigzaniu do tematu lekcji
2. Sprawdzenie obecnosci - przypomnienie omowionych dotychczas

. _ zagadnien z rachunku rézniczkowego i podanie
3. Nawigzanie do tematu ich w kontekscie wymagan podstawy
2. Zapisanie tematu programowej i wymagan egzaminu

maturalnego

- podkreslenie celéw i gtownego celu lekcji tj.
¢wiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadarn
,typu maturalnego” z zastosowaniem rachunku
pochodnych

- nawigzanie do egzaminu maturalnego (
wiadomosci i doswiadczenia ze spotkan dla
nauczycieli matematyki)

- zapowiedz, ze lekcja bedzie z elementami
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jezyka niemieckiego

- wprowadzenie luZnej atmosfery, pokaz
prezentacji multimedialnej z elementami
humoru

Gtéwna

1. Wprowadzenie

Na lekcji rozwigzywane bedg zadania , typu
maturalnego” z zastosowaniem rachunku
pochodnych dotyczgce wyznaczania ekstremum
oraz wartosci najwiekszej i najmniejszej w
przedziale domknietym.

2. Zadanie 1

Dla jakiego parametru a funkcja f ma ekstremum w
punkcie X,, jesli
a) f(x)=ax*-4x+8 X, =1
ax-1
2
X° =1

b) f(x)=

Rozwigzanie

Slajdy 6 — 11

3. Zadanie 2

Wyznacz najwiekszg i najmniejszg wartos¢ funkcji w

Lekcja ilustrowana prezentacjq multimedialng
,Die Ableitung einer Funktion in Ubungen”

Ttumaczenie - wspdlnie z klasq. W razie
niejasnosci — nauczyciel.

Na slajdach zawarta tresc zadan i ich
rozwigzania. Zmiana slajddw w tempie i rytmie
dopasowanym do uczniow.

Przypominamy i omawiamy z uczniami:

- twierdzenia o wyznaczaniu pochodnej, w tym
pochodnej funkcji wielomianowej i wymiernej
- warunek konieczny i wystarczajqcy istnienia
ekstremum

- typy ekstremow- maximum i minimum
- Sposob rozwigzywania zadan z parametrem

- wyznaczamy model i strategie rozwigzania
zadania

Zadanie (a) rozwiqzuje uczen przy tablicy

Zadanie (b) uczniowie samodzielnie w zeszycie

Przypominamy i omawiamy z uczniami:
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podanym przedziale

a) f(x)=x>-6x"+6

b) f(x)=+/5-4x

Rozwigzanie

Slajdy 14 — 19

<-2,2>
<-11>

- wtasnosci funkcji ciggtej, w szczegdlnosci
wtasnos¢ Weierstrassa

- model rozwigzania zadania dot. wyznaczania
wartosci najwiekszej i najmniejszej funkcji w
przedziale domknietym

- w zadaniu (b) zwracamy szczegdlng uwage na
problem , obejscia” zapisu funkcji z
pierwiastkiem (w podstawie programowej nie
ma pochodnej funkcji ztoZzonej). Warto
nawiqgzad, Ze tego typu problemy pojawiq sie w
zadaniach optymalizacyjnych z geometrii !

Zadanie (a) rozwiqzuje uczen przy tablicy

Zadanie (b) uczniowie samod_zielnie w zeszycie

W trakcie rozwiqzywania i omawiania zadan
zwracamy wspdlnie z uczniami uwage na
poprawnos¢ merytoryczng, poprawnosc jezyka
i symboli matematyki. Nawigzujemy do tego co
byto, co zrealizowalismy, co powinnismy umiec,
do podstawy programowej i wymagan
egzaminu maturalnego 2015.

Popetniane ewentualne bfedy wykorzystujemy
metodycznie i dydaktycznie.

Koncowa

1.Podsumowanie lekcji.

2. Zadanie pracy domowej

- omowienie tego co dziafo sie na lekcji
- ocena stowna aktywnosci i postawy uczniow

- podziekowanie uczniom

Zatacznik nr 1 - prezentacja
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scenariusz lekcji nr 25

Dziat: Analiza matematyczna
Temat: Granica funkgji
Czas: 90 min.

Cele: Na lekcji uczniowie bedg ksztatci¢ (Podstawa Programowa)

na poziomie ogdlnym — umiejetnosci ztozone
Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji

[ll. Modelowanie matematyczne

V. Rozumowanie i argumentacja

na poziomie szczegdétowym —

Zna okreslenie/definicje granicy funkcji w punkcie (i
granicy jednostronnej) i w nieskofczonosci

Rozumie pojecie granicy funkgcji

Rozumie analogie /zwigzek granicy ciggu liczbowego z
granica funkcji

Potrafi obliczy¢ granice funkcji, granice jednostronne
w punkcie i w nieskoficzonosci

Ponadto jak na kazdej lekcji matematyki uczniowie bedg ksztatci¢ i doskonali¢

umiejetnosci rachunkowe, postugiwanie sie jezykiem matematyki, postugiwania sie

symbolikg matematyczng, czytania tekstu ze zrozumieniem, przedstawiania petnego

toku rozwigzania zadania wraz z uzasadnieniem.

Typ: wprowadzenie nowego materiatu
Forma: zbiorowa

Metoda: wyktad heurystyczny, metoda eksponujaca

Srodki dydaktyczne: prezentacja multimedialna

Tok lekgji:

- ,Granica funkcji”

- Program GeoGebra

- Zasoby internetu (linki w prezentacji):
medianauka.pl, youtube.com, mathvids.com

FAZA

PLANOWANY PRZEBIEG LEKCII

UWAGI

Wstepna

1. Powitanie
2. Sprawdzenie obecnosci

3. Zapisanie tematu
4. Podanie i oméwienie celdw lekcji
(slajd 2)

- przypomnienie uczniom o zmianach w
podstawie programowej i nowych
wymaganiach na Maturze 2015

- podkreslenie gtdwnego celu lekcji: poznanie
pojecia granicy funkcji i nabycie umiejetnosci
obliczania podstawowych typdw granic

- wprowadzenie luZnej atmosfery, pokaz

prezentacji multimedialnej z elementami
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humoru

Gtéwna 1. Wprowadzenie Lekcja ilustrowana prezentacjq multimedialng

W nawigzaniu do tematu przypominamy uczniom ,G@ranica funkcji”

pojecie granicy ciggu liczbowego, podstawowe ) o o )

twierdzenia oraz sposoby jej obliczania. Zmiana slajdow w tempie i rytmie

(slajdy 3-5) dopasowanym do uczniow.
Jedynie przypominamy granice ciggu
liczbowego.
Warto zwrdcic uwage na intuicyjne pojecie
granicy tj. wykres i stwierdzenie, ze punkty na
wykresie ,,dgzq do...”

2. Wprowadzenie pojecia granicy funkcji wraz z

formalna definicja i zapisem Omawiamy ,proces” konstruowania pojecia

- wprowadzamy pojecie granicy funkcji w punkcie granicy funkcji

(slajdy 6-10)

- wprowadzamy pojecie granic jednostronnych Podstawa programowa NIE WYMAGA

funkcji w punkcie oraz asymptoty pionowej (slajd | fermalnej znajomosci pojecia granicy funkdji

11-12) punkcie (i nastepnych pojec/twierdzen).

_ wprowadzamy pojecie granicy funkcji w Wa:zne jest intuicyjne rozumienie !

nieskoriczonoéci i asymptoty poziomej Dlatego warto chwile zatrzymac sie na slajdzie

(slajd 13) 15. Oczekujemy pomystowosci, kreatywnosci i
inicjatywy uczniow przy podawaniu przyktadow
rysunkowych.
Przedstawiamy i omawiamy wraz z uczniami

3. Obliczanie granic - przyktady podstawowe typy granic funkcji i sposoby ich
obliczania.

(slajdy 16-20)
Warto zilustrowac poszczegdlne przyktady
(przynajmniej wybrane) wykresami funkcji z
wykorzystaniem programu GeoGebra.
Na wykresie uczniowie mogq wizualnie
zauwazyc ,gdzie dqzy funkcja ...”

Koncowa |1.Podsumowanie lekgcji. - omowienie tego co dziafo sie na lekcji

2. Powtdrzenie/przypomnienie celdw lekcji

- ocena stowna aktywnosci i postawy uczniow

- podziekowanie uczniom

Zatacznik nr 2 — prezentacja
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scenariusz lekcji nr 26

Temat: Liczby naturalne. Podzielnos¢ liczb, cechy podzielnosci.

Czas: 90 min.

Cele: Ksztattowanie umiejetnosci ,myslenia matematycznego”, w szczegdlnosci realizacja wymagan

ogolnych:
Il — modelowanie matematyczne
IV — uzycie i tworzenie strategii
V — Rozumowanie i argumentacja
Na poziomie szczegétowym:

e Uczen zna pojecie podzielnosci i dzielenia z resztg liczb naturalnych oraz potrafi dokonac

odpowiedniego zapisu

e Uczen zna cechy podzielnosci przez 2, 3, 4, 5, 6,9, 10 i potrafi je stosowad

e Uczen potrafi dokona¢ rozktadu liczby na czynniki pierwsze

e Uczen potrafi z rozktadu (postaci iloczynowej) wyznaczy¢ dzielniki danej liczby

e Uczen potrafi wyznaczyé NWD i NWW dwach liczb naturalnych

e Uczen potrafi zastosowac wiedze i umiejetnosci do przeprowadzania prostych dowodéw dot.

podzielnosci
Forma: zbiorowa, indywidualna
Metoda: heureza

Srodki dydaktyczne: prezentacja multimedialna , 0 podzielnosci”

Tok zajec:
FAZA PLANOWANY PRZEBIEG LEKCII UWAGI
Wstepna | 1. Powitanie - przypomnienie uczniom o zmianach w
podstawie programowej i nowych
2. Sprawdzenie obecnosci wymaganiach na Maturze 2015
3. Zapisanie tematu - podkreslenie gtdwnego celu lekcji: ksztatcenie
4. Podanie i omowienie celéw lekgji umiejetnosci przeprowadzania rozumowania
matematycznego (przeprowadzania prostych
dowoddw o podzielnosci)
Gtéwna 1. Wprowadzenie Lekcja ilustrowana prezentacjq multimedialng

W nawigzaniu do tematu przypominamy uczniom
pojecia:

- budowy i dowodzenia twierdzen
- zbioru liczb naturalnych

- dzielenia z resztg i bez reszty
- zapisu dzielenia z resztg i bez reszty

- cech podzielnosci

- rozktadu liczby na czynniki pierwsze

,,0 podzielnosci”

Zmiana slajdédw w tempie i rytmie
dopasowanym do uczniow.

Nawiqzujemy do wiedzy i umiejetnosci uczniow
jakie juz posiadajq z poprzednich etapow
edukacyjnych i poprzednich lekcji

Algorytm Euklidesa tylko w klasach z
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- algorytm wyznaczania NWD i NWW

(slajdy 1 —10)

2. Zadanie 1
Wyznacz wszystkie dzielniki liczby 420.

(slajd 11)

3. Zadanie 2
Wykaz, ze liczba jest podzielna
przez 8.

(slajd 12)

4. Zadanie 3

Udowodnij, ze réznica kwadratéw dwéch
kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna
przez 8.

(slajd 13)
3%_1
5. Zadanie 4

Uzasadnij, ze rdznica szescianu liczby naturalneji jej

samej jest podzielna przez 6.
(slajd 14)

6. Zadanie 5

Pewna liczba przy dzieleniu przez 7 daje
reszty 6. Oblicz reszte z dzielenia kwadratu
tej liczby przez 7.

(slajd 15)
7. Zadanie 6

Liczba a przy dzieleniu przez 4 daje reszty 3,
za$ przy dzieleniu przez 5 reszty 2. Oblicz
reszte z dzielenia liczby a przez 20.

(slajd 16)

8. Zadanie 7
Wykaz, ze rdznica liczb trzycyfrowych,

nauczaniem matematyki w zakresie
rozszerzonym

ZADANIA NALEZY
DOBRAC/WYSELEKCJONOWAC W ZALEZNOSCI
OD KLASY !1!

Rozktadamy liczbe na czynniki pierwsze, a
nastepnie wyznaczamy wszystkie dzielniki
liczby przez ,,kombinacje” liczb pierwszych iich
iloczynow

Przypominamy i korzystamy ze wzoru
skréconego mnozenia.

Zauwazamy, ze ostatecznie otrzymujemy
iloczyn. Liczba dzieli sie przez kazdy z
czynnikow, wiec rowniez przez 8.

Zwracamy uwage na zapis dwdoch kolejnych
liczb nieparzystych oraz wiasciwe
zinterpretowanie zadania, zapis i zastosowanie
wzoru skréconego mnozenia.

Zwracamy uwage na wtasciwe symboliczne
zapisanie tresci zadania. Rozktadamy rdzZnice
na iloczyn.

UZASADNIAMY podzielnos¢ przez 6 przez
podzielnosc przez 2i 3

Zwracamy uwage na zapis danej liczby i jej
kwadratu zgodnie z warunkami zadania.
Pokazujemy jak uzyskac zapis 7K + M

Zwracamy uwage na zapis danej liczby na dwa
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z ktérych jedna jest zapisana tymi samymi
cyframi co druga, lecz w odwrotnym porzadku,
jest podzielna przez 99

(slajd 17)

9. Zadanie 8

Dana jest pieciocyfrowa liczba palindromiczna.
Wykaz, ze jesli odejmiemy od tej liczby liczbe
ktéra powstata przez zamiane cyfr jednosci i
dziesigtek oraz tysiecy i setek tysiecy, to
otrzymamy liczbe podzielng przez 37.

(slajd 18)
10. Zadanie 9

Uzasadnij, ze liczba
jest podzielna

przez 10.
(slajd 20)

11. Zadanie 10

Uzasadnij, ze liczba jest podzielna przez 9,
jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

324 _113

sposoby wynikajgce z zafozenia. Rozwigzujemy
uktad rownan metodq przeciwnych
wspofczynnikdw od razu uzyskujgc zqgdang
postac zapisu

Zadanie 8 jest rozwinieciem zadania 7

Zwracamy na inna metode dowodzenia !

Koncowa

1.Podsumowanie lekcji.

2. Powtdrzenie/przypomnienie celdw lekcji

- omdwienie tego co dziato sie na lekcji
-przypomnienie podstawowych ,sposobow
dowodzenia zadan na podzielnos¢”

- ocena stowna aktywnosci i postawy uczniow

- podziekowanie uczniom

Zatacznik nr 3 - prezentacja
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