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Woprowadzenie.

Jas i Matgosia kreca sie na karuzeli symetryczne;
dwuramiennej. Siedza na karuzeli zwréceni do siebie twarzami,
symetrycznie wzgledem osi obrotu karuzeli. Jas ma dropsa,
ktérego chce da¢ Matgosi, poniewaz nie moze zatrzymac
karuzeli, postanowit rzuci¢ dropsa Matgosi. Zawsze rzucat
bardzo celnie, ale wyrzucony cukierek nie dotart do Matgosi,
ponadto jego tor lotu wygladat bardzo dziwnie.



Zatozenia.

- Karuzela obraca sie ze statg predkoscig katowa w przeciwnie
do ruchu wskazéwek zegara,

- Jas rzuca dropsa w kierunku Matgosi w taki sposéb, ze
wypadkowy wektor predkosci dropsa jest réwnolegty do
ramienia karuzeli i wynosi vy = const > 0,

- zaniedbujemy site grawitacji i site oporu powietrza,

- ramie karuzeli wynosi r.



Etap 1.

Wyznaczamy zaleznosci miedzy wspétrzednymi w dwéch
réznych ptaskich kartezjanskich uktadach odniesienia. Uktad
OXY jest uktadem nieruchomym, ktérego srodek O pokrywa
sie z osig obrotu karuzeli. Uktad O’'X’Y” jest uktadem
zwigzanym z Jasiem, ktérego srodek pokrywa sie z siodetkiem
Jasia, a 0§ O'X’ pokrywa sie z ramieniem karuzeli. Srodek
uktadu porusza sie po okregu o srodku w punkcie O i
promieniu r przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara z
predkoscia katowa w. Twarz Jasia jest stale skierowana
réwnolegle do osi O'X’ w jej ujemnym kierunku. Sytuacje
obrazuje rysunek:






Etap 1.

Kat obrotu ¢ mierzymy miedzy osig OX, a promieniem
wodzacym r. Interesuje nas postac przeksztatcenia

(x',y") = f(x,y), a wiec sposéb przeliczania wspétrzednych
punktu z jednego uktadu do drugiego. Wobec rysunku 1
zachodzi relacja

R=F+r=—1r=pR—F (1)



Etap 1.

Poniewaz wektory ry i ' w uktadzie kartezjanskim OXY mozna
zapisaC w postaci:

o { X ] ; P { rcos(¢p) ] ’ (2)

Yo rsin()

gdzie: r = ||r]| jest dtugoscig wektora, to wstawiajac relacje
wzoru (2) do wzoru (1) otrzymujemy przedstawienie

G [ xg — rcos() ] . (3)

Yo — rsin(y)



Etap 1.

Pozostaje przedstawi¢ sktadowe wektora r w uktadzie O’X'Y".
To zadanie mozemy zrealizowa¢ np. na dwa nastepujace

sposoby:

- Sposéb I. (Wymaga znajomosci iloczynu skalarnego i pojecia
rzutu prostopadtego w ujeciu analitycznym.) Wersory osi
(reper) uktadu wspétrzednych O'X’Y’ wyrazaja sie wzorami

-2 ) e[ ]
leh] =1 |lea] = 1.

(4)



Etap 1.

Wéwczas sktadowe wektora r (punktu P) w uktadzie
wspétrzednych O'X'Y’ wyrazaja sie wzorami:

xp = (€11]r) = (xo — rcosp)cosy + (yo — rsing)sing
= XoCosp + yoSing — r
(5)

/

¥ = (€a]r) = —(x0 — reosy)sing + (yo — rsing)cosy
= —XpSinY + ypcosy.



Etap 1.

- Sposéb II. (Wymaga znajomosci twierdzenia sinuséw. )
Rozpatrzmy tréjkat AOPO’, przy czym kat w wierzchotku
O oznaczymy przez @g — ¢, gdzie @q jest katem jaki tworzy
wektor ry z osia OX. Kat w wierzchotku O’ oznaczymy
przez o, wéwczas z tw. sinuséw dla AOPO’ mamy

r ro I

. 0 .
sin(po — ) sina Sne= sin(po = ¢) (6)

Zatem wysokos¢ tréjkata AOPO’ jest réwna (dodatnia
czes¢ osi OY)

y§ = r'sinc = rasin(po — @) = ro(sinpgcosyp — singpcosyg) (7)



Etap 1.

Wobec okreslenia kata g mozemy zapisaé xo = rycospy i
Yo = rosingg, wéwczas po uwzglednieniu wzoru (7)
otrzymujemy

Yo = —XoSing + yocosp (8)
W nastepnym kroku wyznaczymy sktadowa x; = —r + d, gdzie
d jest odcinkiem taczacym wierzchotek O z punktem
przeciecia wysokosci opuszczonej z wierzchotka P na bok OO’
(—r wynika z pofozenia punktu P po ujemnej stronie osi
OX'). Woéwczas % = cos(po — ), a stad uwzgledniajac
relacje na xq i yo otrzymujemy:

xé = —r+d = —r+rycos(po—p) = —r+xpcosp+yossing (9)



Etap 1.

Ostatecznie na mocy powyzszych rozwazan otrzymalismy
wzory na transformacje wspétrzednych miedzy uktadami OXY
i O'X"Y" w postaci:

X} = XoCOSp + yosing — r

Yo = —XoSing + yocosp (10)
Transformacje odwrotne maja postac
xo = (x4 + r)cosp — y§sing (1)

yo = (x§ + r)sing + y{cosyp



Etap 2.

Etap Il. (Modelowanie doswiadczenia.) Jas i Matgosia kreca
sie na karuzeli z predkoscia katowa w, zatem ¢ = wt, t — czas.
Jas rzuca cukierek do Matgosi (p. zatozenia) tak, ze wektor
predkosci v jest réwnolegty do ramienia karuzeli, zatem

%= [ ¥ ] (12)

Przy czym przyjmujemy, ze Jas rzucit cukierek w chwili tg = 0,
co odpowiada nastepujacej sytuacji na rysunku 1:



Etap 2.

- Ramie karuzeli pokrywa sie z osig OX w uktadzie OXY',
siodetko Jasia znajduje sie w punkcie (r,0) w tym uktadzie,
oraz Ja$ siedzi skierowany twarza w kierunku $rodka uktadu
OXY.

- W uktadzie OXY cukierek porusza sie po osi z predkoscia vy,
zatem w kazdej chwili czasu t > 0 cukierek znajduje sie w
punkcie P(r — vot,0).



Etap 2.

W konsekwencji trajektoria cukierka (w czasie jednego obrotu
karuzeli t € [0, 22]) w uktadzie OXY jest odcinkiem PyP o
poczatku w punkcie Py(r,0) i koncu w punkcie P(r — ﬁ—"",O).
Pytanie, jak wyglada trajektoria cukierka w uktadzie O'X"Y’
dla czasu t € [0, 2%]? Korzystajac z powyzszych rozwazan i
wzoru (10) otrzymujemy réwnanie trajektorii cukierka w
uktadzie O’X’Y’ w nastepujacej postaci:

X'(t) = (r — wt)cos(wt) — r

y'(t) = (vt — r)sin(wt) (13)



Etap 2.

Wykonujemy przyktadowe wykresy trajektorii za pomoca
komputera. Wykresy mozemy wykona¢ za pomoca programu
umozliwiajacego kreslenie krzywych zadanych parametrycznie
lub za pomoca arkusza kalkulacyjnego, tablicujac funkcje x'(t)
i y'(t) z matym krokiem dla t € [0, 2], a nastepnie wykonujac
wykres. Przyktadowe wykresy trajektorii prezentujemy ponizej:



Etap 2.

19 Trajektoriadla r =3, w =1, vy =2it € [0,27].

Rysunek: Trajekteria 1



Etap 2.

20 Trajektoriadlar =3, w=1, =11t € [0,2n].

Rysunek: Trajektoria 2




Etap 2.

3% Trajektoriadlar=3, w=1, vy =4it € |0,2n].

(]

ek: Trajektoria 3



Etap 3.

Etap Ill. (Analiza modelu.) Zaktadajac, ze jedynym
parametrem modelu jest vy, odpowiedzie¢ na nastepujace
pytania:
1) Czy Jas mogt rzuci¢ cukierek tak by sam go
ztapat? Podaj warunki kiedy jest to mozliwe.

2) Czy Jas mogt rzuci¢ cukierek tak by ztapata go
Matgosia? Podaj warunki kiedy jest to mozliwe.



Etap 3.

Przyktadowe rozwigzanie:
Ad 1) Rozwazamy sytuacje w uktadzie OXY. Poniewaz drops

porusza sie ruchem jednostajnym wzdtuz osi OX, to ztapanie
dropsa przez Jasia jest mozliwe tylko wéwczas, gdy cukierek
znajdzie sie punkcie P(—r,0) w tej samej chwili co Jas. Jas
znajdzie sie w punkcie P, gdy kat obrotu karuzeli wyniesie
7+ 2k7, k € N. W konsekwencji

T+ 2km

wt =742kt =t = —— (14)
w



Etap 3.

Z drugiej strony cukierek znajdzie sie w punkcie P, gdy
r — vot = r. Zatem na mocy wzoru (14) mamy

2r 2rw
r—wt=r— vyp=—=

= 1
t T+ 2kw (15)

Nalezy podkresli¢, ze na wykresie trajektorii sytuacja, gdy Jas
tapie cukierek oznacza, ze trajektoria przechodzi przez srodek
uktadu wspétrzednych dwa razy. Ponizej prezentujemy wykresy
trajektoriidlaw =1, r=3i1 k=1,2.



jektoria k=1







Etap 3.

Ad 2) Sytuacje rozpatrujemy ponownie w ukfadzie OXY'.

Korzystajac z rozwazah z poprzedniego punktu, wiemy ze
Matgosia musi znalez¢ sie w punkcie P, aby ztapa¢ dropsa
musi zatem wykonaé petny obrét. W konsekwencji

2k
wt=2kr = t="": keN,. (16)
w

Biorac pod uwage wzér (15) mamy vy = 7. Ponizej
prezentujemy wykresy trajektoriidlaw =1, r=3i k=1,2.
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Etap 4.

Etap IV(Rozbudowa modelu) Przeprowadzi¢ dyskusje i
odpowiedzie¢ na nastepujace pytanie:

- Z jaka predkoscia musi Ja$ rzuci¢ dropsa (poda¢ postaé
wektora), aby drops poruszat sie ruchem jednostajnym wzdtuz
osi OX w ukfadzie OXY? W rozwazaniach uwzgledni¢ fakt, ze
Jas obraca sie na karuzeli.

- Z jaka sita musi Jas dziata¢ na cukierek, aby drops poruszat
sie ruchem jednostajnym wzdtuz osi OX w uktadzie OXY? W
rozwazaniach uwzgledni¢ fakt, ze Jas obraca sie na karuzeli.



