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projekt nr POKL.03.03.04-00-110/12 

„Z Wojskową Akademią Techniczną nauka jest fascynująca!” 

WYKŁADY Z MATEMATYKI
dla uczestników obozu w dniach 15.06-19-06.2015 r. 

„Elementy kombinatoryki” 
„Złota liczba i jej własności” 
dr Lucjan KOWALSKI
Projekt współfinansowany przez Unię Europejską w ramach Europejskiego Funduszu Społecznego 

Elementy Kombinatoryki
Kombinatoryką nazywamy dział matematyki zajmujący się zbiorami skończonymi oraz relacjami między nimi. Kombinatoryka w szczególności zajmuje się wyznaczaniem liczby elementów zbiorów skończonych utworzonych zgodnie z określonymi zasadami. W matematyce szkolnej występuje głównie dzięki klasycznemu rachunkowi prawdopodobieństwa, gdzie ma zastosowanie przy wyznaczaniu ilości zdarzeń.
Przykłady problemów kombinatorycznych:

 (i) Mamy pięć książek i chcemy trzy z nich umieścić  na półce, na ile sposobów można to zrobić? 

(ii) Ile  słów o określonej długości (sensownych lub nie) może być wygenerowane w danym alfabecie, 

(iii) Czy wśród mieszkańców Warszawy jest co najmniej 8 osób mających dokładnie taką samą liczbę włosów na głowie? 

(iv) Losujemy  układ pięciu kart przy grze w pokera (52 karty). Na ile  sposobów można  uzyskać trójkę? 

(v) Na ile sposobów można posadzić n małżeństw wokół okrągłego stołu (z 2n  ponumerowanymi siedzeniami) tak, aby obok siebie siedziały osoby różnej płci? 
 (vi) Na ile sposobów możemy rozmienić 1zł?
Oznaczenia.
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 oznacza zbiór o elementach 
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Kolejność wypisania elementów zbioru nie odgrywa roli. 
Dwa zbiory o takich samych elementach są równe.
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 - zbiór liczb naturalnych.
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 oznacza ciąg o wyrazach 
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Kolejność występowania wyrazów w ciągu jest bardzo ważna. Zmieniając kolejność wyrazów w ciągu otrzymujemy inny ciąg. 
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 oznacza zaokrąglenie liczby x w dół do najbliższej liczby całkowitej (podłoga),
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 oznacza zaokrąglenie liczby x w górę do najbliższej liczby całkowitej (sufit),

Jeśli skończony zbiór A ma n elementów, to stosujemy oznaczenie 
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Silnia. Symbol 
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 (czytamy n silnia) oznacza iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n. 

Zatem  
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Przyjmujemy, że  
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Przykład 

5! = 1·2·3·4·5 = 120
Symbol Newtona. 
Symbol 
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 (czytamy „n po k” lub „n nad k”) dla 
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 oznacza liczbę określoną wzorem:

[image: image14.wmf])!

(

!

!

k

n

k

n

k

n

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 .
Przykład
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Własności symbolu Newtona.

1. 
[image: image16.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

k

n

n

k

n

,  

2. 
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3. 
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4. 
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5. 
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6. 
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Przykład

Rozwiązać równanie:

[image: image22.wmf]9

1

2

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

n


Odp. n = 6.
TRÓJKĄT PASCALA
Z symboli Newtona dla kolejnych n możemy utworzyć tzw. trójkąt Pascala
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Po obliczeniu wartości symboli Newtona otrzymamy
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Kolejne wiersze tego trójkąta to współczynniki występujące we wzorze dwumianowym Newtona
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Kombinacje
k elementową kombinacją zbioru n elementowego  A, 
[image: image45.wmf](
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 nazywamy każdy k-elementowy podzbiór zbioru  A. 

Dwie kombinacje uważamy za różne, gdy jakiś element występuje w jednej z tych kombinacji, a nie występuje w drugiej.
Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego wyraża się wzorem:


[image: image46.wmf])!

(

!

!

k

n

k

n

k

n

C

k

n

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=


Przykład

Ile jest możliwych wyników losowania w grze LOTTO (losujemy 6 liczb spośród 49)?
Rozwiązanie:
Kolejność wylosowanych liczb nie jest istotna, zatem
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Przykład

Z ilu osób składa się klasa, jeśli wiadomo, że dwuosobową delegację można wybrać na 300 sposobów?
Rozwiązanie:
Każda dwuosobowa delegacja jest 2-elementową kombinacją zbioru n elementowego, gdzie n  oznacza ilość uczniów w klasie. Wszystkich kombinacji 2-elementowych zbioru uczniów jest 300. Zatem mamy równanie:
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 n = -24  nie może być liczbą osób w klasie, więc jedynym rozwiązaniem jest n = 25.
Odp. W klasie jest 25 osób.
Kombinacje z powtórzeniami
k elementową kombinacją z powtórzeniami ze zbioru n elementowego A, nazywamy każdy k-elementowy podzbiór zbioru  A, przy czym elementy mogą się powtarzać (jest to losowanie ze zwracaniem k elementów ze zbioru n elementowego bez uwzględniania kolejności). 
Liczba tych kombinacji wyraża się wzorem
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n – liczba wszystkich różnych elementów zbioru

k – liczba wybranych różnych lub nie różniących się  elementów zbioru
Przykład

Ile różnych deserów lodowych złożonych z pięciu gałek lodów można zestawić mając do dyspozycji cztery rodzaje lodów (kolejność gałek nie jest istotna)?
Rozwiązanie:
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Permutacje
Permutacją n elementowego zbioru A nazywamy każdy n  wyrazowy ciąg utworzony ze wszystkich elementów zbioru A, czyli każde ustawienie wszystkich jego elementów w dowolnej kolejności. Dwie permutacje uważamy za różne, gdy przynajmniej dwa elementy występują w nich na różnych miejscach.
Liczba permutacji zbioru n elementowego wyraża się wzorem:
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Przykład 

Na ile sposobów możemy ustawić 6 osób w kolejce?
Przykład 

Ile jest możliwych wyników ukończenia biegu przez 4 zawodników? 
Zakładamy, że zawodnicy nie dzielą miejsc ex aequo.
Przykład 

Na ile sposobów można posadzić n małżeństw wokół okrągłego stołu (z 2n  ponumerowanymi siedzeniami) tak, aby obok siebie siedziały osoby różnej płci? 
Wskazówka

- panie mogą siedzieć albo na miejscach parzystych albo na nieparzystych,

- zarówno panie jak i panów można posadzić na n! sposobów,

Odpowiedź: 2(n!)2 sposobów.
Permutacje można utożsamiać z wzajemnie jednoznacznymi odwzorowaniami f:A A. Jeśli A = {1,2, ... ,n}, to permutacja f odpowiada sposobowi ustawienia jego elementów w ciąg (bez powtórzeń)   f(1),f(2), ...,f(n). Odwrotnie, każde takie ustawienie w ciąg określa wzajemnie jednoznaczną funkcję f: f(k) to jest 
k-ty wyraz ciągu. Często wygodnie jest zapisywać permutację f za pomocą tabelki funkcji f: 
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Jeśli górny wiersz tabelki jest w naturalnej kolejności, to dolny jest ciągiem, odpowiadającym permutacji f. 
	Permutacje z powtórzeniami.

Zbiór składający się z n elementów uporządkowanych, wśród których pewne elementy powtarzają się odpowiednio 
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  razy, nazywamy n - elementową permutacją z powtórzeniami. Liczba tych permutacji wyraża się wzorem
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	Przykład.

Ile różnych wyrazów, mających sens lub nie, można utworzyć, przestawiając litery w wyrazie "statystyka".
Istnieje 10! permutacji utworzonych ze słowa " statystyka ". Litery w danym wyrazie powtarzają się: litera s - dwa razy, litera t trzy razy,  litera a - dwa razy, litera y - dwa razy. Zatem
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Wariacje bez powtórzeń
k wyrazową wariacją bez powtórzeń z n-elementowego zbioru A, 
[image: image55.wmf](
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,  nazywamy każdy k wyrazowy ciąg elementów, którego wyrazy są różnymi elementami zbioru A. 

Liczba k  wyrazowych wariacji bez powtórzeń zbioru n  elementowego wyraża się wzorem:
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n wyrazowe wariancje bez powtórzeń zbioru n elementowego są permutacjami tego zbioru. Zatem  zachodzi zależność:


[image: image57.wmf]n

k

n

P

V

=


Zbiór wszystkich funkcji różnowartościowych ze zbioru k-elementowego w zbior n-elementowy można utożsamiać za zbiorem wszystkich k wyrazowych  wariacji z powtórzeniami ze zbioru n elementowego. 

Przykład

Mamy do dyspozycji 9 drewnianych klocków, na których są pomalowane cyfry od 1 do 9. Ile możemy ułożyć liczb czterocyfrowych, wybierając kolejno bez zwracania 4 klocki? 

Rozwiązanie:
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W tym zadaniu wybraliśmy wariacje bez powtórzeń, ponieważ kolejność klocków jest ważna i nie mogą się one powtarzać.
Wariacje z powtórzeniami
k wyrazową wariacją z powtórzeniami z n elementowego zbioru A nazywamy każdy k wyrazowy ciąg elementów tego zbioru.
Liczba k wyrazowych wariacji z powtórzeniami zbioru n  elementowego wyraża się wzorem:
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Zbiór wszystkich funkcji ze zbioru k-elementowego w zbiór n-elementowy można utożsamiać za zbiorem wszystkich k wyrazowych  wariacji z powtórzeniami ze zbioru n elementowego. 
Przykład 

Dany jest zbiór cyfr {1, 2, 3, ..., 9}.

Ile liczb 4-cyfrowych można utworzyć z elementów tego zbioru?

Rozwiązanie:

Każda liczba 4-cyfrowa jest  4-wyrazową wariacją z powtórzeniami zbioru 
9-elementowego, więc ich ilość wynosi:
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Reguła mnożenia oraz reguła dodawania.

Jeśli jest m możliwości wykonania jednej operacji oraz n możliwości wykonania drugiej to

- wykonując jedną i drugą operację mamy łącznie m∙n możliwości

- wykonując jedną albo drugą operację mamy łącznie m + n możliwości

Taka sama reguła stosuje sie do operacji wieloetapowych.

Przykład zastosowania reguły mnożenia. 
Ile różnych zestawów obiadowych oferuje restauracja, jeżeli ma 7 różnych zup, 6 rodzajów drugich dań i 5 rodzajów deserów? Zakładamy, ze każda potrawa pasuje do każdej.

Zupę wybieramy na 7 sposobów,  drugie danie na 6 sposobów a deser na 5 różnych sposobów.
Zatem mamy  7 ∙ 6 ∙ 5 = 210 różnych zestawów.
Zasada włączeń i wyłączeń
Niech A, B dowolne zbiory skończone. Wtedy

|A (B| = |A| + |B| - |A (B|
Wzór ten można uogólnić na dowolną liczbę zbiorów skończonych.
Przykład

Ile jest liczb naturalnych nie większych niż 1000 podzielnych przez 2 lub 3 ?

Rozwiązanie

A - zbiór liczb naturalnych nie większych niż 1000 podzielnych przez 2
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B - zbiór liczb naturalnych nie większych niż 1000 podzielnych przez 3
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Wtedy

|A (B| = |A| + |B| - |A (B| = 500 + 333 - 166 = 667

Zasada szufladkowa
Zasada szufladkowa, zwana też zasadą Dirichleta, a w jęz. angielskim ,,Pigeon hole Principle" może być sformułowana następująco. Jeśli n + 1 gołębi przyfrunęło do n gołębników, to w pewnym gołębniku będą przynajmniej dwa gołębie. 
Sformułowanie ogólne:
Twierdzenie  (Zasada szufladkowa) 
Jeżeli 
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oraz zbiór A ma co najmniej n + 1 elementów to przynajmniej jeden ze zbiorów 
[image: image65.wmf]n
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 ma co najmniej dwa elementy.
Wniosek

Jeśli skończony zbiór A podzielimy na n podzbiorów, to co najmniej jeden z podzbiorów będzie miał ponad 
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 elementów.
Przykład

Czy wśród mieszkańców Warszawy jest co najmniej 8 osób mających dokładnie taką samą liczbę włosów na głowie? 

Odp. Tak. Liczba mieszkańców Warszawy to ponad 1,7 mln. Człowiek na głowie ma nie więcej niż 180 000 włosów.

Zadania
Zadanie 1. Ile możemy ułożyć flag dwukolorowych dysponując 5 kolorami?
(układ kolorów na fladze może symbolizować różne kraje. np. flaga biało-czerwona określa Polskę, natomiast flaga czerwono-biała to Indonezja). 
Odp. 20

Zadanie 2.   W kolejce do kasy stoi 8 osób, wśród nich Pawlak i Kargul. Na ile sposobów można ustawić te osoby w kolejce, aby oni stali obok siebie. 
Odp. 7∙6!∙2 = 2∙7!
Zadanie 3.   Z talii 52 kart losujemy 5 kart. Ile jest możliwych wyników losowania, w których wylosujemy 3 asy?
Odp. Na 4512 sposobów.
Zastosowanie do obliczania prawdopodobieństwa

Przypomnienie.

Ω - zbiór zdarzeń elementarnych.

A – zdarzenie (podzbiór Ω). 


[image: image67.wmf]A
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Jeśli zdarzeń elementarnych jest skończenie wiele i są one jednakowo prawdopodobne to możemy skorzystać z tzw. klasycznej definicji prawdopodobieństwa.
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Paradoks urodzeń.

Problem:

Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że wśród k (1 < k < 366) studentów, którzy uczestniczą w wykładzie z rachunku prawdopodobieństwa są co najmniej dwie osoby, które obchodzą urodziny tego samego dnia? 

Przyjąć, że rok ma 365 dni.

(odp. 
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Okazuje się, że nawet dla niedużych wartości k w porównaniu z liczbą dni w roku otrzymujemy wysokie rozpatrywane prawdopodobieństwa.
Wyznaczymy  w tablicy wartości funkcji 
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   (2 ≤ k ≤ 60). 
	k
	P(A)

	2
	0,002739726

	3
	0,008204166

	4
	0,016355912

	5
	0,027135574

	6
	0,040462484

	7
	0,056235703

	8
	0,074335292

	9
	0,094623834

	10
	0,116948178

	11
	0,141141378

	12
	0,167024789

	13
	0,194410275

	14
	0,223102512

	15
	0,25290132

	16
	0,283604005

	17
	0,315007665

	18
	0,346911418

	19
	0,379118526

	20
	0,411438384

	21
	0,443688335

	22
	0,475695308

	23
	0,507297234

	24
	0,538344258

	25
	0,568699704

	26
	0,59824082

	27
	0,626859282

	28
	0,654461472

	29
	0,680968537

	30
	0,706316243

	31
	0,730454634

	32
	0,753347528

	33
	0,774971854

	34
	0,795316865

	35
	0,814383239

	36
	0,832182106

	37
	0,848734008

	38
	0,864067821

	39
	0,878219664

	40
	0,89123181

	41
	0,903151611

	42
	0,914030472

	43
	0,923922856

	44
	0,932885369

	45
	0,940975899

	46
	0,948252843

	47
	0,954774403

	48
	0,960597973

	49
	0,965779609

	50
	0,97037358

	51
	0,974431993

	52
	0,978004509

	53
	0,981138113

	54
	0,983876963

	55
	0,986262289

	56
	0,988332355

	57
	0,990122459

	58
	0,991664979

	59
	0,992989448

	60
	0,994122661
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Ilu studentów powinno być na wykładzie, aby szansa spotkania się co najmniej dwóch osób, które obchodzą urodziny tego samego dnia wynosiła 
a) co najmniej 50%,

b) co najmniej 95%,

(odp. a) k > 22; b) k > 47)
Złota liczba i jej własności

Problem (starożytność)

Podzielić odcinek na dwie części tak, by stosunek długości dłuższej z nich do krótszej był taki sam, jak całego odcinka do części dłuższej.

Taki podział nazwano "złotym podziałem".
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 Stosunek takiego podziału, nazywa się złotą liczbą i oznacza zwykle literą φ ("fi") lub Φ.

Oznaczenie wprowadzono ok. 100 lat temu jako inicjał Fidiasza.
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Obliczmy wartość złotej liczby.

Z rozdzielności dzielenia względem dodawania mamy

[image: image73.png]



czyli
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Mnożąc obustronnie przez φ i przenosząc wyrazy na lewą stronę otrzymamy równanie kwadratowe:
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Ma ono dwa rozwiązania rzeczywiste:
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interesuje nas rozwiązanie dodatnie:
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o= 1+2 ~ 1,618033089





Własności

Odwrotnością złotej liczby jest złota liczba pomniejszona o jeden:

1/φ = φ - 1 = 0,618033989

Kwadrat złotej liczby to złota liczba powiększona o jeden:
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Stąd
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itd.

ogólnie
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gdzie an to wyrazy ciągu Fibonacciego.

Ciąg Fibonacciego to ciąg 

1, 1, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, …
Wyrazy tego ciągu nazywane są liczbami Fibonacciego,

pierwszy i drugi wyraz to 1, każdy następny wyraz to suma dwóch poprzednich,

wzór rekurencyjny: 
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W rozdziale XII dzieła Fibonacciego "Liber abaci" (1202 rok) jest słynne zadanie o rozmnażaniu królików, w jego rozwiązaniu pojawia się powyższy ciąg.

Pewien człowiek miał parę królików i chciał wiedzieć, ile par królików będzie miał po roku jeśli króliki mogą rodzić jedna parę miesięcznie i z każdej pary rodzą się młode po dwóch miesiącach od narodzin. 

Rozwiązanie podane przez Fibonacciego można zapisać w tabeli:

	Pokolenie

Miesiąc
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Razem

	I
	1
	
	
	
	
	
	1

	II
	1
	
	
	
	
	
	1

	III
	1
	1
	
	
	
	
	2

	IV
	1
	2
	
	
	
	
	3

	V
	1
	3
	1
	
	
	
	5

	VI
	1
	4
	3
	
	
	
	8

	VII
	1
	5
	6
	1
	
	
	13

	VIII
	1
	6
	10
	4
	
	
	21

	IX
	1
	7
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15
	10
	1
	
	34

	X
	1
	8
	21
	20
	5
	
	55

	XI
	1
	9
	28
	35
	15
	1
	89

	XII
	1
	10
	36
	56
	35
	6
	144


Liczby Fibonacciego w przyrodzie.

Liczba płatków w wielu kwiatach to liczby Fibonacciego (bez - 3, jaskry - 5, ostróżki - 8, nagietki - 13, astry - 21, stokrotki - 21, 34, 55, 89).

Dzieląc każdą z liczb ciągu Fibonacciego przez poprzednią otrzymujemy coraz lepsze przybliżenia złotej liczby:
3/2 = 1,5  
5/3 = 1,666....   
8/5 = 1,6   
13/8 = 1,625
21/13 = 1,6153846...

34/21 = 1,6190476...

55/34 = 1,617647...

89/55=1,6181818…   
144/89=1,6179775…

itd.

Ogólnie
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Uzasadnienie.

Zakładamy, że ciąg 
[image: image85.wmf]n
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 jest zbieżny i ma granicę g. Pokażemy, że g = φ.
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zatem mamy zależność
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z której wynika, że  g = φ.

Liczby Fibonacciego możemy wyznaczyć za pomocą złotej liczby φ – wzór Bineta:
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Złota liczba może być wyrażona jako granica ciągu pierwiastków kwadratowych.

Rozpatrzmy ciąg zdefiniowany rekurencyjnie:
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zatem
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itd.

Ogólnie
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Uzasadnienie.

Zakładamy, że ciąg 
[image: image97.wmf]n
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 jest zbieżny i ma granicę g. Pokażemy, że g = φ.
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g

+

=

1

2


zatem mamy równość
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z której wynika, że  g = φ.

Złota liczba może być wyrażona przez ułamek okresowy.

Rozpatrzmy ciąg zdefiniowany rekurencyjnie:
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Taki ułamek umownie oznaczamy [1, 1, 1, 1, ....]

Uzasadnienie.

Zakładamy, że ciąg 
[image: image108.wmf]n
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 jest zbieżny i ma granicę g. Pokażemy, że g = φ.
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zatem mamy równość
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z której wynika, że  g = φ.

Analogicznie definiuje się inne "cenne" liczby.

Ułamek łańcuchowy [2, 2, 2, 2, ....] określa liczbę srebrną
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Liczba ta jest dodatnim rozwiązaniem równania 
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Ułamek łańcuchowy [3, 3, 3, 3, ....] określa liczbę brązową
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Liczba ta jest dodatnim rozwiązaniem równania 
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"Złota" geometria
Konstrukcja złotej liczby

[image: image116.png]
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Złoty prostokąt.
· W złotym prostokącie stosunek długości 
do szerokości jest złotą liczbą


[image: image117.png]



Konstrukcja złotego prostokąta:  

Tworzymy kwadrat ABCD.

M jest środkiem boku AB.

Zakreślamy łuk o środku w M i promieniu MC.

Zaznaczamy punkt E (przecięcie łuku i przedłużenia boku AB.

Boki AD i AC są bokami złotego prostokąta.
Prostokąt otrzymany po odcięciu możliwie największego kwadratu 
również jest złotym prostokątem
[image: image118.png]
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Spirala logarytmiczna (muszle, galaktyki).

Złoty trójkąt.
· trójkąt równoramienny, w którym stosunek ramienia do podstawy jest równy złotej liczbie to złoty trójkąt.

· w złotym trójkącie 
kąt między ramionami ma 36°.

[image: image120.png]36°
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· punkt przecięcia przekątnych pięciokąta foremnego wyznacza ich złoty podział.

· przekątna pięciokąta foremnego pozostaje  w złotej proporcji z jego bokiem.
[image: image121.png]
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Pięcioramienna gwiazda zwana pentagramem (dużo złotych podziałów).
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AC/BC = BC/DC = DC/EC = (
Literatura:

Hans Walser, "The_golden_section", 2001
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