Wstep

Zbidér ,M0j przedmiot matematyka” jest zestawem 132 scenariuszy przeznaczonych dla ucznidw szczegdlnie zainteresowanych matematyka.
Scenariusze mogga by¢ wykorzystywane przez nauczycieli zaréwno na typowych zajeciach lekcyjnych wpisanych w zakres podstawowy, jak tez
w ramach dodatkowych zaje¢ poszerzajgcych wiedze ucznidw, np. kota zainteresowan. Scenariusze wymagajg zastosowania komputeréw
z dostepem do internetu. Takie wyposazenie pozwoli na wykorzystanie srodkéw dydaktycznych przewidzianych w projekcie ,,Nauki Sciste
priorytetem spoteczeristwa opartego na wiedzy” takich jak moduty e-learningowe: ,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”,
,Funkcja kwadratowa”, ,,Réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe”, ,Wielomiany”, gry strategiczne ,Wyprawa Nasreddina”, ,Herbatka
u krélowej Anglii”, ,,Wyprawa na grzyby”, ,,Matemafia” oraz ,Miedzykontynentalna szkota”, poradniki ,Ciggi”, ,Planimetria”, ,, Trygonometria”,
»,Geometria analityczna”. Scenariusze mogg by¢ realizowane na zajeciach lekcyjnych jako catos¢ lub nauczyciel dokonuje wyboru okreslonych
materiatéw zgodnie z zaplanowanymi przez siebie tematami — zwieksza to elastyczno$é stosowania pakietu np. w sytuacji braku zapewnienia
w placéwce odpowiednich warunkéw technicznych do realizacji materiatu w oparciu o caty pakiet.
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Scenariusz nr 1: Pojecie ciagu. Wzor ogolny ciagu.

(ze szczegotowym

Temat zajec Pojecie ciggu. Wz6r ogdlny ciagu.
Dziat Ciagi liczbowe
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zaje¢ 90 min
Element (s e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych ciggéw liczbowych
2 Cele szczegdtowe Uczen
® rozumie pojecie ciggu i ciggu liczbowego;
e posiada umiejetnos¢ szkicowania wykresu ciggu;
e wskazuje wyrazy ciggu spetniajace okreslony warunek;
e rozumie pojecie ciggu skonczonego i nieskoriczonego;
e oblicza okreslony wyraz ciggu opisanego wzorem;
e wyznacza wyrazy Ciggu opisanego wzorem, spetniajace okreslony warunek;
e wykazuje sie umiejetnoscig zapisywania w prostych sytuacjach wzoru ciggu, ktérego dane sg kolejne
wyrazy.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Poradnik multimedialny ,,Ciagi liczbowe”.
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wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zapoznanie z poradnikiem multimedialnym oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem poradnika multimedialnego ,,Ciagi liczbowe” (temat 1 2)
Wspdlnie z uczniami omawiamy potrzebng teorie i rozwigzujemy przyktady zawarte w poradniku.
Wyjasniane sg problemy i pojawiajgce sie niejasnosci. W czasie lekcji korzystamy z tablicy
interaktywnej.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

POJECIE CIAGU

W zyciu codziennym czesto dokonuje sie porzadkowania zbioréw. Odbywa sie to wedtug pewnych
ustalonych kryteridw. Np. lista uczniow w klasie jest porzgdkowana w kolejnosci alfabetycznej, w szkole
sporzadza sie ranking klas wedtug osigganych przez nie $rednich ocen lub frekwencji. W katalogach
bibliotecznych porzadkuje sie ksiegozbidr.

W ten sposéb numerujemy elementy zbioru. Wiadomo wdwczas, ktéry element jest pierwszy, ktory
drugi, itd. Méwimy woéwczas, ze utworzyliSmy cigg. Z punktu widzenia matematyki tworzymy funkcje,
przyporzadkowujacg kolejnym liczbom naturalnym dodatnim elementy takiego zbioru.

Definicja

Ciag to funkcja okreslona na zbiorze liczb naturalnych dodatnich lub na jego skoriczonym podzbiorze
{1,2,3, ..., k}.

Ponumerowane elementy zbioru nazywamy wyrazami ciggu.

Przyktad 1
Ponizsza tabela przedstawia 16 najdtuzszych rzek Europy.
Lp. | Rzeka
1. Wotga
2. Dunaj

K.
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3 Ural

4 Dniepr
5. Don

6. Peczora
7 Kama

8 Oka

9. Bieta
10. Dniestr
11. Ren

12. | Wiatka
13. Desna
14. | taba
15. Doniec
16. | Wista

Mozna jg interpretowac jako cigg, w ktérym nazwy rzek sg wyrazami ciggu.
Na podstawie tabeli mozemy stwierdzi¢, ze:

- pigtym wyrazem jest Don,

- Oka jest 6smym wyrazem ciggu,

- pomiedzy Dnieprem, a tabg znajduje sie dziewie¢ wyrazow ciggu.

Definicja
Ciggiem skonczonym nazywamy cigg, ktéry ma skoriczona liczbe wyrazéw.
Ciggiem nieskoficzonym nazywamy cigg utworzony z nieskoriczenie wielu wyrazéw.

Ciag opisany w przyktadzie 1 jest wiec ciggiem skoriczonym.
Jako przyktad ciggu nieskoriczonego moze postuzyé cigg kolejnych liczb naturalnych parzystych:
0,2,4,6,8, ...
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Wyrazy ciggu oznaczamy zwykle za pomoca matych liter z indeksem, np. a4, a,, as, a,.
| tak a, oznacza drugi wyraz cigu, a,, wyraz n —ty. Cigg z tak ponumerowanymi wyrazami oznaczamy
symbolem (a,,).

Definicja
Ciggiem liczbowym nazywamy cigg, w ktérym wszystkie wyrazy sg liczbami.

Przyktad 2
Niech (a,,) oznacza ciagg kolejnych liczb pierwszych: 2,3,5,7,11,13,17, ....
Mozemy opisac kilka wtasnosci tego ciggu:
- jest to cigg liczbowy nieskonczony,
-a, = 2 pierwszym wyrazem ciggu jest liczba 2,
a, = 3 drugim wyrazem ciagu jest liczba 3, itd.,
- w ciggu tym istnieje tylko jeden wyraz parzysty,
- w ciggu tym istnieje pie¢ wyrazéw mniejszych od 12.

Jak wiemy wszystkie wyrazy ciggu s3 ponumerowane. Po wyrazie pierwszym jest wyraz drugi, po
wyrazie drugim jest wyraz trzeci,..., po wyrazie n —tym jest wyraz n + 1.

Przyktad 3

Zapiszemy dwa kolejne wyrazy ciggu (a, ) wystepujace po wyrazie
a) an $3 t0: A1, Anyo

b) ani2 S3t0:aAnis, Anig

€) axpn  Sato:Azns1, Ao2nsz

Przyktad 4

Zapisz symbolicznie:

a) Sume trzech kolejnych wyrazow ciggu
b) lloczyn dwdch kolejnych wyrazéw ciggu
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c) Sume dwdch kolejnych wyrazéw ciggu wystepujacych bezposrednio po wyrazie a,,_,.
Ada) ap + ani1 + Ay
Ad b) ay, * an4q
Adc)a, 3+ a,»

Dane liczbowe wpisane w tabeli wygodnie jest czasem potraktowac jako funkcje i przedstawi¢ w postaci

wykresu.
Przyktad 5
Narysujemy wykres ciggu przedstawiajgcego dtugosci najdtuzszych16 najdtuzszych rzek Europy
Lp. | Rzeka Dtugos¢ w km
1 Wotga 3531
2 Dunaj 2888
3 Ural 2428
4 Dniepr 2285
5 Don 1870
6 Peczora 1809
7 Kama 1805
8 Oka 1500
9 Bieta 1430
10 Dniestr 1352
11 Ren 1320
12 Wiatka 1314
13 Desna 1130
14 taba 1091
15 Doniec 1053
16 Wista 1047

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

UNIA EUROPEJSKA

FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego
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WZOR OGOLNY CIAGU
Niektére reguty powstawania kolejnych wyrazow ciggu mozna opisac za pomocg wzoru ogolnego.

Przyktad 1
Przedstawimy tu kilka ciggéw liczbowych i wzory opisujgce te ciagi:
Ciag Wz6r ogdlny
a) 3,6,9,12,15,.. a, =3n
b) -1,1,-1,1,. b, = (-1
1111 1
s =
Przyktad 2

Ciag (a,) okreélony jest wzorem a,, = n? — 2. Wyznaczymy trzy poczatkowe wyrazy ciggu.
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4, =12—-2=-1
ay=22—2=2
a3=32—2=7

Przyktad 3

Zapiszemy wyrazy a,,_q i A4, Ciagdw okreslonych wzorami:
a) a, =vn+3
b) a, =2"

¢ a,=n?>-3n

Ada)a,.;=/(n—1)+3=vn+2
Anyz =M +2)+3=vVn+5

Adb)a,_, =2""1
an+2=2n+2

Adc)a,_ ;=n—-12-3n-1)=n -2n+1-3n+3=n’>-5n+4
Apiz=M+2)2-3n+2)=n*+4n+4-3n—-6=n>+n-2

Przyktad 4.

Narysujemy wykres ciggu okreslonego wzorem a,, = 3n — 8.
Obliczymy kilka poczatkowych wyrazéw tego ciggu:
a;,=3-8=-5

a,=6—8=-2

a3 =9—8=1
a,=12-8=4
a5=15—8=7

ag=18—-8=10
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Przyktad 5.

Dany jest cigg (a,) opisany wzorem a,, = n—1l

2

a) lle wyrazéw ujemnych ma ten ciag.

b) Ktérym wyrazem ciggu jest liczba 12,5?
c) Czy w ciggu tym jest liczba 15 %?

d) Ktére wyrazy ciggu sg mniejsze od 18?7

Ad a) Wyrazy ujemne ciagu, tzn. a, < 0.
4n-11

Otrzymujemy warunek

iMm-11<0
in<11 |:4

n<=—in€N* czylin € {1,2,3}
Odpowiedz: Wyrazami ujemnymi sg a4, a,, as.

4n-11

Ad b) a,, = 12,5 i otrzymujemy réwnanie =125
4n—11 =25
in=36 |4
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n=9
Odpowiedz: Liczba 12,5 jest dziewigtym wyrazem ciggu , tzn. aq = 12,5.

Ad c) Sprawdzajac, czy 16 %jest wyrazem ciggu rozwigzujemy rownanie

11 _ gl -2
2 2
4n—-11 =31
dn =42 |:4
n =10,5
Nie jest to liczba naturalna, zatem w ciggu nie ma wyrazu réwnego 15,5.
- 4n-11
Ad d) Wyrazy te spetniajg warunek —— < 18 |2
4n—-11< 36
4n < 47

n<11,75in € N*.
Takich liczb jest 11 ,n € {1,2,....11 }.
Odpowiedz: Wyrazami mniejszymi od 18 sg wyrazy od pierwszego do jedenastego.

W lekcji znajduje sie lista zadarnn doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania zadan dotyczqcych
okreslenia i wtasnosci ciggdw. Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub
tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.

lle wyrazéw dodatnich posiada cigg a, = —n? + 9n + 10 ? Czy ciag ten posiada wyraz najwiekszy?
Jezeli tak, to ktéry wyraz jest najwiekszy.

Zadanie 2.

Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,, = ?. Ktore wyrazy ciggu naleza do przedziatu (15,6 ; 22.6)?
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Zadanie 3.

an+1

. , . 2n+3
Clqg (an) okreslonyjest wzorem a, = E Wyznacz: An_1, a2n+3,7

»An43 — Anyq -

Zadanie 4.

o . . —4n2-11n+3 . . . - .
Uzasadnij, ze wszystkie wyrazy ciggu a,, = 54 liczbami catkowitymi ujemnymi.
Zadanie 5.

1

Dany jest cigg o wyrazie ogélnym a,, = 32%. Oblicz siédmy i dziewigty wyraz tego ciggu.
Zadanie 6.
Dany jest cigg o wyrazie ogoélnym a,, = 3”:12. Wyznacz wszystkie wyrazy tego ciggu, ktére sg liczbami
catkowitymi.
Zadanie 7.
Dany jest cigg o wyrazie ogélnym a,, = (2n — 3)(n + 4)(7 — n). Ktdére wyrazy tego ciggu sa rowne 0.
Zadanie 8.
Dany jest cigg o wyrazie ogdélnym a,, = logs(16n — 15) . Oblicz sz6sty wyraz tego ciagu.
Zadanie 9.

Podaj wzor opisujgcy cigg liczb naturalnych dodatnich, ktére przy dzieleniu przez 6 dajg reszte réwna 5.
lle jest takich liczb trzycyfrowych?

Zadanie 10.

Sprawdz, czy liczba m jest wyrazem ciggu (a,,). Jezeli tak, to ktérym?

a) a,=n?>+5n—-5 m=45

b) a,=n>—-7n—-5, m=13

c) a, =4" m=256

d) a, =m—-15)% m=100

Zadanie 11.

3
Wykaz, ze wszystkie wyrazy ciggu a,, = 7;:28 sg wieksze lub réwne 3.
Zadanie 12.

Wyznacz wzor ogdlny nieskoriczonego ciggu liczbowego, ktérego poczatkowymi wyrazami sg:
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,—2, 4.-8, ...

Zadanie 13.

Naszkicuj wykres ciggu okreslonego wzorem:
a)a,=3n—2dlan€{1,2,3,4,5,6}

b) a, =n?—-3dlan€{1,2,3,4,5}

¢) a =——dlan € {1,2,3,4,5,6}

Podsumowanie zajec

Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan zamieszczonych w poradniku.
Test 1 —zadania: 1, 2

Test 2 —zadania: 1,5, 6
Test 3 —zadania: 1, 2,9
Test 4 —zadania: 1, 2, 13
Test 5 —zadania: 1, 2,6, 12

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 2: Ciagi arytmetyczne

Temat zajec Ciagi arytmetyczne
Dziat Ciagi liczbowe
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min

Element P
Lp. . Tresc zajec

scenariusza

1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy

e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych ciggéw arytmetycznych

2 Cele szczegdtowe

Uczen:

rozumie pojecie ciggu arytmetycznego;

potrafi wyznaczyé réznice ciggu arytmetycznego, gdy dane sg kolejne jego wyrazy;
zna i potrafi zastosowad wzér ogdlny ciggu arytmetycznego;

potrafi wyznaczyé réznice ciggu arytmetycznego opisanego wzorem;

potrafi sprawdzié, czy dany ciag jest arytmetyczny;

potrafi sprawdzi¢, czy w okreslonym ciggu wystepuje dana liczba.

3 Formy i metody

Praca indywidualna
e Praca w grupie

4 | Srodki dydaktyczne
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw

Poradnik multimedialny ,,Ciagi liczbowe”.
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opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zapoznanie z poradnikiem multimedialnym oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem poradnika multimedialnego ,Ciggi liczcbowe” (temat 5).
Wspdlnie z uczniami omawiamy potrzebng teorie i rozwigzujemy przyktady zawarte w poradniku.
Wyjasniane s problemy i pojawiajgce sie niejasnosci. Wskazane zadania uczniowie rozwigzujg
samodzielnie. W czasie lekcji korzystamy z tablicy interaktywnej.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Przyktad 1

Wyznaczymy reguty wedtug, ktorych powstajg kolejne wyrazy ponizszych ciggow:
e 3,7,11,15,19,..
e -3,-2,-1,0,1,2,3,..
e 8,6,4,20,-2,

Widzimy w nich pewne podobienstwo. We wszystkich kazde dwa kolejne wyrazy réznig sie o pewng
statg wartosé.

- W pierwszym ciggu wystarczy dodawac 4, aby uzyskiwaé kolejne wyrazy.

- W drugim stale dodajemy 1.

- W trzecim ciggu nalezy odejmowac liczbe 2.

Definicja

Ciag liczbowy (a,) nazywamy arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest co najmniej trzywyrazowy,
i ktorego kazdy wyraz, poczgwszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego statej
liczby r, ktérg nazywamy réznica ciggu.

Wyrazy ciggu arytmetycznego spetniajg wiec warunek: a,,,; = a, + r dla kazdej liczcbyn € N*.

Uwaga:
Aby zbada¢ czy cigg (a, ) jest arytmetyczny wystarczy zbadaé, czy rdznica jego dwdch kolejnych
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wyrazow a,,, — a, jest wielkoscig statg dla dowolnegon € N*

Przyktad 2.

Sprawdzimy, czy dane ciagi sq arytmetyczne:
a) a,=3n—4

b) b, =n%?+2

Ada)apy —ap,=3n+1)—-4-Bn—-4)=3n+3-4-3n+4=3
Jest to wielkos¢ stata. Wobec tego cigg jest arytmetyczny o réznicy r = 3.

Adb)bpyy — b, =m+1)2+2—-n?+2)=n?+2n+1+2-n?2-2=2n+1

Poniewaz rdéznica nie jest wielkoscig stata (zalezy od zmiennej n), wiec badany cigg nie jest
arytmetyczny.

Mozna tez szybciej uzasadnié, ze nie jest on arytmetyczny, wyznaczajac trzy kolejne wyrazy np.
b, = 3,b, = 6,b; = 11. Wtedy b, — by # b; — b,.

Wiasnosé:

O monotonicznosci ciggu arytmetycznego mozemy powiedzieé, ze:
e cigg jest rosnacy, gdy réznicar >0,

e cigg jest staty, gdy roznicar=0,

e cigg jest malejacy, gdy réznica r< 0.

Wiasnosé:
W ciggu arytmetycznym kazdy wyraz (ktéry nie jest ani pierwszym, ani ostatnim wyrazem) jest rowny
Sredniej arytmetycznej dwdch sgsiednich wyrazéw:
An+1 + an—1
a, = —

Zatézmy, ze dla pewnego ciggu arytmetycznego (a,) wiemy ile wynosi a; oraz znamy réznice r. Wtedy:
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a2=a1+7‘
az=a,+r=(a +r)+r=a; +2r
as=az+r=(a,+2r)+r=a, +3r
as=a,+r=(a,+3r)+r=aqa, +4r

itd.
Z réwnosci tych wynika wzér ogdlny ciggu arytmetycznego.

Twierdzenie
Wz6r ogdlny ciggu arytmetycznego (a,) o wyrazie pierwszym a, i réznicy r ma postac:
a,=a;,+(n—-1)-r

Przyktad 3.
Wyznaczymy pieédziesigty wyraz ciggu arytmetycznego, w ktérym wyraz pierwszy a; = 20 oraz
r=-3.

Korzystajgc ze wzoru ogélnego mamy:

asg = a4 + (50 - 1)7'
g = 20 + 49 - (=3) = —127

Przyktad 4.
Sprawdzimy, czy w ciggu arytmetycznym 2,9, 16, 23, 30, ... wystepuje liczba 233.

Oznaczmy ten ciag (b,) i wéwczas b; = 2 oraz r = 7. Musimy sprawdzi¢, czy istnieje taka liczba
naturalna n, dla ktérej b,, = 233.
Korzystajac ze wzoru ogdlnego: b,, = b; + (n — 1)r mozemy zapisaé réwnanie
233=24+Mn-1)-7
233=2+7n-7
7n=233+5
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7n = 238
n =34
Odpowiedzi: Liczba 233 jest trzydziestym czwartym wyrazem danego ciggu (az, = 233).

Przyktad 5.
W ciggu arytmetycznym dane sg as = 10 i a;, = —4. Obliczymy as,.

Najpierw wyznaczymy wyraz pierwszy i réznice ciggu, korzystajac ze wzoru ogdlnego.

Korzystajac z réwnosci as = 10 i a;, = —4 mamy uktad réwnan:
{ 10 = a, +4r
-4 =q; + 11r

Ktéry rozwigzujemy metoda przeciwnych wspoétczynnikéw
—-10 = —ay — 4r
{ -4 =q; + 11r
—14=7r

10=a, -8
a, = 18
| dalej azg = a; + 29r = 18 + 29 - (—2) = —40.

W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnosc¢ rozwigzywania zadan dotyczqcych definicji
oraz wzoru na n-—ty wyraz ciggu arytmetycznego. Zadania te mogq byc¢ wydrukowane,
zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod
kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.
Sprawdz, ktdre z ponizszych ciggéw sg arytmetyczne. W przypadku ciggédw arytmetycznych okresl, ile

wynosi ich rdznica.
a) a, = In-2
n s 3
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Zadanie 2.
Wyznacz n — ty wyraz ciggu arytmetycznego, wiedzac, ze:
a) a4 =7, r=-2, n=14

b) a1=—z, r=5, n =20
4 2
c) a1=10§, r=—1§, n=7
d a;=3-2V5 r=+v5-2, n=12
Zadanie 3.
Wyznacz pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego wiedzac, ze:
a) a5 = —2%, r= —%
b) a6=—2+\/§, r=1-3V5
C) a17 = 3, a18 = _1
d az—a,=-3, as=23
Zadanie 4.

Ktérym wyrazem ciggu arytmetycznego jest liczba a,,, gdy:

a) ay =4. a,=-101, r=-7

b) a,=-5. a,=157, r=6

¢ agy=-37. a,=-373, r=-8

Zadanie 5.

Miedzy liczby 6 i 74 wstaw trzy liczby tak, aby wraz z danymi tworzyty cigg arytmetyczny.
Zadanie 6.

Miedzy liczby 23 i (—25) wstaw pie¢ liczb tak, aby wraz z danymi tworzyly cigg arytmetyczny.
Zadanie 7.

Wyznacz wyraz pierwszy oraz rdznice ciggu arytmetycznego, w ktérym:
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a) a,+aq9 =43, a;+a =55

b) a, +as =4, ag—2a;3=-16

c) a+as+ag=18. az+a; =as+10

d) ay+a;, =42, a,-a;, =405

Zadanie 8.

Dla jakich wartosci a liczby: 4a — 10,a? — 4,a + 5 tworza ( w podane] kolejnosci ) ciag arytmetyczny.
Zadanie 9.

Dla jakich wartoéci a liczby: a? — 2,a — 2, 7a + 4 tworza ( w podanej kolejnosci ) cigg arytmetyczny.
Zadanie 10.

Dtugosci bokéw tréjkata prostokatnego tworzg cigg arytmetyczny. Oblicz dtugosci bokéw trojkata
wiedzgac, ze jego obwdd wynosi 48 cm.

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie przystepuja do samodzielnego rozwigzywania zadan zamieszczonych w poradniku.
Test 1 —zadania: 4,5,6,7, 11

Test 2 — zadania: 4

Test 3 —zadania: 4,5, 8, 11

Test 4 —zadania: 4,7, 8, 11

Test 5 —zadania: 5,7, 9

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 3: Suma n-poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

Temat zajec Suma n-poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
Dziat Ciagi liczbowe
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element fr ez
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadar dotyczacych sum poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e rozumie pojecie sumy n poczgtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;
e potrafi obliczy¢ sume n poczagtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Poradnik multimedialny ,,Ciagi liczbowe”.
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)
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Wprowadzenie do
zajec

Zapoznanie z poradnikiem multimedialnym oraz wyjasnienie zasad pracy na lekgcji

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem poradnika multimedialnego ,Ciggi liczbowe” (temat 6).
Wspdlnie z uczniami omawiamy potrzebng teorie i rozwigzujemy przyktady zawarte w poradniku.
Wyjasniane sg problemy i pojawiajgce sie niejasnosci. Wskazane zadania uczniowie rozwigzujg
samodzielnie. W czasie lekcji korzystamy z tablicy interaktywnej.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Niech (a,,) oznacza cigg arytmetyczny o réznicy r. Niech S,, = a, + a, + -+ a,
Korzystajgc z przemiennosci dodawania mozemy te sume zapisywac¢ w dowolnej kolejnosci.
Sp=ay+a,+as+--+a,

Sp=aptap_1t+tap,++a
Sumy te przedstawimy ponizej w innej postaci i dodamy stronami:
Sp=a;+(a+r)+(a; +2r) + - +a,

Sp=ap+(a,—r)+(a,—2r)+-+a
Wtedy: 25, = (a4 + a,) + (a; + a,) + (a4 + a,) + -+ (a; + ay)
28, =n-(a; +a,)

_ aj+an

Stad: S, = 2= n

Twierdzenie
Suma n — poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a, ) wyraza sie wzorem:

a, +a
Sp = 12 T.n

Przyktad 1.
Obliczymy sume wszystkich liczb naturalnych od 1 do 50.

Liczby te stanowig cigg arytmetyczny o wyrazie pierwszym a; = 1, ostatnim asy = 50.

Szukana suma, to S5, = @ 50 = %- 50 = 1275.
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Przyktad 2.
Obliczymy sume stu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego danego wzorem a,, = 3n — 25.

W ciggutyma; =3-1—25=—-22o0raza g9 = 3-100 — 25 = 275

ai+aipo —22+275

Wtedy S1p0 = - 100 = — 100 = 12650
Przyktad 3.
Oblicz sume wyrazéw od dwudziestego do czterdziestego dla ciggu arytmetycznego, w ktérym a; = —8
. 1
ir=-.
2

Musimy obliczy€ ayo + az; + -+ + ayg
S4,0 =a;ta,+--+agtaz +az +:+ay

S19

WIQC azo + a21 + -+ a4_0 = 540 - 519
Obliczamy: ayg = a, + 18r = =8 + 18- = 1i 5,5 =

Quo = ay +39r = —8+39-§= 11%iS40 - —8+211'5

WIQC azo + a21 + -+ a4_0 = 70 - (_66%) = 136%

.19 = —66-
2 2

40 =70

Przyktad 4.
Lewa strona réwnania 9+ 13 4+ 17 + -4+ x = 555 jest suma wyrazdw ciggu arytmetycznego.
Rozwigzemy to rownanie, czyli wyznaczymy x.

x jest n-tym wyrazem ciggu arytmetycznego, zatem mozemy oznaczy¢ x =a, i wtedy
x=9+(n—-1)-4=94+4n—-4=4n+5.
Korzystajac ze wzoru na sume poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego mamy:

9+ (4n+5)

— n = 555
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4n + 14
— n = 555
(2n+7)-n =555
2n®2+7n—555=10
Rozwigzujemy otrzymane réwnanie kwadratowe:
A= 72 —4-2-(-555) = 4489 i VA= 67

Wtedy: n; = _7;67 = —774 = —18,5i nie jest to liczba naturalna
_ 767 _60_
Ty T T

Zatemx = 4-15+ 5 = 65.

Przyktad 5.
Marcin uczyt sie stéwek z jezyka niemieckiego. Pierwszego dnia nauczyt sie 40 stéwek i kazdego

nastepnego dnia zmniejszat liczbe stéwek o 2. Ktérego dnia mogt powiedzieé, ze ma opanowanych 310
stéwek?

Mamy tutaj cigg arytmetyczny, w ktérym a; = 40 i r = —2. Jezeli Marcin ma nauczy¢ sie 310 stowek
tzn.zeS, =310ia, > 0.
a; +a, a;+a;+(n—Dr 2a;, +(n—1)r

310=2-40+(n—1)-(—2).n

2
80—-2n+2

310 = >

n
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82 —2n

310 = > n
310=(41—n)'n
310 = 41n — n?

n?—41n+310=0
A= (—41)2 — 4-1-310 = 1681 — 1240 = 441
VA= 21

41-21 . 41421
n1 = = 10 | nz = =31
2

Dlan, = 10 wyraz dziesigtytoa;; = 40 + 9 - (—2) = 22
Dlan, = 31 wyraz dziesigty to a;, = 40 + 30 - (—2) = —20 < 0, wiec sprzecznosc.
Odpowiedz: Marcin bedzie miat opanowanych 310 stowek dziesigtego dnia.

W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnosc¢ rozwigzywania zadan dotyczqgcych sumy
n — poczgtkowych wyrazow  ciggu arytmetycznego . Zadania te mogq byc¢ wydrukowane,
zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod
kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych parzystych mniejszych od 150.
Zadanie 2.

Oblicz sume stu dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego:
a) O pierwszym wyrazie rownym 6 i réznicy 2

b) O pierwszym wyrazie rownym 8 i wyrazie czwartym rownym (—1)
c) Okreslonego wzorema, =5 —2n

d) Okreslonego wzorema,, =3n—1

Zadanie 3.

Wyznacz réznice r wyrazéw ciggu arytmetycznego, majgc dane:

a) a; =20, S;5=1035

b) a,=-7, S, =851, n=23
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¢ a, =4, S,=-696, n=29

Zadanie 4.

Wyznacz liczbe n wyrazéw ciggu arytmetycznego majgc dane:

a) S, =420, r=3, a;=7

b) S, =1804, r=8, a; =-2

c) S, =-340, r=-9, a; =52

Zadanie 5.

Oblicz sume wszystkich dodatnich wyrazéw ciggu a,, = 62 — 3n.

Zadanie 6.

Oblicz sume wszystkich wyrazéw ciggu a,, = 4n — 3, ktére sg mniejsze od 125.

Zadanie 7.

Rozwigz rownanie: 7+ 11 + 15+ - + x = 1272, w ktérym lewa strona jest suma kolejnych wyrazéw
ciggu arytmetycznego.

Zadanie 8.

Rozwigz réwnanie 8 + 5+ 2 4+ .-+ x = —232, w ktérym lewa strona jest suma kolejnych wyrazéw
ciggu arytmetycznego.

Zadanie 9.

Wyznacz wzér na n — ty wyraz ciggu arytmetycznego, ktérego suma n poczatkowych wyrazéw wyraza
sie wzorem:

a) S, =3n%>—-n

b) S, =n*—In

5 1
c) S, =5n—5n2

Podsumowanie zajec

Uczniowie samodzielnie rozwigzujg zadania zamieszczone w poradniku.
Test 1 —zadania: 12

Test 2 — zadania: 10, 13, 14

Test 3 —zadania: 3

Test 4 — zadanie 9
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Test 5 — zadania: 11, 13

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 4: Ciagi geometryczne

Temat zajec Ciggi geometryczne
Dziat Ciagi liczbowe
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min

Element fr e s
Lp. . Tresc zajec

scenariusza

1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy

e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych ciggéw geometrycznych

2 Cele szczegdtowe

Uczen

® rozumie pojecie ciggu geometrycznego

e wykazuje sie znajomoscig wzoru ogdlnego ciggu geometrycznego

e potrafi wyznaczyc iloraz ciggu geometrycznego, gdy dane sg dwa jego wyrazy
e potrafi wyznaczyc iloraz ciggu geometrycznego na podstawie wzoru ciggu

3 Formy i metody

Praca indywidualna
e Praca w grupie

4 | Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

Poradnik multimedialny ,,Ciagi liczbowe”.
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Wprowadzenie do
zajec

Zapoznanie z poradnikiem multimedialnym oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem poradnika multimedialnego ,Ciggi liczcbowe” (temat 7).
Wspdlnie z uczniami omawiamy potrzebng teorie i rozwigzujemy przyktady zawarte w poradniku.
Wyjasniane s problemy i pojawiajgce sie niejasnosci. Wskazane zadania uczniowie rozwigzujg
samodzielnie. W czasie lekcji korzystamy z tablicy interaktywnej.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Przyktad 1
Wyznaczymy reguty wedtug, ktérych powstajg kolejne wyrazy ponizszych ciggow:
e 3,6,12,24,48,..
e -3,3,-3,3,-3,3,-3,...
11
o §8,4,2,1,--,.
2’4

Widzimy w nich pewne podobieAstwo. We wszystkich kolejny wyraz powstaje z poprzedniego po
pomnozeniu go przez pewng wartos¢ statg dla kazdego ciggu.

- W pierwszym ciggu wystarczy mnozy¢ przez 2

- W drugim stale mnozymy przez -1

o . . 1
- W trzecim ciggu nalezy mnozy¢ przez >

Definicja

Ciag liczbowy (a,,) nazywamy geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy jest co najmniej trzywyrazowy,
i ktérego kazdy wyraz, poczagwszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez
stafg liczbe q, ktérg nazywamy ilorazem ciagu.

Wyrazy ciggu geometrycznego spetniajg wiec warunek: a,.; = a, - q dla kazdej liczcbyn € N*.

Uwaga:
Aby zbadaé czy cigg (a, ) jest geometryczny wystarczy zbadaé, czy iloraz jego dwdch kolejnych

an

K.
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Przyktad 2.
Sprawdzimy, czy dane ciggi sg geometryczne:

_ 2
a) an—3_n
b) b, = n?
2 2 3n 1
an+1_ 3n+l . _
Ad a) — T2 T 3nt1 5 3
n 3n

Jest to wielkos$¢ stata. Wobec tego ciagg jest geometryczny o ilorazie g = %

= (1)1 2

nZ
Poniewaz iloraz nie jest wielkoscig statg (zalezy od zmiennej n), wiec badany ciag nie jest geometryczny.
Mozna tez szybciej uzasadni¢, ze nie jest on geometryczny, wyznaczajgc trzy kolejne wyrazy np.

b, =1,by = 4, by = 9.Wtedyz—2¢§.
1 3

Wiasnos¢:

Niech (a,,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q. Jesli:
1)a, > 0iqg > 1, to (a,) jest ciggiem rosngcym;

2)a; > 0iq € (0.1), to (a,) jest ciagiem malejacym;

3)a; < 0ig>1,to (a,) jest ciagiem malejacym;

4)a,; <0iq € (0.1), to(a,) jest ciggiem rosnacym;

5) g <0, to (a,) nie jest ciaggiem monotonicznym.

Wiasnosé:
Miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego (a,)zachodzi rownos¢:

2 .
ap = 0p-1 " Apy1
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Zatézmy, ze dla pewnego ciggu geometrycznego (a,,) wiemy ile wynosi a; oraz znamy iloraz q. Wtedy:
a; =a; " q
az=ay q=(a;"q) q=a,"q
a,=az3 q=(a,"q*) q=a,"q>
as=a,-q=(a;-q°) q=a, q*
itd.
Z réwnosci tych wynika wzér ogdlny ciggu geometrycznego.

Twierdzenie
Wz6r ogdlny ciggu geometrycznego (a,,) o wyrazie pierwszym a, i ilorazie ¢ ma postac:
an=a;-q" "

Przyktad 3.
Wyznaczymy dsmy wyraz ciggu geometrycznego, w ktérym wyraz pierwszy a; = 24 orazq = —-.

Korzystajgc ze wzoru ogélnego mamy:

_ 7
ag=4a;-q’,

ag = 24-(—%)7 - 24-(_L) __3

Przyktad 4.
Miedzy liczby —5 i —405 wstawimy takie trzy liczby x,y,z , aby ciagg —5, x,y,z, —405 byt ciggiem
geometrycznym.

Mozemy przyjaé, ze jest to cigg (a,,), w ktérym a, = —5,a, = x,a; = y,a, = z oraz ag = —405.
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—4405 =—-5-q* [|:(=5)
q* =81

Zatemq = 3 lubg = —3.
Istnieja dwa ciggi spetniajagce  warunki  zadania: —5,-15, —45, —135, —405 oraz
-5, 15, —45, 135, —405.

Przyktad 5.
Woyznacz cigg geometryczny (tzn. wyznacz jego wyraz pierwszy a, i iloraz q), wiedzac, ze wyraz trzeci
jest réwny 6, a siodmy 96.

Wyraz pierwszy i roznice ciggu, wyznaczymy korzystajac ze wzoru ogdlnego.
Majac réwnosci a; = 6 i a; = 96 otrzymujemy uktad réwnan:
{ 6=a,"q?
96 = a, - q°
Rozwigzujemy go metoda podstawiania:
6

a, = q_z
6
96 = q_z . q6
Rozwigzujemy drugie réwnanie uktadu: 96 = 6 - q* |:6
q* =16,czylig =2lubq = -2.
Mamy dwa ciagi spetniajgce warunki zadania:

q=2 q=-2
6 Oraz 6 .
ol

a, = 2
W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania zadan dotyczgcych wzoru
ogdlnego ciggu geometrycznego i jego wtasnosci. Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane
na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwiqzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela
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Zadanie 1.
Wyznacz wzor ogdlny ciggu geometrycznego:
a) 8,24,72,..

c) V5,5,5V5, ...
Zadanie 2.
Zapisz wzor ogdlny i oblicz szdsty wyraz ciggu geometrycznego (a,,) o ilorazie g, gdy:

a) a; = -5, q=§

b) a, =27, q=—§
) gy =—2 g=2
€ h="g 173
Zadanie 3.
Wyznacz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego a,, jezeli:
5 1
a) a; = g? q= ;2
b) ag =5, q=—3
c) a, =-0,192, q=-0,2
Zadanie 4.

Sprawdz, ktére z ponizszych ciggdw sg geometryczne. W przypadku ciggéw geometrycznych okresl, ile
wynosi ich iloraz.
a) a, = 3n+4

2n+3
b) an ==
7
C) a, = ;
d a,=n*+3
Zadanie 5.

Wyznacz n — ty wyraz ciggu geometrycznego, wiedzgac, ze:
a) e =2, q=vV7, n=5
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Zadanie 6.

Miedzy liczby —% oraz —96 wstaw trzy liczby tak, aby wraz z danymi tworzyty cigg geometryczny.
Zadanie 7.

Dla jakiej wartosci x liczby 3v5 + 6, x,@ tworzg cigg geometryczny.
Zadnie 8.
Wyznacz pierwszy wyraz i iloraz ciggu geometrycznego (a,) majac dane:
100 125
) =50 0=
b) a7 —_ _1, a11 ;S_R
C) Ay = 8, ag = a
Zadanie 9.
Ktérym wyrazem podanego ciggu geometrycznego jest liczba x:
a) =3 .. x=%8
v3 256
b) —,-, .., x=—
16 4] 81
¢ 1=,=, .., x=—
7’7 1701
Zadanie 10.

Dla jakiej wartosci x podane liczby tworza cigg geometryczny?
a) 3,x+1,x+19

b) —25,3x+ 2,—-16

c) 5x+1,4,x—-2

Podsumowanie zajec

Uczniowie samodzielnie rozwigzujg zadania zamieszczone w poradniku.
Test 1 —zadania: 9, 10, 14
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Test 2 — zadania: 3, 12

Test 3 —zadania: 6, 7,10, 12
Test 4 — zadania: 3, 5, 10
Test 5 —zadania: 3, 4, 8, 10

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 5: Suma n poczatkowych wyrazow ciaggu geometrycznego

Temat zajec Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
Dziat Ciagi liczbowe
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min

Element P
Lp. . Tresc zajec

scenariusza

1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy

e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadad dotyczacych obliczania sum wyrazéw
geometrycznego

ciggu

2 Cele szczegdtowe

Uczen:

e doskonali umiejetnosci dotyczace rozwigzywania zadan dotyczgcych ciggu geometrycznego;

e wykazuje sie znajomoscig zastosowania wzoru na sume n-poczatkowych wyrazéw
geometrycznego.

ciggu

3 Formy i metody

e Pracaindywidualna
e Praca w grupie

4 | Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. moduf,

Poradnik multimedialny ,,Ciagi liczbowe”.
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gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zapoznanie z poradnikiem multimedialnym oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem poradnika multimedialnego ,Ciggi liczcbowe” (temat 8).
Wspdlnie z uczniami omawiamy potrzebng teorie i rozwigzujemy przyktady zawarte w poradniku.
Wyjasniane sg problemy i pojawiajgce sie niejasnosci. Wskazane zadania uczniowie rozwigzujg

samodzielnie. W czasie lekcji korzystamy z tablicy interaktywnej.

Przebieg zaje¢ (petna

wersja)

Wyprowadzenie wzoru na sume n-poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Niech (a,,) oznacza cigg geometryczny o ilorazie g oraz S,, = a; + a, + - + a,.
Mnozgac obie strony powyzszej réwnosci przez q otrzymamy:
qSp=a;'q+ta q+az-q+--+ta,-q
wiec
qQSp=a; taz+as+ -+ apyq
wobectego S, —qS, =(a; +a, ++a,) —(a, +az+a, + -+ a,,q1)
) Sa(1= @) = @1 = @ny
Sy = % dlag # 1.

Twierdzenie
Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,) wyraza sie wzorem:

o S =2Cdag=1

e S,=na;dlag=1.
Zastosowanie powyzszego twierdzenia do rozwigzywania zadan

Przyktad 1.

Obliczymy sume dziesieciu poczgtkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktérym wyraz pierwszy

a; = 3v2orazq = /2.
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Cai1-q1) _ 3VZ(1-(VD)"") | 3v3(1-32) _ —93I(14+v2) _ -93vZ(1+v3) _

Na podstawie wzoru S;g= e - = TE T ) =
“V20R) _ 93v7(1 +2).

Przyktad 2.
Obliczymy sume ciggu geometrycznego 6 + 3 + -+ + 33—2

- o L . . 1 3 n\*1 3
Najpierw ustalimy ile wyrazow jest w tej sumie. g = > oraza, = 32 zatem 6 - > =37
n—1 3 1

Rozwigzujgc to rownanie mamy: (E) =% e

GO
Czyli G)n = (%) istadn =7.

ey 1
Mamy zatem 57 _ a1(11_—qq7) _ 6<11_(i) ) — 5(1 l128) =12 - % — %
2 2

Przyktad 3.
Obliczymy sume wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby 2048.

Takich dzielnikéw mamy dwanascie: 1, 2,22, 23,24, ... 211, Stanowig one cigg geometryczny o ilorazie
2. Wobec tego ich suma wynosi:

a;-(1-q'%)
512=11_q
1-(1-2') 1-4096
Sip=——F—5 =" =409
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Przyktad 4.
Obliczymy iloraz ciggu geometrycznego, w ktérym a; = —5 oraz S3 = -

15

Korzystajgc ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego mamy:

55 = al=a)
3 1-q ’
15 _ -5(1-¢%)
4 1-q

_ (-q)(1+g+q?)

=

=1+q+q* |4,

3 =4+ 4q + 4q? iotrzymujemy réwnanie kwadratowe.

4¢> +49+1=0

2q+1?=0

| dlatego 2g +1 =0imamyq = —%.

|: (=5),

7

Blws |w

Przyktad 5.
W ciggu geometrycznym o ilorazie ¢ = v/3 dany jest wyraz drugi a, = 3v/3 oraz S,, = 3(40 + 13\/5).
Wyznaczymy ile wyrazéw tworzy te sume.

. . . . 3v3
Najpierw ustalimy wyraz pierwszy tego ciggu: a; = N 3

Wiemy, ze S, = %_qq), zatem po podstawieniu danych z zadnia mamy
3-(1-v3"
3(40 + 13V3) = (1_—\5) |:3
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(1-v3")

40 + 13\/§ = Y )

(40 +13v3)(1—-V3) =1-+/3

40 — 40V3 +13v3-39=1-+3"
—27V3 = V3"

V3" =273

n=7

Odpowiedz: Sume te tworzy siedem wyrazéw.

W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwiqzywania zadan dotyczqgcych sumy
n — poczqgtkowych wyrazow  ciggu geometrycznego . Zadania te mogq by¢ wydrukowane,
zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwiqzywane przez uczniow pod
kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.

Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, okreslonego wzorem a,, = ;—2.
Zadanie 2.

Oblicz sume o$miu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktéryma; =3iqg =1 %
Zadanie 3.

Oblicz sume wyrazéw ciggu geometrycznego:
a) 5+34 =
2 64 4
5 3
b) S+ 14+ (52
) 12—6+-——

32
Zadanie 4.

. - L . . . 9
Oblicz sume o$miu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktédrym wyraz trzeci jest réwny >
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za$ wyraz szésty wynosi (— 116),
Zadanie 5.

Suma pewnej liczby wyrazéw ciggu geometrycznego wynosi 26. Pierwszy wyraz to liczba —16, za$
ostatni 54 Wyznacz iloraz tego ciggu oraz liczbe wyrazéw, ktére zsumowano.

Zadanie 6.

Oblicz ile poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego o wyrazie pierwszym réwnym 8 oraz ilorazie
(— %) nalezy dodac, aby otrzymac sume réwna j—z :
Zadanie 8.

N L . L 5 . .1
Oblicz ile poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego o wyrazie ostatnim rownym g oraz ilorazie 3

nalezy dodac, aby otrzymac sume réwng 19 1—2 . Wyznacz pierwszy wyraz tego ciggu.

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan zawartych w poradniku
Test 1 —zadania: 8

Test 2 — zadania: 8

Test 3 — zadanie 13

Test 4 — zadania: 14

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 6: Procent prosty i procent sktadany

Temat zajec Procent prosty i procent sktadany
Dziat Ciagi liczbowe
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych procentu prostego i sktadanego
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e rozumie pojecia procentu prostego i sktadanego;
e wykazuje sie znajomoscig zastosowania wzoru na procent prosty;
e wykazuje sie znajomoscig zastosowania wzoru na procent sktadany.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Poradnik multimedialny ,,Ciagi liczbowe”.

(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)
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5 Wprowadzenie do Zapoznanie z poradnikiem multimedialnym oraz wyjasnienie zasad pracy na lekgcji

zajec Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem poradnika multimedialnego ,Ciggi liczbowe” (temat 9 i 10).
Wspdlnie z uczniami omawiamy potrzebng teorie i rozwigzujemy przyktady zawarte w poradniku.
Wyjasniane sg problemy i pojawiajgce sie niejasnosci. Wskazane zadania uczniowie rozwigzujg
samodzielnie. W czasie lekcji korzystamy z tablicy interaktywne;j.

6 Przebieg zajec (petna | Analiza zagadnien zwigzanych z procentem prostym

wersja) Przyktad 1.

Pan Marek wptacit na konto pewnego banku 5000 zt. Po kazdym roku oszczedzania bank dopisze do
jego oszczednosci 10% wartosci wptaty, czyli 500 zt. Jaki bedzie stan konta pana Marka po roku, dwdch
latach, trzech latach, czterech latach, pieciu latach. A jaki po 15 latach oszczedzania.

Niech K,, oznacza stan oszczednosci po n-tym roku. Wtedy:

K; = 5000 + 500 = 5500 zt

K, = 5500 + 500 = 6000 zt

K; = 6000 + 500 = 6500 zt

K, = 6500 + 500 = 7000 zt

Ks = 7000 + 500 = 7500 zt

Jak wida¢ kolejne wartosci tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 500 zt.
Zatem K;; = 5000 + 15- 500 = 12500 zt.

Procent prosty - to sposdb oprocentowania wkfadu pienieznego, polegajacy na tym, ze dochdd
w postaci odsetek nie jest doliczany do wktadu (nie podlega kapitalizacji) - nie procentuje wiec wraz
z nim w nastepnym okresie rozliczeniowym. Odsetki sg tu ptatne z dotu - po zakornczeniu okresu.
Wprowadzimy oznaczenia:

K, — kapitat poczatkowy

p% - oprocentowanie

n —ilos¢ okreséw odsetkowych

K,, — kapitat koncowy

Wtedy:
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Oprocentowanie
http://pl.wikipedia.org/wiki/Doch%C3%B3d
http://pl.wikipedia.org/wiki/Odsetki
http://pl.wikipedia.org/wiki/Kapitalizacja
http://pl.wikipedia.org/wiki/Procent

p
* 100

K, = K, Ky n
Przyktad 2.

Telewizor w pewnym sklepie kosztowat 2500 zt. Wtasciciel sklepu postanowit co tydzien obnizac jego
cene o0 4% poczatkowe] wartosci. Jaka bedzie cena telewizora po szesciu tygodniach.

Jak wida¢ mamy tutaj do czynienia z procentem prostym. Cena jest obnizana za kazdym razem o te
samg statg wartosc.

Korzystajac z podanego wyzej wzoru mamy:

Ks = 2500 — —- 2500 - 6 = 2500 — 600 = 1900 2t

Przyktad 3.

Do pustej skarbonki wktadamy w pierwszym miesigcu 100 zt. W kazdym kolejnym miesigcu doktadamy
tam wiecej niz w poprzednim o kwote 10 % pierwszej wpftaty. lle pieniedzy znajdzie sie w skarbonce po
uptywie roku?

Co miesigc bedziemy do skarbonki wktada¢ 0 10% - 100 = 10 zt wiecej niz w poprzednim.
Mamy wiec do czynienia z procentem prostym. W dwunastym miesigcu wptata wyniesie:
K, =100+ 10-11 =100+ 110 = 210 zt.

Poniewaz mamy tu do czynienia z ciggiem arytmetycznym, wiec suma wszystkich wpfat wynosi:

1"":21" 12 = 1860 zt

Si2 =

Przyktad 4.

Pewna firma, kupujgc maszyne, moze uzyskac¢ 1 % rabatu lub zaptaci¢ za maszyne catg kwote za trzy
miesigce. Ktéry sposdb zawarcia zaptaty jest dla firmy korzystniejszy, jesli aktualna stopa procentowa
dla lokat jest réwna 6 %. ( Nie uwzgledniamy podatku od odsetek)

Niech K oznacza cene maszyny.
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W przypadku natychmiastowej ptatnosci uzyskamy rabat i zaptacimy 0,99K, wiec zyskujemy 0,01K.

W przypadku odroczonej ptatnosci, odsetki od lokaty wyniosg:

%- 0,06 - K = 0,015K, czyli kapitat bedzie wynosit 1,015K, co oznacza, ze po zaptaceniu za maszyne
zostaje 0,015K.

Zatem drugi sposdb jest dla firmy korzystniejszy.

Przyktad 5.

Sktadamy w banku kwote 40 000 zt na jeden rok. Przez pierwsze trzy miesigce stopa procentowa od
lokat byta réwna 5,6 %, przez nastepne sze$¢ miesiecy byta rowna 5,4 %, a przez ostatnie trzy miesigce
4,8 %. Obliczymy kwote odsetek po uptywie roku. (Odsetki sg caty czas naliczane od kwoty poczatkowej

40 000zt)

3 6 3

v 0,056 - 40000 + v 0,054 - 40000 + 17 0,048 - 40000 = 560 + 1080 + 480 =
= 2120 z

Odpowiedz: Odsetki wyniosg 2120 zt

Analiza zagadnien zwigzanych z procentem sktadanym

Przyktad 1.

Pani Marta wptacita na konto pewnego banku 5000 zt. Po kazdym roku oszczedzania bank dopisze
odsetki w wysokosci 5% aktualnego stanu konta, tzw. oczna kapitalizacja. Jaki bedzie stan konta pani
Marty po roku, dwdch latach, trzech latach, czterech latach, pieciu latach. A jaki po 15 latach
oszczedzania.

Niech K,, oznacza stan oszczednosci po n-tym roku. Wtedy:
K; = 5000 - 1,05 = 5250 zt

K, = K; - 1,05 = 5000 - 1,05 = 5512,5 zt

K; = K, 1,05 = 5000 - 1,053 = 5788,13 z

K, = K5+ 1,05 = 5000 - 1,05* = 6077,53 zt

Ks = K, - 1,05 = 5000 - 1,05° = 6381,41 zt
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Jak widac kolejne wartosci tworzg cigg geometryczny o ilorazie 1,05.
Zatem K, = 5000 - 1,05%> = 10394,64 zt.

Procent skfadany — sposdb oprocentowania wktadu pienieznego, polegajacy na tym, ze odsetki sg
doliczane do wktadu (podlegajg kapitalizacji) i procentujg wraz z nim w okresie nastepnym.

Wprowadzimy oznaczenia:

K, — kapitat poczatkowy

p% - oprocentowanie

n —ilos¢ okresdw odsetkowych
K,, — kapitat koncowy

Wtedy:

_ Py
K, =K, (1 + m)
Przyktad 2.
O ile procent wzrosnie cena akcji pewnej spoétki, jezeli na kolejnych pieciu sesjach gietdowych wzrastata
ona o 10 %.

Oznaczmy jako x cene poczatkowg akcji.
Po kolejnych pieciu sesjach wyniesie ona x - (1 + 0,1)° = x - 1,61051
Zatem wzrost ceny bedzie o ponad 61 %.

Przyktad 3.
W pewnym miescie mieszka 25 000 mieszkancow. Po ilu latach liczba mieszkarnicéw przekroczy 30 000,
jesli roczny przyrost naturalny bedzie przez nastepne lata rowny 2,3 %?

Na podstawie danych z zadania wida¢, ze musimy rozwigza¢ nieréwnos¢:
25000 - (1 4+ 0,023)™ > 30000 |:25000
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Odsetki
http://pl.wikipedia.org/wiki/Kapitalizacja
http://pl.wikipedia.org/wiki/Procent

(1,023)" > 1,2
Najmniejszg liczbg naturalng, dla ktérej jest spetniona nieréwnos¢ jest n = 9.
Odpowiedz: Liczba ludnosci miasta przekroczy 30 000 dziewieciu latach.

Przyktad 4.

Komputer taniat pieciokrotnie o 10% i obecnie kosztuje 1771,47 zt.
a) Jaka byta poczgtkowa cena komputera?

b) O ile procent tacznie potaniat komputer?

Ad a) Niech K oznacza poczatkowg cene komputera. Poniewaz jego cena spada za kazdym razem o 10
% wartosci biezgcej, wiec mamy do czynienia z procentem sktadanym. Wykorzystujgc dane z zadania
otrzymujemy réwnanie:
K-(1-0,1)°=1771,47
K -(0,9)° = 1771,47
K -0,59049 = 1771,47 |:0,59049
K = 3000
Komputer przed obnizkami kosztowat 3000 zt.

Ad b) Obnizka ceny komputera wyniosta 3000 — 1771,47 = 1228,53 (z)

1228,53 100% = 40,951%
3000 0T FHIOED

Catkowita obnizka ceny wyniosta prawie 41%.

Przyktad 5.
Na lokate trzymiesieczng, oprocentowang 4 % w stosunku rocznym, wptacono 6 000 zt. Jaki bedzie stan
tej lokaty po dwdch latach oszczedzania?

Oprocentowanie lokaty w stosunku rocznym wynosi 4 %, wiec na jeden okres odsetkowy (3 miesigce)
przypada: 13—2 4% = 1%.
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W ciggu dwdch lat odsetki bedg naliczane 8 razy (czterokrotnie w ciggu kazdego roku).
Zatem wartosc¢ lokaty po dwdch latach wyniesie:
Kg = 6000 - (1+ 0,01)® = 6497,14 zt

W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania zadan dotyczqcych procentu
prostego oraz sktadanego . Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub tablicy
interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.

W banku, ktéry oferuje roczng stope procentowg 6% i kapitalizacje prostg, ztozono 15 000 zt. Oblicz

odsetki jakie naliczy bank:

a) po 8 miesigcach, stosujac kapitalizacje miesieczng

b) po 1,5 roku stosujgc kapitalizacje pétroczna.

Zadanie 2.

Pan X wptacit ma lokate 10 000 zt . Bank stosuje kapitalizacje prostg z roczng stopg procentowy 5,4%

i dopisuje odsetki co roku. Oblicz, jaki bedzie stan lokaty pana X po czterech latach oszczedzania.

Zadanie 3.

Pan Y po czterech latach oszczedzania ma na koncie 2556,4 zt. Oprocentowanie tej lokaty przez caty

czas wynosito 5% i byfta stosowana kapitalizacja prosta. Po zakonczeniu lokaty bank odliczyt 19 %

podatku. Jakg kwote wptacit pan Y przed czterema laty?

Zadanie 4.

Pan Z planuje za pét roku remont domu. Potrzebuje na ten cel kwote 23 000 zt. Jednak w tej chwili

dysponuje kwotg 21 500 zt.

a) Okresl, czy wptata do banku tej kwoty wystarczy, by za pét roku pan Z otrzymat oczekiwang kwote,
jezeli bank zastosuje oprocentowanie 1 % w skali miesigca i miesieczng kapitalizacje prosta.

b) Jakie oprocentowanie w skali miesigca powinien zaoferowad panu Z bank, aby po wptacie kwoty 21
000 zt otrzymat po pdl roku kwote potrzebng na remont?
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Zadanie 5.

Pani A zatozyta lokate o wartos$ci 6000 zt na okres 4 lat, w banku ktdry oferuje roczng stope procentowa
4 % w skali roku i kapitalizacjg ztozong. Oblicz kapitat na koncie pani A i podaj jej zysk po czterech
latach. ( zaktadamy, ze w tym czasie bank nie zmieniat oprocentowania i nie uwzgledniamy podatku od
odsetek)

Zadanie 6.

Pani B ztozyta w banku 5000 zt na lokacie, ktérej oprocentowanej 6% w stosunku rocznym. Odsetki
kapitalizowane sg co p6t roku. Jaki bedzie stan jej lokaty po 5 latach oszczedzania?

Zadanie 7.

Jak dtugo nalezatoby oszczedza¢ na lokacie trzymiesiecznej, ktérej oprocentowanie wynosi 8%
w stosunku rocznym, aby kwota na lokacie wzrosta 0 45%?

Zadanie 8.

Na lokate dwumiesieczng, ktérej oprocentowanie wynosi 6% wptacono 2000 zt. Po ilu miesigcach stan
tej lokaty wyniesie 2166 zt.

Zadanie 9.

O ile procent wzro$nie po czterech latach kwota wpfacona na lokate kwartalng, jezeli jej
oprocentowanie wynosi 4% w stosunku rocznym?

Zadanie 10.

Na lokate trzymiesieczng wptacono 5000 zt i po trzech latach oszczedzania kwota ta wzrosta o 978 zt.
Jakie byto oprocentowanie tej lokaty.

Podsumowanie zajec

Uczniowie przystepujgy do samodzielnego rozwigzywania zadan zawartych w poradniku.
Test 1 —zadania: 15

Test 2 — zadania: 8, 15

Test 3 —zadania: 15

Test 4 — zadania: 6, 15

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 7*: Monotonicznos$¢ ciggu

Temat zajec Monotoniczno$¢ ciggu
Dziat Ciagi liczbowe
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczgcych monotonicznosci ciggu
2 Cele szczegdtowe Uczen
e wykazuje sie umiejetnoscia okreslania monotonicznosci ciggu na podstawie wykresu;
e wykazuje sie umiejetnoscia okreslania monotonicznosci ciggu na podstawie definicji.
3 Formy i metody Praca indywidualna
Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Poradnik multimedialny.
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)
5 Wprowadzenie do Zapoznanie z poradnikiem multimedialnym.

zajec
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Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

MONOTONICZNOSC CIAGU
Jak wiemy ciagi sq szczegdlnym rodzajem funkcji. Zatem dla ciggdw liczbowych mozemy zdefiniowaé
monotonicznosé.

Przyktad 1
Narysujemy wykres ciggu a,, = 2n — 4 i na tej podstawie okreslimy jego monotonicznosé

ORr NWARUIONXXOLO
1

Patrzac na wykres ciggu mozemy stwierdzi¢, ze jest on rosnacy. Kazdy n — ty wyraz jest mniejszy od
wyrazu nastepnego, czylin + 1 —go.

Definicja
Cigg (a,) jest rosngcy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczoy n € Nt spetniony jest warunek
an < Apyq-

Przyktad 2
Narysujemy wykres ciggu a,, = %— 2 i na tej podstawie okreslimy jego monotonicznos¢
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Jak widac jest to cigg malejacy. Kazdy n — ty wyraz jest wiekszy od wyrazu nastepnego, czylin + 1 —go.

Definicja
Cigg (a,) jest malejacy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby n € Nt spetniony jest warunek
Ap > Apyq-

Definicja
Cigg (a,) jest niemalejgcy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby n € N* spetniony jest warunek
Ay < Appq.

Definicja
Cigg (a,) jest nierosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby n € N* spetniony jest warunek

Ay = Apgq.

Przyktad 3
Na wykresach przedstawimy przyktady ciggu niemalejacego (wykres 1.) i nierosngcego (wykres 2.).
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4 -
2 1 o 3 - ®
1 - . . 2 ¢
1 -
0 T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 0 —
T I 0 1 2
1 1§
2 2
wykres 1. wykres 2.
Uwaga:

W praktyce czeéciej badamy znak wyrazenia a,,,; — a,. Jezeli dla dowolnegon € N* mamy:

- Qpy1 — Ay > 0 —wtedy cigg jest rosnacy

- Qpy1 — Ay < 0—wtedy cigg jest malejacy

- Qpy1 — A, = 0—wtedy cigg jest niemalejacy
- Qpy1 — A, < 0—wtedy cigg jest nierosnacy

Definicja

Cigg (a,), ktérego wszystkie wyrazy sg rowne nazywamy ciggiem statym.

Przyktad 4.

Zbadamy monotonicznosc¢ ciggdéw:
a) 4. = n-3
nTn41

b) by, =3"*1—7-3"

. . (n+1)-3 n-2 .
Ad a) Poniewaz a,,;; = Dl — nz WiEC

i

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY



n-2 n-3_ (-2)(n+1) (n-3)(n+2) _ (n?Fn-2n-2)-(n?+2n-3n-6) _

nt1 = n = 0 T30 T mrD(mi2) | iDmtz) i+ 1D)(n+2)
n?+n-2n—2-n?-2n+3n+6 _ 4
(n+1)(n+2) T (n+D)®+2)

Dla kazdego n € Nt wyrazenie to jest dodatnie (licznik jest liczbg dodatnig i mianownik jest zawsze
dodatni). Zatem cigg (a,) jest rosnacy.

Ad b) Aby zbadaé monotonicznosé ciggu (b,,) przeksztatcimy jego wzér do prostszej postaci:
b, =3"1—-7.3"=3".(3-7) =—4"-3" wtedy b,,; = —4-3"*!

Badamy znak réznicy by — b, = —4-3""14+4.3"=—-4-3".(3-1) = —-8-3"

Poniewaz dla dowolnegon € N*, 3" > 0, to zawsze prawdziwe jest b,,,; — b,, < 0.

Zatem cigg (b,,) jest malejacy.

Przyktad 5.
Wykazemy, ze cigg a,, = n? — 11n + 3 nie jest monotoniczny.

Najpierw wyznaczymy wyraz n + 1:

i =m+1)?—-11-n+1)+3=n?+2n+1-11n—-11+3=n?>-9n -7

Badamy znak réznicy ap.q; —a, =n>—-9n—7—(n?—-11n+3) =
=n?-9n-7-n*+11n-3=2n-10

Dla n < 5 wyrazenie a, ., — a, jest ujemne, zas dla n > 5 wyrazenie a,,; — a, jest dodatnie. Ciag
(a,) jest wiec niemonotoniczny.

W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ badania monotonicznosci ciggow Zadania
te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez
uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
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Zadanie 1. Zbadaj monotonicznos¢ ciggu:
a) a, =3 - 3

5 n
b) an = 2—4n
_ n+5
) =i
1
d an = 3+3n
1
e) a, =3— -
1
f) ap,=2+ 3170

Zadanie 2. Zbadaj monotonicznos¢ ciggu:
a) a, =n%*+5n

b) a, = 6n —n?

c) a, =52

d) a, = (§)2n+1

e) a,=n?—6n+10
Zadanie 3. Ciag (a,) jest ciagiem rosngcym o wyrazach dodatnich. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu (b,,)
wiedzac, ze:

a) b, = —4a,
b) by = az—n
c) bn=ai%

Podsumowanie zaje¢

Omowienie wynikdw i najczesciej pojawiajgcych sie problemow.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 8*: Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Temat zajec Cigg arytmetyczny i ciag geometryczny

Dziat Ciagi liczbowe

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 min.

Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
¢ Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych wtasnosci ciaggdw arytmetycznych i ciggéw

geometrycznych

2 Cele szczegdtowe Uczen
e wykazuje sie umiejetnoscig korzystania z definicji ciggu arytmetycznego i geometrycznego;
e potrafi wykorzystywa¢ wifasnosci ciggdw arytmetycznych i geometrycznych do rozwigzywania

zadan;
o wykazuje sie umiejetnoscig stosowania w zadaniach wzoréw na sume n-poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego i geometrycznego.

3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie

4 Srodki dydaktyczne Poradnik multimedialny

(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
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opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zapoznanie z poradnikiem multimedialnym

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem poradnika multimedialnego z zakresu ciggéw liczbowych,
ktorego rozdziaty Vi VI mdwig o ciggach arytmetycznych, zas VIl i VIII o ciggach geometrycznych. Dzieki
wykorzystaniu mobilnej pracowni komputerowej - uczniowie na podstawie poradnika przypominajg
sobie potrzebng teorie. Mogg z niej korzystal przez cate zajecia, jak rowniez wzorowaé sie na
rozwigzanych tam przyktadach.

W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetno$é rozwigzywania zadan dotyczacych ciggéw
arytmetycznych i geometrycznych. Zadania te mogg by¢ wydrukowane, zaprezentowane na tablicy
interaktywnej. Sg one rozwigzywane przez ucznidéw pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1. Trzy liczby, ktorych suma wynosi 9 tworzg cigg arytmetyczny. Jesli do pierwszej z nich
dodamy 3 %, a dwdch pozostatych nie zmienimy, to otrzymamy cigg geometryczny. Znajd te liczby.

Zadanie 2. Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego i pierwszy wyraz ciggu geometrycznego réwna sie 8.
Drugie wyrazy tych ciggéow tez sg réwne. Jakie mogg byc¢ te ciagi, jezeli trzeci wyraz ciggu
geometrycznego stanowi % trzeciego wyrazu ciggu arytmetycznego.

Zadanie 3. Trzy liczby x,y,z , ktédrych suma wynosi 24 tworzg cigg arytmetyczny. Liczby x + 1,
y — 2,z — 2 tworzg cigg geometryczny. Znajdz liczby x, y, z.

Zadanie 4. Trzy liczby a,b,1 tworza cigg arytmetyczny, a liczby a,b,a+ b+ 1 tworza ciag
geometryczny. Wyznacz wyrazy ciggu geometrycznego.

Zadanie 5. Srodkowy wyraz arytmetycznego ciggu pieciowyrazowego wynosi 5. Wyrazy pierwszy, drugi
i pigty tego ciggu wyznaczajg cigg geometryczny. Wyznacz wyrazy ciggu geometrycznego.

Zadanie 6. Trzy rozne liczby a, b, ctworzg cigg arytmetyczny, natomiast liczby a,d,c tworzg ciag
geometryczny. Wyrazy obu tych ciggdw sg dodatnie. Suma wyrazéw ktérego ciggu jest wieksza?

Zadanie 7. Liczby a,b,ctworzg cigg arytmetyczny, natomiast liczby tworzg cigg

a’ b’ atb+c

K.
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geometryczny. Wyznacz iloraz ciggu geometrycznego.

Zadanie 8. Trzy liczby a, b, 1 tworzg cigg arytmetyczny, a liczby 1, a, b, tworzg cigg geometryczny. Znajdz
te liczby.

Zadanie 9. Jaki warunek musza spetnia¢ liczby a, b, ¢, aby tworzyty jednoczesnie cigg arytmetyczny
i geometryczny?

Zadanie 10. Znajdz trzy liczby tworzgce cigg geometryczny, ktéry ma wiasnosé: jezeli do drugiej liczby
dodamy 8, cigg zmieni sie na arytmetyczny, jezeli do ostatniego wyrazu nowego ciggu dodamy 64, ciag
znowu stanie sie geometryczny.

Zadanie 11. Z czterech liczb trzy poczatkowe tworzg cigg geometryczny, a trzy koricowe — ciag
arytmetyczny. Znajdz te liczby, jezeli suma liczb pierwszej i ostatniej réwna sie 14, suma drugiej
i trzeciej 12.

Zadanie 12. Trzy liczby, ktdre tworzg cigg arytmetyczny, dajg w sumie 39. Jezeli od pierwszej i trzeciej
liczby odja¢ 3, a od drugiej 5, to otrzymane rdznice utworza cigg geometryczny. Znajdz liczby tworzgce
cigg arytmetyczny.

Zadanie 13. Trzy liczby, ktére tworzg cigg geometryczny, dajg w sumie 35. Jezeli do pierwszej liczby
dodac¢ 4, do drugiej 5, a do trzeciej 1, to otrzymane sumy utworzg cigg arytmetyczny. Znajdz liczby
tworzace cigg geometryczny.

Podsumowanie zaje¢

Omdwienie wynikéw i najczesciej pojawiajgcych sie problemow.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 9*: Ciagi liczbowe -powtdrzenie wiadomosci

Temat zajec

Ciagi liczbowe -powtdrzenie wiadomosci

Dziat Ciagi liczbowe
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min.
Element fr ez
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy

e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Cwiczenie umiejetnosci praktycznego zastosowania wiedzy

2 Cele szczegdtowe

Uczen

rozumie pojecie ciggu;

potrafi okresli¢ wyznaczy¢ kolejne wyrazy ciggu, majgc jego wzér;

potrafi sporzadzi¢ wykres ciggu;

potrafi wskazac ciggi arytmetyczne i geometryczne;

potrafi wykorzysta¢ wzdér ogdlny i wzér na sume n-poczagtkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego;
potrafi wykorzysta¢ wzdér ogdlny i wzér na sume n-poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego;
wykazuje sie umiejetnoscia wykonywania obliczen wymagajacych uzycia procentu prostego
i sktadanego.

3 Formy i metody

Praca indywidualna

4 | Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym

Poradnik multimedialny ,,Ciagi liczbowe”.
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wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Do przeprowadzenia lekcji wykorzystam mobilng pracownie komputerowa, tak aby kazdy uczen maogt
indywidualnie pracowa¢ przy komputerze. Do dyspozycji bedzie miat poradnik multimedialny
zawierajacy teorie wraz rozwigzanymi przyktadami dotyczgacymi ciggéw liczbowych.

Przebieg zajec (petna | Uczniowie zostang zapoznani z zawartoscig poradnika, a nastepnie przystgpig do samodzielnego
wersja) rozwigzywania zadan zawartych w tescie | tego poradnika. Przez caty czas mogg korzysta¢ z pomocy
i wskazéwek nauczyciela.
Uczniowie samodzielnie rozwigzujg testy zawarte na koricu poradnika.
TEST 1
1. Wykresem ciggu (a,,) nie jest wykres przedstawiony na rysunku:
A. 4
34 . . B. 4
2 - . 3 .
1 -
0 : : : . : : | o) .
-19 1 2 3 4 5 6 7 1 .
2 1 . 0 .
:i ] ‘ -5 5
3 3 -
2 - .
2 - . . . . . . 1 4
C 1 - D 0 ' ' —
10 1 2 4 6 7
0 . . . . . . : -2 - . .
0 1 2 3 4 5 6 7 -3 -
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2. Jezeli ciag (a,) okreslony jest wzorem a,, = (—2)™(9 — n?), to trzeci wyraz tego ciggu jest réwny:
A 3 B. -8 C.0 D.8

3. Czterema poczatkowymi wyrazami ciggu (a,,), dla ktérego suma n poczatkowych wyrazéw wyraza
sie wzorem S,, = 2n?, s3 liczby:
A 023818 B.2,8,1832 C(C.1,4,9,16 D.2,6,10,14

4. Cigg arytmetyczny (a,) okreslony jest wzorem a,, = %. Rdéznica r tego ciggu wynosi:
A -2 B.: C.—2 D.3
5. Jezeli w ciggu arytmetycznym dwoma poczgtkowymi wyrazami sg odpowiednio liczby (-3) i 4, to do

przedziatu (10, 32) naleza:

A. dwawyrazy B. trzy wyrazy C. cztery wyrazy D. pie¢ wyrazow

6. W ciggu arytmetycznym wyraz pierwszy to 3, zas réznica wynosi 6. Jednym z wyrazéw tego ciggu jest
liczba:
A. 32 B. 50 C. 45 D. 28

7. Liczby 8,5,x —9 w podanej kolejnosci sg trzema wyrazami ciggu arytmetycznego. Liczba x jest
rowna:

A. 2 B.-7 C.12 D.11

8. Suma osmiu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktérym az; =4 i ag = —32 jest
rowna:
A. -85 B. 85 C.124 D.-124

9. Ciggiem geometrycznym o ilorazie (—2) jest cigg okreslony wzorem:
A a,=-2-4" B.a,=-2" Ca,=2"" D.a,=4-(—-2)"
10. Liczby (3, x, 27) tworza cigg geometryczny, ktdry nie jest monotoniczny. Wéwczas:
AL x=9 B.x =15 C.x=-9 D.x =9lubx =-9
11. Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego (a,) spetniajgcego warunki: a; +a, = 12
ia, +ay + ag = 27. Ktéry wyraz tego ciggu jest rowny 0?
12. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych podzielnych przez 7.

13. Oblicz x i y, jesdli wiadomo, ze ciag Gx, y,12) jest ciggiem geometrycznym, zas (x,y, 8) jest
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ciggiem arytmetycznym. Wyznacz rdznice ciggu arytmetycznego i iloraz ciggu geometrycznego. Ktory

z otrzymanych ciggdw jest jednoczesnie ciggiem arytmetycznym i geometrycznym.

14. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,, = 3™"*1 + 3™ 4 371,

a) Oblicz drugi i czwarty wyraz tego ciggu.

b) Uzasadni, korzystajgc z definicji ciggu geometrycznego, ze cigg (a,) jest geometryczny.

15. Jak dtugo nalezatoby oszczedza¢ na lokacie trzymiesiecznej, ktorej oprocentowanie wynosi 8%
w stosunku rocznym, aby kwota na lokacie wzrosta o 50%.

Podsumowanie zajec

Pod koniec zaje¢ nastgpi podsumowanie wynikéw i omdwienie wystepujacych problemow.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 10: Procent skladany - obliczenia bankowe

Temat zajec

Procent sktadany — obliczenia bankowe

Dziat

Ciagi

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element (4 oos oz
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Poznanie podstawowych poje¢ zwigzanych z oprocentowaniem lokat i kredytéw

e Ksztatcenie umiejetnosci wyboru optymalnego rozwigzania

2 Cele szczegdtowe

Uczen:

e zna pojecie procentu sktadanego;

e zna podstawowe pojecia matematyki finansowej: kapitat poczagtkowy, odsetki, stopa procentowa,
kapitalizacja odsetek, okres kapitalizacji;

e potrafi zastosowa¢ wiadomosci o ciggu geometrycznym do obliczania procentu sktadanego;

e potrafi rozwigzywaé¢ elementarne zadania z matematyki finansowej dotyczace oprocentowania
lokat i kredytow;

e potrafi wybra¢ optymalny sposdb oprocentowania lokaty czy kredytu.

3 Formy i metody

e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna

4 | Srodki dydaktyczne

Lekcje prowadzimy wykorzystujgc mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczen miat samodzielny
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

dostep do komputera. Wykorzystujemy tablice interaktywna. Zajecia prowadzone przy uzyciu tablicy
interaktywnej mogg zosta¢ zapisane, dzieki czemu moga by¢ wykorzystane w dowolnej chwili.
Dodatkowo mozna je umiesci¢ na serwerze szkolnym lub rozestaé¢ uczniom pocztg e-mail. Korzystamy
z arkusza kalkulacyjnego EXCEL.

Wprowadzenie do
zajec

Na poczatek nawigzujemy do temu lekcji - przypominamy podstawowe wiadomosci o ciggu
geometrycznym i o pojeciu procentu.

Definiujemy takie pojecia jak procent sktadany, kapitat poczatkowy, odsetki, stopa procentowa,
kapitalizacja odsetek, okres kapitalizacji.

. , p \k™ .
Podajemy wzér K,, = K, (1 + E) , gdzie
Kn — kapitat koicowy
Ko — kapitat poczatkowy
p — oprocentowanie w stosunku rocznym
k — ilos¢ okresow kapitalizacji w ciggu roku
n - ilosc¢ lat

Przechodzimy do tego aby pokaza¢ uczniom jak zastosowac poznany wzoér do obliczen bankowych,
a takze jak do tego wykorzystac arkusz kalkulacyjny. Wykorzystujemy tablice interaktywna.

Cwiczenie 1

Pan Nowak chce zatozyé w banku lokate ze statym oprocentowaniem na kwote 10000 zt. Do wyboru ma
trzy banki. Oprocentowanie w tych bankach wynosi 7 procent w stosunku rocznym. W banku ,A”
kapitalizacja odsetek nastepuje co rok, w banku ,B” co p6t roku, a w banku ,,C” co kwartat. Ktory bank
ma wybraé pan Nowak aby po trzech latach mie¢ najwiekszy kapitat. Wykonaj wykres swoich obliczen.

Rozwigzanie
W celu rozwigzania tego ¢wiczenia wykonujemy obliczenia w excelu stosujgc odpowiednie formuty:

K.
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najkorzystniejszy jest bank ,C”.

Wykonujemy wykres pokazujgcy wzrost naszego kapitatu w kazdym z bankdéw:

13000
12000
11000
10000
9000
8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000
0

1 2 3 4 5 6 7

m Bank "C"
m Bank "B"
= Bank "A"
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Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Zadania do samodzielnego wykonania.

Zadanie 1

Bank ,,City” oferuje oprocentowanie 5% z roczng kapitalizacjg odsetek, a bank ,,Home” oprocentowanie

4% z miesieczng kapitalizacja odsetek. Do ktérego z tych bankéw bardziej optaca sie wptacic

oszczednosci. Czy odpowiedz zmienita by sie , gdyby wptaci¢ oszczednosci na 5 lat? Wykonaj wykres

pokazujacy oszczednosci.

Zadanie 2

WyobraZz sobie, ze twoi przodkowie ztozyli 1000 lat temu w banku 1 grosz na lokate, ktorej

oprocentowanie wynosito 3% rocznie. Czy bytby$ bogaty, gdybys mégt dysponowaé nagromadzonym

kapitatem? Jaki to bytby kapitat? Zilustruj na wykresie wartos¢ kapitatu po kazdych stu latach.

Zadanie 3

Pan Oszczedny wptacit cztery lata temu 5000 zt na lokate, ktérej oprocentowanie wynosito 5%. Jego

sgsiad pan Sprytny wpfacit w tym samym czasie do innego banku 4000 zt. Okazato sie, ze maja teraz na

koncie taka samg kwote. Jakie byto oprocentowanie lokaty pana Sprytnego i ile zarobit on na tej

transakcji.

Zadanie 4

Kwote 50000 zt wptacono na lokate trzymiesieczna, ktérej oprocentowanie wynosi 6%.

a) Jaka kwota bedzie na koncie po dwdch latach, jezeli od naliczonych odsetek nalezy odprowadzi¢ do
skarbu panstwa 20% podatek?

b) O ile wzréstby kapitat poczatkowy, gdyby podatek od setek zostat naliczony po dwdch latach od
catej kwoty uzyskanych odsetek?

Zmiany zilustruj na wykresie.

Zadanie 5

Tomek znalazt dwie oferty pracy dodatkowej. W pierwszej firmie zarobi w pierwszym miesigcu 300 zt,

a w kazdym nastepnym o 10% pierwszej wyptaty wiecej niz w poprzednim miesigcu. W drugiej firmie w

pierwszym miesigcu zarobi 200 zi, ale w kazdym nastepnym o 10% wiecej niz w poprzednim miesigcu.

a) W ktérej firmie Tomek szybciej zarobi 2000zt? W ktérym miesigcu to nastgpi?

b) lle zarobi Tomek pracujgc dwa lata w pierwszej, a ile w drugiej firmie?

K.
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Zadanie 6

Pan Antoni wptacit 65000 zt na lokate, ktérej oprocentowanie wynosi 6%, a odsetki kapitalizowane sg co
miesigc. Postanowit, ze co miesigc bank z odsetek bedzie przelewat kieszonkowe w wysokosci 250zt na
konto syna.

a) Jaka kwota bedzie na tej lokacie po roku?

b) O ile wiecej bytoby na koncie pana Antoniego, gdyby nie wykonywat wyptat?

Podsumowanie zaje¢

Nauczyciel ocenia najbardziej zaangazowanych ucznidw za poprawne rozwigzanie zadan i trafne
whnioski.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 11: Sposoby opisywania ciagéw. Wlasnosci ciagow.

Temat zajec

Sposoby opisywania ciggéw. Wtasnosci ciggow.

Dziat

Ciagi liczbowe

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element (s e
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Poznanie réznych sposobdéw opisywania ciggdéw liczbowych

e Odczytywanie niektérych ich wiasnosci na podstawie wzoréw, wykreséw, grafow.

2 Cele szczegdtowe

Uczen:

® zna pojecie ciggu liczbowego i dobrze nim operuje;

e potrafi odczytaé, analizowad i interpretowac dane ciggi przedstawione w postaci tabeli, wykresu czy
diagramu;

e potrafi wykonac tabele, wykres, diagram ciggu postugujgc sie programem Microsoft Excel;

e ksztatci pojecie ciggu liczbowego oraz sposoby jego opisywania i niektére wtasnosci.

3 Formy i metody

e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna

4 | Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw

Zajecia odbywajg sie z uzyciem mobilnej pracowni komputerowej aby kazdy uczen miat samodzielny
dostep do komputera. Korzystamy z arkusza kalkulacyjnego EXCEL. Wykorzystujemy tablice
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opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Na poczagtek nawigzujemy do temu lekcji - przypominamy definicje ciggu.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Tresci zadan wyswietlamy uczniom uzywajac tablicy interaktywnej. Uczniowie rozwigzujg zadania
wykorzystujgc program EXCEL oraz mobilng pracownie komputerowa.

Zadanie 1

Ktéry z wzordw funkcji przedstawia cigg liczbowy?

a) f(x) =x?—2x+1,gdziex € (0,12)

b) g(x) =3x — 1, gdzie x € {1,2,3,4,5,6}

c) h(x) =—x+2,gdziex € N,

d) k(x) = —4x + x?, gdziex € R,

e) p(x) =x3+x,gdziex €C

Wykonaj wykresy ciggédw. Okresl monotonicznosc¢ ciggéw. Dlaczego pozostate funkcje nie sg ciggami?
Zadanie 2

Ktéry z wykreséw przedstawia cigg?

8
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Zadanie 3

Wypisz 10 poczatkowych wyrazéw ciggu opisanego nastepujgco:

Cigg reszt z dzielenia kolejnych liczb naturalnych przez 3. Wykonaj wykres tego ciggu i okresl jego
monotonicznos¢.

Zadanie 4

Narysuj wykres funkcji okreslonej tabela:

n 1 2 3 4 5 6
an 1 1/2 1 1/3 1/4 | 1/5| 1/6
Czy jest to cigg?

Zadanie 5

Postugujac sie arkuszem kalkulacyjnym oblicz osiem poczatkowych wyrazéw ciggu:
a) ap ="

b) a, =n+2"
) a. = 23n+17
o ="

Zadanie 6
Oblicz trzeci, czwarty i szésty wyraz ciggu danego wzorem.
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a) a, = { a, =3

an+})=_nan1

L= -

o) b ={y, 2 sy,
Zadanie 7
Narysuj wykres ciggu danego wzorem a,, = n? — 5n + 6. Podaj wyrazy, ktére s réwne 6.
Zadanie 8
Ktore wyrazy ciggu a,, = 2™ sg wieksze od 2400?
Zadanie 9
Oblicz piecdziesigt poczatkowych wyrazow ciggu a,, = 3001:271.

Zadanie 10

Ktére wyrazy ciggu danego wzorem ogélnym b, = n? — 6n + 9 sa wieksze od 0?

Czy liczba 154 jest wyrazem tego ciggu? Jesli tak to ktérym?

Zadanie 11

Ktére wyrazy ciggu a,, = n? — 2n + 1 sg réwne 0?

Czy liczba 324 jest wyrazem tego ciggu? Jesli tak to ktérym?

Zadanie 12

Narysuj wykres ciggu i podaj wzor ogdlny ciggu na podstawie danych kolejnych wyrazow:
a) 1,41,91,161,...

b)-1,1,-1,1,...

c) 21,32,43,54,...

Zadanie 13

Ktéra z podanych nizej funkcji przedstawia cigg? Narysuj wykres funkcji bedacej ciggiem.
a) f(x) =x>+4x—-1 x€R,

b) g(x)=x(x—1) xEN i0<x <120

c) h(x) =—x3+2x—-8x€{1,2,3,4,.... 99,100}

7 Podsumowanie zaje¢ | Nauczyciel ocenia najbardziej zaangazowanych ucznidw za poprawne rozwigzanie zadan i trafne
whioski.
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Uwagi metodyczne do
realizacji
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