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Zbidér ,M0j przedmiot matematyka” jest zestawem 132 scenariuszy przeznaczonych dla ucznidw szczegdlnie zainteresowanych matematyka.
Scenariusze mogga by¢ wykorzystywane przez nauczycieli zaréwno na typowych zajeciach lekcyjnych wpisanych w zakres podstawowy, jak tez
w ramach dodatkowych zaje¢ poszerzajgcych wiedze ucznidw, np. kota zainteresowan. Scenariusze wymagajg zastosowania komputeréw
z dostepem do internetu. Takie wyposazenie pozwoli na wykorzystanie srodkéw dydaktycznych przewidzianych w projekcie ,,Nauki Sciste
priorytetem spoteczeristwa opartego na wiedzy” takich jak moduty e-learningowe: ,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”,
,Funkcja kwadratowa”, ,,Réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe”, ,Wielomiany”, gry strategiczne ,Wyprawa Nasreddina”, ,Herbatka
u krélowej Anglii”, ,,Wyprawa na grzyby”, ,,Matemafia” oraz ,Miedzykontynentalna szkota”, poradniki ,Ciggi”, ,Planimetria”, ,, Trygonometria”,
»,Geometria analityczna”. Scenariusze mogg by¢ realizowane na zajeciach lekcyjnych jako catos¢ lub nauczyciel dokonuje wyboru okreslonych
materiatéw zgodnie z zaplanowanymi przez siebie tematami — zwieksza to elastyczno$é stosowania pakietu np. w sytuacji braku zapewnienia
w placéwce odpowiednich warunkéw technicznych do realizacji materiatu w oparciu o caty pakiet.
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Scenariusz nr 1: Przeksztalcenia w ukladzie wspotrzednych

Temat zajec Przeksztatcenia w uktadzie wspoétrzednych
Dziat Geometria analityczna
Klasa (poziom edukacyjny) druga technikum
Czas trwania zajec 90 minut
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e potrafi znalez¢ na rysunku punkt symetryczny do danego wzgledem: osi, poczatku wktadu
wspotrzednych, danego punktu, prostej réwnolegtej do danej osi;
e potrafi rozwigzywad zadania dotyczgce symetrii w uktadzie wspétrzednych.
3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca ztablicg interaktywna
4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujagc do tego ,Poradnik multimedialny”

samodzielnie kolejne zadania.

(temat 1) oraz tablice
interaktywna. Zapoznajemy ucznia z teorig, analizujemy ¢wiczenia, nastepnie uczniowie rozwigzuja

» Symetria wzgledem osi OX przeksztatca punkt P = (x, y) na punkt P’ = (x, —y)

P =(xy)

v

P =(xy)
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» Symetria wzgledem osi OY przeksztatca punkt P = (x, y) na punkt P’ = (—x,y)

v

» Symetria wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych przeksztatca punkt P = (x, y) na punkt
P’ = (_x' _y)
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» Symetria wzgledem punktu M = (a, b) przeksztatca
punkt P = (x,y) na punkt P' = (2a — x,2b — y)
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oP'=(2a—x,2b—Yy)

Przyktad 1.

Wyznacz wspétrzedne punktu A’ , ktéry jest obrazem punktu A = (=5,3) w:
a) Symetrii wzgledem osi x;

b) Symetrii wzgledem osiy.

Rozwigzanie:
a) A'=(-5,-3)
b) A" = (5,3)
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Przyktad 2.

Wyznacz wspdtrzedne punktu B, ktdry jest obrazem punktu B = (2v2,—6) w:
a) Symetrii wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych;

b) Symetrii wzgledem punktu P = (1,4).

Rozwiqzanie:
a) B'=(-2v2,6)
b) B'=(2:1-2V2,2:4+6) wiec B' = (2 - 2V2,14)

Przyktad 3.

Wyznacz wspotrzedne punktu K’ , ktéry jest obrazem punktu K = (—3\/7, \/E) w:
a) Symetrii wzgledem prostejy = 5;

b) Symetrii wzgledem prostej x = —6.

Rozwigzanie:
o) K'=(x\y) ¥=-3V2 y=5+(E-2)
b) K'=&",y") x"=-6-(6-3V2)=-12+3V2 y' =42

Przyktad 4.
Dla jakich wartosci parametrum i n punkty A = (m+ 3,7) i B = (5,n — 1) sg symetryczne wzgledem
osi OY?

Rozwiqgzanie:
Punkty A i B sg symetryczne wzgledem osi x, gdy:
m+3=-5 i 7=n-1
m=-8 i n=8
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Przyktad 5.
Dla jakich wartosci parametrum i n punkty P = (2m + 3,v2) i Q = (6,3n — 2) sg symetryczne
wzgledem punktu M = (1,2)?

Rozwiqgzanie:
Punkty P i Q sg symetryczne wzgledem punktu M, gdy:
6=21—-C2m+3) i 3n—-2=2-2-42
V2

7.
m=—-—- i n=2-—
2 3

Zadania do samodzielnego wykonania na lekcji lub w domu:

1. Wyznacz wspétrzedne punktu A’ , ktory jest obrazem punktu A = (-5,3) w:
a) Symetrii osiowej wzgledem osi x,

b) Symetrii osiowej wzgledem osiy,

c) Symetrii osiowej wzgledem prostej o rownaniuy = -3,

d) Symetrii osiowej wzgledem prostej o rownaniu x =1,

e) Symetrii Srodkowej wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych,

f) Symetrii Srodkowej wzgledem punktu K =(2,4).

2. Punkt M’ jest obrazem punktu M w symetrii wzgledem pewnej prostej. Znajdz rownanie tej proste;j:
a) M=(3,2), M =(3,4)

b) M=(1918,-1) , M’ =(1918,4)

0 M=(,1), M=(=1,1)

3. Znajdz obrazy punktéw P=(2,3), Q=(0,-1), R=(2 — g, —2) w symetrii wzgledem prostej:

a) ¥y=-2v3
b) y=1++/5
c) x =42
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d x=3-2V3

4. Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach A=(2,1), B =(5,2), C=(6,-1). Obrazem punktu A w symetrii
wzgledem pewnej prostej jest punkt A’ = (8,1). Znajdz obrazy pozostatych wierzchotkéw tréjkata

w tej symetrii.
5. Jedna z osi symetrii kwadratu jest prostay =4, a jednym z jego wierzchotkédw punkt A = (2,-3).

Znajdz wspotrzedne pozostatych wierzchotkéw kwadratu i rownania pozostatych jego osi symetrii.

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowe;j.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidfowosci
rozwigzan.
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Scenariusz nr 2: ROwnanie prostej na ptaszczyznie

Temat zajec

Réwnanie prostej na ptaszczyinie

Dziat

Geometria analityczna

Klasa (poziom edukacyjny)

Druga technikum

Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element (s e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy;
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem;
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej;
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e potrafi rozrézniaé postacie rownania proste;j;
e potrafi przechodzié z jednej postaci rownania prostej do drugiej;
e potrafi podaé rdwnanie prostej majgc dany jej punkt i wspotczynnik a w réwnaniu kierunkowym.
3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca ztablicg interaktywna
4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujagc do tego ,Poradnik multimedialny”
interaktywna. Zapoznajemy ucznia z teorig, analizujemy ¢wiczenia, nastepnie uczniowie rozwigzuja

samodzielnie kolejne zadania.
Réwnanie prostej w postaci kierunkowej: y = ax + b dlaa,b €R
a - wspotczynnik kierunkowy proste;j,

b — wyraz wolny(wyznacza na osi OY punkt, w ktérym dana prosta jg przecina)

A
y

x Vv

Z postaci kierunkowej prostej mozna odczytac tangens kata a nachylenia prostej do osi OX:

tga =a

(temat 2) oraz tablice
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oraz wspotrzedne punktu przeciecia prostej z osig OY: (0, b).

Réwnanie prostej w postaci ogélnej: Ax + By + C = 0, gdzie A> + B> > 0
(wspotczynniki A i B nie sg jednoczesnie rowne zeru).

Przyktad 1.
Napisz réwnanie prostej o wspétczynniku kierunkowym a = 4 wiedzac, ze do tej prostej nalezy punkt
K=(-2,1).

Rozwigzanie:
Prosta ma posta¢ y = 4x + b. Do prostej nalezy punkt K, zatem wspodtrzedne tego punktu spetniaja
réwnanie tej prostej: 1 =4-(—=2)+b
b=9
Zatem réwnanie prostej ma posta¢y = 4x + 9

Przyktad 2.
Réwnanie w postaci kierunkowej y = — %x + 6 zapisz w postaci ogdlne;.
Rozwigzanie:
Przenosimy wszystkie wyrazy na jedng strone, porzadkujemy ich kolejnos¢:
1
=x+y—-6=0
) y

Mozemy kazdg ze stron réwnania pomnozy¢ przez wspoélny mianownik (przez 2) otrzymujgc postac
0golng prostej: x+2y—12=0

Przyktad 3.
Réwnanie w postaci ogélnej 3x —y — 5 = 0 zapisz w postaci kierunkowe;j.
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Rozwigzanie:
Przenosimy stronami wyrazy réwnania tak, aby po jednej jego stronie zostat tylko wyraz zawierajacy y:
—y=-3x+5 /- (1)
y =3x —5 - réwnanie prostej w postaci kierunkowej

Przyktad 4.
Napisz rdwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (-3, 5) i nachylonej do osi OX pod katem
a = 60°.

Rozwigzanie:

Poniewaz tg60° = V3, to réwnanie prostej ma postaé: y = V3x + b.

Prosta przechodzi przez punkt P, zatem wspodtrzedne tego punktu spetniajg rownanie tej prostej:
5=v3-(-3)+b
b=5+3V3

Réwnanie prostej ma postac: y = v/3x + 5 + 3+/3

Przyktad 5.
Wyznacz wspétrzedne punktow , w ktérych prosta 6x — 2y + 5 = 0 przecina osie uktadu
wspotrzednych.

Rozwiqzanie:
Wspotrzedne punktu przeciecia prostej z osig OX : (xo, 0):
6X0 —2:04+5=0
6xy =—5/:6

5
Xo=—¢%
Zatem wspoétrzedne tego punktu to: (— g, 0)

Wspdtrzedne punktu przeciecia prostej z osig OY : (0, yo)
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Zatem wspotrzedne tego punktu to: (0,2 %)

Zadania do samodzielnego wykonania:
Zad. 1.

Réwnanie prostej2x — 5y + 3 = 0 zapisz w postaci kierunkowej, a réwnanie prostej y = %x —% zapisz

w postaci ogolnej o wspétczynnikach catkowitych.

Zad. 2.

Sprawd?, dla jakiej wartosci k na prostej o réwnaniu x — 2y + 2 = 0 lezy punkt:

a) A = (=2,k)

b) B = (2k,52)

) C=2—-k3+k)

d) D = (k?4)

Zad. 3.

Napisz rdwnanie prostej, ktéra:

a) Zawiera poczatek uktadu wspotrzednych oraz punkt o wspotrzednych (2,4);

b) Przecina 0$ OX w punkcie o wspétrzednych (5,0) i oS OY w punkcie o wspoétrzednych (0.6);
c) Przecina 0$ OY w punkcie o wspétrzednych (0,2) i zawiera punkt o wspoétrzednych (-4,2)
Zad. 4.

Napisz rdwnanie prostej przechodzacej przez punkt Q i nachylonej do osi OX pod katem «, gdy:
a) Q=(-4,5) a =45°

b) Q=(8,11) a = 75°

c) Q=(-2,4) a=135°

d) Q=(7,16) «a =120°
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Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidfowosci

rozwigzan.
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Scenariusz nr 3: Ro6wnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty

Temat zajec

Réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty

Dziat

Geometria analityczna

Klasa (poziom edukacyjny)

druga technikum

Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element L4tz
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii

analitycznej

2 Cele szczegdtowe e Uczen:
e potrafi wyznaczy¢ réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty
e potrafi zastosowac wzdr na rdwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty
e potrafi zastosowac zdobytg wiedze w rozwigzywaniu zadan

3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca ztablicg interaktywna

4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
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gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujagc do tego ,Poradnik multimedialny” (temat 3) oraz tablice
interaktywna. Zapoznajemy ucznia z teorig, analizujemy ¢wiczenia, nastepnie uczniowie rozwigzuja
samodzielnie kolejne zadania.

Prosta o danym wspétczynniku kierunkowym a przechodzaca przez dany punkt P = (x,y,) ma
réwnanie postaci: y — y, = a(x — xg).

Prosta przechodzgca przez dane dwa rézne punkty A = (x,,y4) oraz B = (xg,yg)

ma réwnanie postaci: y — y, = iB z" (x — x,4).
B~
Wspodtczynnik kierunkowy tej prostej: a = YEZYA
XB—X4
Przyktad 1.
Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C = (\/§, —2\/§) iD= (g +1, —4)

Rozwigzanie:
Podstawiamy wspotrzedne punktéw do wzoru:

y+2\/—_ 4-+2\/_( _\/§)

+1—/3

y+2\/— 4-+2\/_ _\/g)

y+2V3 = 2<2 “( ~V3)

y+2\/§=—4(x—\/§)
y = —4x + 43 = 243
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Wiec szukane réwnanie to :

y=—4x+2V3

Przyktad 2.
Napisz rGwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty A=(7,3) i B = (-3,5).

Rozwigzanie:
Punkty A i B nalezg do prostej y = ax + b wiec spetniajg jej rdwnanie:

{ 3=7a+b
5=-3a+b
Rozwigzujemy uktad réwnan metodg przeciwnych wspdétczynnikdw:

3=7a+b
{5 =-3a+b /(-1

{ 3=7a+b

—5=3a-b

Dodajemy stronami —2 = 10a wieca = —% , hatomiastb =5+ 3 - (—% ) = 4%
Zatem szukana prosta ma réwnanie: y = —%x + 4%

Przyktad 3.
Sprawdz, czy punkty A = (1,0), B = (0,—3),C = (2,2) sg wspdtliniowe?

Rozwiqzanie:

Wyznaczymy réwnanie prostej przechodzacej przez dwa z podanych punktéw, a nastepnie sprawdzimy,
czy wspotrzedne trzeciego punktu spetniajg to réwnanie.

Wyznaczmy réwnanie prostej AB: y = ax + b
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—3=a-0+0>b b=-3
{ {

0=1-a+b a=3

Zatem prosta AB ma réwnanie y = 3x — 3.
Po podstawieniu wspétrzednych punktu C otrzymujemy: 2 # 3-2 — 3,
wiec punkty A, B, C nie sg wspotliniowe.

Przyktad 4.
3 e
Punkty P = (2,—1), Q = (x,—z) , R = (—4,2) sg wspétliniowe. Wyznacz x .

Rozwiqzanie:

Wyznaczmy réwnanie prostej PR: y = ax + b
2+1

y+l=—=kx-2)

1
y=—1(x-2)-1

1
y=—-x+1-1

2
Zatem réwnanie prostej PR to: y = —%x.
Wspétrzedne punktu Q spetniajg réwnanie y = —%x
3 1
Stad - E = — Ex
x=3
Przyktad 5.

Wyznacz réwnania prostych, w ktdrych zawarte sg przekatne czworokata ABCD, wiedzgc, ze
A= (_4I1) ] B = (3!1)r C= (3I6)I D = (_4I4)

Rozwiqzanie:
Szukane proste to AC i BD.
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1=—-4a+b

v" Wyznaczam réwnanie prostej AC: { 6=3a4+b
{1 =—4a+b /- (—1)
6=3a+b
{—1 =4a—>b
6=3a+b

Dodajemy stronami: 5 = 7a

5
a=-<
7

b=6-3-2=6-2-=32
7 7T
Prosta AC ma réwnanie: y = SX+ 3 >
v" Réwnanie prostej BD wyznaczam korzystajgc ze wzoru na prostg przechodzaca przez dwa

punkty:
y_)’B=ﬁ(X—x3)
y—1=2=(x-3)
y=—§(x—3)+1
Prosta BD ma réwnanie: y = —gx + 2%

Zadania do samodzielnego wykonania:

Zad. 1.

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty Ki L:

a) K=(-2,6), L=(84)

b) K =(-1,—-4), L =(513)

o) K=(-4V3,2), L=(3,2)

d) K=(-58), L=(14)

Zad. 2.

Napisz rownanie prostej odcinajgcej na dodatnich pétosiach osi OX oraz OY uktadu wspétrzednych
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Zbadaj, czy punkty A, B, C sg wspétliniowe:
a) A=(-3,-5),B=(0,3),C =(6,7)

b) A=(-6,-3),B=(1,-2), C=(7,-1)
Zad. 4.

Oblicz dla jakich wartosci parametru m punkty A, B, C sg wspoétliniowe, gdy:

a) A=(30),B=(03), C=CBm+12m-3)

b) A=(-15m), B=(m,—1), C = (2,m)

Zad. 5.

Dany jest czworokat ABCD, w ktérym A = (—=2,—4), B=(7,—-1), C =(6,4), D = (1,5).
a) Wyznacz réwnania prostych , w ktdrych zawieraja sie boki tego czworokata.

b) Wyznacz réwnania prostych, w ktérych zawarte sg przekatne czworokata ABCD.

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidfowosci
rozwigzan.

H KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC!

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



Scenariusz nr 4: Interpretacja geometryczna ukladu dwdéch réwnan z dwiema niewiadomymi

. Interpretacja geometryczna uktadu dwéch réwnan z dwiema
Temat zajec L .
niewiadomymi
Dziat Geometria analityczna
Klasa (poziom edukacyjny) druga technikum
Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element (4o s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej
2 Cele szczegbétowe Uczen:
e potrafi rozwigzac uktad dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi algebraicznie;
e potrafi zinterpretowac geometrycznie uktad dwéch rownan z dwiema niewiadomymi;
e potrafi zastosowac zdobyty wiedze w rozwigzywaniu zadan.
3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca ztablicg interaktywna
4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujagc do tego ,Poradnik multimedialny” (temat 4) oraz tablice
interaktywna. Zapoznajemy ucznia z teorig, analizujemy ¢wiczenia, nastepnie uczniowie rozwigzuja
samodzielnie kolejne zadania.
Dane sg dwie proste k; i k, okreslone réwnaniami:
ki: y=a;x+by , ky: y=ax+b,
Aby wyznaczy¢ zbidr punktow wspdlnych tych prostych rozwigzujemy uktad rownan:
y=a1Xx+ b,
{y =ax + b,
» Jezeli uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie, to proste k; i k, przecinaja sie.
Para liczb (x, y) bedgcych rozwigzaniem uktadu stanowi wspdétrzedne punktu przeciecia sie tych
prostych. Uktad taki nazywamy uktadem oznaczonym.

A
Y

v
x
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» Jezeli uktad ma nieskoriczenie wiele rozwigzan, to proste k; i k, pokrywaja sie. Uktad taki
nazywamy uktadem nieoznaczonym.

ky =k,
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» Jezeli uktad jest sprzeczny, to proste k, i k, s roztgczne. Czescig wspdlng tych prostych jest
zbidr pusty.

A
Yy
key
ka
XV
Przyktad 1.
y=-3x+3
Wyznacz wspotrzedne punktu przeciecia prostych o réwnaniach { _2_ 2.
3 3
Rozwiqzanie:

Uktad réwnan rozwigzujemy metodg podstawiania:
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{ y=-3x+3

2 2
—3x+3=sx—3

3 3
x=1
{y =-3+3

x=1

b=0
Proste o réwnaniachy = —-3x+3 i y = %x —g przecinajg sie w punkcie (1,0).
Przyktad 2.
Wyznacz czes$¢ wspdlng prostych o réwnaniach:

k: 2x—=3y+4=0 i I: =2x+3y+5=0

Rozwiqzanie:

Zapisujemy i rozwigzujemy uktad rownan:
2x—3y+4=0

{—Zx +3y+5=0

2x —2x —3v4+3y+445=0

9=0
Uktad réwnan jest sprzeczny, nie ma rozwigzania.

Proste o réwnaniach k: 2x—3y+4=0 i [: —2x+ 3y +5 = 0 s3groztaczne.

Przyktad 3.

Wyznacz cze$¢ wspdlng prostych o réwnaniach:
k:x—§y+2=0 i I: =3x+y—-6=0

Rozwiqgzanie:

Zapisujemy i rozwigzujemy uktad rownan:
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{x—§y+2=0 /-3

—3x+y—-6=0
{3x—y+6=0
—-3x+y—-6=0

3x—-3x—y+y+6—-6=0
0=0

Uktad réwnan ma nieskoriczenie wiele rozwigzan.
Proste o réwnaniach k: x — gy +2=01i l: —=3x+y—6=0pokrywaja sie.

Przyktad 4.
Sprawd?, czy proste o réwnaniach 4x —2y +8 =0,y = 6x — 2, y = —x przecinaja sie w jednym
punkcie.

Rozwigzanie:
Wyznaczymy cze$é wspdlng dwdch prostych ,a nastepnie sprawdzimy czy wspoétrzedne tego punktu
spetniajg réwnanie trzeciej prostej.
4x —2y+8=0
{ y=6x—2
4x —2y+8=0
{6x—y—2 =0 /- (=2)

{ 4x —2y+8=0
(=12x 4+ 2v+4 =10
4x —12x -2y +2y+8+4=0
—8x+12=0

=3

2
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3
X=3

=6 3 2=7
y_ 2 -

Sprawdzamy, czy punkt o wspétrzednej (%, 7) nalezy do prostej y = —x: 7# —%
Dane trzy proste nie przecinajg sie w jednym punkcie.

Przyktad 5.
Oblicz dla jakiej wartosci parametru p proste k:3x —y—2=0, l:2x+y—-8=0,
m: x +4y +p = 0 przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie:
Wyznaczymy czes¢ wspdlng dwdch prostych:

3x—-y—2=0
{2x+y—8=0
3x+2x—y+y—2-8=0
5x =10

x=2

x =2
{3-2—y—2=0
x=2
b=4

Poniewaz proste k, | , m majg przecinaé sie w jednym punkcie, zatem punkt o wspétrzednych (2,4)
nalezy do prostejm: x + 4y +p = 0:
2+4-4+p=0
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Zatemdla p = —18 proste k, |, m przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadania do samodzielnego wykonania:

Zad. 1.
Dla jakich wartosci parametru m uktad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny?
2x—2y =4
) {mx +4y =28
2x+y=4
) {x +my =4m
oy — Ly = 1
c) { i 22) -
x—moy=—
Zad.2.
Narysuj rownolegtobok, ktérego boki zawierajg sie w podanych prostych.
x—2y+6=0, x—-2y—4=0, —2x—y—7=0, —2x—y+8=0

a) Wyznacz wspétrzedne wierzchotkdw tego réwnolegtoboku.

b) Wyznacz wspotrzedne punktu przeciecia sie przekatnych réwnolegtoboku.
Zad. 3.

(k+2)x+y=5-p

4x+(%k+2)y=1—p jestparaliczcbx = =1iy = 2.

Rozwigzaniem ukfadu rownan {

Znajdz liczby ki p.
Zad. 4.
P . , (3x—2y=38
Uktad rownan z niewiadomymi x i y ma postac {mx t4y=n
a) Rozwigz uktad réwnan, gdym =1in = —2.
b) Dobierz wspotczynniki m i n tak, aby uktad réwnan miat nieskoriczenie wiele rozwigzan.
Rozwiaz otrzymany uktad rownan.
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Zad. 5*.

6|lx| +4y =2
Rozwigz uktad réwnan 1
x—=slyl=2
Zad. 6*.
Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan { K=y =1
—x+yl=1

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidfowosci

rozwigzan.

i
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Scenariusz nr 5: Odleglos¢ miedzy dwoma punktami w uktadzie wspoétrzednych

Temat zajec Odlegtos¢ miedzy dwoma punktami w uktadzie wspétrzednych
Dziat Geometria analityczna
Klasa (poziom edukacyjny) druga technikum
Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element L
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej
2 Cele szczegdtowe Uczen:

e potrafi obliczy¢ odlegtos¢ punktdéw na ptaszczyznie kartezjanskiej;

e potrafi wyznaczy¢ srodkowa w trdojkacie;

e potrafi wyznaczy¢ srodek odcinka;

e potrafi zastosowac zdobytg wiedze w rozwigzywaniu zadan z trescig.

3 Formy i metody Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia

e Praca z tablicg interaktywna

4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.

(ze szczegbtowym Wykorzystanie oprogramowania edukacyjnego — ogélnie dostepnego programu GeoGebra do
wskazaniem srodkéw | interaktywnego uczenia sie.

opracowanych w
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego oraz programu GeoGebra

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego ,Poradnik multimedialny” (temat 5), tablice interaktywna
oraz program GeoGebra. Uczniowie zapoznajg sie z trescig lekcji z poradnika multimedialnego. Przy
zagadnieniu Srodkowych tréjkata uczniowie zaczynajg prace z programem GeoGebra. Nastepnie
uczniowie rozwigzujg samodzielnie kolejne zadania.

Odlegtos¢ miedzy punktami A = (x4, v4) i B = (xg,yp) wyraza sie wzorem:

|AB| = \/(xg — x)2 + (¥p — Y4)?

Srodkiem odcinka o koricach A i B jest punkt S = (xg, y5), gdzie

_XatXp _Yatys
xS_T' ys_T
Ay
°A = (x4,Y4)

xVv

B = (xBin)
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Nauczyciel wprowadza ucznidw w podstawowe, przydatne na lekcji, opcje programu GeoGebra.
Uczniowie przy wykorzystaniu programu GeoGebra wyznaczajg $rodek ciezkosci dowolnego trojkata
oraz samodzielnie okreslajg zaleznosci miedzy odpowiednimi odcinkami w tym tréjkacie.

Praca indywidualna uczniéw z programem GeoGebra:
1. Uczniowie rysuja tréjkat o wierzchotkach: A=(2,2), B=(4,-1), C=(6,3).
2. Uczniowie wyznaczajg srodki bokdéw tréjkata ABC rysujgc symetralne jego bokow.
Przypominamy pojecie srodkowej trojkqta:
Srodkowgq tréjkqgta nazywamy odcinek tqczgcy wierzchotek tréjkqta ze srodkiem przeciwlegtego
boku tego tréjkgta.

Uczniowie t3czg:

- wierzchotek A ze srodkiem boku BC, czyli punktem E;

- wierzchotek B ze srodkiem boku AC, czyli punktem F;

- wierzchotek C ze srodkiem boku AB, czyli punktem D.

Nastepnie formutujg wnioski:

- $rodkowe |AE|, |BF|,|CD| przecinajg sie w jednym punkcie G, ktdry jest Srodkiem ciezkosci
tréjkata ABC.

- srodek ciezkosci tréjkata dzieli kazdg srodkowg w stosunku 2:1 (zaznaczmy dtugosci odcinka AD
i GD)

Na przyktad: w srodkowej AD, odcinek AG jest dwa razy dtuzszy od odcinka GD.

3. Uczniowie moga zmieni¢ potozenie jednego z wierzchotkdéw tego tréjkata i zaobserwowaé, jak
zmienia sie potozenie sSrodka ciezkosci danego tréjkata oraz jak zmienia sie zaleznos¢ miedzy
odpowiednimi odcinkami w tym trdéjkacie.
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Nastepnie uczniowie kontynuujg prace z poradnikiem multimedialnym analizujgc kolejne przykfady.

Przyktad 1.

Oblicz odlegtosé¢ miedzy punktami A = (—4,5)i B = (6,-2) .

Rozwiqzanie:

|AB| = /(x5 — x4)? + (V5 — Ya)?
|AB| = /(6 — (=4))2 + ((=2) — 5)2 = V100 + 49 = V149
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Przyktad 2.
Oblicz dtugosci srodkowej AD w trdjkacie o wierzchotkach A = (—2,3), B = (2,5), C = (4,1).

Rozwigzanie:
Punkt D jest srodkiem odcinka BC:
2+4 5+1
D= (55) D=3

Obliczamy dtugos¢ srodkowej AD w tréjkacie ABC:
|AD| = (3= (-2))2+ (3-3)2=V25+0="5

Przyktad 3.
Punkty A = (—2,—3) i B = (3,1) sa sasiednimi wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD, a punkt
S = (1,2) jest srodkiem symetrii tego rownolegtoboku. Oblicz wspétrzedne wierzchotkéw C i D.

Rozwigzanie:
D = (xp,yp)

C=(xcyc)

A=(=2,-3) B =(31)

Korzystamy ze wzoru na $rodek odcinka i wyznaczamy wspétrzedne wierzchotka C:

Xs = _xA;xC Ys = yAT-I-yC
1=22%¢  yx.=4 2=y =7 zatem C=(4,7)

2 2
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Analogicznie wyznaczamy wspétrzedne wierzchotka D:

xg = xB-;xD yg = yB';yD
1=3+% xD=—1 2=1+% yD=3 Zatem D=(_1,3)
Przyktad 4.

Wykaz, ze tréjkat o wierzchotkach A = (—2,3), B = (3,2), C = (4,7) jest tréjkatem prostokgtnym i
oblicz jego pole.

Rozwigzanie:

Obliczamy dtugosci bokéw tego tréjkata:
|AB| =/(3+2)2+ (2—-3)2=V25+1=+26
|AC] = /(4 +2)2 + (7-3)2 =36 + 16 = V52
IBC| = /(4 —3)2+ (7—2)2 =V1+25 =26

Sprawdzamy, czy zachodzi twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa :

Tw. Trojkqt jest prostokqtny, jezeli kwadrat dtugosci najdtuzszego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci dwdch pozostatych bokow.

2 2
|AB|? + |BC|? = (V26)" + (V26) =26 + 26 = 52 = (V52)% = |AC|?
Troéjkat jest prostokatny , wiec jego pole mozna obliczy¢ ze wzoru:

P=%-|AB|-|BC|
P =-V26-v26 = 13

Pole tréjkgta jest rowne 13.
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Przyktad 5.
Jedno z ramion tréjkata réwnoramiennego ABC jest zawarte w prostej o réwnaniu l: y = 2x + 3.
Podstawa trojkata jest odcinek o koricach A = (1,5) i B = (4,6). Oblicz wspdtrzedne wierzchotka C

tego trojkata.

Rozwiqgzanie:
Rysunek pomocniczy:

C=(x,2x+3)

B=(4,6)

Punkt C zawiera sie w prostej l: y = 2x + 3, wiec ma wspétrzedne C = (x, 2x + 3).

Tréjkat ABC jest rownoramienny zatem |AC| = |BC|
Jax—-1D2+2x+3-5)2=/(x—4)2+ (2x+3 —6)2
J(x— 1)2+ (2x—2)? = \/(x—4)2 + (2x — 3)?
Podnosimy obustronnie do kwadratu:
(x—1)2+2x-2)?2=(x—-4)?2*+(2x—3)?
Stosujgc wzory skréconego mnozenia otrzymujemy:
x2—2x+1+4x> —8x+4=x>—-8x+16+4x*—12x+9
Po redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy: x = 2.
Wspotrzedne punktu C = (2,7).
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Zadania do samodzielnego wykonania. Uczniowie przy rozwigzywaniu zadan mogg korzysta¢ z
programu GeoGebra . Nauczyciel jest osobg wspomagajaca.
Zad. 1.

Wykaz, ze tréjkat A,B, C jest prostokatny. Oblicz jego pole oraz miary katéw ostrych w tréjkacie, gdy:
a) A=(3,-2), B=(12), € =(0,1)

b) A=(43), B=(7,4), C =(55)

Zad. 2.

Podstawa trdjkata ABC jest odcinek AB, gdzie A = (3,5) i B = (9,—1). Oblicz wspdtrzedne punktu C
tak, aby trojkat ABC byt réwnoramienny, a jego pole byto rowne 30.

Zad. 3.

Punkty A =(-5,-3) i B =(—19) sadwoma kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD.

a) Oblicz pole tego kwadratu.

b) Wyznacz réwnanie prostej zawierajgcej przekatng BD.

Zad. 4.

Woyznacz odlegtos¢ punktu przeciecia sie prostych k: y =3x + 2i l:y = — %x + 5 od osi OX.

Zad. 5.

Dane sg punkty A = (—2,4), B = (1,-5), C = (7,1). Wykaz, ze tréjkat ABC jest rownoramienny.

Zad. 6.

Punkty A = (5,—2) i B = (17,2) sq wierzchotkami tréjkata prostokatnego ABC o kacie prostym przy
wierzchotku A. Wierzchotek C nalezy do prostej o rownaniuy = 2x + 3.

a) Wyznacz wspétrzedne punktu C.

b) Oblicz pole tréjkata ABC.

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 6: Proste rownolegle i prostopadle w ujeciu analitycznym

Temat zajec

Proste rownolegte i prostopadte w ujeciu analitycznym

Dziat Geometria analityczna

Klasa (poziom edukacyjny) druga technikum

Czas trwania zaje¢ 90 minut

Element (s e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy;
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem;
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii

analitycznej;

2 Cele szczegdtowe Uczen:
e potrafi zbadaé rownolegtos¢ i prostopadtos¢ prostych na podstawie ich rownan kierunkowych
e potrafi wyznaczy¢ réwnanie prostej rownolegtej do danej prostej i przechodzgcej przez punkt
e potrafi wyznaczy¢ réwnanie prostej prostopadtej do danej prostej i przechodzacej przez punkt
e potrafi zastosowac zdobytg wiedze w rozwigzywaniu zadan

3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca z tablicg interaktywna

4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w

K.
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujagc do tego ,Poradnik multimedialny” (temat 6) oraz tablice
interaktywna. Zapoznajemy ucznia z teorig, analizujemy ¢wiczenia, nastepnie uczniowie rozwigzuja
samodzielnie kolejne zadania.

Warunek réwnolegtosci prostych: k,: y=a;x+b; , ky: y=a,x+b,
k]_ ||k2®a1=a2

Uwaga.
Jezelia; = a, i by = b, ,toproste k; i k, pokrywaja sie.
Jezelia; = a, i by # b, ,toproste k; i k, sgroztaczne.
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Warunek prostopadtosci prostych: k;: y=a;x+b; , ky;: y=a,x+b,
klj_kz(:)a1'a2=—1

A
\'

kit y=ax+b,

v

ky: y=a,x+b,

Przyktad 1.
Znajdz réwnanie prostej rownolegtej do prostej y = 3 — 4x i przechodzacej przez punkt P = (1,-2).

Rozwiqgzanie:

Niech k:y = —4x + 3
liy=ax+b

llkesa=-4
ly=—4x+b

PeEles -2=—4-1+b

b=2
Szukana prostato y = —4x + 2
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Przyktad 2.
Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej 7x — 3y + 8 = 0 i przechodzacej przez punkt Q =
(0,4).

Rozwiqzanie:
Niech 7x -3y +8=0
7 8
k.y—§x+§
I: y=ax+b»b
lJ_k(:aE:—l wiec a=—§

l:y=—;x+b

Qelse 4=—;-O+b

b=4
Szukana prostato y = —%x +4
Przyktad 3.

Dla jakich wartosci parametru m proste o réownaniach(m +2)x —4y+8=0 i 6x—2y+1=0s3

prostopadte?

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy obie proste do postaci kierunkowej:
4y =(m+2)x+8 oraz 2y=6x+1

=42 y=3x+l
4 2

Proste te sg prostopadte , gdy @ 3=-1
m+2= —§

1
m=-3-
3
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Przyktad 4.
Wyznacz réwnanie prostej zawierajgcej wysokosc¢ tréjkata ABC poprowadzong z wierzchotka A, jesli
A= (317)1 B= ('31'1)1 C= (411)

Rozwiqgzanie:
1) Wyznaczam wspodtczynnik kierunkowy prostej BC: y = a;x + by
_1-nH_2
a1 = 4—(-3) 7
2) Prosta zawierajgca wysokos¢ tréjkata ABC poprowadzong z wierzchotka A jest prostopadta do

prostej BC zatem jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny:
2

(A ; =-1
a= —% wiec rownanie tej prostej toy = —%x +b
3) Punkt A nalezy do prostej y = —%x +b:
7==1.3+b
2 1 1
b=74+10-=17-
2 2 , .
Szukana prosta ma réwnanie y = —;xt 175
Przyktad 5.
Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka KL, jesliK =(9,2), L=(3,5).
Rozwigzanie:
Ke \ o |

m: y=ax+b
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Prosta m jest prostopadta do prostej przechodzgcej przez punkty Ki L.
1) Wyznaczam wspétczynnik kierunkowy prostej KL:

_52_3__1
M =357 567 72
2) Wyznaczam wspétczynnik kierunkowy prostej m:
1
a (-3 =-1
a=2

Zatemm: y=2x+b
3) Wyznaczam wspotrzedne srodka odcinka KL:

$=(633)
4) SEm=3-=2-6+b
b=-8

Réwnanie symetralnej odcinka KL to y = 2x — 8§

Zadania do samodzielnego wykonania:

Zad. 1.

Wiedzac, ze punkt A = (—1,—2) i prosta k ma réwnanie 4x + 3y — 2 = 0, napisz:
a) Réwnanie prostej / réwnolegtej do prostej k i przechodzgcej przez punkt A;

b) Réwnanie prostej m prostopadtej do prostej k i przechodzacej przez punkt A;

Zad. 2.

Oblicz pole tréjkata ABC, gdy A = (—3,—1),B = (—1,7), C = (3,1).

Zad. 3.

Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB , jesliA = (4,1) i B = (2,—3).
Zad. 4.

Punkty K = (9,—1) i L = (—7,3) s dwoma kolejnymi wierzchotkami prostokata KLMN. Na boku MN
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lezy punkt P = (4, —4).

a) Napisz rownanie prostej MN.

b) Oblicz wspétrzedne wierzchotka M.

c) Oblicz wspétrzedne srodka S symetrii prostokgta KLMN.

Zad. 5.

Punkty A = (—3,—4), B =(9,1), C = (14,13), D = (2,8) sg wierzchotkami czworokata ABCD.
a) Sprawdz, czy czworokat jest rombem.

b) Oblicz pole czworokata ABCD.

Zad. 6.

Oblicz dla jakich wartosci parametru k prosta o réwnaniu:

a) (k?+ 2k —3)+ (k+3)y + 10 = 0 jest réwnolegta do osi x
b) (k+6)x + (k? —4k —12)y — 5 = 0 jest réwnolegta do osi y.

7 Podsumowanie zaje¢ | Ocena aktywnosci ucznidw na lekcji i zadanie pracy domowe;j.

8 Uwagi metodyczne do | Mozna wykorzysta¢ program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidtowosci
realizacji rozwigzan.
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Scenariusz nr 7: Odleglos¢ punktu od prostej

Temat zajec Odlegto$¢ punktu od prostej
Dziat Geometria analityczna
Klasa (poziom edukacyjny) druga technikum
Czas trwania zajec 90 minut
Element L4
Lp. . Trescé zajeé
scenariusza
1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy

e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej

Uczen:

potrafi wyznaczyé odlegtosé punktu od prostej korzystajgc ze wzoru oraz bez jego uzycia;
potrafi wyznaczyé wspotrzedne punktu przeciecia sie prostych;

potrafi zastosowac zdobyty wiedze w rozwigzywaniu zadan.

2 Cele szczegdtowe

3 Formy i metody Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia

e Praca z tablicg interaktywng

4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAt LUDZKI EUROPEJSKI
NARQDOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




projekcie np. modut,
gra)
5 Wprowadzenie do Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.
zajec
6 Przebieg zaje¢ (petna | Lekcje prowadzimy wykorzystujagc do tego ,Poradnik multimedialny” (temat 7) oraz tablice
wersja) interaktywna. Zapoznajemy ucznia z teorig, analizujemy ¢wiczenia, nastepnie uczniowie rozwigzuja
samodzielnie kolejne zadania.
Odlegto$¢ punktu P = (x4, y,) od prostejk: Ax + By+C =0, A’+B?>0 wyraza sie
wzorem:
|Ax0+By0+C|
d(P, k) = —F——
( ) VA%+B2
y
k: Ax+By+C=0 * P = (x0,0)
X
Przyktad 1.
Oblicz odlegtos¢ punktu P = (—3,1) od prostej k o réwnaniu4x + 3y —1 = 0.
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Rozwigzanie:

[4-(=3)+3-1—1]  |-10] _ 10

d(P, k) = =
"0 VT3 V16%9 5

Przyktad 2.
Wyznacz odlegtos¢ punktu K = (4,2) od prostej przechodzacej przez punkty A = (=5,4) i B = (3,-2)

Rozwiqzanie:
Wyznaczam réwnanie prostej AB:
{4 =—-5a+b
—2=3a+b
Po rozwigzaniu uktadu réwnan otrzymujemy: a = —% b= %, wiec prosta AB ma rownanie w postaci
kierunkowej: y = — %x + %, za$ w postaci ogélnej: 3x + 4y —1 =10

Zatem odlegtos¢ punktu K od prostej AB wynosi:
g = l3arre-i 19 s
V32442 5 5
Przyktad 3.
Wyznacz odlegtos¢ punktu przeciecia sie prostych o réwnaniach —2x + 2y +10=0iy = —2,5x + 2
od prostej y = —x + 3

Rozwigzanie:
Wspdtrzedne punktu P przeciecia sie prostych wyznaczamy z uktadu réwnan:
—2x+2y+10=0
{y =-25x+2 [/ (—2)
—2x+2y+10=0
{ —5x—-2y+4=0
—7x=-14
X =2
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x=2
{y — _3 Wigc P=(2,-3)

Obliczamy odlegtos¢ punktu p od prostej m:y = —x + 3
mx+y—3=0
2+(—=3)—-3 4
d(P,m)=I (=3) |=—=2w/§
VErZ V2

Przyktad 4.
Oblicz pole tréjkata ABC wiedzac, ze A(—4,2), B =(0,4), C = (6,—4).

Rozwiqzanie:

Za podstawe tréjkata przyjmiemy odcinek AC, zas wysokos¢ h prowadzimy z wierzchotka B do prostej

AC. Wyznaczamy réwnanie prostej AC:

{2 =—4a+b po rozwiazaniu uktadu réwnan otrzymujemy:y = — 3x-2
—4=6a+b 5 5

Zamieniamy na posta¢ ogélng: 3x + 5y +2 =0

Mamy h = d(B,pr.AC) = % = % = 22;23_4

Podstawa AC ma dtugosé: |AC| = \/(6 + 4)2+(—4 —2)%2 =100 + 36 = /136

Obliczamy pole tréjkata ABC: P = %lACl “h
p=1./136 22V34 _ 1113634 _ 11-68 _ 29
2 34 34 34

Pole tréjkata wynosi 22.

Przyktad 5.
Punkt V = (2, —5) jest wierzchotkiem kwadratu. Jeden z jego bokéw zawiera sie w prostej o réwnaniu
x + 2y — 7 = 0. Oblicz pole powierzchni tego kwadratu.

Rozwiqzanie:
Punkt V nie nalezy do prostej x + 2y — 7 = 0, zatem odlegto$¢ tego punktu od tej prostej jest dtugoscia
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boku kwadratu:

_l242:(=5)-7] _ 15 _
Stada——m =—==35

Obliczamy pole kwadratu: P = a® = (3\/5)2 =45

S

Zadania do samodzielnego wykonania:

Zad. 1.

Oblicz dtugosci wysokosci oraz srodkowych tréjkata o wierzchotkach:
A=(35),B=(-32),C=(11)

Zad. 2.

Wierzchotkami tréjkata ABC sg punkty A = (—4,—1), B = (0,2),C = (—2,3).

a) Oblicz dtugosé wysokosci opuszczonej z wierzchotka C.

b) Oblicz pole tréjkata ABC.

Zad. 3.

Punkty A=(-2,-3), B=(4,-1), C=(6,3) sg kolejnymi wierzchotkami rownolegtoboku ABCD.
a) Znajdz réwnanie prostej CD.

b) Znajdz wspotrzedne wierzchotka D.

c) Oblicz pole réwnolegtoboku.

Zad. 4.

Punkty A = (1,2), B = (7,8), C = (1,5) sg wierzchotkami trapezu réwnoramiennego ABCD, w ktérym
bok AB jest rownolegty do boku CD.

a) Wyznacz wspétrzedne wierzchotka C

b) Oblicz pole tego trapezu

c) Napisz rownanie osi symetrii tego trapezu

7 Podsumowanie zaje¢ | Ocena aktywnosci ucznidw na lekcji i zadanie pracy domowe;j.

8 Uwagi metodyczne do | Mozna wykorzysta¢ program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidtowosci
realizacji rozwigzan.
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Scenariusz nr 8: Odleglos¢ miedzy prostymi rownoleglymi w ukladzie wspoétrzednych

Temat zajeé

Odlegtos¢ miedzy prostymi réownolegtymi w uktadzie
wspotrzednych

Dziat

Geometria analityczna

Klasa (poziom edukacyjny)

druga technikum

Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element (4o s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej
2 Cele szczegbétowe e Uczen:
e potrafi wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu od prostej;
e potrafi wyznaczy¢ wspétrzedne punktu nalezgcego do prostej;
e potrafi wyznaczy¢ odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi;
e potrafi wykorzystaé wczesniej zdobyte wiadomosci w rozwigzywaniu zadan.
3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca z tablicg interaktywng
4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.

(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
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opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujagc do tego ,Poradnik multimedialny” (temat 8) oraz tablice
interaktywna. Zapoznajemy ucznia z teorig, analizujemy ¢wiczenia, nastepnie uczniowie rozwigzuja
samodzielnie kolejne zadania.

Odlegtoscig dwdch prostych rownolegtych nazywamy odlegto$¢ dowolnego punktu jednej z tych
prostych od drugiej prostej.

Odlegtos¢ d prostych réwnolegtych o réwnaniach

Ax+By+(C; =0 i Ax+By+(C, =0
wyraza sie wzorem:
d = |C1-Cal

Przyktad 1.
Wyznacz odlegtos¢ miedzy prostymik:3x +y—2=0i l:3x+y+4=0.

Rozwiqgzanie:

Podstawiam do wzoru: d = T 10

Przyktad 2.
Wyznacz odlegto$¢ miedzy prostymi k:y = %x —-21i liy= %x +%
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Rozwigzanie:
| sposdb
Przeksztatémy dane réwnania prostych do postaci ogdlnej:
k: x—2y—4=0 I+ x—2y+1=0
Okreslamy wspoétczynnikii A =1 B= -2 C;=-4 (C, =1

Obliczamy odlegtos¢ miedzy prostymi: d= \/% = j—g =5
Il sposéb
e Wyznaczmy wspétrzedne punktu nalezgcego do prostej np. k : P=(2,-1).
e Wyznaczamy réwnanie prostej m: y = ax + b przechodzacej przez punkt P oraz prostopadtej
do prostej I: a = —2, wiec podstawiajgc wspotrzedne punktu P do rownania prostej m

otrzymujemy: —1 = —2-2+ b, b = 3, zatem prosta m ma rownaniem:y = —2x + 3
1 1
e Obliczamy wspotrzedne punktu przeciecia sie prostych m i I:{ Y= sz + 53; rozwigzaniem
y=-—-2x+

1
uktadu réwnan jest para Iiczb:{; 1 wspotrzedne punktu przeciecia sie prostychmi/

oznaczamy Q = (1,1)
e Obliczamy odlegtos¢ miedzy punktami P i Q:
Pl = A —-22+ (1 +DZ=15

Zatem odlegto$¢ miedzy prostymi réwnolegtymi k i / wynosi V5.

Przyktad 3.
Znajdz réwnania prostych réwnolegtych do prostej o réwnaniu v/3x — y — 4 = 0 i odlegtych od niej o 6.

Rozwigzanie:
Szukane proste majg réwnania:  V3x—y+C =0
d=6 zatem 6 = =)

/\/§2+(—1)2
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|C+4|
6 =——

2
Rozwigzaniami réwnania |C + 4| = 12 s3 liczby C = 8 lub C = —16.
Zatem szukane proste maja rownania: V3x —y+8=0 lub V3x—y—16=0

Przyktad 4.

Oblicz dtugosci wysokosci réwnolegtoboku, ktorego boki zawarte sg w prostych o réwnaniach:
ki: —2x+y—4=0, ky: —2x+y+6=00raz l;: x—3y—3=0, l,: x—3y+12=0

Rozwiqzanie:

Wysokosci réwnolegtoboku zwigzane sg z odlegtosciami prostych réwnolegtych, w ktérych zawarte sa
boki réwnolegtoboku.
Zatem  hy = d(ky, k) = ==L 10 _ 75
1 LRSI [=22+12 T VB
|-3-12] 15 _ 310
hy =d(, ) = =77 =5

JIZ+(=3)2  VJio 2

Przyktad 5.

Dla jakiej wartoéci parametru m odlegto$é miedzy prostymi 4x + 3y + (m?+3) =0 i 4x + 3y +
7 =0 jestréwna4?

Rozwigzanie:
Korzystamy ze wzoru na odlegto$¢ miedzy prostymi: 4 = % - 4 = l\f%:)'
Rozwigzujemy réwnanie |m? — 4| = 20
m?—4=20 lub  m?—4=-20
m? =24 lub m?=-16
Pierwsze z rbwnan ma rozwigzanie :m = 26 lub m = —2v6 , drugie za$ nie ma rozwiazan.
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Zadania do samodzielnego wykonania:

Zad. 1.

Oblicz odlegtos¢ prostych réwnolegtych o réwnaniach:

a) 3x+2y +5=0i3x+2y —4=0

b) y=2x+3i4x—-2y+7=0

Zad. 2.

Oblicz dtugos$¢ wysokosci rownolegtoboku, wiedzac, ze jego boki sg zawarte w prostych o réwnaniach
3x—4y+1=0i3x—4y+8=0 oraz —2x+2y+12=0i —2x+2y—4=0.

Zad. 3.

Podstawy trapezu o dfugosciach 5 i 7 zawierajq sie w prostych o réwnaniach x —2y +8 =0
ix—2y+7=0.0blicz pole tego trapezu.

Zad. 4.

Proste m i n s3 réwnolegte do prostej o réwnaniu 2x + 5y + 7 = 0 i przechodzg przez punkty
odpowiednio A = (—30,12) i B = (—34,2).

a) Znajdz réwnania prostych min.

b) Oblicz odlegtos¢ miedzy prostymimin.

c) Uzasadnij, ze odcinek AB jest prostopadty do prostych min.

Zad. 5.

Oblicz pole czworokata ograniczonego prostymi o rownaniach:

y=§x—3§,y=§x+1§,y=—2x—1,y=—2x+4

Podsumowanie zajec

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac¢ program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidtowosci
rozwigzan.
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Scenariusz nr 9: Rownanie okregu

Temat zajec

Réwnanie okregu

Dziat Geometria analityczna

Klasa (poziom edukacyjny) druga technikum

Czas trwania zaje¢ 90 minut

Element (s e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii

analitycznej

2 Cele szczegdtowe Uczen:
e potrafi wyznaczy¢ odlegtos¢ miedzy punktami;
e potrafi wyznaczy¢ wspétrzedne srodka okregu na podstawie jego wzoru;
e potrafi zapisa¢ rdwnanie okregu majgc dane wspodtrzedne jego srodka i dtugos$¢ promienia;
e potrafi wykorzystaé wczesniej zdobyte wiadomosci w rozwigzywaniu zadan.

3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca z tablicg interaktywna

4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujagc do tego ,Poradnik multimedialny” (temat 9) oraz tablice
interaktywna. Zapoznajemy ucznia z teorig, analizujemy ¢wiczenia, nastepnie uczniowie rozwigzuja
samodzielnie kolejne zadania. Korzystamy z tablicy interaktywnej.

Okregiem o srodku S i promieniu r nazywamy zbidr wszystkich punktow ptaszczyzny, ktérych odlegtos¢
od punktu S jest réwnarr.

N

Peo(S,r) e |SP| =1
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Odlegtos¢ punktu P = (x,y) od $rodka okregu S = (a, b) obliczamy stosujgc wzér na odlegtos¢ miedzy

punktami:

ISPl = {(x — @)% + (y — b)?

Je—)i+ G —b)i=r Réwnanie okregu o sSrodku

S = (a,b) ipromieniur >0

Zatem

Posta¢ kanoniczna

(x—a)®+ (y—b)* =r?

Réwnanie okregu mozna zapisa¢ w innej postaci:

x> +y2—-2ax—-2by+c=0 gy r*=a*+b*-c>0
Kotem o srodku S i promieniu r nazywamy zbidr wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktérych odlegtosé od
punktu S jest mniejsza lub réwna r.

Pek(S,r)e |SP|<r

Nieréwno$¢ (x — a)? + (y — b)? < r? (r > 0) opisuje na ptaszczyinie kartezjanskiej koto o $rodku
S = (a,b) i promieniur.

Nieréwno$¢ (x — a)? + (y — b)? > r? (r > 0) opisuje na ptaszczyinie kartezjanskiej zbiér punktéw
lezgcych na zewnatrz tego kota.

Przyktad 1.
Zapisz réwnanie okregu o $rodku S = (2,5) i promieniur = 4.
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Rozwigzanie:
Podstawiamya = 2,b = 5,r = 4 do wzoru:
(x—2)2+(y—-57?=16

Przyktad 2.

Napisz rownanie okregu o srodku w punkcie S = (—4,4) i przechodzacego przez punkt P = (—2,1).

Rozwiqzanie:
(x+4)?+(y—4)?=r?
Pe (x+4)+(y—4)?=r? zatem: (—2+4)2+(1—-4)? =12
r2=13 , r=+13
Wiec (x+4)??+(y—-4)?%?=13

Przyktad 3.
Napisz rGwnanie okregu o promieniu 6 i stycznego do obu osi uktadu wspoétrzednych.

Rozwiqgzanie:
Sa cztery takie okregi o sSrodkach : §; = (6,6), S, = (—6,6), 53 = (—6,—6), S, = (6,—6)
Zatem réwnania okregéw to:  (x — 6)? + (y — 6)? = 36

(x+6)2+(y—6)2 =36

(x+6)2+(y+6)? =36

(x—6)2+(y+6)2 =36

Przyktad 4.
Napisz rownanie okregu o $rednicy AB, wiedzac, ze A = (—3,7) i B = (5,1).

Rozwigzanie:
Wyznaczamy promien okregu: 1 = % |AB|
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gdzie |AB| =/(5+3)2+ (1-7)2=/64+36=+100=10 , wiec r =>5.

Srodek okregu jest $rodkiem odcinka AB: x; = _32+5 =1,y =22=4 stadS = (1,4).

> =

Szukany okrag ma réwnanie: (x —1)2 + (y — 4)? = 25

Przyktad 5.
Napisz réwnanie okregu wspoétsrodkowego z okregiem o rownaniu x2+y?—4x+6y—4=0
przechodzacego przez punkt M = (1,4).

Rozwigzanie:
Wyznaczmy wspétrzedne Srodka danego okregu:

—2a=-4 wiec a =2

—-2b=6 wiec b= -3
Wspétrzedne srodka szukanego okregu wynoszg S = (2,—3), zatem

(x—2)2+(@y+3)=r?
Me (x—2)>+(y+3)%=1r? stad

1-2)2+(4+3)2=r?
otrzymujemy r2=50 , r=5V2
Rownanie szukanego okregu to:
(x—2)2+(y+3)2=50

Zadania do samodzielnego wykonania:

Zad. 1.

Napisz rGwnanie okregu o Srednicy AB:

a) A=(-21)iB=(-7,-7)

b) A=(6,-3) i B=(-11)

) A=(,2) i B=(G -4

Zad. 2.

Zapisz w postaci kanonicznej rownanie okregu, podaj jego promien i wspotrzedne srodka oraz narysuj
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ten okrag.

a) x2+y?—10x+24y —56 =10
b) x2+4x+y?—2y—20=0
c) x2—2x+y?—6y—3=0
Zad. 3.

Napisz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC:

a) A=(1,2),B=(52),C=(5)

b) A=(55),B=(82),C=(22)

c) A=(—-4,-3),B=(-2,-3),C =(-1,2)

Zad. 4.

Napisz réwnanie okregu stycznego do osi y w punkcie P = (0,4) i przechodzacego przez punkt
R = (3,7).

Zad. 5.

Do okregu o $rodku S = (1,1) nalezy punkt VV = (2,2). Oblicz pole tréjkata réwnobocznego wpisanego
w ten okrag.

Zad. 6.

Napisz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A = (3,0) i B = (—1,2), ktdérego srodek lezy na
prostej o réwnaniux —y + 2 = 0.

Zad. 7.

Oblicz, dla jakich wartosci parametru m proste o réwnaniach 3x+2y—-m=0
i 2x + 3y —m+ 1 = 0 przecinajg sie w punkcie Q nalezagcym do okregu o srodku w poczatku ukfadu
wspotrzednych i promieniu dtugosci 1.

Praca domowa

Rozwigzanie jednego z testéw z poradnika multimedialnego.

7 Podsumowanie zaje¢ | Ocena aktywnosci ucznidw na lekcji i zadanie pracy domowe;j.

8 Uwagi metodyczne do | Mozna wykorzysta¢ program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidtowosci
realizacji rozwigzan.
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Scenariusz nr 10: Powtdrzenie wiadomosci z geometrii analitycznej - cz.1

Temat zajeé

Powtdrzenie wiadomosci z geometrii analitycznej - cz.1

Dziat

Geometria analityczna

Klasa (poziom edukacyjny)

druga technikum

Czas trwania zajec 90 minut
Element L4 s s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej
e Rozwijanie umiejetnosci logicznego twdrczego myslenia, wnioskowania, wspdtpracy,
wspotodpowiedzialnosci
2 Cele szczegdtowe e Uczen:
e potrafi zastosowac zdobytg wiedze w rozwigzywaniu réznych zadan;
e potrafi rozwigzywa¢ zadania zamkniete réznymi metodami( sprawdzania wynikéw, eliminacji
i preferencji, odkrywania).
3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca z tablicg interaktywng
4 Srodki dydaktyczne Tablica interaktywna, poradnik multimedialny.
(ze szczegotowym
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wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Zalogowanie sie w komputerze i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego ,Poradnik multimedialny” - TEST 1 oraz tablice

interaktywna. Uczniowie rozwigzujg samodzielnie kolejne zadania.
TEST1 Geometria analityczna

Zadania zamkniete.
1. Prostek:4x —2y+1=0il:y = ax + b sg rownolegte, wéwczas:

AL a=-2 B.a=—% C. a=% D. a=2
2. Srodek odcinka o koricach A=(1,2) i B=(3,-2) ma wspotrzedne:

A. (-1,0) B. (2,0) C. (-1,-2) D. (2,-2)

3. Punkty A=(-1,5) i B=(-3,2) sg wierzchotkami tréjkata rownobocznego ABC. Dtugos¢ boku tego
tréjkata wynosi:

A 5 B. V13 C. V67 D. V61
4. Prosteoréwnaniach mx+3y—1=0i (m+1)x+7y+1=0 przecinaja sie w punkcie P
= (2,-1), gdy
AL m=2 B. m=1 C m=-1 D. m=-2
5. Srodkiem okregu x? + y? — 8x — 6y = 0 jest punkt:
A. S=(-8,6) B. S=(-4,-3) C. S=(4,3) D. S=(8,6)
6. Na prostej AB, gdzie A =(0,-4) i B =(-1,4) lezy punkt:
A. N=(1,-4) B. N=(1,4) C. N=(-1,-4) D. N=(-1,4)
7. Rdéwnanie symetralnej odcinka o koncach M =(1,2) i N = (3,-2) ma postacé:
Al x—=2y—2=0 B.x-y=0 Cx—y+2=0 D . 2x—-y—2=0
8. Prostek i | sg prostopadte oraz k: y = —3x + 1. Wtedy prosta | ma réwnanie:
AL y=-3x+0b B.V=§x+b C..y=—§x+b D. y=3x+b
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9. Punkt przeciecia sie prostych o réwnaniach y = 3x + 5iy = x + 1 ma wspoirzedne:
A (2,-1) B. (-2,1) C. (-2,-1) D. (2,1)
10. Przeciwlegte wierzchotki kwadratu majg wspétrzedne A =(-1,-5) i C = (5,1). Bok kwadratu ma
dtugosc:
A. 82 B. V26 C. 4 D. 6

Zadania otwarte.
1. Napisz réwnania prostych, w ktérych zawierajg sie boki tréjkata ABC, jesli
A =(-5,-2), B =(7,-2), C = (-5,3)
Odp.: y=-2, x=-5y= —15—2x+%
2. Dla jakiej wartosci parametrum proste k:y = 9mx + 5 i l: y = m%x — 7 sa réwnolegte?
Odp.: m € {0,9}
3. Punkty A =(-5,-3), B=(2,3), C=(-3,6) sg wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego ABC. Oblicz
dtugos¢ ramienia tego tréjkata.
Odp.: V85
4. Napisz rownanie okregu o srodku S = (-2,5) i promieniu réwnym dtugosci odcinka o koricach
A=(3,-4) i B=(-4,2).
Odp.: (x + 2)2 + (y — 5)? = 53
5. W réwnolegtoboku ABCD dane sg wierzchotki A=(1,1), B =(6,-4), D = (0,8). Wyznacz wspdtrzedne
wierzchotka C i wykaz, ze rownolegtobok ABCD jest rombem.
Odp.:C=(5,3).
Pozostate testy sg do wykorzystania do powtdrzenia wedtug uznania nauczyciela.

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac¢ program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidtowosci
rozwigzan.
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Scenariusz nr 11*: Figury w ukladzie wspoéirzednych

Temat zajeé

Figury w ukfadzie wspoétrzednych

Dziat Geometria analityczna

Klasa (poziom edukacyjny) Druga szkoty ponadgimnazjalnej

Czas trwania zajec 90 minut

Element L4 s s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych graficznego przedstawienia

nieréwnosci i uktadéw nieréwnosci
e Rozwijanie umiejetnosci logicznego twodrczego myslenia, wnioskowania,  wspdtpracy,
wspotodpowiedzialnosci

2 Cele szczegdtowe Uczen:
e potrafi narysowac koto o danym srodku;
e potrafi przeksztatci¢ réwnanie okregu do postaci kanonicznej;
e potrafi narysowac w uktadzie wspétrzednych rozwigzanie nieréwnosci i uktadu nieréwnosci;
e potrafi opisac figure za pomocg nieréwnosci.

3 Formy i metody e Praca indywidualna —mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca ztablicg interaktywna

4 Srodki dydaktyczne Zadania z komputera, wykorzystanie programu do rysowania wykreséw funkcji.

K.
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Sprawdzenie obecnosci i powtdrzenie zagadnien z poprzedniej lekcji

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Temat lekcji realizujemy w oparciu o tablice interaktywna.
Nauczyciel przy wykorzystaniu tablicy interaktywnej rysuje trzy przyktady podzbioréw ptaszczyzny.
Wspdtrzedne punktédw nalezacych do tego zbioru spetniajg nieréwnosci:

e x>-3

e y> —%x + 2

1 4

* YS=3FTs
Twierdzenie:
Kazda z nieréwnosci liniowych postaci Ax + By + C > 0 lub Ax + By + C < 0 opisuje jednq z
potptaszczyzn, na jakie dzieli ptaszczyzne XOY prosta o rownaniu Ax + By +C = 0.
Jesli chcemy opisac czes¢ wspdlng pewnych podzbioréw ptaszczyzny, mozemy to zrobi¢ za pomoca
koniunkcji réwnan lub nieréwnosci. Za pomoca alternatywy mozemy opisa¢ sume zbioréw.

Przyktad 1.
Korzystamy z programu komputerowego stuzgcego do rysowania wykreséw funkcji.
Zaznacz zbiér wszystkich punktéw (x, y) takich, ze:
a) Ix—-y+1<0
b) y—x—-4=>0
c) 2<x<6
0<x<3
d){0<y<3
e) y<x—1lwh2<y<4
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y < x
) {ny_slubeZ

Nastepnie uczniowie wykonuja kolejne zadania z uzyciem tablicy interaktywnej.

Zadanie 1.
Zaznacz na pfaszczyznie wspotrzednych zbiory punktow, ktorych wspoétrzedne spetniajg podane uktady
nieréwnosci:

a){ x <4
3x—4=>0
x—4y+8=0
{Zx y+3>0
—y=0
c) { 6x+2y—9<0
x+y—-5=0
d) { 2x+y—4<0
3x — y+2<0
y=x y<2x+12
e { 1<y<4 { y < —x
¢ 2x — y>0
) {(x 4)2+(y+3)2<9
3x+y—-5<0
gl {(x+3)2+(y+2)2>1

h) { 2|lx| -4 >0

3x—-y—42=20
Zadanie 2.
Prosta | przechodzi przez punkty P = (—1,9) i Q = (2,—3), zas prosta k okreslona jest rownaniem
2x —y + 3m — 1 = 0. Wyznacz takie wartosci parametru m, aby punkt przeciecia prostych | i k nalezat
do wnetrza prostokata o wierzchotkach A= (1,-2),B = (3,-2), C= (3,1),D =(1,1).
Zadanie 3.
Oblicz, dla jakich wartosci parametru m punkt przeciecia sie prostych o réwnaniach
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x—y=m?+2m i x+y=m?— 4nalezy do prostokata o wierzchotkach :
A = (0,—4),B = (10, —4), C=(10,1), D=(0,1)
Zadanie 4.

Narysuj figure opisang uktadem nieréwnosci i oblicz jej pole:
a) { y < |x|
xZ+y2<2

b) {x2—4y+y2£0
y—|lx—=2]<0

9 {x2+y2+2x£0
y<x+1
Zadanie 5.
Oblicz dla jakich wartosci parametru p prosta o réwnaniu x+y=p ma jeden punkt wspdlny z wielokgtem
opisanym uktadem nieréwnosci:
0<x<4
a) {0 <y<3

x>0
b) { 0<y<3
y<-3x+6
-5<x<0
c) {—75)/30
x+y+6=0

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowe;j.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidfowosci
rozwigzan.
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Scenariusz nr 12*: Wektory w ukladzie wspoétrzednych

Temat zajec Wektory w uktadzie wspétrzednych.
Dziat Geometria analityczna
Klasa (poziom edukacyjny) Druga szkoty ponadgimnazjalnej
Czas trwania zajec 90 minut

Element fr ez
Lp. . Tresc zajec

scenariusza

1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy

e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem

e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej

e Rozwijanie umiejetnosci logicznego twdrczego myslenia, wnioskowania, wspdtpracy,
wspotodpowiedzialnosci

Uczen:

potrafi obliczy¢ wspotrzedne wektora;

potrafi dodawac¢, odejmowac wektory oraz mnozy¢ wektor przez liczbe;
potrafi wykorzysta¢ warunek rownolegtosci i prostopadtosci wektoréw;
potrafi zastosowac wiadomosci o wektorach do rozwigzywania zadan.

2 Cele szczegdtowe

3 Formy i metody Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia

e Praca z tablicg interaktywng

4 Srodki dydaktyczne Prezentacja programu Power Point “Wektory w uktadzie wspdtrzednych”
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Wprowadzenie tematu :

Temat lekcji realizujemy w oparciu o tablice interaktywnga. Lekcje prowadzimy wykorzystujac do tego
prezentacje programu Power Point ,,”Wektory w uktadzie wspotrzednych”.
PREZENTACJA W POWERPOINT w zatgczniku.

Prezentacja zawiera miedzy innymi:

Wspotrzedne wektora

Dtugos¢ wektora

Réwnos¢ wektorow

Wektory przeciwne

Dziatania na wektorach

lloczyn skalarny wektoréw

Wektory prostopadte

Wektory réwnolegte

Kat miedzy wektorami

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Rozwigzanie zadan z wykorzystaniem tablicy interaktywnej

Zadania do rozwigzywania na lekcji:

Zad 1.
Podaj wspétrzedne wektora AB oraz wektora E‘l), jezeli:

o = (253 18- (21}
b) A=(2-v53-7V5) i B=(7—-+5,V5)
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Zad 2.
Dane sg punkty A=(3,-2) , B=(7,8) , C=(-4,-7). Oblicz dtugosci wektorow ﬁ, ﬁ, BC.
Zad 3.

Niechd = [-5,0], b = [-1,-7], ¢ = [—%, 1]. Znajdz wspétrzedne wektora:
a) 10 (4d - ?)—2(&—25)
b) 26— (4d+b —©)
1
0 4(36+d)-202i-0)
d) —2d+3b—4¢+2(b +¢)
Zad 4.

Niech K = (0,3), L=(3,5), M = (7,-2), N = (2,0). Oblicz wspodtrzedne wektora:

a) KL + MN

b) KN —2LK

o (KM +LM)

Zad 5.

Znajdz? takie liczby m in , dla ktérych 4 = mv + nw, gdziev = [—4,3], u =[-13,15],
= [5,-9].

Zad 6.

Oblicz, dla jakiej wartosci k :

a) Wektor a = [4,—3] jest réwnolegty do wektora b= [k, 4],

b) Wektor ¢ = [—1%,2\@] jest rownolegty do wektora d= E,k].

Zad 7.

Dane sg punkty A = (—=2,5), B =(3,—4), C = (1,—1). Wyznacz taki punkt P, abyﬁ = 3BP +

+ 4CP.
Zad 8.

Dane sg punkty A = (6,0), B = (2,7), C =(—=1,9), D = (3,3), E = (8,12). Oblicz wspotrzedne
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i dtugos¢ wektora: 2BA — gﬂ’ + éﬁ)

Zad 9. Dane s3 wektory @ = [3p,2], b = [8,—q], &= [3q,2p].

a) Dla jakich wartosci piq wektory 2a i — 3b sg réwne.

b) Dla wyznaczonych wartosci p i q podaj wspétrzedne wektora przeciwnego do wektora il = 3b— ¢+
+ 2d.

Zad 10.

W tréjkacie ABC dane sg A = (—5,—3), AB = [1,—6], S = (—2,1), gdzie S jest Srodkiem boku BC.

Wyznacz rdwnanie prostej zawierajgcej wysokos¢ CD tego tréjkata.

Zad 11.

Niech A = (0,-2),B = (4,1),C = (—2,4),D = (—8,2). Czy czworokat ABCD jest trapezem? Czy jest

on rownolegtobokiem?

Zad 12.

Wykaz, czworokat ABCD, gdzie AD = [5,4], AC = [9,3], DB = [1,—3] jest trapezem.

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidfowosci
rozwigzan.
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Zataczniki do scenariusza nr 12

Prezentacja PowerPoint ,, Wektory w uktadzie wspoétrzednych”.
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Scenariusz nr 13*: Wzajemne potozenie dwoch okregow

Temat zajec Wzajemne potozenie dw6ch okregéw
Dziat Geometria analityczna
Klasa (poziom edukacyjny) Druga szkoty ponadgimnazjalnej
Czas trwania zajec 90 minut

Element fs oz
Lp. . Tresc zajec

scenariusza

1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy

e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem

e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii
analitycznej

e Rozwijanie umiejetnosci logicznego twdrczego myslenia, wnioskowania, wspdtpracy,
wspotodpowiedzialnosci

Uczen:

potrafi wyznaczy¢ srodek okregu i jego promien;

potrafi wyznaczy¢ wzajemne potozenie okregdw metoda syntetyczng;
potrafi wyznaczy¢ wzajemne potozenie okregdw metoda analityczng;
potrafi rozwigzywac zadania z parametrem.

2 Cele szczegdtowe

3 Formy i metody Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia

e Praca z tablicg interaktywng

4 Srodki dydaktyczne Prezentacja programu Power Point.
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Wprowadzenie tematu z uzyciem prezentacji programu Power Point.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Temat lekcji realizujemy w oparciu o tablice interaktywnga. Lekcje prowadzimy wykorzystujac do tego
prezentacje programu Power Point ,, Wzajemne potozenie dwdch okregow”:
Niech dane beda dwa okregi 01: (8,,71) i05: (S2,13),
gdzie S; = (aq,by), S, = (ay, by) - srodki tych okregéw , zas rq, r, - promienie.
Wowczas rownania tych okregéw przedstawiaja sie wzorami:
01: (x—a))*+(y—b)? =1y
02: (x — az)* + (y — bp)? = 1,7
Wzajemne potozenie pary okregow na ptaszczyinie zalezy od dwéch wielkosci:
» Sumy lub wartosci bezwzglednej réznicy promieni obu okregow:
r1+713lub |1y — 13|
> Odlegtosci miedzy sSrodkami tych okregéw: |S,S,|
oraz wzajemnej relacji miedzy tymi wielko$ciami

2

Okregi roztgczne
e Roztgczne wewnetrznie

|$182] < [ry—1;
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* Rozlgczne zewnetrznie

r
[ )
S1

|$1S2| > 11 + 13

Okregi styczne
e Styczne wewnetrznie

|S1S2] = |ry — 13
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¢ Styczne zewnetrznie

|S182| =711+ 13
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Okregi przecinajqce sie w dwoch punktach

[Ty — 12| <[$1S2l <71y 471
Metoda analityczna

Rozwigzujac problem wzajemnego potoienia dwodch okregdéw metodg analityczng, nalezy
przeprowadzi¢ dyskusje istnienia i liczby rozwigzan ukfadu réwnan ztozonego z réwnan obu

okregow:
(x—a)*+ @y —by? =1t
(x —az)* + (y — bp)? =1,?

Okregi roztgczne
Uktad rownan
{(x —a,)*+ (y—by)? =r1,?
(x —a)* + (y — bp)? =152
nie ma rozwiazania
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Okregi styczne
Wewnetrznie : Uktad réwnan

{(x —a)*+ (y—by)? =r1,?
(x —a)* + (y — bp)? =152
ma jedno rozwigzanie
(%0, Y0)
Zewnetrznie : Uktad rownan
(x—a)?*+(y—-b)? =1
{(x —a3)% + (y — by)? =157

ma jedno rozwiazanie
(%0, Y0)
Okregi przecinajqce sie w dwoch punktach
Ukfad rownan
{(x —a,)>+(y—by)? =r?
(x —a)* + (y — bp)? =152
ma dwa rozwigzania:
(x1,¥1) i (x2,52)

Przyktad 1

Okresl wzajemne potozenie okregéw o réwnaniach:
(x— D*+(y—2)? =4 oraz (x - 4)*+(y - 2)? =1
Wyznaczamy wspoétrzedne srodkéw tych okregéw:
Sl = (1! 2) ’ SZ = (4’ 2)
oraz dtugosci ich promieni:
1

T1=2 ) T2=E
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Nastepnie wyznaczmy:

© 15182l =V -12+(2-2)2=3
oraz
M ] + ry, = 2%
1
* ry—mal = 15
Stad 3 > 2% , czyli spetniony jest warunek

|S1S2| > 11 + 13
Zatem okregi sg roztagczne zewnetrznie.

Rozwigzanie zadan z wykorzystaniem tablicy interaktywnej

Zadania do rozwigzywania na lekcji:

Zad 1.

Sprawdz wzajemne potozenie okregdw o réwnaniach x? + y2 + 6x = 0

i x2+y2—4x+10y—7=0.

Zad 2.

Dane s3 okregi o réwnaniach x? + y2 —14x — 8y +49 =0 i (x — 6)? + (y + 3)%? = 16.

a) Okresl wzajemne potozenie tych okregéw

b) Napisz réwnanie symetralnej odcinka faczacego srodki tych okregdw.

Zad 3.

Punkty A = (—3,—4), B = (7,—4), C = (7,4) sa wierzchotkami tréjkata ABC.

a) Napisz rownanie okregu opisanego na tym trdjkacie.

b) Okresl wzajemne potozenie znalezionego okregu z okregiem o réwnaniu
x2+y2—12x + 6y = —42.

Zad 4.

Dane s3 okregi o réwnaniach (x + 2)? + (y — k)2 =18 i (x — 2k)? + (y — 2)? = 2. Wyznacz

wszystkie wartosci parametru k, aby te okregi miaty doktadnie jeden punkt wspdiny.
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Zad 5.

Oblicz , dla jakich wartosci parametru m okregi o réwnaniach

x—-m?+@+4)?=8i(x—-2)+(@y+m)>=2s3:

a) styczne wewnetrznie

b) styczne zewnetrznie.

Zad 6.

Okregi o réwnaniach (x —4)2 + (y —5)2 =25 (x — 7)?> + (y — 9)? = 100 s3 styczne wewnetrznie.

a) Oblicz wspétrzedne punktu stycznosci.

b) Napisz réwnanie okregu o mozliwie najwiekszym promieniu, ktéry jest styczny do jednego z tych
okregdéw zewnetrznie, a do drugiego wewnetrznie.

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidfowosci
rozwigzan.
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Zataczniki do scenariusza nr 13

Prezentacja PowerPoint ,,Wzajemne pofozenie dwdch okregéw”.
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Scenariusz nr 14*: Wzajemne polozenie prostej i okregu

Temat zajeé

Wzajemne potozenie prostej i okregu

Dziat

Geometria analityczna

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga technikum

Czas trwania zajec 90 minut
Element L4 s s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczacych geometrii

analitycznej
e Rozwijanie umiejetnosci logicznego twodrczego myslenia, wnioskowania, wspdtpracy,
wspotodpowiedzialnosci

2 Cele szczegbétowe Uczen:
e potrafi algebraicznie i graficznie okresli¢ wzajemne potozenie prostej i okregu;
e potrafi wyznaczy¢ réwnanie stycznej do danego okregu;
e potrafi wykorzystaé dotychczasowa wiedze do rozwigzywania zadan z parametrem.

3 Formy i metody e Praca indywidualna z komputerem — mobilna pracownia komputerowa
e Cwiczenia
e Praca z tablicg interaktywng

4 Srodki dydaktyczne Poradnik multimedialny ,, Geometria analityczna”.

(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
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opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Przygotowanie komputerdow i wtgczenie poradnika multimedialnego.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Temat lekcji realizujemy w oparciu o tablice interaktywnga. Lekcje prowadzimy wykorzystujgc ,,Poradnik
multimedialny” (temat 10*)

Wzajemne potozenie prostej k: Ax + By + C = 0 i okregu
o(S,7): (x —a)?+(y — b)? = r?, gdzie S = (a,b) na ptaszczyinie zalezy od dwdch wielkosci:

» Odlegtosci $Srodka okregu S od proste;j k:
» Dtugosci promienia okregu r oraz wzajemnej relacji miedzy tymi wielkos$ciami.

Wzajemne potozenie prostej i okregu w ujeciu analitycznym polega na rozwigzaniu problemu istnienia i
liczby rozwigzan ukfadu réwnan ztozonego z réwnania prostej i rownania okregu:

{ Ax+By+(C=0
(x—a)’+@-b)?=r’

“* Prosta jest roztgczna z okregiem, jezeli uktad nie ma rozwigzania.
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Prosta jest styczna do okregu, jezeli uktad ma jedno rozwigzanie.
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UWAGA

Styczna w punkcie P = (x4, V) do okregu o(S,7): (x — a)?+(y — b)? =r?, gdzieS = (a,b) ma
rownanie:

(x—a)(xo—a) + (y — b)(yo — b) = 1?
“» Prosta jest sieczng okregu, jezeli uktad ma dwa rozwigzania.
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Przyktad 1.

Okres$l wzajemne potozenie prostej k: y = x iokregu (x — 1)?+(y + 3)? = 4.

Rozwiqzanie:
Rozwigzujemy uktad réwnan: {

Po podstawieniu otrzymujemy:

(x—1)?%+(y+3)?2=4
x> +2x+6=0
A=4-12=-8<0

Uktad réwnan nie ma rozwigzania, zatem prosta i okrgg sg roztgczne.
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Przyktad 2.
Okres$l wzajemne potozenie prostej k: y = x iokregu (x — 1)?+(y + 3)? = 8.

Rozwiqgzanie:

RozwidzUi Kad réwnar { y=x
ozwigzujemy uktad rownan: (x — 1)2+(y +3)% = 8

Po podstawieniu otrzymujemy: x2 + 2x + 1 =0
A=4—-4=0 x=—"=-1

y=—1 zatem prosta i okrag sg styczne.

Uktad ma jedno rozwigzanie {

Przyktad 3.
Okresl wzajemne potozenie prostej k: y = x iokregu (x — 1)2+(y + 3)% = 16.

Rozwigzanie:
Po podstawieniu otrzymujemy: x2 + 2x —3 =0
A=4+12 =16 VA= 4

Réwnanie ma dwa rozwigzania: x; = _22+4 =1ix,= % =-3
=1 = —
Uktad ma dwa rozwigzania {; -1 lub {; —_3 zatem prosta i okrag przecinajg sie w dwdch

punktach (1,1) i (-3,-3).

Przyktad 4.

Napisz réwnanie stycznej do okregu (x + 2)?+(y — 3)? = 10 przechodzacej przez punkt P = (-1,0).

Rozwiqzanie:
Z réwnania okregu odczytujemy wspoétrzedne jego Srodka S = (-2,3).
Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzgcej przez punkty Si P:
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_Yp—ys  0-3

= = -3
Xp — Xg —-1+4+2

Zatem prosta styczna ma réwnanie postaci: y = éx + b. Wspo6trzedne punktu P spetniajg réwnanie

a =

stycznej, wiec: 0 = % (1) +b

p=1
3

Réwnanie stycznej do okregu o réwnaniu (x + 2)2+(y — 3)? = 10 i przechodzacej przez punkt
P =(-1,0) lezacy na tym okregu ma postac: y = %x + §

Przyktad 5.
Oblicz dtugoéé cieciwy okregu o réwnaniu (x — 2)?+(y + 1)? = 9 zawartej w prostej o réwnaniu
2y—x+1=0.

Rozwiqzanie:
Aby znalez¢ wspoétrzedne punktédw wspdlnych prostej i okregu, nalezy rozwigzac uktad réwnan:
{ 2y—x+1=0

(x—=22+(@+1)? =9
{ x=2y+1

(x—=22+@+1? =9
Po podstawieniu i wykonaniu przeksztatcen otrzymujemy réwnanie kwadratowe:

5y -2y —7=0
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Zatem dtugos¢ cieciwy, ktérej koricami sg punkty wspdlne prostej i okregu
A=(-1,-1) i B=(3 %, 1%), jest rowna:

i = (320 )+ (124 1) = (2 + () = [ o

Zadania do rozwigzywania na lekcji:

Zad 1.

Napisz réwnania stycznych do okregu o réwnaniu (x — 3)? + (y — 6)? = 16 i przechodzacych przez
punkt A = (0,2).

Zad 2.

Okrag przechodzacy przez punkt A = (—1,1) jest styczny do prostej o rownaniu y = x — 2 w punkcie
P = (4,2). Wyznacz réwnanie tego okregu.

Zad 3.

Dany jest okrag o réwnaniux? + y? + 4kx — 2ky + 5k? — 25 = Qi prostam:y = —%x + 1. Wyznacz

wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych prosta nie ma punktéw wspélnych z okregiem
Zad 4.

Prosta k: %x —y+ 1 =0 przecina okrag x> + y?> — 6x — 16 = 0 w punktach A i B.
a) Znajdz dtugosé cieciwy AB
b) Wyznacz wspoétrzedne punktu M nalezgcego do danego okregu tak, aby tréjkat ABM byt

prostokatny.
Zad 5.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych prosta y = —x — p ma przynajmniej jeden punkt
wspdlny z okregiem x? + y2 + 6x —4y +9 =0
Zad 6.

Dany jest okrag o réwnaniu x2 + y? + 6y = 16 iprosta l: mx —y + 2m — 5 = 0. Wykaz, ze dla kazdej
wartosci parametru m dana prosta ma z okregiem doktadnie jeden punkt wspdlny.
Zad 7.
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Oblicz, dla jakich wartosci parametru k do prostej o réwnaniu y = x + k nalezy punkt P, z ktérego
styczne poprowadzone do okregu o réwnaniu (x — 2)? + (y — 3)? = 6,25 przecinaja sie pod katem
60°.

Zad 8.

Wyznacz wspétrzedne wierzchotkéw kwadratu wpisanego w okrag o réwnaniu x2 + y2 —4x + 2y = 4
wiedzac, ze przekatna kwadratu zawiera sie w prostej o réwnaniuy = x — 3.

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci uczniéw na lekcji i zadanie pracy domowej.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Mozna wykorzystac program GeoGebra do rozwigzywania zadan lub sprawdzania prawidfowosci
rozwigzan.
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