Temat 1

Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych.

Rozwinigcie dziesietne liczby rzeczywistej.

»Liczby rzeczywiste rzadza Swiatem”
Pitagoras

Liczby rzeczywiste to jeden z najwazniejszych zbioréw w catej matematyce. Zbior
liczb rzeczywistych (R) jest sumg zbioru liczb wymiernych (W) oraz zbioru licz
niewymiernych (NW), co zapisujemy: R =W U NW .

Szczegblne miejsce zajmuja liczby naturalne, o ktorych si¢ méwi, ze stworzyt je sam Pan
Bdg do liczenia kamieni.

Przyjmujemy oznaczenia:

N — zbior liczb naturalnych

C - zbior liczb wymiernych

W — zbidr liczb wymiernych

NW — zbidr liczb niewymiernych

Elementy zbioru N oznaczamy mala literg n. Mamy zatem:

neN,N={0123..}

Liczba pierwsza nazywamy kazda liczbe naturalng wigksza od 1 podzielng przez 1 i sama
siebie.

Liczba zlozona nazywamy liczbe naturalng wigksza od 1, ktora nie jest liczba pierwsza.
Liczby: 0 oraz 1 nie sg ani pierwsze ani zlozone.

Liczby naturalne wraz z liczbami do nich przeciwnymi tworza zbiér liczb calkowitych, czyli
C={.—2-1012,..}
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Liczba parzysta nazywamy kazda liczbg catkowitg podzielng przez 2, natomiast liczby
nieparzyste to liczby catkowite, ktore nie sg podzielne przez 2.

Liczba 0 jest liczba parzysta.

Liczba wymierng nazywamy liczbg, ktorg mozna przedstawi¢ w postaci ilorazu dwoch liczb

calkowitych, tzn. w postaci m, gdzie m,n e C i n = 0. Pozostate liczby to liczby
n
niewymierne.

Kazda liczba rzeczywista ma rozwinigcie dziesigtne:
e skonczone lub nieskonczone okresowe, gdy jest liczbg wymierna,
lub
¢ nieskonczone nieokresowe, gdy jest liczbg niewymierng

Liczba przeciwng do a nazywamy liczbg —a. Zachodzi wowczas: a+(-a) = 0

Odwrotnoscia liczby a r6znej od zera jest liczba 1 . Zachodzi wowczas: a- 1 1.
a a
Pomigdzy liczbami naturalnymi, catkowitymi , wymiernymi i niewymiernymi mozna

zauwazy¢ nastepujace zwiazki:

NcCcWcRo>NW

Zapis: N c C czytamy:

Zbior liczb naturalnych jest podzbiorem zbioru liczb catkowitych

lub

Zbior liczb naturalnych zawiera si¢ w zbiorze liczb catkowitych.
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Temat 2

Przyblizenie i zaokraglenie liczby rzeczywistej. Blad przyblizenia.

W zyciu codziennym bardzo czg¢sto uzywamy zaokraglen. Sg one istotne w pomiarach
réznych wielkosci fizycznych czy chemicznych.

Jesli chcemy zaokragli¢ pewien ulamek dziesietny, to odrzucamy pewng liczbg cyfr
koncowych i stosujemy ponizsze zasady:

1. jesli pierwsza odrzucong cyfr jest ktoras z cyfr od 0 do 4, to zaokraglamy z
niedomiarem (czyli pozostawiamy bez zmian)

2. natomiast jesli pierwsza odrzucana jest ktoras z cyfr od 5 do 9, to zaokraglamy z
nadmiarem.

Czgsto zaokraglajac liczbe okreslamy jej rzad. I tak np.:

Zaokraglenia do tysigcy: Zaokraglenia do setek:
4321~=4000 7,01487 =7,01

8999 ~ 9000 3,925~3,93
127743~128000 16,4988~16,50

Jezeli zakupimy np. odkurzacz za 398, 90 zi, to powiemy, ze zakupili§my go za ok 400 zt lub
za okoto 390 zt uznajac, ze nie popethilismy istotnego btedu.

Kalkulator wynik dziatania 2:3 przedstawia z doktadnoscia do wigcej niz dwdch miejsc po
przecinku.

| tak mamy np.:
2_ 0,6666...
3

Liczba ta w przyblizeniu bedzie rowna 0,666 (z niedomiarem) lub 0,667 (z nadmiarem).
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Aby obliczy¢ blad przyblizenia pewnej liczby x odejmujemy przyblizenie tej liczby a od
naszej liczby czyli: x — a.

Bledem bezwglednym przyblizenia nazywamy warto$¢ bezwzgledng roznicy liczby x 1 jej
przyblizenia a, czyli: |X - a| :

Bledem wzglednym przyblizenia nazywamy stosunek btedu bezwzglednego do wartosci
[x-4|

2

Dane liczby 0,4817 ; 5,0378 ; 14,2998 zaokraglij z doktadnoscia do:
a) jednego miejsca po przecinku

b) dwdéch miejsc po przecinku

c) trzech miejsc po przecinku

bezwzglednej liczby x, czyli:
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Temat 3

Rozklad liczby naturalnej na czynniki pierwsze. Najwiekszy wspolny
dzielnik i najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ pary liczb naturalnych.

Kazdg liczbg ztozong mozna przedstawi¢ za pomoca iloczynu liczb pierwszych, czyli
roztozy¢ na czynniki pierwsze.

Wiedziat juz o tym Euklides w IV w. p. n. e., ktory w stynnym dziele Elementy w ksiedze IX
stwierdza, ze kazda liczb¢ mozna jednoznacznie przedstawic¢ jako iloczyn liczb pierwszych.

Kazda liczba naturalna (n > 1) jest albo liczba pierwsza albo iloczynem liczb pierwszych.

Rozktadajac na czynniki pierwsze dowolng liczbe naturalng wykonujemy kolejne dzielenie
tej liczby przez znaleziong najmniejsza liczbe pierwsza ja dzielacg. Otrzymany iloraz jest
nowy liczba, dla ktorej szukamy nastepng liczbe pierwsza ja dzielaca 1 powtarzamy tg
czynno$¢ az do uzyskania w ilorazie liczby 1. W ten sposdb otrzymujemy wszystkie dzielniki
pierwsze szukanej liczby.

Rozktad na czynniki pierwsze mozna wykorzysta¢ do wyznaczania najwickszego wspolnego
dzielnika (NWD) i najmniejszej wspolnej wielokrotnosci (NWW) pary liczb naturalnych.

Najwiekszy wspolny dzielnik dwoch dodatnich liczb naturalnych to najwigksza liczba
naturalna, przez ktéra sa podzielne obie liczby.

Najmniejsza wspolna wielokrotno$é¢ dwoch dodatnich liczb naturalnych to najmniejsza
liczba naturalna, r6zna od zera, podzielna przez obie te liczby.

Przyktad:

e NWD(108,162) szukamy w sposob nastepujacy:

-rozktadamy obie liczby na czynniki pierwsze: 108|2 162|2
54|2 813
27|13 213
913 93
3|3 3|3
1 1
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- wybieramy wspo6lne czynniki, a ich iloczyn to NWD(108,162) = 2333 = 54

e NWW(315,420) szukamy w sposob nast¢pujacy:

- rozktadamy obie liczby na czynniki pierwsze:  315| 3 4202
105| 3 210| 2
355 105| 3
77 35| 5
1 707
1

- wypisujemy czynniki pierwsze jednej z liczb i dopisujemy te, ktore nie wystapity w
rozkladzie drugiej liczby i mnozymy je , czyli NWW ( 315,420) =335722 = 1260
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Temat 4

Potegi o wykladnikach wymiernych. Prawa dzialan na potegach o
wykladnikach wymiernych i rzeczywistych.

Przypomnijmy podstawowe pojecia zwigzane z potgga o wyktadniku naturalnym.

Niech a bgdzie dowolng liczba rzeczywista.
Przyjmujemy, ze: a° =1, dlaa =0
=a

a"=a-a-a-..-a
%,—J

n czynnikéw
Liczb¢ a nazywamy podstawg potegi, n jest wyktadnikiem potegi.

Dla dowolnej liczby a réznej od zera oraz dowolnej liczny naturalnej n zachodzi:

Zatem rozszerzyliSmy pojecie potegi o wyktadniki catkowite.

Potege o wykladniku wymiernym okreslamy nastgpujaco:
a" =Va",dlaa>0imneN,

a :L,dlaa>0im,neN+

1
W szczegolno$ci zachodzi: a" =4a ,dlaa>0im,ne N,
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Prawa dzialan na potegach:

Jeslia>0ib>0orazr,seR,to prawdziwe s3 nastepujace rownosci:

1.
2.

r+s

a"-a*=a
a':b*=a""
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Temat 5

Pierwiastki. Prawa dzialan na pierwiastkach.

Pierwiastkiem arytmetycznym a stopnia n z liczby a > 0 nazywamy takg nieujemna
liczba b, dla ktorej b" = a.

Jezeli a<0 oraz liczba n jest nieparzysta, to %/a oznacza liczbe ujemna b taka, ze b" = a.
Pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja!
Prawa dzialan na pierwiastkach:

a=0ib=0

Jesli n i m s liczbami naturalnymi wigkszymi od 1 oraz , to zachodza

nastepujace rownosci:

. Va-b=¥a b

2. n\ﬁzﬁ,b;ﬁo
b b

Ya ="a
4. Yam (R/E)m

[N

w

KAPITAL LUDZKI uNIA EU?&%?S?Q

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

PROJEKT WSPOEANANSOWANY PRZEZ UMIE EUROPEKKA
¥ RAMACH EUROPESKIEGO FUMDUSZU SPOLECZMEGO



Temat 6

Procenty i punkty procentowe.

Niezwykle wazng umiej¢tnoscig wspotczesnego cztowieka jest postugiwanie si¢ procentami,
a od politykéw czy ekonomistéw styszymy o punktach procentowych.

Procent

P

1% pewnej wielkosci to setna czes$¢ tej wielkosci, zatem p% liczby a to 100 a.

Punkt procentowy
to réznica migdzy dwiema warto$ciami jednej wielko$ci podanymi w procentach.

Przyklad 1: Jesli nastapit wzrost jakiej$ wielkosci z 10% do 15% to wielko$¢ ta wzrosta o 5
punktow procentowych.

Przyklad 2: Jesli bank podnidst oprocentowanie kredytu z 8% na 10% to podnidst o 2 punkty
procentowe. Jednoczesnie wysokos¢ oprocentowania wzrosta 0 25% (za podstawe przyjmujemy

wysoko$¢ przed podwyzka (%-100% =25%)
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Procent

Temat 7

Przedzialy liczbowe i dzialania na nich.

Os liczbowa to prosta, na ktdrej zaznaczono zwrot dodatni, punkt zerowy i jednostke:

v

0 1

Przedziaty liczbowe to szczegolne podzbiory zbioru liczb rzeczywistych. Dzielimy je na
przedziaty ograniczone i nieograniczone (nieskonczone).

Niech a,be Ria<b.Wbwczas:

e (a;b) = {xeR:a<x<b} - przedzial ograniczony, obustronnie otwarty

o (ajb)= {X eR:a<x< b} - przedzial ograniczony, obustronnie domkniety
(zamkniety)

[ &

v

o (—w;b) = {x € R: x < b}- przedziat nicograniczony domkniety od minus

nieskonczonosci

o
b

v

o (atw)= {X eR:ix> a}- przedziat nieograniczony otwarty od a do plus

nieskonczonosci

&

O

a
(-00; +o0) =R cata 0§ liczbowa.

v
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Zwrdéémy uwage na rownowazne zapisy:

X>a
XG(a;b)<:>a<x<b<:>{ " x>aix<b
Xx<b

Skoro przedzialy sa podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych, to mozna na nich wykonywac
dziatania jak na zbiorach. Bardzo pomocne jest przedstawienie przedziatow na osi liczbowej i
wyznaczanie ich sumy, czgsci wspolnej 1 roznicy.

Przyklad 1:
Wyznacz zbiory AUB, AnB, A\B, B\ A, gdy A=(-3;2),B=(0;4).
Rozwigzanie:

Wykorzystajmy ilustracje graficzng danych przedziatéw liczbowych:

q
q
q
v

Mamy wéwczas:

AUB =(-34)

AN B =(0,2)

A\ B =(-3,0)

B\A=(24).

Przyklad 2:

Rozwazmy dwa zbiory:
A- zbidr dzielnikéw naturalnych liczby 16
B- zbidr liczb pierwszych mniejszych od 16

Wypisz wszystkie elementy zbiorow: AUB; ANB; A\B.
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Rozwigzanie:

Wypiszmy elementy zbiorow A i B. Mamy zatem:
A={,2,4816} oraz B = {2,35,7,11,13}
Wowczas:

AUB ={,2,34578111316}

ANB={2}

A\B = {,4,816}
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Temat 8

Czy wiesz, drogi Uczniu, jaka jest odlegtos¢ liczby 5 od zera? A jaka jest odleglosé¢
liczby (-4) od zera? Jaka jest odleglos¢ zera od zera?

Zapewne bez problemu bezbtednie odpowiesz na te pytania.

A teraz przedstawimy dane zagadnienie bardziej ,,profesjonalnie” wykorzystujac do tego celu
0§ liczbowa.

v

/=0

Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej (nazywana takze modulem liczby) w
interpretacji geometrycznej jest jej odlegloscia od punktu zerowego.

Zapamietaj!

Skoro warto$¢ bezwzgledna traktujemy jako odleglos¢, zatem dla kazdej liczby rzeczywistej
jej warto$¢ bezwzgledna jest liczbg nieujemna!

Kilka waznych wlasno$ci wartosci bezwzgledne;:

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi:

1. |x|20
2. |x=|-x
3. Jx_2:|x|; zauwaz, ze dla x>0 zachodzi: (+/x)? = x
4. [x-y[=[x-]y]
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=M, y#0
vl

5.

X
y
Algebraicznie warto$¢ bezwzgledng definiujemy nastepujaco:

X =

X, dla x>0
—-x dlax<0

Czyli dla liczb nieujemnych modut liczby jest ta sama liczba, za$ dla liczb ujemnych — liczba
do niej przeciwna.

Przykiad 1:

Zapisz bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej:

a) ‘w/g—Z‘
b) [1-+72

Rozwigzanie:

Ad a) zauwazmy, ze J5-2>0, zatem ‘\/g - 2‘ =5-2 (jest ta sama liczbg)

Ad b) zauwazamy, ze 1-42 <0, czyli ‘1—\/5‘ = —(1—\/5) =J2-1 (jest liczba

przeciwng do niej)

Przyklad 2:

Oblicz +/(4-417)°

Rozwigzanie:

Z wiasnosci 3) mamy: /(4 —4/17)° =‘4—Jﬁ‘ =—(4—17) =17 - 4,00 4 - 17 <0
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Nastgpny problem:

e Jakie liczby rzeczywiste sa odlegte od liczby 3 o 6 jednostek?
e Jakie liczby rzeczywiste sg odlegte od liczby (-1) o 4 jednostki?

Szukajac odpowiedzi na te pytania zilustrujemy sytuacje na osi liczbowe;.

-6 +6

T

|
D 1

v

-3 2 9

Zatem od liczby 3 o sze$¢ jednostek odlegle sa dwie liczby: (-3) oraz 9.

Zapiszemy wowczas:

|X - 3| = 6(zbidr liczb rzeczywistych x, ktorych odlegtosé na osi liczbowej od liczby 3 jest
rowna 6).

1L | A
= Y =
3

v

Od liczby (-1) odlegte o cztery jednostki sg dwie liczby: (-5) oraz 3.

Zapiszemy wowczas: |X +1| =4 (zbiodr liczb rzeczywistych x, ktorych odleglos$¢ na osi
liczbowej od liczby (-1) jest rowna 4).
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Uogdlnijmy:

Zapis: |x - a| =TI w interpretacji geometrycznej oznacza zbior liczb rzeczywistych, ktérych
odlegto$¢ od liczby a jest rowna r.

v

= ~ =

a-r . . . a a+r
Teraz z tatwosuig Jnterpretujemy NIero v uuSCl:

> |X - a| <r oznacza zbidr liczb, ktérych odlegtos¢ na osi liczbowej od liczby a jest

niewieksza niz r

a-r a+r
xela—r,a+r)

> |X - a| > I oznacza zbior liczb, ktorych odleglos$¢ na osi liczbowej od liczby a jest

wieksza nizr

J\ | J\ »
U O »

a-r ) a+r

x €(—o,a—r)u(a+r,+m)
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Przyklad 3:

Zbiorem liczb spetiajacych nierdwnosé |X - 4| < 3jest przedziat liczbowy:
A. (-3,3) B. (1,7) C.(1,5) D. (-4,3)

Rozwigzanie:

W powyzszej nierdwnosci a = 4 oraz r = 3. Wykorzystujac omoéwiong wczesniej interpretacje
geometryczng tego typu nierdwnosci otrzymujemy:

Zatem dang nieréwnos¢ spetniajg liczby z przedziatu (1,7). Odp. B.

Przyklad 4:

Zbior liczb rzeczywistych x przedstawiony ponizej na osi liczbowej jest zbiorem rozwigzan
nier6wnosci:

-7 3

A. |x-2/>5 B. [x+2/<5 C.[x-2/<5 D. |x-2/>5

Rozwigzanie:

Nalezy zauwazy¢, ze liczba (-2) jest odlegta od liczby (-7) oraz od liczby 3 o pi¢¢ jednostek.
Na osi liczbowej zaznaczono liczny rzeczywiste, ktore sa w odlegtosci niemniejszej niz pigé

od liczby (-2), zatem sg to liczby spetniajace warunek: |X - 2| >5. Odp. D.
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Temat 9

Logarytm liczby rzeczywistej. Logarytm iloczynu, logarytm ilorazu

i logarytm potegi o wykladniku naturalnym.

Logarytm zwigzany jest z potega.

Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a nazywamy wyktadnik X potegi, do Ktorej
nalezy podnies¢ liczbe a, aby otrzymac liczbe b: a* =b.

Zapisujemy:
log,b=x<a*=b

przy czym podstawa a jest liczba dodatnig r6zng od jednosci (a > 0i a #1), za$ liczba
logarytmowana b jest dodatnia (b > 0, jak wynika z wecze$niejszego okreslenia).

Zapamigtaj!

Logarytmowa¢ mozna tylko liczby dodatnie, a podstawa jest liczba dodatnia r6zna od
jednosci!!!

Logarytmowanie jest operacja odwrotng do potegowania (podobnie jak pierwiastkowanie)

Przyklady:
» log,32=5hb02° =32

1
> Iogsﬁ=%b032=ﬁ

> log ;1=0bo (+/2)° =1
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http://www.medianauka.pl/potegowanie
http://www.zgapa.pl/zgapedia/Pot%C4%99gowanie.html
http://www.zgapa.pl/zgapedia/Pierwiastek.html

Zapamigtaj!

Dla a>0ia=1 oraz b>0zachodzg rownosci:
e log,a=1boa'=a np. log,3=1

® log,1=0boa’=1np.log,1=0

2

J Iogaiz—lbo a™ =% np. Iogeéz—l

e log,a’ =bboa”=a" np. log, 2'** =16
Szczegdlny logarytm to logarytm dziesietny (logarytm przy podstawie 10):
wowczas zamiast log,, b piszemy logb.

Niech a>0ia=1, x>0,y>0,ne N, . Wowczas prawdziwe sa nastepujace wlasnosci
logarytmow:

1. Logarytm iloczynu
log, (x-y) =log, x+log, y

Przyktad: Iogﬁ4+logﬁ%: Iogﬁ(4-%) =log ;1=0

2. Logarytm ilorazu

X
log, V =log, x—log, y

Przyktad: logg 4 —log; 20 = log, 210 =log, % =-1

3. Logarytm potegi o wykladniku naturalnym

log,(b")=nlog, b

KAPITAL LUDZKI UNIA EU?&%?ES;'S%
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

PROJEKT WSPOEANANSOWANY PRZEZ UMIE EUROPEKKA
¥ RAMACH EUROPESKIEGO FUMDUSZU SPOLECZMEGO



Przyktad: log, 4° =9log, 4=9-1=9

Przyklad 1:

Oblicz warto$¢ wyrazenia a = log, 2—17 log, 3.

Rozwigzanie:

Obliczmy oddzielnie kazdy czynnik . I tak:
log 1 log, 37 =-3 oraz

Sor T
logg3=x<9" =3

3% =3"=2x =1, stad x:%

Obliczamy warto$¢ wyrazenia a = —3 %

3
a=-- (a=-15).
5 ( )

Przykiad 2:
Oblicz +/ab , wiedzac, ze log, a =5 oraz log, b = 2.
Rozwigzanie:
Z danych informacji najpierw obliczymy- korzystajac z definicji logarytmu - a oraz b.
log,a=5=>a=2°
log,b=2=b=2?

KAPITAL LUDZKI UNIA EUROPEISKA

EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

PROJEKT WSPOEANANSOWANY PRZEZ UMIE EUROPEKKA
¥ RAMACH EUROPESKIEGO FUMDUSZU SPOLECZMEGO



Zatem mamy:

Jab =+/2° .22 =/2°.2 = [(2%)2 .2 =2°J2 =82
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Temat 10”

Logarytm potegi i wzor na zmiane¢ podstawy logarytmu.

W temacie 9 poznaliSmy wzor na logarytm potegi o wyktadniku naturalnym. Wzor ten jest
prawdziwy takze w przypadku logarytmu potego o dowolnym wyktadniku rzeczywistym:

log, b® =clog, b, gdzie a>0ia=1,b>0,ceR

Przykiad 1:

Ustal, wykonujac odpowiednie obliczenia, ktora z liczb a czy b mniejsza, a ktora wigksza,
jesli:

a=1log,%/5, b=log4/100

Rozwigzanie:

1
> 1 1 1
a=log.53==log.5==-1==
I 3 9s°T3 Mg

1 1 1 1
b =10g1004 = log(10°)* =log102 =§I0910=E

Stad a<b,b01<1.
3 2

Czasami w dziataniach na logarytmach musimy sprowadzi¢ je do wspolnej podstawy.
Korzystamy wowczas ze wWzorow:

l. Iogax=log—bx
log, a
. log,b= :
log, a

dlaa>0ia#l,b>0ib=lorazx>0.
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Przyklad 2:

Oblicz:

a) log,, 64
b) log, 3(log,16 —log, 4)

Rozwigzanie:

Ad a) zauwazamy, ze liczby 16 i 64 sa potgegami liczby 4. Mozemy zatem zapisac
korzystajac ze wzoru na zmiang podstawy logarytmu:

log,16 _ 2
log,64 3

log,, 64 =

Ad b)

log, 3(log,16 —log, 4) =log, 3-log, % =log,3-log, 4 = Iogiz. log, 4 = |093: =log,4=2

3

I 3
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