Wstep

Zbidér ,M0j przedmiot matematyka” jest zestawem 132 scenariuszy przeznaczonych dla ucznidw szczegdlnie zainteresowanych matematyka.
Scenariusze mogga by¢ wykorzystywane przez nauczycieli zaréwno na typowych zajeciach lekcyjnych wpisanych w zakres podstawowy, jak tez
w ramach dodatkowych zaje¢ poszerzajgcych wiedze ucznidw, np. kota zainteresowan. Scenariusze wymagajg zastosowania komputeréw
z dostepem do internetu. Takie wyposazenie pozwoli na wykorzystanie srodkéw dydaktycznych przewidzianych w projekcie ,,Nauki Sciste
priorytetem spoteczeristwa opartego na wiedzy” takich jak moduty e-learningowe: ,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”,
,Funkcja kwadratowa”, ,,Réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe”, ,Wielomiany”, gry strategiczne ,Wyprawa Nasreddina”, ,Herbatka
u krélowej Anglii”, ,,Wyprawa na grzyby”, ,,Matemafia” oraz ,Miedzykontynentalna szkota”, poradniki ,Ciggi”, ,Planimetria”, ,, Trygonometria”,
»,Geometria analityczna”. Scenariusze mogg by¢ realizowane na zajeciach lekcyjnych jako catos¢ lub nauczyciel dokonuje wyboru okreslonych
materiatéw zgodnie z zaplanowanymi przez siebie tematami — zwieksza to elastyczno$é stosowania pakietu np. w sytuacji braku zapewnienia
w placéwce odpowiednich warunkéw technicznych do realizacji materiatu w oparciu o caty pakiet.
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Scenariusz nr 1: Przestrzen zdarzen elementarnych. Zdarzenia. Dzialania na zdarzeniach.

. . Przestrzen zdarzen elementarnych. Zdarzenia. Dziatania na
Temat zajec .
zdarzeniach.
Dziat Probabilistyka
Klasa (poziom edukacyjny) Klasa IV (IV poziom edukacyjny)
Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element (4 oos oz
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Usystematyzowanie wiadomosci dotyczgcych pojecia przestrzeni zdarzen elementarnych, pojecia
zdarzenia losowego oraz dziatan na zdarzeniach
e Rozwijanie umiejetnosci czytania tekstu matematycznego ze zrozumieniem
e Wyrabianie umiejetnosci korzystania z platformy Moodle
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e potrafi wyznaczy¢ zbior wszystkich zdarzen elementarnych;
e umiejetnie wyznacza zbiér zdarzen elementarnych sprzyjajgcych danemu zdarzeniu losowemu oraz
potrafi okresli¢ liczbe tych zdarzen;
e operuje stownictwem matematycznym.
3 Formy i metody e Dyskusja kierowana
e Cwiczenia
e Pracaindywidualna lub parami
4 Srodki dydaktyczne Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.
(ze szczegotowym
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wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Nauczyciel wprowadza w temat zaje¢, informuje o zasobach na platformie Moodle stanowigcych
o przestrzeni zdarzen elementarnych, zdarzeniach i dziataniach na nich. Te zagadnienia probabilistyczne
zamieszczone sg w temacie nr 6, lekcja ,,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobierstwa”.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie przypominajg zagadnienia wystepujgce w probabilistyce, analizujg przyktady oraz rozwigzujg
zadania utrwalajgce, ktore zostaty zamieszczone pod lekcjg nr 6. W bardziej ktopotliwych sytuacjach,
nauczyciel wspiera ucznia badZ to merytorycznie, badz technicznie (np. wskazujac edytor réwnan
niezbedny do zapisywania oznaczert matematycznych)

Uczniowie pracujg we wtasnym tempie, rozwigzuja zadania otwarte zamieszczone pod tematem nr 6.
Ponizej tresci tych zadan:
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Zadanie 1.

Prucamv trzv razv moneta.

a) Okresl przestrzen wszystkich wynikéw tego doswiadezenialosowego
b) Wypisz wszvstkie wyniki sprzvjajace zdarzeniom:

A —wypadly dwa orly
B —wypadly co najmnigj dwie reszki
C —wypadl co najwvzej jeden orzel
D —wvpadly czterv orly
Zadanie 2.
Brucamy dwa razy svmetrvema kostka do gry. Wpisz zdarzenia elementame sprzvjajace :

a) Zdarzeniu A polegajacemuna otrzvmaniu sumy oczek podzielne) przez 4
b) ZdarzeniuB polegajacenm na wyrzuceniu sumy oczek nie mniejszej niz 8
¢} Zdarzeniu C polegajacemuna otrzvmaniu za pierwszyvm razem co najmniej czterech oczek
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Zadanie 3.

Brucamyvraz moneta i szescienna kostka do grv. Okres] przestrzen © tego doswiadczenia a nastepnie
wypisz wszystkie wyniki sprzyvjajace zdarzeniom:

A —wypadla nieparzystaliczba oczek lub reszka

B — wypadla parzysta liczba oczekireszka

C —na kostce wypadlo nie wiecej niz szes¢ oczek
Zadanie 4.

Brucamy cztery razy svmetryczna moneta. Niech A omacza zdarzenie polegajace na ottzymaniu co
najmniej trzech orléw, zas B zdarzenie polegajace na otrzyvmaniu czterech orléw lub czterech reszek.
Wrpisz zdarzenia sprzvjajace zdarzeniom: A, B.

Przyktadem doswiadczenia losowego w rachunku prawdopodobienstwa jest takze losowanie talii
z karty. Przyblizajac talie 52 kart nauczyciel wykorzystuje tablice interaktywng. Przypomina uczniom
cztery wystepujgce kolory, blotki i figury. Przyktadowy obraz z tablicy interaktywnej (wybieramy
Zasadnicze sktadniki galerii-Matematyka-Statystyka i prawdopodobienstwo-Talia kart):
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Na zakonczenie uczniowie rozwigzuja zadanie z tym doswiadczeniem zwigzane:
Zadanie:
Z talii 52 kart losujemy jedna karte.
a) Podaj liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych
e Zdarzeniu A polegajacemu na wylosowaniu kréla
e Zdarzeniu B polegajacemu na wylosowaniu trefla lub dwajki
e Zdarzeniu C polegajagcemu na wylosowaniu karty starszej od dziewigtki
e Zdarzeniu D polegajgcemu na wylosowaniu blotki
b) Ze zdarzen A, B, C, D wybierz pary zdarzen wykluczajgcych sie.

Nauczyciel podkresla, iz istotng role w zadaniach z rachunku prawdopodobieristwa jest ustalenie (i to na
poczatku rozwigzywanego zadania) przestrzeni wszystkich wynikéw zdarzen elementarnych
doswiadczenia losowego. Zadania z rachunku prawdopodobienstwa niejednokrotnie sprawiajg
wrazenie zadan ,dziwnych”, rola nauczyciela w tym wypadku sprowadza sie do uswiadomienia
uczniom, ze tego typu zadania stawiajg ucznia czesto w sytuacjach problemowych (niezaleznie od
przydatnosci tego zadania w danej chwili), ktére wymuszajg stosowanie pewnych narzedzi
matematycznych czy tez matematycznej analizy sytuacji i twdrczosci m.in. w stosowaniu symboli
i jezyka matematycznego.

Podsumowanie zaje¢

Ocena aktywnosci ucznidw, prawidtowosci rozwigzywanych zadan, stosowanie odpowiedniego jezyka
matematycznego.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Bez uwag
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Scenariusz nr 2: Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Temat zajec Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Dziat Rachunek prawdopodobienstwa

Klasa (poziom edukacyjny) Klasa IV (IV poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 minut

Element (s e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogdlny e Usystematyzowanie wiadomosci dotyczacych klasycznej definicji prawdopodobienstwa
e Wdrazanie do wykorzystania posiadanej wiedzy do rozwigzywania problemoéw probabilistycznych
e Ksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania zadan zamknietych i otwartych
e Ksztattowanie umiejetnosci korzystania z programéw multimedialnych, platformy Moodle

2 Cele szczegdtowe Uczen:
e znaiumie zastosowac klasyczng definicje prawdopodobienistwa;
e ma wyrobiony nawyk sprawdzania otrzymanych odpowiedzi i koryguje popetniane btedy;
e ksztatci umiejetnos¢ samodzielnego zdobywania wiedzy, poszukiwania i selekcjonowania informacji

zawartych w tresci zadania;

e umie wybra¢ odpowiednig strategie rozwigzywania zadan zamknietych.

3 Formy i metody e Obserwacja
e Praca z komputerem — platforma Moodle
e Cwiczenia
e Pracaindywidualna

4 Srodki dydaktyczne Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Nauczyciel informuje co bedzie przedmiotem zaje¢, omawia organizacje pracy na lekgcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie loguja sie na platforme Moodle, wpisujg hasto, login. Po zalogowaniu sie wybieramy lekcje
,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieidstwa”, temat nr 7: ”Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa”. | tak uczniowie uporzadkowujg swojg wiedze na temat prawdopodobienstwa
w ujeciu klasycznym, zapoznajac sie z kolejnymi stronami tego tematu:

Strona nr 1:
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1. Prawdopodobieristwo w ujedu klasycznym

Zapewne odpowieszna pvtanie: jaka mamyv szanse otrzvmania orla ( czv teireszki) w
rzucie moneta (jakie jest prawdopodobienstwo otrzvmania orla {czv tez reszki) w rzucie
moneta)?

Mozemy spodziewac sie odpowiedzi: 0.5 lub 50%.
Teraz sformalizujemv pojecie prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia np. A.
Jezeli przestrzen £ jest skofczona i wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo
prawdopodobne, to prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia jest ilorazem liczby

zdarzen elementarnvch sprzvjajacvch temu zdarzeniu przez liczbe wszyvstkich zdarzen
elementarnyvch.

Zapisujemv: PlA)y=

el [IFY|

gdzie Q- liczba wszystkich zdarzen elementamych,

j -liczba zdarzen sprzvjajacych zdarzeniu 4.

Uczniowie na kolejnej stronie majg w bardzo czytelny sposéb zapisang ,recepte” na rozwigzywanie
pewnego typu zadan w rachunku prawdopodobierstwa:
Strona nr 2:
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"Recepta” na zadania

W rachunku prawdopodobieristwa moinag pewna grupe zadail rozwigsoywac wedlig

nastepujacego schemeatii;

1. Okreslamv, na czvim polega doswiadczenie losowe oraz czvm jest zdarzenie
elementarne

Znajdujemy liczbe wszystkich zdarzen elementarmnyvch 2

3. Nazvwamy zdarzenie np. A { o ktorvmm mowa w zadaniu) oraz okreslamv liczhe
zdarzen elementamvch sprzvjajacvch zdarzeniu A, ktorego prawdopodobienstwo
nalezy policzyc

I

4. Obliczamy P(A)=

o] [N

W dalszej czesci uczniowie analizujg dwa przyktady, by lepiej zrozumied istote rozwigzywania tego typu
zadan.
Strona nr 3:

i
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2. Przyktady zastosowania klasycznej definicji prawdopodobienstwa
Proyvkdad 1:

W klasie liczacej 25 uczniow jest 10 dziewczati 15 chlopecow. Na lekeji zostat zapytany jeden
uczen. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze byl to chlopiec?

Rozwigzawnie:

Mamyv zatem:

E=l =25, E=15 gdzie A omacza zdarzenie: zapvtany zostal chlopiec

Z Klasveznej def. prawdopodobienstwa:

. 15 3
Lezvli PlA)=—==.

A= 25 s

) bl

Odp. Prawdopodobienstwo, ze bedzie odpowiadat chiopiec jest rowne %

Strona nr 4:
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Proyvklad 2:

Danv jest zbior liczb {1, 2.3, . 30%.

Ze zbioru wvlosowano jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania:
a) liczbv nieparzyste),

b) liczby podzielnej przez 2 lub 3

Rozwigzanie:

Zauwaimy, zg E=1 =50,

Niech A — wvlosowano liczbe nieparzvsta, j[ =25

B — wvlosowano liczbe podzielna prze 2 lub przez 3, E =32

25 1 32 16

Zatem: P(A)=—=—, P(B)=—=—

PA) 50 2 PB) 50 25
Utrwaleniu i sprawdzeniu posiadanych umiejetnosci postuzg zadania otwarte

bezposrednio pod tematem nr 7:
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Fadamie 1

W szesciokacie wvpuklvm wvbieramv losowo dwa wierzcholld. Traktujemv je jako konce
pewnego odcinka. Oblicz prawdopodobienstwo tego_ ze odcinek ten nie jest bokiem
szesciokata.

Zadanie 2

W umnie majduje sie 6 kul biatvch i 4 czame. Losujemyv jednoczesnie trzv kule. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tvim, Ze wylosowane kule beda czame.

Zadanie 3

Z pieciu pretow o dlugosci odpowiednio: 1,23 4.5 jednostek dlugosci wybrano losowo trzy.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, Ze mozna z nich zbudowac trojkat prostokatny.
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Zadanie 4

Fzucamy cztery razy svmetrvezna monete. Oblicz prawdopodobienstwo:
a) zZe orzel wvpadnie parzysta ilos¢ razv;
b) Zena pierwszvch dwoch monetach wvpadnie reszka;
c) Zereszka wypadnie, co najmniej dwa razv;
d) ze orzel wvpadnie, co najwvzej 3 razv.

Zadanie 5

W pewnej loterii na 100 losow 3 jest wygrywajacych. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wsrod
3 kupionvch losow tej loteri 2 sa wvgrvwajace 1 1 przegrvwajacy.

Zadanie 6
Fzucono moneta i kostka szescienna do grv. Niech A4 ozmacza zdarzenie: wvpad! orzel i
parzysta liczba oczek, F — wyvpadl orzel i liczba oczek podzelna przez 3. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzen 4. B, AU B

Zadanie 7

Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze ustawiajac dwie dziewczyny i pieciu chlopcow w rzedzie,
dziewczeta nie beda staly obok siebie?
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Zadanie 8

Z talii 32 kart losujemyv cztery kartv. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania:
a} kart tego samego kolom;
b) czterech asow;
c¢) dwoch dam i dwoch krolowr;
d) trzech dziesiatek i jednej czwarkd;
e) kart roimvch kolorow.

Zadanie 9

Ze zbioru cvir {].,2?} wybieramy losowo bez zwracania trzy rofme cvirv i zapisujemyv je w
kolejnosci losowania tworzac liczbe trzvevfrowa. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzvmania
liczbv mniejszej od 4657

Zadanie 10

Fzucamyv trzyv razv kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze choc raz wvpadnie szostka?

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie rozwigzujg samodzielnie zadania, rozwigzania przesytaja wykorzystujgc platforme Moodle,
o ocenie zadania nauczyciel informuje ucznidéw takze wykorzystujac platforme Moodle.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Bez uwag
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Scenariusz nr 3: ,Drzewka” w rachunku prawdopodobienstwa

Temat zajec »Drzewka” w rachunku prawdopodobienstwa
Dziat Rachunek prawdopodobienistwa
Klasa (poziom edukacyjny) Klasa IV (IV poziom edukacyjny)
Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element (s e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Usystematyzowanie wiadomosci dotyczacych ,, drzewek” w probabilistyce
e Ksztattowanie umiejetnosci logicznego myslenia i wyciggania wnioskéw
e Ksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania zadan otwartych
e Ksztattowanie umiejetnosci korzystania z programéw multimedialnych, platformy Moodle
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e znaiumie zastosowaé metode ,drzew” w rachunku prawdopodobienstwa
e ma wyrobiony nawyk sprawdzania otrzymanych odpowiedzi i koryguje popetniane btedy
e ksztatci umiejetnos¢ samodzielnego zdobywania wiedzy, poszukiwania i selekcjonowania informacji
zawartych w tresci zadania
e umie zachowac dyscypline czasowa
3 Formy i metody e Pogadanka
e Obserwacja
e Praca z komputerem — platforma Moodle
e Cwiczenia
e Pracaindywidualna
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Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.

Wprowadzenie do
zajec

Nauczyciel informuje co bedzie przedmiotem zaje¢, omawia organizacje pracy na lekcji, pogadanka
o metodach rozwigzywania zadan w rachunku prawdopodobienstwa.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie loguja sie na platforme Moodle, wpisujg hasto, login. Po zalogowaniu sie wybieramy lekcje
»Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”, temat nr 8: ”Drzewka” w rachunku
prawdopodobienstwa”. Uczniowie uporzadkowujg swojg wiedze na temat metody drzew w rachunku
prawdopodobienstwa, zapoznaja sie z kolejnymi stronami tego tematu:

Strona 1:

1. Wprowadzenie do metody , drzewek” w rachunku
prawdopodobienstwa.

Fozwiazjac zadania probabilistvczne moina wvlkorzystac poznane pojecia i wzory
kombinatorvezne jak rowniez metode graficzna.

Graficeny opis wicloetapowego doswiadczenia losowego za pomoca diagramu
nazvwamy drzewem stochastveznvm lub krotko drzewem. Metoda _drzewa™ pozwala
zobaczve przebieg doswiadczenia losowego, zauwazve, Ze rozwiazanie zadania jest bardzo
naturalne i zgodne ze zdrowvm rozsadkiem.

Na czy polega metoda .. drzew™”?

Strona 2:
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1.1. Przyktad zastosowania "drzewa"

Przeanalizujmv nastepujacy problem:

W Klasie III a jest 14 dziewczat i 16 chlopcow, w klasie III b jest 17 daewczat i 13
chlopcow. Z obu klas na wvcieczke moze pojechac tvlko jedna osoba. Uczniowie postanowili,
Ze wvbiora ja w nastepujacy sposob: rzuca raz svmetrvczna kostka do grv, jesli wypadnie
parzvsta liczba oczek, to pojedzie osoba z Klasv III a, w przeciwnvm wvpadku osoba z III b.
Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze na wycieczke pojedzie dziewczyna?

Zauwaimy, Zze nasze doswiadczenie jest dwuetapowe. I tak:
pierwszy etap to rzut kostka do grv, nastepnie w zaleimosci od tego, czv otrzvmalismy
parzvsta czv nieparzysta liczba oczek, wvbieramv osobe albo z Klasy IIT a albo z III b (to drugi
etap tego doswiadczenia).

Fwsujac .drzewko™ rozpoczvnamyv od Wﬁeﬂm (poczatek) drzewa, nastepnie
umieszczamy wniki kolejnvch etapow doswiadczenia pod krawedziami (odcinkami). Obok
krawedz zapisujemy prawdopodobienstwa otrzvmanvch wvnikow.

Otrzymujemy w ten sposob ciag korawedz (laczv on poczatek drzewa z koncowvm
wynikiem) zwanvch galeziami. Kazdej galezi opowiada pewien wvnik naszego doswiadczenia,
np. wyvnik (P.D) omacza, ze w rzucie kostka otrzvmano parzysta liczbe oczek i wvlosowana
osoba jest daiewczvna z Klasv 111 a.

Strona 3:
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1.2. rozwigzanie przyktadu metodq "drzew"

Wazne!
Suma prawdopodobienstw przvpisanvch krawedziom wvchodzacym z jednego wezelka drzewa jest
rowna 1.
Przvimujemyv oznaczenia:
P — zdarzenie polegajace na tvm, Zze w rzucie kostka do grv otrzvmano parzysta liczbe oczek
N — _otrzymano nieparzysta liczbe oczek™ (zapis skrocony)

D — _wvbrano dziewczyne™
C — _wvbrano chiopca™
N
P N I etap-rzut kostka do gry
14.-’3{/ 16:& 1?.-’3/ \3.-"30
D C D

C II etap — wybor osoby

Pogrubione linie to gatezie sprzvjajace temu, iz wybrana losowo osoba to dziewczyvna.
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Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tvin, Ze na wycieczke pojedzie dziewczvna.

Wowczas: P(A):l.5+l.ﬂ
2 30 2 30

31

Ay=—

P(4) 0

- . e g . . 31
Odp. Prawdopodobienstwo tego, Ze na wycieczke pojedzie dziewczyna jest rowne 50

Uczniowie przypominajg dwie podstawowe zasady obowigzujgce przy stosowaniu ,,drzewek”:
Strona 4:

2. Reguta mnozenia i reguta dodawania dla "drzew"

Obliczajac P(A) wvkorzystalismv dwie reguly (zasadvy) stosowane przv
rozwiazvwaniu zadan metoda _drzew

Regula mnozenia dla drzew.
Prawdopodobienstwo zdarzenia reprezentowanego przez jedng galaz drzewa
jest rowne iloczynowi prawdopodobienstw przypisanych krawedziom.
z ktorych sklada sie ta galgz.

Regula dodawania dla drzew.
Prawdopodobienistwo zdarzenia opisanego przez kilka galezi drzewa jest rowne
sumie prawdopodobienstw otrzymanych dla tych galezi.
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Strona 5:
3. Przyktad zadania rozwigazanego metodq drzew oraz z
wykorzystaniem kombinatoryki

Zadanie:

W urnie jest 5 kul biatvch. 2 czerwone i 3 niebieskie. Losujemy kolejno bez
zwracania dwie kule. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania dwaéch kul
tego samego koloru?

Strona 6:
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I sposcb rozwiazania: metoda , drzew”

Przvjmujemy oznaczenia: B —wvlosowanie kuli biatej
C — wvlosowanie kuli czerwonej
N — wvlosowanie kuli niebieskigj

Doswiadczenie jest dwuetapowe. £ umy zawierajacej 10 kul (3 B, 2 C, 3 N) losujemyv_bez
swracania dwie kule, zatem diagram tego doswiadczenia w postaci drzewka jest nastepujacy:

5/10 /10

/10

vs]
]
2

B C N B C N B C N

Niech A omacza zdarzenie | wvlosowano dwie kule tego samego kolorm™

i
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54 21 3 2
Wowczas korzvstajac z ,.drzewa™ mamv: A= -+ =+ .=
R 7 H}1ﬂ91{}91{}9

14

Ay=—

P(A) 5

Odp. Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul tego samego kolor jest rowne E .

Strona 7:
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II sposob rozwigzania: kombinatorvka

dziesiecioelementowego:

= 16 101

Q=Cp =( J=—=45
2, 2L8I

A- _wvlosowano dwie kule tego samego kolom™

Liczba zdarzen sprzvjajacvch A

v |l

=Ccl.c}-ci+cl-ci;-ci+cl-.ct-ci

(1)

A=14

Z Klasvcznej definicji prawdopodobienstwa mamwv:

,_.
de

P(d) =

ol [N
e
Ln

Strona 8:

Losujemy dwiekule z dziesieciu, kolejnosc nie jest waima, zatem liczba wszystkich zdarzen
elementarnvch tego doswiadczenia jest rowna liczbie kombinacii dwuelementowych zbhioru
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4. Uwagi koricowe.

Przv pomocy .drzewka”™ moina rozwiazac prawie wszystkie zadania z rachunku
prawdopodobienstwa na poziomie szkoly ponadgimnazjalnej.

Metoda ta ma swoje slabe stronyv. Problemem bedzie narvsowanie . drzewka™ o duzej
liczhie galezi, a mozZe taka svtuacja miec miejsce, gdv doswiadczenie sklada sie z wielu
etapow np. trzvkrotny rzut kostka do grv, czv tez pieciokrotny rzut moneta.

I w takich sytuacjach niezastapiona jest metoda kombinatorvczna!
W dalszej czesci uczniowie rozwigzujg zadania otwarte zamieszczone bezposrednio pod tematem nr 8:
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Zadanie 1

W trzech urnach rozmieszczono 12 kol biatych 1 12 kul czerwonwch. Liczbe tvch kul w
poszezegolnyeh umach przedstawia poniZsza tabela:

Umal | Uma Il | Uma III
Liczba kul biatvch 2 6 4
Liczba kul 4 7 1
czerwonvch

Z. losowo wybranej umy wvbieramy jedna kule. Co jest bardziej prawdopodobne:
wvlosowanie kuli bialej czv wvlosowanie kuli czerwone)? Odpowiedzuzasadnij wvkonujac
odpowiednie obliczenia.

Fadanie 2

Wsrod osmiu monet jedna jest falszvwa. Losujemv dwie monetv. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze wvlosujemv monete falszvwa?

Fadanie 3

Ezucamy trzv razv svinetrvczna moneta. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego
na tvm, Ze tvlko na dwoch monetach wvpadtorzet.
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Zadanie 4

W loterii jest 20 losow, z ktorych cztery wygrywa, a nastepne cztery daja prawo wvciagniecia
dodatkowego losu. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze kupujac jedenlos wvgramy.

Zadanie 5

Wsrod dwach kostek szesciennvech do grv jedna jest prawidlowa, druga zas ma na
przeciwleglvch sciankach odpowiedni jedno, trzv i pie¢ oczek. Rzucamy losowo wvbrana
kostka. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na wvpadnieciu trzech oczek.

Zadanie 6

W paczce znajduje sie 8 ksiazek po 30 zt, 4 ksiazka po 20 zt oraz 2 ksiazki po 30 zt. Losujemy
zpaczki dwie ksiazli. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) Ohbie ksiazki maja te sama cene
b) Obie ksiazki kosztuja razem B0 zb

7 Podsumowanie zaje¢ | Nauczyciel ocenia aktywnos¢ uczniow podczas zajec.

8 Uwagi metodyczne do | Nauczyciel udziela informacji o ocenie zadan poprzez platforme Moodle.
realizacji
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Scenariusz nr 4: Wlasnosci prawdopodobienstwa

Temat zajec

Wiasnosci prawdopodobienstwa

Dziat Rachunek prawdopodobienistwa
Klasa (poziom edukacyjny) Klasa IV (IV poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 minut
Element (s e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny o Cwiczenie umiejetnosci stosowania wtasnosci prawdopodobieristwa
e Ksztattowanie umiejetnosci korzystania z programéw multimedialnych, platformy Moodle
2 Cele szczegdtowe e Uczen:
e znaiumie zastosowac wtasnosci prawdopodobieristwa;
e ksztatci umiejetnos¢ samodzielnego zdobywania wiedzy, bycia odpowiedzialnym za wyniki swojej
pracy;
e znaistosuje odpowiednig strategie rozwigzywania zadan zamknietych;
e umie zachowa¢ dyscypline czasowa.
3 Formy i metody e Pogadanka-powtdrzenie
e Praca z komputerem — platforma Moodle
e Cwiczenia
e Pracaindywidualna
4 Srodki dydaktyczne Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.

(ze szczegbtowym
wskazaniem Srodkow
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opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Nauczyciel informuje co bedzie przedmiotem zaje¢, omawia organizacje pracy na lekgcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie loguja sie na platforme Moodle, wpisujg hasto, login. Po zalogowaniu sie wybieramy lekcje
»Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”, temat nr 9: “Wtasnosci prawdopodobienstwa”.
Uczniowie uporzadkowujg swojg wiedze na temat wiasnosci prawdopodobienstwa, zapoznajg sie

z kolejnymi stronami tego tematu:
Strona 1:

1. Wiasnosd prawdopodobienstwa

Z poprzednich lekcji wiemy, co nazywamy prawdopodobienstwem dowolnego

zdarzenia zawartego w skofnczonej przestrzeni £3.

Czas, by wskazac na to, jakie sa wlasnosci prawdopodobienstwa.
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FLapamietaj:

1. Dla dowolnego zdarzenia 4 — Q) zachodz: 0 < P(4) <1

2. P{E)=0 ,gdzie @ - zdarzenie niemozliwe (pusty podzbior 1)

3. P(Q)=1, gdzie Q- zdarzenie pewne
4. P(4)=P(B) gdvAcBcQ
5. P{Ar)= 1—P(A), gdzie 4 omacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

6. Dla dowolnvch zdarzen A B — () zachodz:

P(4UB)=P(4)+P(B)-P(AnRB)

tm. prawdopodobienstwo sumv dwadch zdarzen jest rowne sumie prawdopodobienstw tvch
zdarzen pomniejszone o prawdopodobienstwo jednoczesnego ich zajscia.

Uwaga! Jezeli zdarzenia A i B wykluczaja sie (tzn. P(4ANB) =0)

to P(AwRB)=P(4)+P(B).

Strona 2:
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2. Przyktady wykorzystania wiasnosd prawdopodobiernistwa
klad 1.

Zdarzenia 4 1 B sa dowolnvmi zdarzeniami przestrzeni () oraz

P{Auﬂ}:i, P{A‘}:E, P{ﬂ):l_obﬁcz P(AnB).
16 4 2
Rozwigzanie:

Zgodnie z punktem 5. wlasnosci mamy P{.»:{) =1- P{.a:{) . wiec po przeksztalceniu

P{A} =1- P(A'): 1- % = i . Z2 wzoru na prawdopodobienstwo sumv dwach zdarzen

9 4+8-9 3

1 1
lasnosc 6.) mamy: AmBl=PlAI+PIB|-PlAB)=—+—
(wlasnosc 6.) v P{ } P{} P{:} P{ } RERET: s %

3
Odp. P{AnB) ="
p. P( ) T

Strona 3:
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Przyklad 2: (zadanie zamkniete)

Jezeli zdarzenia A i B sa zdarzeniami przestrzeni Q oraz P(AB)=0]125i P(AUB)= % .

to suma prawdopodobienstwa zdarzenia 4 i prawdopodobienstwa zdarzenia B jest rowna:

A 035, B. 0,50 C.0.75, D.

ea | e

Rozwiagzanie:

Z wiasnosci 6. Mamy: P(A U B)= P(4)+P(B)—P(AnB)
Zatem P(A)+P(B)=P(AUB)+P(AnB)= §+ﬂ,125 =§+% =
Odp. C

Strona 4:
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klad 3:

1

Jesli zdarzenia 4 i B sa zdarzeniami przestrzeni Q) oraz P(B')= r P(AUB)=1i
P{A nB) =0, to prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rowne:
A.E, B. 02, C_l, ]]_i_

5 2 10
Rozwigzanie:

Z whasnosci 3. mamv: P(B)= % =0.8 oraz z wlasnosci 6. obliczamy P{4):

P(4UB)= P(4)+P(B)-P(ANB)
1=P(4)+0.8 -0

P(4)=0.2

Odp. B

W dalszej czesci uczniowie rozwigzujg zadania zamkniete zamieszczone w temacie 9, Menu lekcji: 3.1.
Zadania otwarte zamieszczone bezposrednio pod tematem nr 9 uczniowie rozwigzujg i przesytaja do
sprawdzenia poprzez platforme Moodle.

Zadania otwarte:
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Fadanie 1

Zdarzenia A i B sa zdarzeniami przestrzeni Q. Wiedzac, ze P{A‘)zl, P{Auﬁ):f

3 6’

P(B)= % oblicz: P(4~B), P(B), P(4~B).
Zadanie 2

O zdarzeniach A.B — Q wiadomo. ze P(A‘}:%, P{AnB):i, P{AuB}:%. Oblicz
P(B).P(AUB).PB\4).

Zadanie 3

Wiadomo. ze P(A) < P(A) i P(A)-P(A) = %_ Oblicz P(A).

Zadanie 4

Uzasadnij. zejesli P(A)=045i P(B)=0.75.t0 P(A~B)=02.

Zadanie 5

Uzasadnij, ze jesli 4.8 < Q oraz P(A") =021 P(B)=1075 ,to zdarzenia A i B wvlaczaja sie.

Podsumowanie zaje¢

Nauczyciel ocenia aktywnos¢ ucznidow podczas zajec.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Nauczyciel udziela informacji o ocenie zadan poprzez platforme Moodle.
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Scenariusz nr 5: Rozwigzywanie zadan réznych z rachunku prawdopodobienstwa - powtdrzenie wiadomosci

. s Rozwigzywanie zadan réznych z rachunku prawdopodobienstwa
Temat zajec . - .
— powtodrzenie wiadomosci
Dziat Rachunek prawdopodobienstwa
Klasa (poziom edukacyjny) Klasa IV (IV poziom edukacyjny)
Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element (4 oos oz
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Usystematyzowanie wiadomosci i poje¢ zwigzanych z rachunkiem prawdopodobienstwa
e Ksztattowanie umiejetnosci logicznego myslenia i wyciggania wnioskéw
e Ksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania zadan zamknietych i otwartych
e Ksztattowanie umiejetnosci korzystania z programéw multimedialnych, platformy Moodle
2 Cele szczegbétowe Uczen:
e zna metody rozwigzywania zadan w rachunku prawdopodobienstwa;
e ma wyrobiony nawyk sprawdzania otrzymanych odpowiedzi i koryguje popetniane btedy;
e ksztatci umiejetnos¢ samodzielnego zdobywania wiedzy, poszukiwania i selekcjonowania informacji
zawartych w tresci zadania;
e umie wybra¢ odpowiednig strategie rozwigzywania zadan zamknietych z rachunku
prawdopodobienstwa.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Obserwacja
e Praca z komputerem — platforma Moodle
e Cwiczenia
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e Pracaindywidualna

Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.

Wprowadzenie do
zajec

Nauczyciel informuje co bedzie przedmiotem zaje¢, omawia organizacje pracy na lekgcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie loguja sie na platforme Moodle, wpisujg hasto, login. Po zalogowaniu sie wybieramy lekcje
»Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”, temat nr 10: “"Rozwigzywanie zadan réznych
z rachunku prawdopodobienstwa — powtdrzenie wiadomosci”. Uczniowie uporzadkowujg swojg wiedze
na temat pojec zwigzanych z rachunkiem prawdopodobienstwa. Rozwigzujg zadania zamkniete, zadania
otwarte krétkiej odpowiedzi oraz otwarte rozszerzonej odpowiedzi. Zadania zamkniete zamieszczone sg
w temacie e-learningowym, natomiast zadania otwarte zamieszczone sg bezposrednio pod tematem.

Zadania otwarte krotkiej odpowiedzi:
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Zadanie 1
Zdarzenia A1 B sa zdarzeniami przestrzeni Q. Wiedzac, ze: P(A") = ; . P(B"= ; oraz

PlA UB}=; oblicz: P(A B oraz P(AUE")

Zadanie 2
. . . P, 3 3
Sprawdz, czv zdarzenia A i B wvkluczaja sie, jesli P(A) = 7 oraz P(B)= 3
Zadanie 3
W umie majduje sie 3 kul czamo-czerwonyvch, 3 kule bialo-niebieskie, 6 kul zielono-zottvch i
8 kul biatvch. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli dwukolorowej.
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Zadnie 4
W pewnej loteri losujemy 4 liczbv z 24 Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze trafimy:

a) czworke
b) trzv liczby

Zadanie 5
Ze zbioru liczb {— 6;3/—8; —%;{t]ﬁ %} losujemy bez zwracania wspolczyvnniki a, b funkgji

fi(x) = ax + b. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia: funkcja f(x) jest malejaca w cabvm
zbiorze R.
Zadanie 6

Ile jest naturalnvch liczb dwucvirowwch, ktorvch cvira dziesiatek jest parzvsta, a cvira
jednosci jest nieparzysta? Odpowiedzuzasadnij.

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi:
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Zadanie 1
Co jest bardziej prawdopodobne:

ortow niz reszek wrzucie czterema monetami?

Zadanie 2
jest prawdopodobienstwo, Zze w sklad delegacji wejdzie co najmniej jedna dziewczyna?

Zadanie 3
Doswiadczenie polega na jednokrotnvm rzucie svmetrvezna kostka do grv. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzen:
A — _wypadly co najwvze] cztery oczka™
B — _wvpadla nieparzysta liczba oczek™
oraz zdarzen: AU Bi AnB.

wyrzucenie sumy oczek podzielnej przez 4 w rzucie dwiema kostkami, czv wyrzucenie wiece]

Z Klasv, wltorej jest 12 dziewczati 15 chlopcow, wybieramv trzvosobowa delegacje. Jakie

i KAPITAL LUDZK
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC!

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY



Zadanie 4
Fzucamy czterema symetrveznvmi monetami. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:
A — _wvpadnie dokladnie jeden orzel”
B — _wvpadnie co najmniej jedna reszka™
C — _reszka wypadnie tvle samo razy co orzelt” oraz FC.

Fadanie 5

Ze zbioru wszystkich wierzchotkow danego szesciokata foremnego o boku dlugosci a
losujemy dwa roine wierzcholld przvjmujac, ze wszvstkie wvniki losowania sa jednakowo
prawdopodobne. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:

A — wvlosowane wierzcholki wvznaczaja bok danego wielokata™ oraz
B — _wvlosowane wierzcholki wyvzmaczaja odcinek dlugosci 2a™
Zadanie 6

W umie jest 10 kul zoltvchi 2 czerwone. [lekul czerwonvch nalezv dorzucic, aby
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwone] bvto rowne 3/37

Uczniowie pracujg samodzielnie rozwigzujgc zamieszczone zadania, przesyfajg rozwigzania, uzyskuja na
platformie Moodle informacje o poprawnosci rozwigzan poszczegélnych zadan.

Podsumowanie zaje¢

Podsumowanie aktywnos¢ ucznidw na zajeciach, uczniowie dyskutuja na temat atrakcyjnosci
i skutecznosci takiej formy powtdrzenia wiadomosci z rachunku prawdopodobienstwa, wyjasniane sg
problemy, ktére wystgpity na lekcji.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Zajecia sg doskonata formg powtdrzenia wiadomosci z rachunku prawdopodobienstwa.
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Scenariusz nr 6: Podstawowe zasady kombinatoryki. Permutacje, wariacje, kombinacje.

Podstawowe zasady kombinatoryki. Permutacje, wariacje,
Temat zajec kombinaci
ombinacje.
Dziat Rachunek prawdopodobienistwa
Klasa (poziom edukacyjny) Klasa Il (IV etap edukacyjny)
Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element fr e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Ksztatcenie umiejetnosci rozpoznawania i stosowania podstawowych poje¢ kombinatorycznych:
silni, permutacji, wariacji z powtdrzeniami i bez powtérzen oraz kombinacji
e Ksztattowanie umiejetnosci dzielenia sie posiadang wiedza
e Ksztattowanie umiejetnosci korzystania z programéw multimedialnych, platformy Moodle
2 Cele szczegbétowe e Uczen:
e znairozumie znaczenie pojeé: permutacje, wariacje bez powtdrzen, wariacje z powtdrzeniami,
kombinacje
e umie zastosowaé poznane pojecia kombinatoryczne
e porzadkuje i wykorzystuje informacje zawarte w tresci zadania
3 Formy i metody e Dyskusja kierowana
e Cwiczenia
e Pracaindywidualna lub parami
4 Srodki dydaktyczne Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.
(ze szczegbtowym
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wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Nauczyciel omawia organizacje pracy na lekcji, przedstawia cele lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie loguja sie na platforme Moodle, wpisujg hasto, login. Po zalogowaniu sie wybieramy lekcje
,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieiAstwa”, temat nr 4: ”Podstawowe zasady
kombinatoryki”.

Uczniowie zapoznajg sie z trescig kolejnych stron e-learningu, analizujg przedstawione zagadnienia,
przyktady, wskazowki a w dalszej czesci rozwigzujg zadania. Zagadnienia i tresci ujete na platformie,
dotyczace podstawowych poje¢ kombinatorycznych:

1. Symbol silnia

n! oznaczailoczyn kolejnychliczbnaturalnvech od 1 don.

or=1
Pﬂ]'kfﬂ@'f

=1

=1
2A=1-2=2
31=1-2:3=6
4=1-2-3-4=24
itd.
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2. Symbol Newtona

ny _ nl . .
)= i Bdziek,neN @ k=n.

Niektore wartosci symbolu Newtona:

)
()
(=1

(B}_ 8! _5!-6-?-3_6-?-E_T_B_56
c/ s5i{8—-5y 5.3 1-2-3 -

1

1
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3. Permutacje

Permutacia zbioru n-elementowego nazyvwamy kazdy n-wyrazowy clag utworzony ze
wszvstkich elementéw tego zhiom

Permutacja spelmia nastepujace wanmld:

-kazda permutacja obgjmuje wszystkie dane elementy,

-istoma jest tvlko kolejnosé elementdw permutacji.

Z permutacjami zbioru mamy do czyvnienia wowezas, gdv porzadkujemy elementy tego zbior

{ ustawiamyv wszystkie elementv w ciag).

Zatem pamietamy,ze: permutacja to kazde ustawienie wszystkich
elementow zbioru w dowolnej kolejnosci.

i
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przyktady

&_: kkfﬂﬂr I

Z rzech danych elementdw: a, b, ¢, mozna utworzy¢ szes¢ permutacji- {a, b, ¢}, {a, c. b}, {b.a. c},
{b.c.a}. {c.a.b}. {c.b,a}.

Liczba permutacji zbioru zlozonego z n elementéw jest rownan!
P, =n!

&z kkjﬁdlg

Szes¢ osob w kolejce moma ustawicéna 6! = 720 sposobdw.
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4. Wariacje bez powtorzen

Wariacia k-elementowa bez powtirzen utworzona ze zbiom n-elementowego (k<n)
nazvwamy kazdv k-wvrazowy ciag roimveh elementdw z tego zbior.

Warlacje spelniaja nastepujace warnmki:

- obejmuja jedvnie okreslonaliczbe k sposrdd danvchn elementéw,
- istoma jest kolejnosc elementdw wariacji
Zatem pamietamy, fe:

Zz k-wyrazowymi wariacjami bez powtorzen zbioru zlozonego z n elementow mamy do
czynienia, gdy k razy wybieramy bez zwracania po jednym elemencie z danego zbioru.

Zauwazvcnalezv, ze n-wyrazowe wariacje bez powtdrzen zbiom n-elementowego sa
permutacjami tego zhiom.
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przyktady

Przykiad 1:

Z trzech danvch elementdw: a, b, ¢, mozna utworzyé nastepujace dwuelementowe wariacje bez
powtdrzeni: {a b}, {a, c}. {b,a}, {b.c}, {c.a}. {c.b}.

Liczbha k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego wyraZa sie wzorem:

(n—k)!

Przykiad 2:

Naile sposobéw mozna wybrad rdjke klasowa z klasyliczace) 30 uczmiow?
Rozwigzanie. Waine jest, jaka fumkcje bedzie pehita kazda z oséb w wvbranej trgjce | a jedna osoba
moze pemiétylkojedna fimkeje. Zatem liczha wybranyvch tréjek klasowychjest rownaliczbie
trzvwyrazowvch wanacji bez powtdrzen wvbranveh ze zbhiom 30 elementéw.

3 _ 30 _ 27-28-2%-30
Vio = (3o-3)! 7

= 28+29-30 = 24 360 trojek klasowych

i
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5. Wariacje z powtorzeniami

Wariacia k-elementowa z powtdrzeniami utworzona ze zbioru n-elementowego
nazywamy kazdyv k-wyrazowy ciag roznych lub nie rozniacych sie elementow z tego zbiom.

Z k-wyrazowvimi wariacjami z powtdrzeniami zbioru n-elementowego mamy do
czvnienia wowczas, gdv k razy wybieramy po jednvin elemencie ze zwracaniem z danego

Zbiom.
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przyktady

Prayidad 1-

Ztrzech danvch elementéw: a, b, ¢, mozna utworzve nastepujace dwuelementowe wariacje z
powtorzeniami: {a.a}, {& b} {a.c}. {b.a}.{b.b}. {b,c}.{c.a}. {c.b}. {c.c}.

Liczba k-wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego wyraZa sie wzorem:

Wk = nk

Prayidad 2:

Naile sposobéw mozemy uzvskad réme wyniki, przvrzucie dwiema rémymi kostkami?
Rozwigzanie:

Liczba wszystkich wynikéw przy rzucie dwiema kostkami jest révwna liczbie dwuwyrazowych
warlacji z powtorzeniami ze zbhioru szescioelementowego.
mamy: n=6, k=2, zatem:

W2 =6%=36
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5. Kombinacje

Fombinacia k-elementows utworzona ze zbior n-elementowego (k < n) nazvwamy
kazdv k-elementowv podzbior tego zbioru.

Kombinacje speliaja nastepujace warunki:

- obgjmuja jedvnie okreslona liczbe k sposrod danvch n elementow.
- nie jest istotna kolejnosc elementow kombinacji

UWAGA! Kombinacja, tojedna z mozliwosci wvboru kilku elementow z wickszego
zbioru, przv czvm kolejnosc wvboru elementow nie ma maczenia. Dwa podzbiory zlozone z
tvch samvch elementow, a rozmiace sie tvlko ich porzadkiem, stanowia te sama kombinacje.
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przyktady

PT_:EJE?&!R{ I
Z trzech danvch elementéw: a, b, ¢, moma utworzye nastepujace dwuelementowe komhbinacje:

fa,b}, {a,c}, {b.c}.

Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego wyraza sie wzorem:

&= (i)
Przykiad 2:
Naile réznych sposobéw mozemy wybrac 3 osoby dokina sposrod 7.
Rozwigzanie:

Tos¢ os6b, jakimi dysponujemy, to 7, czyli n=7, bedziemy wybierali po 3 osoby, zatem k=3.
Podstawiamy do wzom i otrzymujemy:

;;-3_(7)_ 7! _4!-5-5-?_5-5-?_5_T_35
A3 3 7-3 3-4 123 N

ZAPAMIETAT! Tvlko w kombinacjach w wvbranvch elementach kolejnos¢ nie odgrvwa roli!

Podsumowanie zaje¢

Nauczyciel ocenia zaangazowanie ucznidow podczas zajeé, ich aktywnosé, wspiera w rozwigzywaniu
biezgcych problemoéw.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Bez uwag
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Scenariusz nr 7*: Podstawowe zasady kombinatoryki. Permutacje, wariacje, kombinacje.

., Podstawowe zasady kombinatoryki. Permutacje, wariacje,
Temat zajec kombinaci
ombinacje.
Dziat Rachunek prawdopodobienistwa
Klasa (poziom edukacyjny) Klasa Il (IV etap edukacyjny)
Czas trwania zaje¢ 90 minut
Element (s e
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci rozpoznawania i stosowania podstawowych poje¢ kombinatorycznych:
silni, permutacji, wariacji z powtdrzeniami i bez powtérzen oraz kombinacji
e Ksztattowanie umiejetnosci dzielenia sie posiadang wiedza
e Ksztattowanie umiejetnosci korzystania z programéw multimedialnych, platformy Moodle
2 Cele szczegdtowe e Uczen:
e znairozumie znaczenie pojeé: permutacje, wariacje bez powtdrzen, wariacje z powtdrzeniami,
kombinacje;
e umie zastosowaé poznane pojecia kombinatoryczne;
e porzadkuje i wykorzystuje informacje zawarte w tresci zadania.
3 Formy i metody e Dyskusja kierowana
e Cwiczenia
e Praca indywidualna lub parami
4 Srodki dydaktyczne Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.
(ze szczegbtowym
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wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Nauczyciel omawia organizacje pracy na lekcji, przedstawia cele lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie loguja sie na platforme Moodle, wpisujg hasto, login. Po zalogowaniu sie wybieramy lekcje
,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobieiAstwa”, temat nr 4: ”Podstawowe zasady
kombinatoryki”.

Uczniowie zapoznajg sie z trescig kolejnych stron e-learningu, analizujg przedstawione zagadnienia,
przyktady, wskazowki a w dalszej czesci rozwigzujg zadania. Zagadnienia i tresci ujete na platformie,
dotyczace podstawowych poje¢ kombinatorycznych:

1. Symbol silnia

n! oznaczailoczyn kolejnychliczbnaturalnvech od 1 don.

or=1
Pﬂ]'kfﬂ@'f

=1

=1
2A=1-2=2
31=1-2:3=6
4=1-2-3-4=24
itd.
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2. Symbol Newtona

ny _ nl . .
)= i Bdziek,neN @ k=n.

Niektore wartosci symbolu Newtona:

)
()
(=1

(B}_ 8! _5!-6-?-3_6-?-E_T_B_56
c/ s5i{8—-5y 5.3 1-2-3 -

1

1
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3. Permutacje

Permutacia zbioru n-elementowego nazyvwamy kazdy n-wyrazowy clag utworzony ze
wszvstkich elementéw tego zhiom

Permutacja spelmia nastepujace wanmld:

-kazda permutacja obgjmuje wszystkie dane elementy,

-istoma jest tvlko kolejnosé elementdw permutacji.

Z permutacjami zbioru mamy do czyvnienia wowezas, gdv porzadkujemy elementy tego zbior

{ ustawiamyv wszystkie elementv w ciag).

Zatem pamietamy,ze: permutacja to kazde ustawienie wszystkich
elementow zbioru w dowolnej kolejnosci.

i

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY



przyktady

&_: kkfﬂﬂr I

Z rzech danych elementdw: a, b, ¢, mozna utworzy¢ szes¢ permutacji- {a, b, ¢}, {a, c. b}, {b.a. c},
{b.c.a}. {c.a.b}. {c.b,a}.

Liczba permutacji zbioru zlozonego z n elementéw jest rownan!
P, =n!

&z kkjﬁdlg

Szes¢ osob w kolejce moma ustawicéna 6! = 720 sposobdw.
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4. Wariacje bez powtorzen

Wariacia k-elementowa bez powtirzen utworzona ze zbiom n-elementowego (k<n)
nazvwamy kazdv k-wvrazowy ciag roimveh elementdw z tego zbior.

Warlacje spelniaja nastepujace warnmki:

- obejmuja jedvnie okreslonaliczbe k sposrdd danvchn elementéw,
- istoma jest kolejnosc elementdw wariacji
Zatem pamietamy, fe:

Zz k-wyrazowymi wariacjami bez powtorzen zbioru zlozonego z n elementow mamy do
czynienia, gdy k razy wybieramy bez zwracania po jednym elemencie z danego zbioru.

Zauwazvcnalezv, ze n-wyrazowe wariacje bez powtdrzen zbiom n-elementowego sa
permutacjami tego zhiom.
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przyktady

Przykiad 1:

Z trzech danvch elementdw: a, b, ¢, mozna utworzyé nastepujace dwuelementowe wariacje bez
powtdrzeni: {a b}, {a, c}. {b,a}, {b.c}, {c.a}. {c.b}.

Liczbha k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego wyraZa sie wzorem:

(n—k)!

Przykiad 2:

Naile sposobéw mozna wybrad rdjke klasowa z klasyliczace) 30 uczmiow?
Rozwigzanie. Waine jest, jaka fumkcje bedzie pehita kazda z oséb w wvbranej trgjce | a jedna osoba
moze pemiétylkojedna fimkeje. Zatem liczha wybranyvch tréjek klasowychjest rownaliczbie
trzvwyrazowvch wanacji bez powtdrzen wvbranveh ze zbhiom 30 elementéw.

3 _ 30 _ 27-28-2%-30
Vio = (3o-3)! 7

= 28+29-30 = 24 360 trojek klasowych

i
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5. Wariacje z powtorzeniami

Wariacia k-elementowa z powtdrzeniami utworzona ze zbioru n-elementowego
nazywamy kazdyv k-wyrazowy ciag roznych lub nie rozniacych sie elementow z tego zbiom.

Z k-wyrazowvimi wariacjami z powtdrzeniami zbioru n-elementowego mamy do
czvnienia wowczas, gdv k razy wybieramy po jednvin elemencie ze zwracaniem z danego

Zbiom.
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przyktady

Prayidad 1-

Ztrzech danvch elementéw: a, b, ¢, mozna utworzve nastepujace dwuelementowe wariacje z
powtorzeniami: {a.a}, {& b} {a.c}. {b.a}.{b.b}. {b,c}.{c.a}. {c.b}. {c.c}.

Liczba k-wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego wyraZa sie wzorem:

Wk = nk

Prayidad 2:

Naile sposobéw mozemy uzvskad réme wyniki, przvrzucie dwiema rémymi kostkami?
Rozwigzanie:

Liczba wszystkich wynikéw przy rzucie dwiema kostkami jest révwna liczbie dwuwyrazowych
warlacji z powtorzeniami ze zbhioru szescioelementowego.
mamy: n=6, k=2, zatem:

W2 =6%=36
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5. Kombinacje

Fombinacia k-elementows utworzona ze zbior n-elementowego (k < n) nazvwamy
kazdv k-elementowv podzbior tego zbioru.

Kombinacje speliaja nastepujace warunki:

- obgjmuja jedvnie okreslona liczbe k sposrod danvch n elementow.
- nie jest istotna kolejnosc elementow kombinacji

UWAGA! Kombinacja, tojedna z mozliwosci wvboru kilku elementow z wickszego
zbioru, przv czvm kolejnosc wvboru elementow nie ma maczenia. Dwa podzbiory zlozone z
tvch samvch elementow, a rozmiace sie tvlko ich porzadkiem, stanowia te sama kombinacje.
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przyktady

PT_:EJE?&!R{ I
Z trzech danvch elementéw: a, b, ¢, moma utworzye nastepujace dwuelementowe komhbinacje:

fa,b}, {a,c}, {b.c}.

Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego wyraza sie wzorem:

&= (i)
Przykiad 2:
Naile réznych sposobéw mozemy wybrac 3 osoby dokina sposrod 7.
Rozwigzanie:

Tos¢ os6b, jakimi dysponujemy, to 7, czyli n=7, bedziemy wybierali po 3 osoby, zatem k=3.
Podstawiamy do wzom i otrzymujemy:

;;-3_(7)_ 7! _4!-5-5-?_5-5-?_5_T_35
A3 3 7-3 3-4 123 N

ZAPAMIETAT! Tvlko w kombinacjach w wvbranvch elementach kolejnos¢ nie odgrvwa roli!

Podsumowanie zaje¢

Nauczyciel ocenia zaangazowanie ucznidow podczas zajeé, ich aktywnosé, wspiera w rozwigzywaniu
biezgcych problemoéw.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Bez uwag
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Scenariusz nr 8*: Zastosowanie wzorow kombinatorycznych do rozwigzywania zadan tekstowych

Temat zajec

Zastosowanie wzorow kombinatorycznych do rozwigzywania
zadan tekstowych

Dziat Rachunek prawdopodobieristwa
Klasa (poziom edukacyjny) Klasa Ill (IV etap edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 minut
Element fr e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Usystematyzowanie materiatu z zakresu kombinatoryki

e Uswiadomienie uczniom, ze w rachunku prawdopodobienstwa najwazniejszy jest zdrowy rozsgdek
i logiczne rozumowanie
e Nauka samodzielnego rozwigzywania probleméw

2 Cele szczegbétowe

Uczen:

rozréznia zadania dotyczgce poznanych elementéw kombinatorycznych
stosuje symbol silnia

porzadkuje i umiejetnie wykorzystuje informacje zawarte w tresci zadania

3 Formy i metody

Cwiczenia
e Praca indywidualna lub parami

4 | Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w

Komputer, tablica interaktywna, platforma Moodle.
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Nauczyciel omawia organizacje pracy na lekcji, uczniowie przypominajg poznane podstawowe elementy
kombinatoryczne.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie loguja sie na platforme Moodle, wpisujg hasto, login. Po zalogowaniu sie wybieramy lekcje
»Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”, temat nr 5: ”Zastosowanie wzoréw
kombinatorycznych do rozwigzywania zadan tekstowych”.

Jako pierwsze, uczniowie rozwigzujg zadania zamkniete wybieraja jedng odpowiedZ uzyskujac
jednoczesnie informacje zwrotng o poprawnosci rozwigzania zadania.

W dalszej czesci lekcji uczniowie rozwigzujg zadania otwarte, przesytaja je na platforme (jako skan lub w
pliku Word), nauczyciel wspiera prace uczniéw udzielajagc porad gtéwnie technicznych, rzadziej
merytorycznych, gdyz ocena poprawnosci rozwigzania zostanie zamieszczona na platformie Moodle.
Oto tresci zadan przeznaczonych do rozwigzania dla uczniow:

1. Tlejest wszystkich liczb trzvevfrowwch mniejszvch od 425:
a) o dowolnvch cvfrach
b) orozmvch cvfrach?

2. Na okregu zamaczono piec punktow._Ile moima poprowadzic prostvch
przechodzacvch przez te punktv?

3. Ilu zawodnikow brato udziat wtumieju szachowvm, jesli wiadomo, Ze rozegrano 10
meczv i kazdv grat z kazdvm dokladniejeden raz?
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4. Naloterie przvgotowano 30 losow, z ktorvch 5 wvgrvwa. Na ile sposobow
wsrod kupionvch 5 moga sie trafic:
a) dokladnie 2 wvgrvwajace
b) najwyzej 1 przegrywajacy
c) wszyvstkie wygrvwajace

5. Do autobusu wsiada > kobiet i 7 mezczvzn. Na ile sposobow moga wsiasc, jezeli
wiadomo, Ze jako pierwsze wchodza kobiety?

6. Ile roznvch stow (majacvch sens lub nie) mozna utworzvc przestawiajac w dowolny
sposob litery w wyrazie:

a) matematvka

b) kombinatorvka

¢) ekonomia

7. Na egzaminie student losuje trzy pyvtania. Oblicz, ile jest mozliwosci, Ze pozytywnie

odpowie on na co najmniej dwa pyvtania, jezeli umie odpowiedziec tvlko na 20 pvtan
sposrod trzvdziestu przvgotowanvch pytan egzaminacvinvch?

8 Rozwiaz réwnanie: V) -P_, =12P_,

=4

9. Naile sposobow moina wvbrac 6 kart z talii 52 kart w taki sposob, aby wsrod

wybranvch kart znajdowaly sie dwa trefle?

10. Szesc osob stol trzvmajac sie za rece i tworzac okrag. Naile sposobow moga one
ustawic sie wten sposob?
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Podsumowanie zaje¢

Nauczyciel ocenia aktywnos¢ ucznidow podczas zaje¢, ich zaangazowanie, wyjasnia pojawiajace sie
problemy.

Uwagi metodyczne do
realizacji

Bez uwag
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