Wstep

Zbidér ,M0j przedmiot matematyka” jest zestawem 132 scenariuszy przeznaczonych dla ucznidw szczegdlnie zainteresowanych matematyka.
Scenariusze mogga by¢ wykorzystywane przez nauczycieli zaréwno na typowych zajeciach lekcyjnych wpisanych w zakres podstawowy, jak tez
w ramach dodatkowych zaje¢ poszerzajgcych wiedze ucznidw, np. kota zainteresowan. Scenariusze wymagajg zastosowania komputeréw
z dostepem do internetu. Takie wyposazenie pozwoli na wykorzystanie srodkéw dydaktycznych przewidzianych w projekcie ,,Nauki Sciste
priorytetem spoteczeristwa opartego na wiedzy” takich jak moduty e-learningowe: ,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”,
,Funkcja kwadratowa”, ,,Réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe”, ,Wielomiany”, gry strategiczne ,Wyprawa Nasreddina”, ,Herbatka
u krélowej Anglii”, ,,Wyprawa na grzyby”, ,,Matemafia” oraz ,Miedzykontynentalna szkota”, poradniki ,Ciggi”, ,Planimetria”, ,, Trygonometria”,
»,Geometria analityczna”. Scenariusze mogg by¢ realizowane na zajeciach lekcyjnych jako catos¢ lub nauczyciel dokonuje wyboru okreslonych
materiatéw zgodnie z zaplanowanymi przez siebie tematami — zwieksza to elastyczno$é stosowania pakietu np. w sytuacji braku zapewnienia
w placéwce odpowiednich warunkéw technicznych do realizacji materiatu w oparciu o caty pakiet.
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Spis scenariuszy
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Scenariusz nr 1: ROwnania liniowe z jedna niewiadoma

Temat zajec

Réwnania liniowe z jedng niewiadoma

Dziat Réwnania i nieréwnosci
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element (s e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych réwnan liniowych
2 Cele szczegdtowe e Uczen:
e wykazuje sie umiejetnoscia rozpoznawania réwnan liniowych z jedng niewiadomg;
e potrafi sprawdzié, czy dana liczba jest pierwiastkiem rownania;
e poprawnie postuguje sie pojeciem dziedziny;
e poprawnie rozwigzuje réwnania liniowe z jedng niewiadoma.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
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gra)

5 Wprowadzenie do Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.
zajec

6 Przebieg zaje¢ (petna | Definicja rownania liniowego i jego przykiady.
wersja) Definicja.

Réwnanie postaci ax + b = 0, w ktérym x jest niewiadomg, zas a i b sg danymi liczbami nazywamy
rownaniem liniowym lub réwnaniem stopnia pierwszego z jedng niewiadoma.
Przyktady réownan liniowych
6(x+7) =35

V5x+3=x—4V5
Pojecie pierwiastka rownania
Rozwigzaniem réwnania z jedng niewiadomg nazywamy taka liczbe (liczby), ktéra spetnia to réwnanie,
tzn. jesli w miejsce niewiadomej podstawimy te liczbe, to otrzymamy réwnos¢ prawdziwg.
Liczbe (liczby) spetniajgcg dane réwnanie nazywamy pierwiastkiem réwnania.
Przyktad:

Sprawdzimy, ktdra z liczb zbioru {—Z,%, 0} jest pierwiastkiem réwnania 4x — 5 = 2(x — 2,5)
» Sprawdzamyx = —2

L=4-(-2)—-5=-8—-5=—-13iP =2(2—25) =2 (=0,5) = —1. Zatem L # P
» Sprawdzamy x =%
L=4-%—5=2—5=—3iP=2-G—2,5)=2-(—2)=—4.WiecL¢P.
» Sprawdzamyx =0

L=4-0-5=0-5=-5iP=2-(0—-25)=-5iL=P
Pierwiastkiem danego réwnania jest liczba x = 0.

Dziedzina rownania
Przed przystgpieniem do rozwigzania réwnania musimy okresli¢ jego dziedzine, tzn. podac zbidr liczb,
dla ktérych wyrazenia wystepujgce po obu stronach réwnosci majg sens liczbowy.
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W przypadku, gdy dziedzing jest zbidr liczb rzeczywistych, zapis D = R bedziemy pomijac.

Przyktady:
Okresl dziedzine réwnania:
a) 4x—15=6
D=R
b) ——=7
x+5

Mianownik utamka nie moze by¢ rowny zero, zatem mamy zatozenie x + 5 # 0, czyli x # —5.
Dziedzing jest zbiér D = R\{—5}.

» Po przypomnieniu pojecia dziedziny réwnania, uczniowie samodzielnie okreslajq dziedzine rownania
wymiernego ( pytanie testowe, w ktorym doktadnie jedna odpowiedz jest poprawna).

Cwiczenie. C
e .4 .
Dziedzing réwnania .— = 5 jest:
3

A. R s.R\(z} < R} o.r{-3

Réwnania rownowaine

Definicja.

Réwnania nazywamy rownowaznymi wtedy i tylko wtedy, gdy sg okreslone w tej samej dziedzinie i
maja ten sam zbidr pierwiastkow.

Twierdzenie:

Réwnanie rownowazne do danego réwnania otrzymujemy, jezeli:

- wystepujgce w réwnaniu wyrazenia zastgpimy wyrazeniami rownymi,

- do obu stron rownania dodamy lub od obu stron odejmiemy to samo wyrazenie,

- obie strony réwnania pomnozymy lub podzielimy przez liczbe rézng od zera lub wyrazenie, ktére nie
przyjmuje wartosci zero,
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Przyktady otrzymywania réownan rdwnowaznych:
a) (x+3)2—5=4x+x?
Wystepujgcy w rownaniu kwadrat sumy zastgpimy odpowiednig suma, wykorzystujgc wzoér skréconego
mnozenia i otrzymamy rdwnanie rwnowazne:
x2+6x+9—5=4x+x?

b) V3x —7 =43

Do obu stron réwnania dodamy liczbe 7
V3x—7=4V3 |47
V3x—7+7=7+4V3

V3x =7 +4V3
) 2x-8 _ x_—4 _
3 2
Aby pozby¢ sie mianownikéw obu utamkéw, obie strony réwnania mnozymy przez 6
2x—8 x—4 ~7 16
3 2
2x — 8 x—4 =76
3 2 -

(2x—8)-2—(x—4)-3=42
| dalej wykonamy dziatania 4x — 16 — 3x + 12 = 42 otrzymujac cigg réwnan réwnowaznych.

» Po przypomnieniu pojecia réwnar réwnowaznych, uczniowie samodzielnie rozwiqzujq zadanie
zwigzane z tym pojeciem ( pytanie testowe, w ktdrym doktadnie jedna odpowiedz jest poprawna).

Cwiczenie. B
Ktére z réwnan nie jest rwnowazne do pozostatych:
A. 2x—10=0 B.x?2=25 C.6x—3=27 D.x>+11=(x+1)?
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Liczba rozwigzan rownania linowego
Zajmiemy sie teraz rozwigzywaniem rownan typuax + b =0
1. Jezelia # 0, to

ax=-b |:a

b
X=—=
a

Réwnanie ma jeden pierwiastek, jest to réwnanie oznaczone.
2. lJezelia =0ib = 0, to otrzymujemy
0-x+0=0
Wiec 0 = 0 irdwnanie jest tozsamosciowe, ma nieskoriczenie wiele pierwiastkéw (kazda liczba
rzeczywista x jest rozwigzaniem réwnania).
3. Jezelia=0ib # 0, to otrzymujemy
O-x+b=0
Wiec b = 0 i jest to réwnanie sprzeczne, nie posiadajgce pierwiastkéw.

Whiosek:
Réwnanie liniowe ax + b = 0 dla:

. . . L b
-a = 0 jest oznaczone i ma jeden pierwiastek x = -

- a=0ib = 0 jest tozsamosciowe i ma nieskoriczenie wiele pierwiastkow
-a=0ib # 0 jest sprzeczne i nie posiada rozwigzan

Przyktad
Zadanie.
Rozwigzemy podane réwnanie (3x —2)? —6x = 12(x —3)(x + 1) — Bx + D(x — 2)

Najpierw ,pozbywamy” sie nawiaséw. W tym celu wykonujemy mnozenie i stosujemy wzér skréconego

mnozenia
9x%2 —12x+4—6x=12(x*+x—-3x—3)—(Bx?—6x+x—2)

Pamietamy o tym, ze przy opuszczaniu nawiasu, przed ktdrym znajduje sie znak minus zmieniamy znaki

kazdego z wyrazen bedacych w tym nawiasie.
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9x? —12x 4+ 4 —6x =12x%>+12x —36x —36 —3x? + 6x — x + 2

Wykonujemy redukcje wyrazéw podobnych:
9x2 — 18x + 4 = 9x2? — 19x — 34.
Porzadkujemy réwnanie, przenoszgc niewiadome na lewa strone, a wiadome na prawa strone. Przy
przenoszeniu na drugg strone pamietamy o zmianie znakéw na przeciwne.
9x2 —9x2 —18x + 19x = —34 — 4
Po ponownej redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy: x = —38
Odpowiedz: Rdwnanie ma jedno rozwigzanie x = —38. Jest to réwnanie oznaczone.

» Po przypomnieniu pojecia réwnania liniowego i sposobu jego rozwigzywania, uczniowie
samodzielnie rozwiqgzujq zadanie zwigzane z tym pojeciem ( pytanie testowe, w ktorym doktadnie
jedna odpowiedz jest poprawna).

Cwiczenie . D
Jezeli liczbe a zmniejszymy o 5, to otrzymamy % tej liczby. Liczba a jest rowna:

A 12 B.41 C.5 D. 6~
4 6 4

» W lekcji znajduje sie lista zadar doskonalgcych umiejetnosc rozwigzywania réwnan liniowych.
Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one
rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1. Rozwigz réwnanie.

a) 5+2[3(x—1)-52x—-3)]=2x—-3

b) 3(x —6) —52x—-7)=0

c) 3(6—x)+2(x—4)=4(x—2)—3(2x—3)
d 2(x—4)+9=7-2(3—-x)

Zadanie 2. Rozwigz réwnanie.

5x+4 7x—3
a) +3=
5 7
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b) 4 — 3x—13 - 6x

C) 2x4-—5_6=1—2x_|_xT—1_3

d) 7(2x-3) —2=_ Ex _ 3(4—x)
15 3 2

Zadanie 3. Rozwigz rownanie

a) V3x—2x=3

b) 4x — V6 =+V6x —3

c) (6—x)(6+x)=9x—x?

2

d) Gx+3)(Gx-3)—(6+35x) =0

e) 2(x—2)2+75B5x—-3)=-19-2(1-x)(1 +x)

f) x+2)(x—1) +3x(x+4)=2x+3)>-8

Zadanie 4.

Basia kupita bratki do posadzenia na klombie. Chciata je posadzi¢ w rzedach tak, aby rzedéw byto tyle
co kwiatkéw w rzedzie. Jednak trzy kwiatki oddata sgsiadce. Wéwczas posadzita pozostate bratki tak, ze
rzedéw byto o trzy mniej, a w kazdym rzedzie o 5 kwiatéw wiecej niz pierwotnie planowata. lle bratkéw
kupita Basia?

Zadanie 5.

160 gramow roztworu zawiera 1% soli. Po odparowaniu czesci wody otrzymano roztwér 2%. lle wazy
teraz ten roztwor?

Podsumowanie zajec

Uczniowie przystepuja do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-learningowej, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 1.

Rozwigz réwnania:

A E oty

b) (4x —5)(4x +5) — (x + 1)2 = 15(x — 3)? — 6 — 4x
Zadanie 2.
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Zbiornik jest napetniany w % swojej pojemnosci. Gdy wlejemy do niego 15 litréw, to bedzie napetniony

w % pojemnosci. Oblicz pojemnos¢ zbiornika.

Zadanie 3.

Kawatek stopu miedzi z ofowiem wazy 12 kg i zawiera 45% miedzi. lle kilograméw czystego oftowiu
nalezy stopi¢ z tym stopem, aby nowy stop zawierat 30% miedzi.

Zadanie 4.

Wyznacz liczbe k tak, aby réwnanie (2 —5k)x —3 =6 z niewiadoma x miato dokfadnie jedno
rozwigzanie.

Zadanie 5.

W 2011 roku wnuczek zapytat dziadka, ile ma lat. Ten odpowiedziat, ze jesli podwoi swdj wiek sprzed 50
lat i zwiekszy go o 5, to otrzyma liczbe lat, ktérych brakuje mu do 100 lat. Oblicz, ile lat miat dziadek i w
ktorym roku sie urodzit.

Uwagi metodyczne do
realizacji

KAPITAL LUDZK

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




Scenariusz nr 2: Nierownosci liniowe

Temat zajec

Nieréwnosci liniowe

(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

Dziat Réwnania i nieréwnosci
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan dotyczacych rozwigzywania nieréwnosci liniowych
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e wykazuje sie umiejetnoscia rozpoznawania nieréwnosci liniowych z jedng niewiadomg;
e poprawnie rozwigzuje réwnania liniowe z jedng niewiadomg,
e wykazuje sie umiejetno$cig zaznaczenia zbioru rozwigzan nieréwnosci na osi liczcbowej oraz
zapisania go za pomocg przedziatu liczbowego.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.
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gra)

5 Wprowadzenie do Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.
zajec

6 Przebieg zaje¢ (petna | Definicja nierédwnosci liniowej z jedng niewiadoma.
wersja) Definicja

Nieréwnos¢ w kazdej z postaci: ax + b > 0,ax + b < 0,ax + b = 0 lubax + b < 0, w ktérej x jest
niewiadomg, zas a i b s dowolnymi liczbami rzeczywistymi, nazywamy nieréwnoscig liniowa lub
nieréwnoscig pierwszego stopnia z jedng niewiadoma.

Przyktad.

e ey Iy 3x+1
ROZWIQZ nierédwnosc¢ : 2x —

>2+ H%. Nastepnie zaznacz zbidér rozwigzan na osi liczbowej i zapisz
za pomocg przedziatu.

Mnozymy obie strony nieréwnosci przez najmniejszy wspdlny mianownik:

3x+1 5 5+ 4x

2x — |-6
3x+1 54 4x
6:2x—6" 3 >62+6" >

12x —2(Bx+1) > 12+ 3(5+ 4x)
Wykonujemy mnozenie 12x — 6x — 2 > 12 4+ 15+ 12x
Przenosimy wyrazy zawierajgce niewiadoma na jedng strone nieréwnosci, a wiadome na prawa.
Pamietamy przy tym o zmianie znakdéw na przeciwne.

12x —6x —12x > 12+ 15+ 2

Redukujemy wyrazy podobne —6x > 29
Wyznaczmy x, dzielgc nieréwnosé obustronnie przez wspétczynnik stojacy przy niewiadome;j.
Pamietaj. Jezeli mnozymy lub dzielimy nieréwnos¢ stronami przez liczbe ujemng, to odwracamy znak
nieréwnosci na przeciwny.

L2
x 6
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(V)

26

6

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnosc¢ rozwigzywania nieréwnosci liniowych
z jedng niewiadomgq ( dwa pytania testowe, w ktdrych doktadnie jedna odpowiedz jest poprawna).

Cwiczenie. A
Jezeli 12(x — 2) = —7, to x nie moze by¢ réwne:
A 2 B.2 c.2 D.2
3 4 3
Cwiczenie. C
Najwiekszg liczbg naturalng spetniajgcg nieréwnosé 2(x + 3) > 6x — 10 jest:
A. 4 B.5 C.3 D.0

Uktady nieréwnosci liniowych z jedng niewiadoma.
Rozwigzywanie tych uktadéw przedstawimy na przyktadach.
Przyktad 1.
(x+1)?+7>(x—4)?
(1+x)?2+3x2<2x—1)?%+7
Uktad taki zapisujemy za pomoca koniunkcji i rozwigzujemy kazdg z nieréwnosci oddzielnie.

Rozwigz uktad nieréwnosci: {

(x+1)%2+7>(x—4)? i (1+x)2%2+4+3x2<2x—1%+7
x> +2x+1+7>x*—8x+16 i 1+2x+x2+3x2<4x?—4x+1+7
x> —x*>4+2x+8x>16—-1-7 i x?24+3x2—4x?+2x+4x<1+7-1
10x >8 |:10 i bx <7 |:6
x>i i x<Z

10 6
x>§
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Oba rozwigzania zaznaczamy na osi liczbowej i wyznaczamy ich cze$¢ wspdlna.

b 9

4 7 X

5 6

4 7\. . . o -
Zatem x € (E’Z) jest rozwigzaniem danego ukfadu nieréwnosci.

Przyktad 2.
Wyznacz wszystkie liczby catkowite spetniajgce nieréwnos¢: 2x — 1 < xT+2 <3(x-—-2)+12.

Nieréwnos¢ ta jest rownowazna uktadowi:

x+2
2x—1<
x+2
3 <3(x-2)+12
Ktdéry rozwigzujemy jako koniunkcje dwdch nieréwnosci:
2x—1s% -3 i xT”<3(x—2)+12 |- 3
3-2x—3-1<3-22 i 3-T2<3-3-(x—2)+3-12
6x—3<x+2 i x+2<9x-—18+ 36
6x—x<2+3 i x—9%x<-18+36—-2
5 <5 |[:5 i —8x<16 |: (—8)
x<1 i x> =2

Oba rozwigzania zaznaczamy na osi liczbowej i wyznaczamy ich cze$¢ wspdlna.

.

-2 1 X
Czescig wspdlng obu rozwigzan jest zbior x € (—2, 1), a liczbami catkowitymi nalezgcymi do tego zbioru
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» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnos¢ rozwigzywania uktadow nieréwnosci
liniowych z jedng niewiadomgq ( pytanie testowe, w ktorym dokfadnie jedna odpowiedZ jest
poprawna).

Cwiczenie. C

5x+7>-3
Zbiorem wszystkich liczb catkowitych spetniajgcych ukfad nieréwnosci le<1 jest:
SX =
A. {—-2,-1,0,1,2} B.{—2,-1,0,1} C.{—1,0,1,2} D.{-2,—-1,0,1}

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania nieréwnosci liniowych.
Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one
rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1. Rozwigz nieréwnos¢:

a) 3x—2(x+4)<5+4x

b) 5(x+3)—10(x—1) =23(x+4) + 14

c) 6(x+2)—3(2—x)—8<4-53x—-1)
Zadanie 2. Rozwigz nieréwnos¢:

a) M—5x<1—7(x—3)

b) 2(x+2) +4+x < T4+
) 35-22>2+x+2

d Z2-2-n=E"

Zadanie 3. Rozwigz nieréwnos¢:

a) (3x—2)(3x+2) > (3x + 4)?
b) 2x <+5x +3

c) x? +xT_7—x2;2S (1 + x)?
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d) (x+2)? = (x—V3)(x +V3) < ==+

3
Zadanie 4.

Wyznacz ile liczb naturalnych spetnia nieréwnos¢: xT+2 —2(x+3) = xT_l -7.
Zadanie 5. Rozwiaz uktad nieréwnosci:
2) {(x—3)2+"7+43 (x—4)(x+4)—2x+4§
—(3x*+3x+1) < —-3(x—-5)(x+5)
) { x(x—2)—2>3x+ (3+x)?
—6x2+12x—8< (2x —1)(1 — 3x)

Podsumowanie zaje¢

» Uczniowie przystepuja do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-learningowej, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 1.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite, ktére spetniajg uktad nierdwnosci:

{B(x +2)2+Q2x—1)>—-7(x+3)(x—3) <28
x(x—2)—(x—-3)(x+3) <27 '

Zadanie 2.
x>l o,
Rozwigz nastepujgcy uktady nierdwnosci: 4 x+2

—3x+2—722x—3

Zadanie 3.

Rozwigz nieréwnosé x3 — (x + 1)3 < —3(x%2 —5) < x%2 — 4(x + 2)? + 39 i wyznacz wszystkie liczby
naturalne, ktdre jg spetniaja.

Zadanie 4.

Rozwigz podane nieréwnosci:

a) x(x+1D)-(x?2+1D<1

b) 1—-x<3x+2<7

c) 5(x—1)>2(x+4)>4
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_1\2 2 2_gy_

d) 3(x-1)%  2(x+3) < 5(x%2-8x-3)
2 3 6

) -+ -2) <

Zadanie 5.

Rozwigaz nastepujgce uktady nieréwnosci:

2—-5x 2x+1
> +32> —~ 2x

x+1 x—1
P —
2+ = + x

b) { x+1)?2-8>(x—-1)2%+3x—-7
(1-3x)2-5x2>2x—-1)2x+1)—-10

(x+2)2
2

a)

8 Uwagi metodyczne do
realizacji

KAPITAL LUDZK UNIA EI.IEI}:JR%F;I;SM”
MARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



Scenariusz nr 3: ROwnania i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna

Temat zajec

Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna

Dziat

Réwnania i nieréwnosci

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadarh dotyczacych rozwigzywania réwnan i nieréwnosci
z wartoscig bezwzgledna
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e poprawnie postuguje sie pojeciem wartosci bezwzglednej;
e wykazuje sie umiejetnoscia rozwigzywania réwnan z wartoscig bezwzgledna;
e wykazuje sie umiejetnoscig rozwigzywania nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng;
e znainterpretacje geometryczng rownania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna;
e poprawnie zapisuje zbidr rozwigzan nierdwnosci za pomocg przedziatu liczbowego.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-lerningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.

(ze szczegbtowym
wskazaniem Srodkow
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opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Definicja wartosci bezwzglednej
Wartoscig bezwzgledna liczby nieujemnej jest ta sama liczba. Wartoscig bezwzgledna liczby ujemnej
jest liczba do niej przeciwna.
Wartosé bezwzgledng liczby x oznaczamy symbolem |x| i mozemy zapisa¢ symbolicznie
x| = { X dla x>0
—x dla x<0
Przyktad.

Zaznaczymy na osi liczbowej liczby x dla ktérych |x| = 3.

-3 0 3

S3 to dwie liczby: -3 i 3, ktérych odlegtos¢ od 0 jest rowna 3.
Zatem réwnanie |x| = 3 ma dwa rozwigzania x = 3 orazx = —3.

Whiosek:

W interpretacji geometrycznej wartos¢ bezwzgledna liczby jest to jej odlegtosé na osi liczbowej od liczby

0.

Interpretacja geometryczna rozwigzania réwnania |x — b| = c.
Przyktad 1.
Obliczymy odlegtosé na osi liczbowej miedzy liczbami 4i 7.

4 7

Mozemy jg obliczy¢ : 7 — 4 = 3, ale réwniez |4 — 7| = 3.
Whniosek:
|x — b| jest odlegtoscig na osi liczbowej miedzy liczbami x i b.
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Przykfad 2.
Zaznaczymy na osi liczbowej liczby x dla ktérych |x — 5| = 3.

2 5 8

S to dwie liczby 2 i 8, ktdrych odlegtos¢ od liczby 5 jest rowna 3.

Whiosek:

Rozwigzujgc réwnanie |x — b| = ¢, gdzie ¢ = 0 zaznaczamy na osi liczbowej liczby, ktérych odlegtos¢ od
b jest réwna c.

Réwnania typu [ax + b| = cdlaa # 0.
Przypadek I. Zatézmy, ze ¢ = 0.
Wodweczas réwnanie |ax + b| = 0 jest rownowazne réwnaniu ax + b = 0 (poniewaz |0| = 0).
Rozwigzujemy drugie réwnanie:
ax=-b |:a
b

X=—=
a

Réwnanie |ax + b| = 0 ma jeden pierwiastek.

Przypadek Il. Zatozmy, ze ¢ > 0.
Wodweczas rownanie |ax + b| = ¢ jest rdwnowazne alternatywie dwdch réwnan:
ax+b=clubax+b=—c

ax=c—blubax=—-c—b»b
—c—b

c—-b
X =— lub x =
Czyli réwnanie |ax + b| = ¢ dla ¢ > 0 ma dwa rozwigzania.

Przypadek Ill. Zatézmy, ze ¢ < 0.
Wodweczas rownanie |ax + b| = ¢ nie posiada rozwigzan, gdyz warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;j
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Whiosek: Rownanie |ax + b| =c,a # 0
e dla c < Onie ma rozwigzan, tzn. jest rGwnaniem sprzecznym,
e dlac = 0 posiada jeden pierwiastek,
e dlac > 0 ma dwa pierwiastki.

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ rozumienie pojecia wartosci bezwzglednej oraz
umiejetnos¢ rozwiqzywania prostych rownan z wartosciq bezwzgledng (trzy pytania testowe,
w ktdrych doktadnie jedna odpowiedZ jest poprawna).

Cwiczenie. C
Réwnanie |2x — 3| = 3 — 2x jest spetnione przez wszystkie liczby rzeczywiste x ze zbioru:
3 3
A. R B. <E' 00) C. (—00, E) D. (—o, 0)

Cwiczenie. A
Zbiorem wszystkich rozwigzan réwnania |x + 4| = 3 jest zbiér:
A {-1,-7} B.{-1,7} C.{-7,1} D.{1,7}

Cwiczenie. C
Réwnaniem, ktdre nie posiada pierwiastkdw wspdlnych z réwnaniem |x — 7| = 2.
A. |lx—6] =15 B.lx+1| =6 C.lx+7|=2 D.lx—8|=1

Przyktad 1.
Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby spetniajgce nierownosé |x| < 3.

-3 0 3 x
S to wszystkie liczby, ktérych odlegtosé od 0 jest mniejsza niz 3.

Zatem x € (—3,3).
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Whniosek

Rozwigzaniem nieréwnosci |x| < a jest zbior:
-x € (—a,a),gdya >0,

-x=0,gdya=0

- pusty (nierownos¢ sprzeczna), gdy a < 0.

Przyktad 2.

Rozwigz nieréwnosé: |x — 3| < 4.

Wiemy, ze |x — 3| mozemy interpretowac jako odlegtos$¢ x od 3. Wobec tego musimy zaznaczyé¢ na osi
liczbowej liczby, ktérych odlegtosc od 3 jest mniejsza niz 4. Liczbami ktére znajduja sie w odlegtosci 4 od
3s3:-1i7, dlatego one ograniczajg nasz zbiér rozwigzan.

i 1

-1 3 7 x

Whiosek

Rozwigzaniem nieréwnosci |x — b| < a jest zbior:
-x€(—-—a,b+a)gdya>0,

- pusty (nierownosc sprzeczna), gdy a < 0.

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnos¢ rozwiqzywania nieréwnosci typu
|x — b| < a (pytanie testowe, w ktérym doktadnie jedna odpowied? jest poprawna)).

Cwiczenie. A
Najmniejszg liczba catkowitg spetniajgcg nierownosé : [x + 3| < 4 jest:
A. —6 B.—-7 C.0 D.-7

Przyktad 3.
Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby spetniajgce nierownosé |x| > 3.
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J E——
-3 0 3 X
S to wszystkie liczby, ktérych odlegtosé od O jest wieksza niz 3.
Zatem rozwigzaniem nieréwnosci |x| > 3 jest x € (—o0,—3) U (3, )
Whiosek
Zatem rozwigzaniem nieréwnosci |x| > a jest zbidr:
-x € (—o0,—a) U (a,»),gdya >0
-x € (—0,0) U (0,00),gdya =0
- zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, gdy a < 0.

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnosc¢ rozwigzywania nieréwnosci typu |x| > a
(pytanie testowe, w ktorym doktadnie jedna odpowied? jest poprawna).

Cwiczenie. D
lle liczb naturalnych nie spetnia nieréwnosci |x| > 4:
A. Nieskonczenie wiele B. 3 C.4 D.5

Przyktad
Rozwigz nieréwnosé |x + 2| > 5.
Na osi liczbowej zaznaczymy wszystkie liczby, ktdrych odlegtosé od (-2) jest wieksza niz 5.

)
-7 -2 3 X
Zatem rozwigzaniem nierownosci |x + 2| > 5 jest x € (—o0, —7) U (3, ).
Whiosek
Zatem rozwigzaniem nierownosci |x — b| > a jest zbiér:
-x € (—oo,b—a)U(b+a,»),gdya >0
-x € (—o0,b) U (b,),gdya =0
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- zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, gdy a < 0.

Uwaga:

Podobnie rozwigzujemy nieréwnosci |x — b| < a i |x — b| = a, pamietajac o domknieciu
przedziatow.

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnos¢ rozwigzywania nierownosci typu
|x — b| > a (pytanie testowe, w ktérym doktadnie jedna odpowiedz jest poprawna,).

Cwiczenie. B
Na osi liczbowej przedstawiony jest zbiér rozwigzan nieréwnosci:

S——

-1 4 9 X
A |x—5|>4 B.lx—4|>5 C.lx+4|>5 D.|lx—4| <5

» Na zakoriczenie znajduje sie aplet -ilustracja pojecie wartosci bezwzglednej oraz rozwiqzania
réwnan i nieréwnosci z wartosciq bezwzgledngq.

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnosc¢ rozwigzywania réwnarn i nieréwnosci
z wartosciq bezwzgledng . Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub

tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1. Oblicz:

a) |[V7-3|-[4-7|
b) [4—5—11]]
2-2v5
) |J§—1
Zadanie 2. Rozwigz réwnanie:
a) |x—=3|=5 e)||x—2|—6|=8
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b) |x+4|=6 f) [x —6]—3|x—6] =-8

c) |[x+3]=0 g) [1—x|+5/1—x|=8

d 1—-|x+4|=2 h) |x — 5] —|2x — 10| = -3

Zadanie 3. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz za pomoca przedziatu lub sumy przedziatow zbidr:
a) Liczb rzeczywistych, ktérych odlegtos¢ od O jest mniejsza od 5;

b) Liczb rzeczywistych, ktorych odlegtosc od 8 jest mniejsza od 3;

c) Liczb rzeczywistych, ktérych odlegtosé¢ (—5) od nie wieksza od 6;

d) Liczb rzeczywistych, ktérych odlegtosé od (—2) jest wieksza od 4;

e) Liczb rzeczywistych, ktérych odlegtos$¢ od 6 jest nie mniejsza od 4

Zadanie 4. Rozwigz nieréwnosci:

a) |[x—4| <5 e) |[x+5/>0

b) |I5—x| <3 f) |12x + 4| > —4

c) |[x+6|>4 g)2|lx—1|-3|x—-1]| = -2
d [x+7/<0 h) |[x—v3|<2v3-1
Zadanie 5. lle liczb catkowitych spetnia nieréwnos¢:

a) |lx—1]<2

b) |[x+4|<7

Zadanie 6. Podaj nierdwnosc¢ z wartoscig bezwzgledna, ktérej zbiorem rozwigzan jest:
a) (—8.—4) d) (—o0.—3) U (5,)

b) (—1.4) e) (—o,2) U (10,0)

c) {6} f) (—o00.—=3) U (=3, )

Podsumowanie zaje¢

» Zadania do samodzielnego rozwiqzania przez ucznidw. Rozwiqgzania zadarn otwartych uczniowie
przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 1. (w podstawie rozwigzujemy tylko punkt a) i b))
Rozwigz réwnania:

a) |x—3|—1]4x—12| = -15

b) [Ix—31+2|=3
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c) 12x+3|—-|x—1|=4
d) 6 —vV16 —8x + x? = |2 — 3x|

Zadanie 2.

Rozwigz ponizsze rdwnania, wykorzystujac ilustracje geometryczng wartosci bezwzgledne;j:
a) |x—4|=6

b) |[x+3|=2

c) |I5—x|=8

Zadanie 3. ( w podstawie rozwigzujemy tylko punkty a oraz b)
Rozwigz nieréwnosci:

a) |x+5|/=4

b) |x—3| <2

o |lx—11—-4|<6

d) [2x—3|=-5>13+ |x+ 1]

Zadanie 4.

Rozwigz uktad nieréwnosci: [x + 2| < 4 <3x —1

Uwagi metodyczne do
realizacji

i
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Scenariusz nr 4: Uklady rownan liniowych

Temat zajec

Uktady réwnan liniowych

Dziat Réwnania i nieréwnosci

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 min

Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadan z zastosowaniem uktadéw réwnan liniowych

2 Cele szczegdtowe Uczen
e wykazuje sie umiejetnoscia rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych metoda podstawiania;
e wykazuje sie umiejetnoscia rozwigzywania uktadéw rdéwnan liniowych metoda przeciwnych

wspotczynnikéw;

e potrafi okresli¢ liczbe rozwigzan uktadu réwnan;
e wykazuje sie umiejetnoscig utozenia uktadu rownan wynikajgcych z tresci zadania.

3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie

4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Definicja
Uktad rownan {alx thiy =c
a,x + b,y =c,

réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi x i y.

, W ktérym a? + b? =0 i a3 + b? # 0, nazywamy uktadem dwéch

Przyktady uktadéw dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi
{x—4y=5 lub { 4x -2y =3
2x+3=7 —8x +4y =-6

Rozwigzac¢ uktad rownan oznacza podac takie pary liczb, ktdre spetniajg jednoczesnie oba réwnania.
Uktady réwnan mozna rozwigzywac algebraicznie lub geometrycznie.
W tej lekcji zapoznamy sie z metodami algebraicznymi.

Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych metoda podstawiania
Pierwszy przyktad rozwigzemy metoda podstawiania, ktdéra polega na wyznaczeniu niewiadomej
z jednego rownania i podstawianiu jej do drugiego rownania. Otrzymujemy wowczas i rozwigzujemy
réownanie z jedng niewiadoma.
4x+y =9
—3x+2y=-4
Z pierwszego rownania wyznaczamy niewiadoma y i podstawiamy do drugiego rownania
y=9—4x

{—3x +2(09—4x) =—-4
Pierwsze rownanie przepisujemy, a drugie réwnanie z jedng niewiadoma rozwigzujemy
{ y=9—4x

—3x+18—8x = —4

Rozwigz uktad réwnan {
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Uktad réwnan jest spetniony przez jedng pare liczb. Taki uktad nazywamy oznaczonym.

Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych metoda przeciwnych wspétczynnikéw

Drugi przyktad rozwigzemy metodg przeciwnych wspétczynnikdw, polegajgcg na pomnozeniu jednego
lub obu réwnan przez liczbe (liczby) tak dobrang, aby przy jednej z niewiadomych otrzymac
wspotczynniki, ktore sg liczbami przeciwnymi. Wtedy po dodaniu obu réwnan stronami otrzymujemy
rownanie z jedng niewiadoma, ktére pdzniej rozwigzujemy.

2x+3y =3

5x -2y =17

Aby uzyskac przeciwne wspoétczynniki przy zmiennej y, pierwsze réwnanie pomnozymy obustronnie
przez 2, zas drugie obustronnie przez 3.

Rozwigzemy uktad rownan: {

{ 2x+3y =3 |- 2

5x =2y =17 |- 3
4x+ 6y =6

Otrzymamy {15x _ 6§ — 51

Réwnania dodajemy stronami i rozwigzujemy rdwnanie z jedng niewiadoma
4x + 6y + 15x — 6y = 6 + 51
19x =57 |:19
x =23
Podstawiajgc otrzymang wartos¢ do pierwszego réwnania uktadu otrzymujemy

KAPITAt LUDZKI UNIA EU:L")RIE)EPIE?BK!'&
NARODOWA STRATEGIA SPAINGSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska

w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



2-3+3y=3

3y =—
y==
. . . . x=3
Rozwigzaniem ukfadu jest para liczb: {y - _1
Przyktad ukfadu nieznaczonego
- , [ 2x—3y=3
Rozwigzemy ukfad rownan: {—6x +9y=-9
Zrobimy to metodg przeciwnych wspdétczynnikdéw, mnozgc stronami pierwsze réwnanie przez 3.
{ 6x—9y =9
—6x +9y =-9

Dodajemy oba réwnania stronami: 6x — 9y —6x +9y =9 -9
| otrzymujemy : 0=0, co jest tozsamoscig i oznacza, ze uktad jest nieoznaczony i posiada
nieskoiczenie wiele rozwigzan.

Przyktad uktadu sprzecznego:
2x—y =3
—6x+ 3y =2
Zrobimy to metodg przeciwnych wspdétczynnikdéw, mnozgc stronami pierwsze réwnanie przez 3.
6x—3y=9
{—6x +3y=2
Dodajemy oba réwnania stronami: 6x — 3y — 6x + 3y =9 + 2
| otrzymujemy: 0 = 11, co jest sprzecznoscig. Dany ukfad nie posiada wiec rozwigzan i nazywamy go
sprzecznym.

Rozwigzemy uktad réwnan: {

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnos¢ rozwigzywania uktadu réwnan
i okreslania liczby jego rozwiqzan (pytanie testowe, w ktorym doktadnie jedna odpowiedZ jest
poprawna).
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Cwiczenie. B
4x — 6y = -8

Aby uktad :{ax +3y=—4
A 2 B. -2 C.3 D. taka liczba a nie istnieje

byt uktadem sprzecznym, nalezy w miejsce apodstawic;

Liczba rozwigzan uktadu dwéch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Uktad réwnan {alx thy =6
a,x + b,y =c,

- mie¢ doktadnie jedno rozwigzanie bedgce parg liczb; taki uktad nazywamy oznaczonym

- mie¢ nieskonczenie wiele rozwigzan, bedacych parami liczb; taki uktad nazywamy nieoznaczonym

- nie mie¢ rozwigzan i nazywamy go wéwczas sprzecznym.

, W ktérym a? + b? = 0iaZ + b2 # 0, moze:

» Aplet —ilustracja graficzna uktadu dwdch réwnari liniowych z dwiema niewiadomymi

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnos¢ rozwigzywania uktadu réwnan
i okreslania liczby jego rozwiqgzan (pytanie testowe, w ktorym doktadnie jedna odpowiedz? jest
poprawna)

Cwiczenie. A
N .  (2x—y=4
lle rozwigzan posiada uktad rownan: {Sx 45y =6
A. Jedno B. dwa C. nie posiada rozwigzann  D. nieskonczenie wiele
Zadanie

W dwdch sadach owocowych rosto razem 1500 drzewek. W ciggu roku liczba drzewek w kazdym sadzie
powiekszyta sie 0 25% i wtedy okazato sie, ze liczba drzewek w drugim sadzie stanowita % liczby drzewek

w pierwszym. lle drzewek byto w kazdym sadzie na poczatku roku?
Analiza zadania:
Oznaczenia: x — liczba drzewek w pierwszym sadzie na poczatku roku
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y — liczba drzewek w drugim sadzie na poczatku roku
Ich suma wynosi 1500, wiec mamy pierwsze réwnanie: x + y = 1500.
1,25x —liczba drzewek w pierwszym sadzie na koniec roku
1,25y —liczba drzewek w drugim sadzie na koniec roku
Na koniec roku liczba drzewek w drugim sadzie stanowita % liczby drzewek w pierwszym, wiec:
2-1,25x = 1,25y
. ) o o x+y=1500
| otrzymujemy uktad réwnan, ktéry rozwigzujemy: {g 1,25x = 1,25y 1:1,25
x +y=1500
{ 2 =
3¥ 7Y
2
x+ §x = 1500
2 —
3% = y
Sy = 1500 | >
3% 7 3
2 —
3¥ =Y
= 1500 3
*= 5
2 —
3¥ =Y
x =900
{2 900 =
3 =Yy
{ x =900
y =600
Odpowiedz: W pierwszym sadzie byto na poczatku roku 900, a w drugim 600 drzewek.
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» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnos¢ rozwigzywania zadania z tresciq
z wykorzystaniem uktadu rownan (pytanie testowe, w ktérym doktadnie jedna odpowiedZ jest
poprawna)

Cwiczenie 3. C
Suma dwoch liczb jest réwna (—2), a ich rdznica jest rowna 10. lloraz mniejszej z tych liczb przez

wiekszg wynosi:

A —2 B.
3

C.—=- D.
2

wilN
N|Ww

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania uktadéw réwnan
liniowych i ich zastosowania do rozwiqzywania zadan. Zadania te mogq byc¢ wydrukowane,
zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwiqzywane przez uczniow pod
kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1. Rozwiaz uktad réwnan:
x—2y=5
) {Bx +2y=7
3x —6y =-9
{ 5x + 8y =3

=0
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6 3 2
f) 6x-y  4x-y 1
3 4 2

Zadanie 2. Do réwnania 2x — 3y = 7 dopisz drugie, aby otrzymac¢ uktad:

a) Nieoznaczony

b) Oznaczony

c) sprzeczny.

Zadanie 3. Dtugosci dwoéch sgsiednich bokdw prostokata rdznig sie o 6. Obwdd prostokata wynosi 48.
Wyznacz dtugosci bokdéw i pole tej figury.

Zadanie 4. Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej wynosi 12. Jezeli cyfry w tej liczbie zamienimy
miejscami, to otrzymamy liczbe o 36 wiekszg. Wyznacz poczatkowaq liczbe.

Zadanie 5. 320 gramdéw roztworu zawiera 1% soli. Po odparowaniu pewnej ilosci wody otrzymano
roztwor o stezeniu 2%. lle wazy teraz ten roztwér?

Zadanie 6. Za 15 biletow do kina zaptacono 312 zt. Bilet normalny kosztowat 24 zt, zas ulgowy byt o0 25
% tanszy. lle kupiono biletéw normalnych, a ile ulgowych?

Zadanie 7. Suma dwdch liczb wynosi 60. Potowa pierwszej liczby jest rowna 75 % liczby drugiej. Jakie to
liczby?

Podsumowanie zajec

» Zadania do samodzielnego rozwigzania przez uczniow. Zadania otwarte przesytane sq do
sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 1.

Rozwiaz uktad réwnan:

lx—2y=—5
2
a) 19
3x =3y =3
15y+7x_3y—4= -1
b) 16 4
3y_106x=2_x
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Zadanie 2.

Zmieszano dwa rodzaje roztwordw soli kuchennej, roztwér 10% z roztworem o stezeniu 25%. W wyniku
otrzymano 12 kg roztworu o stezeniu 15%. Oblicz mase kazdego z roztwordéw.

Zadanie 3.

Wyznacz dwie takie liczby, aby suma § pierwszej z nich i 25% drugiej wynosita 9, a réznica podwojonej
pierwszej i 75% drugiej réwniez wynosita 9.

Zadanie 4.
Rozwiaz uktady rownan:
2x+3y 7x+4y 4
Ty 5
a) | Gwzy  oxay =73
y 9x+y 3
6 2

b) %(y+§)—%(x+2)=1,1

s=2v+i=2farra(o-)
Z_2=y-2
C) x+63
- +30r—-2)=0
Zadanie 5.

Na poczatku roku szkolnego w liceum byto o 20 harcerzy wiecej niz w sgsiednim technikum. Do konca
roku szkolnego liczba harcerzy wzrosta w liceum o0 25%, a w technikum o § stanu na poczatku roku

szkolnego i wéweczas liczba harcerzy w obu szkotach byta jednakowa. Ilu harcerzy byto na poczatku roku
szkolnego w kazdej z tych szkot?

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 5: ROwnania kwadratowe zupelne

Temat zajec

Réwnania kwadratowe zupetne

Dziat

Réwnania i nieréwnosci

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Rozwijanie umiejetnosci korzystania z dostepnych wzoréw
e Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania réwnar kwadratowych

2 Cele szczegdtowe Uczen:
e wykazuje sie umiejetnoscia rozpoznawania réwnan kwadratowych zupetnych;
e potrafi okresli¢ liczbe rozwigzan réwnania na podstawie wyrdznika;
e poprawnie oblicza pierwiastki réwnania kwadratowego.

3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie

4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
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gra)

Wprowadzenie do
zajec

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Porzgdek lekciji:

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem kursu ,,Réwnania i nieréwnosci” (lekcja 7) zamieszczonego na
platformie e-learningowej Moodle. Wspdlnie z uczniami omawiamy potrzebng teorie i analizujemy
zawarte przyktady, éwiczenia uczniowie rozwigzujg samodzielnie.

Definicja

Réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0, w ktérym wszystkie wspétczynniki a, b, ¢ sg réine od zera
nazywamy rownaniem zupetnym.

Wyrazenie A= b? — 4ac nazywamy wyréznikiem réwnania kwadratowego.

» Teraz uczniowie mogq sprawdzi¢ swojq umiejetnosc obliczania wyrdznika rownania kwadratowego
oraz sprawdzenia, czy dane liczby sq pierwiastkami rdwnania dwa (pytania testowe, w ktdrych
doktadnie jedna odpowied? jest poprawna).

Cwiczenie 1. B
Wyréznik A jest réwny 0 dla réwnania:
A. x2-16=0 B.x*-8x+16=0 Cx*+8x—16=0 D.16x*+x=0

Cwiczenie 2. C
Liczby —3 i 4 sg pierwiastkami réwnania:

A 2(x—-3)(x+4)=0 B.-3(x—3)(x—4)=0
C.o(x+3)(x—4)=0 D.—4(x+3)(x+4)=0
Twierdzenie:

Aby rozwigzaé réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0,a # 0 najpierw obliczamy wyréznik.
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-b—VA , —b+VA

e JesliA> 0, to rownanie ma dwa rdzne rozwigzania x; = Xy = ——

e JesliA= 0, to réwnanie ma jedno rozwigzanie x, = P

e Jedli A< 0, to rownanie nie ma rozwigzan.

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnosc¢ rozwiqgzywania rownania kwadratowego
(pytanie testowe, w ktérym doktadnie jedna odpowiedz jest poprawna).

Cwiczenie 3. C
Ktére rownanie posiada dwa rézne rozwigzania:
A. x2—-2x+1=0 B.3x>?—x+1=0 C4x*?—6x—7=0 D.2x2+4x+5=0

Przyktady ilustrujgce rozwigzanie rdwnan kwadratowych zupetnych
Przykfad 1.

Rozwigzemy réwnania :

a)2x2—3x—%= 0

a=2, b=-3.c=

N =

1
A= (—3)2—4-2-§=9—4=5
A> 0- réwnanie ma wiec dwa pierwiastki

—b—VA_—-(-3)-V5_3-+5

1T, 2-2 4
_—b+VA _ —(-3)+V5 3+4+5
=T T T 2.2 4

b)9x2—12x+4 =0
a=9, b=-12, c=4
A=(-12)2—-4-9-4=144—-144=0
A= 0 —réwnanie ma jeden pierwiastek
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b —(-12) 12
=57 "29 " 18

2
3
c)—2x2+x—-3=0
a=-2, b=1, ¢c=-3
A=1%2—-4-(=2)-(-3)=1—-24=-23
A< 0-réwnanie nie ma.

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnosc¢ rozwiqgzywania rownania kwadratowego
(pytanie testowe, w ktérym doktadnie jedna odpowiedz jest poprawna).

Cwiczenie 4. D
Liczba %jest jednym z pierwiastkdw réwnania:
A x?+8x=0 B.—x>4+2x—4=0 C3x>4+5x—2=0 D.2x>—7x+3=0.

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnosc rozwigzywania réwnan kwadratowych
i ich zastosowania do rozwiqzywania zadan. Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane
na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem
nauczyciela.

Zadanie 1.

Okresl liczbe rozwigzan réwnania:

a) x2-5x+7=0

b) x?+3x—4=0

c) —%x2+5x—2=0

d) X2+ (1-V2)x—3v2=0

e) (V5-2)x*+6x+V5+2=0.
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Zadanie 2.

Rozwigz réwnania:
a) (4x —2)%2 = (x + 3)?
b) —x2+V2x—4=0
3 \¢ 2
c) (Z—Ex) —(5x+5) =0
d) 2x?—7x=-3
e) 32x% +48vV2x = —36
Zadanie 3. Rozwigz réwnania:
a) 2x—1)(2x+1)—(4x +5)% = —4x — 2
b) (x+3)2-2(x—-2)2=4x+10
x24+5x  (x+42)2
c) - =x—-1

3 4
x(x-1) | x(x-3)

d) > +T+(4—x)(4+x)=10
e) x2+(x+1)2=29- —(2x14)2
Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie wartosci wspétczynnika b, dla ktérych réwnanie 2x2 + bx + 2 = 0 ma dokfadnie
jedno rozwigzanie.

Zadanie 5.

Dla jakich wartosci wspétczynnika ¢ réwnanie %xz + %x + ¢ = 0 ma dwa rdzne rozwigzania?

Zadanie 6.

Jednym z rozwigzan réwnania x2 4+ 6x + ¢ = 0 jest liczba (—3 — v/3). Wyznacz wspétczynnik ¢ i znajdz
drugie rozwigzanie tego réwnania.

Zadanie 7.

Suma kwadratéw dwadch kolejnych liczb catkowitych wynosi 1013. Wyznacz te liczby.

Zadanie 8.

lloczyn dwdch kolejnych liczb naturalnych nieparzystych wynosi 323. Zapisz odpowiednie réwnanie
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7 Podsumowanie zaje¢ | » Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-lerningowej, ktdrych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 1.

Rozwigz réwnania:

a) 12x +7 = 21x?

b) ~x? —10 = 6x

c) —2x2-5x+3=0

Zadanie 2.

Przeciwprostokatna trdjkata prostokatnego jest dtuzsza od jednej przyprostokatnej o 1 cm i od drugiej
przyprostokatnej o 32 cm. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

Zadanie 3.

Oblicz liczbe bokédw wielokata wypuktego, ktéry ma 119 przekatnych.

8 Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 6: ROwnania sprowadzalne do rownan kwadratowych

Temat zajec

Réwnania sprowadzalne do réwnan kwadratowych

Dziat

Réwnania i nieréwnosci

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Rozwijanie umiejetnosci logicznego myslenia
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e wykazuje sie umiejetnoscig sprowadzania niektérych rédwnan do réwnan kwadratowych;
e potrafi dokona¢ podstawienia, ktore pozwoli sprowadzi¢ réwnanie do réwnania kwadratowego;
e doskonali umiejetnos¢ rozwigzywania rownan kwadratowych.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)
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Wprowadzenie do
zajec

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem kursu ,,Réwnania i nieréwnosci” (lekcja 8) zamieszczonego na
platformie e-learningowej Moodle. Wspdlnie z uczniami analizujemy przyktady ilustrujgce metody
sprowadzania niektérych réwnan do rdéwnan kwadratowych; ¢éwiczenia uczniowie rozwigzuja
samodzielnie.
Sposoby rozwigzywania rownan sprowadzalnych do réwnan kwadratowych zilustrowane zostaty
przyktadami.

Przyktad 1.
Rozwigz réwnanie %3 = %
Zaktadamy, ze x # 0i x + 1 # 0, gdyz mianowniki utamkdéw nie mogg by¢ réwne 0.
Zatem x € R\{—1,0}.
(x-3)x+1)=x(5-x)
x?+x—3x—3=5x—x?
2x2-7x—-3=0
A=49—-4-2-(-3)=49+24=73
—(=7) =73 7-+73

= € R\{—1,0}.
—(=7)+~V73 7++73
X, = =7) = € R\{-1, 0}.
2:2 4
. . . . 773 . 7+V73
Zatem réwnanie ma dwa rozwigzania x; = — —ix; = — —.

Przyktad 2.
Rozwigzemy réwnanie x* — x2 — 6 = 0.
Wykonamy podstawienie t = x2,t > 0 (gdyz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna)
Otrzymuje réwnaniet> —t —6 =0
A=1+4+4-(—6) =25
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[uy

vl

t, = = —2 < 0 iodrzucamy rozwigzanie

[y
+N
ul

t, = = 3 > 0i mozemy teraz wyznaczy¢ x: x2 = 3

x—\/_lubx——w/g

Odpowiedz: Réwnanie ma dwa rozwiazania: —V3, V3

Przyktad 3.

Rozwigzemy réwnanie x —5vVx +6 =0

Zatozenie: x = 0.

Wykonamy podstawienie vx = t i otrzymamy réwnanie t? — 5t + 6 = 0.

A=25-4-6=1
t; = e =2

=2 x=

x=4 X =

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnos¢ rozwigzywania prostych réwnan

sprowadzalnych do réownan kwadratowych (pytanie testowe, w ktorym doktadnie jedna odpowiedZ
jest poprawna).

Cwiczenie 1. C
lle réznych rozwigzar ma réwnanie : x* — 15x% = 0
A. jedno B.dwa C. trzy D. cztery

Cwiczenie 2. D
lle réznych rozwigzan ma réwnanie : x* — 10x? + 21 =0
A. jedno  B.dwa C. trzy D. cztery
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Cwiczenie 3. A
lle réznych rozwigzar ma réwnanie : x* + 6x2 +9 =0
A. zero B. dwa C. trzy D. cztery

Przyktad 4.
Rozwigzemy réwnanie 24 — x2 = 8|x — 3|.
e Jezelix € (—o,3), to réwnanie przyjmuje postaé: 24 — x? = 8(—x + 3)
Wykonujgc dziatania i przenoszac na jedng strone otrzymujemy:
x2—8x=0
x(x—8)=0
Zatemx = 0 lubx = 8.
Jednak x = 8 nie nalezy do przedziatu (—o, 3), zatem rozwigzanie to odrzucamy.
e Jezelix € (3,), to réwnanie przyjmuje postac : 24 — x2 = 8(x — 3).
Wykonujgc dziatania i przenoszgc na jedng strone otrzymujemy:
x2+8x—48=0.
Jest to rownanie zupetne, wiec obliczamy wyréznik: A= 64 — 4 - (—48) = 256.
Istniejg dwa rozwigzania:

-8-16 . -8+16
X1 =— =—-12ix, = =4,

Poniewaz x; = —12 nie nalezy do rozwaznego przedziatu (3,0), wiec rozwigzanie to
odrzucamy.

Odpowied?: Réwnanie 24 — x? = 8|x — 3| posiada dwa rozwigzania x = 0 oraz x = 4.

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania réwnarn sprowadzalnych
do rownan kwadratowych. Zadania te mogqg by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub
tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
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Zadanie 1.

Rozwigz réwnania:

a) x*—13x2+36=0

b) x*—12x2+36=0

c) x6—15x3-16=0

d) —x®+7x3-12=0

Zadanie 2.

Rozwigz réwnania:

a) (x?—3)2 —24 = 2x* — 14x?

b) 3x*+9=(x?-1)%+12x?

c) x*—18x%2=(x%2-9)(2x?>+3) +23
d) (x2+6)(7—x?)—36=x*+12x?
Zadanie 3.

Rozwigz réwnania:

a) x%—4=3|x|

b) x? —4 =5|x — 2|

c) x2—9=4|x—1|

d) x2=3|x—1|+1

Zadanie 4.

Rozwigz réwnania:

a) V1—-3x+34+x=0
b) 3(x+2) =+v22—-9x

c) x= E—x

d Vx—1+vx+2=3
e) Vx++vV140+x =4

Podsumowanie zaje¢

» Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-learningowej, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

i KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC!

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY



Zadanie 1.

Rozwigz réwnanie: 3x° + 4x3 + 1 = 0.
Zadanie 2.

Rozwigz réwnanie: x —vVx — 6 =0
Zadanie 3.

Rozwiaz réwnanie: x* + 2x2 —15=10

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 7: Uklady réwnan, z ktorych co najmniej jedno jest stopnia drugiego

Temat zajec

Uktady réwnan, z ktorych co najmniej jedno jest stopnia
drugiego

Dziat Réwnania i nieréwnosci
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element fr ez
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy

Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
Rozwijanie umiejetnosci logicznego myslenia

2 Cele szczegdtowe

Uczen:

e wykazuje sie umiejetnoscig rozwigzywania uktadéw réwnan, z ktérych co najmniej jedno jest
stopnia drugiego;

e doskonali umiejetno$¢ rozwigzywania rownan kwadratowych.

3 Formy i metody

e Pracaindywidualna
e Praca w grupie

4 | Srodki dydaktyczne
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.
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Wprowadzenie do
zajec

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem kursu ,,Réwnania i nieréwnosci” (lekcja 9) zamieszczonego na
platformie e-learningowej Moodle. Wspdlnie z uczniami analizujemy przyktady ilustrujgce metody
rozwiazywania.

y = 2x?% + 20x + 47

y=2x+11

Pierwsze z rownan jest rownaniem stopnia drugiego, za$ drugie stopnia pierwszego.
Poréwnujgc prawe strony obu réwnan, otrzymujemy réwnanie kwadratowe

2x% +20x + 47 =2x + 11

Przyktad : Rozwigzemy uktad réwnan: {

ktore rozwigzujemy:
2x%+20x +47 —2x—11 = 0.
Po uporzadkowaniu otrzymamy:
2x>+18x+36=0 [:2
x2+9x+18=0
Zatem A= 92 —4-1-18 = 81 — 72 = 9 i mamy dwa rozwigzania:

-9-+V9 -12
X1 = = = —6
2-1 2
_-9+V9 -6
nETTT T2 T
Dla wyznaczonych wartosci x; i x, obliczamy drugg niewiadoma:

{xl = _6 | b {xz = —
y=2-(—6)+11=-1 Ply=2-(-3)+11=5
A wiec rozwigzaniem ukfadu réwnan sg dwie pary liczb (uktad ma dwa rozwigzania):

x1=—6 {x2=—3
lub .
{}’1=_1 ! y2 =5

» Teraz uczniowie mogq samodzielnie sprawdzi¢ umiejetnos¢ rozwigzywania prostych uktadow
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rownan, z ktorych co najmniej jedno jest stopnia drugiego i sprawdzenia kiedy para liczb jest
rozwigzaniem takiego uktadu (dwa pytania testowe, w ktdrych doktadnie jedna odpowiedz jest
poprawna).

Cwiczenie 1. B

x2+(y+2)?2=4
x+y=0

A. Jedno B.dwa C.trzy D. cztery

lle rozwigzan ma uktad réwnan: {

Cwiczenie 2. D

Para liczb (—2, 3) jest rozwigzaniem uktadu réwnan:
A {x2+y2=13 B{y=x2—1 {xy=—6 {x2+y=7
"ly—x=1 x—y=-1 T 2x+y=1 T (y—-x=5

Uktady réwnan, z ktérych co najmniej jedno jest stopnia drugiego mozemy rozwigzywac
metoda graficzna.

Przyktad:

. o (y=—x*—4x . o . .
Rozwigzemy ukfad rownan y = —x i podamy jego interpretacje graficzna.
Poréwnujemy prawe strony obu réwnan i otrzymujemy: —x? — 4x = —x.

Wobec tego —x2 — 3x = 0 i mamy réwnanie x(—x — 3) = 0, ktérego rozwigzaniami sg
x =0orazx = —3.
Dlax = 0 mamyy = 0, natomiastdlax = =3 mamyy = —3.

=0 =-3
Uktad réwnan jest spetniony przez dwie pary liczb: {; _ g oraz {x

y=-3

Rysujemy teraz wykresy funkcji y = —x iy = —x? — 4x w jednym uktadzie wspétrzednych.
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-1
Na podstawie wykreséw widaé, ze prosta y = —x przecina parabole y = —x? — 4x w punktach
0=(00)iAd=(-3.-3).

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwiqzywania uktadéw réwnan, z
ktérych co najmniej jedno jest stopnia drugiego. Zadania te mogq by¢ wydrukowane,
zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwiqgzywane przez uczniow pod
kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.
Rozwigz ponizsze uktady réwnan:
) {x —-y=-1
@ xy =2
x+y=4
b) { xy =4
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xX—y=2

c) {xz—4x+y2 =0
d) {(Jc—2)2+(y—2)2 =4

(x—4)2+(@y—-2)2=4
e) { x =y’

x—y=2
Zadanie 2.
Znajdz dwie liczby dodatnie, ktdrych suma jest trzykrotnie wieksza od réznicy, a iloczyn trzykrotnie
wiekszy od sumy.
Zadanie 3.
Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej wynosi 11. Jezeli pomnozymy te liczbe przez liczbe
o przestawionych cyfrach, to otrzymamy 3478. Jaka to liczba?
Zadanie 4.
Suma dwach liczb wynosi 64, zas ich iloczyn 943. Wyznacz te liczby.
Zadanie 5.
Wiasciciel sklepu zakupit pewng ilo$¢ ciastek za kwote 1440 zt. Gdy ciastka podrozaty
0 40 gr, to za te samg kwote mégt kupi¢ o 40 ciastek mniej. lle ciastek i w jakiej cenie zakupit wtasciciel
sklepu?

7 Podsumowanie zaje¢ | » Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-learningowej, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 1.

Rozwigz nastepujacy uktad rownan: {y =x' -4
ly=2x2—-10x+5

Zadanie 2.

y=x%>—-2x+4

y=x?—-9x+18
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Zadanie 3.
. . o (y=2x?+3
Rozwigz nastepujacy uktad réwnan: {y oy —4
Zadanie 4.
Obwdéd pewnego prostokata ma dtugos¢ 42 cm, za$ jego pole wynosi 104 cm?. Oblicz dtugoéci bokéw
tego prostokata.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 8*: ROwnania zawierajace wiecej niz jedna wartos$¢ bezwzgledna

Temat zajec

Réwnania zawierajace wiecej niz jedng wartos¢ bezwzgledna

Dziat

Réwnania i nieréwnosci

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania réwnan z jedna lub kilkoma wartosciami bezwzglednymi
2 Cele szczegdtowe e Uczen:
e wykazuje sie umiejetnoscia korzystania z definicji wartosci bezwzglednej;
e potrafi wykorzystywac wtasnosci wartosci bezwzglednej do rozwigzywania réwnan.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)
5 Wprowadzenie do Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.
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zajec

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem platformy e-learningowej z kursem ,ROwnania i nieréwnosci”.
Réwnan z wartoscig bezwzgledng dotyczy lekcja 3. Praca na lekcji odbywa sie z wykorzystaniem mobilne;j
pracowni komputerowej, tak aby kazdy uczen miat dostep do komputera.

Wspdlnie z uczniami rozwigzujemy przyktady zawarte na platformie e-learningowej:

Przyktad 1.
Rozwigzemy rownanie ||x + 4| — 5| = 6.
Opuszczamy ,,zewnetrzng” wartos¢ bezwzgledng i otrzymujemy alternatywe dwdch réwnan:
[x+4]—-5=6 lub|x+4|—-5=-6
Przeksztatcamy kazde z nich i otrzymujemy:
|x+4| =11 lub |x + 4| = -1

Z pierwszego rownaniamamy: x +4 = 11 lubx +4 = —-11

Zatem x = 7 lub x = —15.

Réwnanie |x + 4| = —1 jest sprzeczne.

Odpowiedz: Réwnanie ||x + 4| — 5| = 6 ma dwa rozwigzania x = 7 oraz x = —15.
Przyktad 2.

Rozwigzemy réwnanie |[x — 1| + |x + 3| = 4.
Rozwigzujac to réwnanie musimy opuszcza¢ wartosci bezwzgledne na przedziatach, w zaleznosci od tego, czy
dla liczb z danego przedziatu wyrazenie wewnatrz wartosci bezwzglednej jest nieujemne, czy ujemne

X (—,-3) (-3,1) (1, 0)
[x — 1] —x+1 —x+1 x—1
[x + 3| —-x—3 x+3 x+3

Dla x € (—o0,—3) réwnanie przyjmuje postac —x +1—x—3 =4
Porzadkujemy to réwnanie i rozwigzujemy:

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINDSCI

UNIA EUROPEJSKA -
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY
Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




—2x—2=4

—2x=6

x = —3 nie nalezy do przedziatu (—o,—3). Wiec w tym przedziale nie mamy rozwigzan.
Dlax € (-3, 1) mamy:—x+1+x+3 =4
A z tego po uporzadkowaniu: 4 = 4. Otrzymujemy tozsamo$¢ i caty przedziat (—3,1) jest rozwigzaniem
nieréwnosci.
Dlax € (1,c0) mamy:x — 1+ x + 3 = 4.
Aztegowynika2x +2 =4

2x =2
x = 1ijest to liczba nalezgca do przedziatu (1, ), czyli rozwigzanie réwnania.
Odpowiedz: Rozwigzaniem danego réwnania sg liczby z przedziatu (—3,1).

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania rownan zawierajgcych wiecej
niz jedng wartos¢ bezwzglednq. Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub
tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.
Rozwigz réwnania:
a) |lx|—5|=2
b) |lx|+4| =8
c) ||x| — 6| =6
d) |Ix|+8|=8
Zadanie 2.

Rozwigz réwnania:

a) |lx+4/+3|=8
b) |lx—5/-7|=3
o [I3Bx—8l+2|=3
d [l2x+5/—-1|=2
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Zadanie 3.

Rozwigz réwnanie:

a) |[x=3|+[x+3|=6

b) [x—1|+|x+3| =4

c) [2x+3|=|x—1|+8

d 6—|4—x|=|2-3x]|

e) Vx2+6x+9—|x—-2|=x

f) V16 —8x + x2 —VxZ = |x + 3|
g) |12x+4|—+Vx?—-2x+1=3

Podsumowanie zaje¢

Na koniec zaje¢ nastgpi omdéwienie wynikdw i najczesciej pojawiajgcych sie problemow.

» Uczniowie przystepuja do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na platformie
e-learningowej, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 3.1

Rozwigz réwnania:

a) [2x+3|—-|x—1|=4

b) 6 —V16 — 8x + x2 = |2 — 3x]|

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 9*: Nierodwnosci zawierajace wiecej niz jedna wartos¢ bezwzgledna

Temat zajec Nieréwnosci zawierajgce wiecej niz jedna warto$¢ bezwzgledna
Dziat Réwnania i nierownosci
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania nieréwnosci z jedna lub kilkoma wartoéciami bezwzglednymi
2 Cele szczegdtowe Uczen
e wykazuje sie umiejetnoscig korzystania z definicji wartosci bezwzglednej
e potrafi wykorzystywaé wtasnosci wartosci bezwzglednej do rozwigzywania nieréwnosci
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,
gra)
5 Wprowadzenie do Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.
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zajec

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem platformy e-learningowej z kursem ,Réwnania i
nieréwnosci”. Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng dotyczy lekcja 3. Praca na lekcji odbywa sie z
wykorzystaniem mobilnej pracowni komputerowej, tak aby kazdy uczen miat dostep do komputera.
Wspdlnie z uczniami rozwigzujemy przyktad zawarty na platformie e-learningowe;j:

Przyktad:

Rozwiaz nieréwnosé |x — 3| — |x| < 5.

Rozwigzujac te nierédwnos¢ musimy opuszczac¢ wartosci bezwzgledne na przedziatach, w zaleznosci od
tego, czy dla liczb z danego przedziatu wyrazenie wewnatrz wartosci bezwzglednej jest nieujemne, czy
ujemne

x (—,0) (0,3 (3,0)
[x — 3| —x+3 —x+3 x—3
| x| —X X X

Rozwigzujac to réwnanie musimy opuszcza¢ wartosci bezwzgledne na przedziatach, w zaleznosci od
tego, czy dla liczb z danego przedziatu wyrazenie wewnatrz wartosci bezwzglednej jest nieujemne, czy
ujemne.
Dla x € (—o,0) réwnanie przyjmuje posta¢ —x + 3 — (—x) < 5
Porzadkujemy to réwnanie i rozwigzujemy:

—x+3+x<5

3<5

Jest to tozsamosé i uwzgledniajgc rozwazany przedziat otrzymujemy x € (—,0).
Dlax € (0,3) mamy: —x +3 —x <5
A z tego po uporzadkowaniu: —2x < 2.
x > —1 i wobec zatozenia x € (0,3) otrzymujemy x € (0,3).
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Dlax € (3,00) mamy: x —3 —x <5

Zatem —3 < 5.

Jest to tozsamosc¢ i wobec zatozenia x € (3, ) jest to rozwigzanie.

Odpowiedz: Sumujgc wszystkie wyniki otrzymujemy, ze nierdwnosc jest spetniona przez dowolng liczbe
rzeczywista.

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania nieréwnosci
zawierajgcych wiecej niz jednqg wartos¢ bezwzglednq. Zadania te mogq by¢ wydrukowane,
zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwiqzywane przez uczniow pod
kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.

Rozwigz nieréwnos¢:

a) |lx|-5| <3

b) |lx|+3|>2

c) ||x—3|+1| <2

d) |[3x—4|-5|>4

Zadanie 2.

Rozwigz nieréwnos¢:

a) |I3—x|—|x|] >3

b) |[x+2|+|x]|<6

c) Vx2+4x+4—6<|x—4|
d [2x—3|—-16>Vx2+2x+1
e) 2Vx?—4x+4=>|x|+1

f) Vx2—-2x+1+|2x—5]<9
Zadanie 3.

Rozwigz nieréwnos¢:

a) |[x—3|<x+2
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b) [x—-3|<1-—x
c) 2lx—3|+x< -2
d [x+2]=2x—-1

Podsumowanie zaje¢

Na koniec zaje¢ nastgpi omdwienie wynikdw i najczesciej pojawiajgcych sie problemow.

» Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na

platformie e-learningowej, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 3.3.

Rozwigz nieréwnosci:

a) |lx—1l—-4|<6

b) 12x—3|—-5>13 + |x + 1]

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 10*: ROwnania liniowe z parametrem

Temat zajec

Réwnania liniowe z parametrem

Dziat Réwnania i nierownosci
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element f2 oz
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania réwnan liniowych i analizy ich rozwigzan w zaleznosci od
parametru
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e wykazuje sie umiejetnoscia rozwigzywania réwnan liniowych;
e potrafi rozwigzywac i analizowaé rozwigzania réwnania liniowego w zaleznosci od wystepujgcego
W nim parametru.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. moduf,
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gra)

Wprowadzenie do
zajec

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem platformy e-learningowej z kursem ,Réwnania i
nieréwnosci”. Zagadnienia zwigzane z réwnaniami liniowymi z parametrem wystepujg w lekcji 5. Praca
na lekcji odbywa sie z wykorzystaniem mobilnej pracowni komputerowej, tak aby kazdy uczen miat
dostep do komputera.

Wspdlnie z uczniami rozwigzujemy przyktad zawarty na platformie e-learningowe;j:

Analiza liczby rozwiazan réwnania liniowego postaci ax + b = 0:
Przypomnijmy:

L . o . . L b
- jezeli a = 0 to réwnanie jest oznaczone i ma jeden pierwiastek x = -

-jezeli a = 0ib = 0 to réwnanie jest tozsamosciowe i ma nieskonczenie wiele pierwiastkow
-jezelia = 0i b # 0 to rownanie jest sprzeczne i nie posiada rozwigzan.

Korzystajac z tych informacji bedziemy analizowaé¢ rozwigzania réwnan liniowych w zaleznosci od
wystepujgcych w nich parametréw. Zrobimy to na przyktadach.
Przyktad 1.
Oblicz, dla jakiej wartosci parametru k rownanie kx — 8 = 2x:
a) Nie ma rozwigzania
b) Ma pierwiastek x = 4
c) ma pierwiastek ujemny
Ad a) Chcac okresli¢ kiedy réwnanie jest sprzeczne doprowadzamy przenosimy wszystko na jedna
strone réwnosci i grupujemy wyrazy ze wzgledu na potegi zmiennej x.
kx—-2x—-—8=0
x(k—2)—8=0
Réwnanie jest sprzeczne, gdy wyraz wolny jest niezerowy (u nas wynosi on —8) i wspdétczynnik przy

Zatem dla k = 2 réwnanie jest sprzeczne.

K.
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Ad b) Liczba x = 4 jest pierwiastkiem réwnania, wiec spetnia to rdwnanie. Mozemy podstawic
k-4—-8=2-4
4k = 16
k=4
Odpowiedz: Liczba x = 4 jest pierwiastkiem réwnania, gdy k = 4.
Ad c) Aby okresli¢ kiedy pierwiastek jest ujemny, musimy go najpierw wyliczy¢
x(k—2)=8 |: (k —2)
8

X =—-
k-2
Pierwiastek ten istnieje, gdy mianownik utamka jest niezerowy, zatem k # 2.

Pierwiastek jest ujemny, zatem zachodzi warunek% < 0.
Utamek jest ujemny, jego licznik dodatni, wiec mianownik musi by¢ ujemny i otrzymujemy:
k—2<0
k<2
Odpowiedz: Rdwnanie posiada pierwiastek ujemny, gdy k < 2.

Przyktad 2
Przedyskutujemy liczbe rozwigzan réwnania m?x — m? = 4x + 2m z niewiadoma x ze wzgledu na
warto$é parametru m.

Przenosimy wszystko na jedng strone rdwnania i grupujemy wyrazy ze wzgledu na potegi zmienne;j x.
m?x —4x —m?—-2m =20
(m? —4)x —m?—-2m =0
e jezelim? — 4 # 0, to réwnanie jest oznaczone i ma jedno rozwiazanie.
Rozwigzujemy ten warunek m? # 4 i dlatego m # —2 i m# 2. Jest wiec on spetniony gdy
m € R\{—-2,2}.
Pozostaje sprawdzi¢, co dzieje sie z rownaniemdlam = -2 im = 2.
e Jezelim = —2, to réwnanie przyjmuje postaé¢ ((=2)? — 4)x — (=2)2 - 2(=2) =0
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| dalej 0 = 0, co jest tozsamoscia
e Jezelim = 2, to po podstawieniu tej wartosci do réwnania mamy
(22 —-4)x—22-2-2=0
idalej 0-x—4—-4=0
—8 = 0, co jest sprzecznoscia.
Odpowiedz: Dane réwnanie jest oznaczone, gdy m € R\{—2,2}; tozsamosciowe, gdy m = —2, za$
oznaczone dlam = 2.

» W lekcji znajduje sie lista zadani doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania nieréwnosci
zawierajgcych wiecej niz jedng wartos¢ bezwzglednq. Zadania te mogq byc¢ wydrukowane,
zaprezentowane na ekranie lub tablicy interaktywnej. Sq one rozwiqgzywane przez uczniow pod
kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.

Wyznacz warto$¢ parametru m, dla ktérej réwnanie 6x + mx = m? — 36 nie ma rozwigzania.
Zadanie 2.

Rozwigzaniem réwnania 2x + |m| = 18 jest liczba 1 — 3v2 . Wyznacz parametr m.

Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych rozwigzanie réwnania 3x + 1 = 5m? — 4m jest
liczba ujemna wieksza od (— %)

Zadanie 4.

Okresl liczbe rozwigzan réwnania w zaleznosci od parametru m, gdy:

a) m*x+4=4mx+m

b) m? —m=3(x+2)+33x

c) m?x+8=m4x + 2)

d) 5mx —3m? =10x — 12

e) m’x—m=4x+m? -2

f) mx—6m—9=m?-3x

g) m?x+8mx —m?=—-16(x+ 1)
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h) m?x+x—-—m? = -2mx—1
Zadanie 5.
Rozwiaz réwnanie: mx — 8 = 4x + b w zaleznosci od parametréw k i [.

Podsumowanie zajec

Na koniec zaje¢ nastgpi omdwienie wynikdw i najczesciej pojawiajgcych sie problemow.

» Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-lerningowej, ktdrych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 5.1.

Okresl liczbe rozwigzan réwnania z niewiadoma x w zaleznosci od parametru m:
a) 3mx —2m?=6x—8

b) m?x —m?+1=2mx—x

c) m’x—m+2=m?+x

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 11*: Uklady réwnan liniowych z parametrem

Temat zajec

Uktady réwnan liniowych z parametrem

Dziat Réwnania i nieréwnosci
Klasa (poziom edukacyjny)
Czas trwania zajec 90 min
Element f2 oz
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania uktadéw réwnar liniowych i analizy ich rozwigzan
w zaleznosci od parametru
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e wykazuje sie umiejetnoscia rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych;
e potrafi wykorzystywac analizowaé rozwigzania uktadu rownania w zaleznosci od wystepujgcego
W nim parametru.
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. moduf,
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gra)

Wprowadzenie do
zajec

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem platformy e-learningowej z kursem ,Rdéwnania
i nieréwnosci”. Zagadnienia zwigzane z uktadami rdwnan z parametrem wystepujg w lekcji 5. Praca na
lekcji odbywa sie z wykorzystaniem mobilnej pracowni komputerowej, tak aby kazdy uczen miat dostep
do komputera.

Wspdlnie z uczniami przypominamy potrzebne wiadomosci o o metodach rozwigzywania oraz ilosci
rozwigzan uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi i rozwigzujemy przyktad zawarty na
platformie e-learningowej:

Przyktad 1:
x—y=k—-1

2x—y=-3—k jest para liczb

Okresl, dla jakich wartosci parametru k rozwigzaniem uktadu réwnan {

ujemnych.

Aby stwierdzi¢, kiedy rozwigzaniem uktadu jest para liczb ujemnych, musimy najpierw rozwigzaé ten
uktad. Zrobimy to metoda przeciwnych wspoétczynnikdw:
x—y=k—-1 | (-1
{Zx —-y=-3—-k
—x+y=-k+1

{Zx —-y=-3—-k
Zatem po dodaniu stronami: x = —2k — 2
Podstawiamy wyznaczong niewiadoma x do pierwszego rownania uktadu: =2k —2 —y =k —1i
wyliczamy ztegoy:y = =3k — 1
Rozwigzaniem ukfadu jest para liczb {x = —2k=2
y=-3k-1

Obie liczby maja by¢ ujemne, czyli muszg zachodzi¢ warunki:
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2k—-2<0 i -3k—-1<0
2k <2 i —3k<1
k>—1 i k>—§

Obie nieréwnosci sg spetnione przez liczby k € (—%; 00).
Przyktad 2 (zostaje zilustrowany na tablicy interaktywnej)
Dla jakich wartosci parametru m ukfad réwnan z niewiadomymi x i y jest oznaczony, nieoznaczony,
sprzeczny? W przypadku istnienia rozwigzania wyznacz je.
x—my=1
{mx —-y=1
Rozwigzujemy rownanie metoda przeciwnych wspoéfczynnikéw, dlatego drugie rGwnanie pomnozymy
stronami przez -m
x—my=1
{—mzx +my =-m
Dodajgc réwnania stronami otrzymamy:
1-m?))x=1-m
Aby wyznaczy¢ z réwnania x musimy zatozyé, ze 1 —m? = 0 iwéwczasm # 1im # —1:

_ 1-m
Sl e
1-m
X =
1-m)(1+m)
Zatem :
1
X =—
1+m
| wéweczas podstawiajgc do drugiego rdwnania uktadu:
1
_——y=1
m 1+m
__"
Y T 1t m
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_m—(1+m)

1+m
-1
s 1+m
Wiec dlam € R\{—1, 1} rozwigzaniem uktadu jest para liczb:
1
Tl m
-1
Y 1+m
Dlam = —1 uktad przyjmuje postac:
{x+y=1
—x—-y=1

| dodajac réwnania stronami otrzymujemy 0=2, czyli uktad jest sprzeczny.
Dla m = 1luktad przyjmuje postac
x—y=1
{x —-y=1
Wiec jest to uktad nieoznaczony, w ktérym rozwigzaniem jest kazda para liczb (x, x — 1).
Odpowiedz: Dlam € R\{—1, 1} rozwigzaniem uktadu jest para liczb:

_ 1
x_1+m
B -1
y_1+m

Dlam = —1 uktad jest sprzeczny
Dla m = 1 uktad jest nieoznaczony, a jego rozwigzaniem sg pary liczb (x,x — 1)

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwigzywania uktadéw réwnan
liniowych z parametrem. Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub
tablicy interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.
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Zadanie 1.

. - o N o ax +by=-1
Dla jakich wartosci parametréw a i b rozwigzaniem uktadu rownan {(b +2)x - ay = —12 jest para
liczb (—2.1)?
Zadanie 2.

Okresl, dla jakich wartos$ci parametru m rozwigzaniem uktadu réwnan { X =2y f 3m+5
2x—3y=—4-2m

a) jest para liczb ujemnych

b) jest para liczb niedodatnich

c) jest para liczb réznych znakow.

Zadanie 3.

2x+my =1

Okresl, dla jakich wartosci parametru m uktad réwnan { __ . jest uktadem:
mx + 8y =2

a) oznaczonym

b) nieoznaczonym

c) sprzecznym.

Zadanie 4.

3x —5y=2m—-3

2x—3y=6-m jest para

Okresl, dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem uktadu réwnan {

liczb x i y spetniajacych warunek:

a) 3x—2y =5

b) 4x+ 7y < -2

Zadanie 5.

Okresl, dla jakich wartosci parametru m rozwigzanie uktadu réwnan gx —7y B m —2
x—6y=7-3m

a) nalezy do drugiej ¢wiartki uktadu wspoétrzednych

b) spetnia warunekx > —-5iy <3

Zadanie 6.

Dla jakich wartosci parametru m uktad réwnan z niewiadomymi x i y jest oznaczony, nieoznaczony,

sprzeczny? W przypadku istnienia rozwigzania wyznacz je.
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a) {4x— 5y =13

2x—my =1
b) {3x—my=6—m
mx—3y =3
Zadanie 7.
. . L . . . . X—y=m .
Okresl, dla jakich wartosci parametru m rozwigzaniem ukfadu réwnan {Zx —3y=4m—5 jest para

liczb x i y spetniajagcych warunki: [x| < 5i|y| > 4.

Podsumowanie zaje¢

Na koniec zaje¢ nastgpi omdéwienie wynikow i najczesciej pojawiajgcych sie problemow.

» Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-learningowej, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 5.2.
xty=k

2x—3y=1-2k jest para liczb

Oblicz, dla jakich wartosci parametru k rozwigzaniem uktadu réwnan {
x iy spetniajgcych warunek:

a) Ixl <3ilyl <>

b) x|+ |yl <2

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 12*: Wzory Viete’a v.2

Temat zajec

Wzory Viete’a v.2

(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Dziat Réwnania i nieréwnosci

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 min

Element fr ez
Lp. . Tres¢ zajec
scenariusza

1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
o Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania réwnan kwadratowych

2 Cele szczegdtowe Uczen:
e wykazuje sie umiejetnoscia rozwigzywania réwnan kwadratowych;
e potrafi wykorzystywaé analizowac znaki pierwiastkdow réwnania na podstawie wspdétczynnikow;
e potrafi wyznaczy¢ wspdtczynniki majgc dane pierwiastki réwnania.

3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie

4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci”.
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Wprowadzenie do
zajeé

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem platformy e-learningowej z kursem ,Réwnania i
nieréwnosci”. Wzory Viete’a i ich zastosowanie do rozwigzywania réwnan kwadratowych wystepujg w
lekcji 10. Praca na lekcji odbywa sie z wykorzystaniem mobilnej pracowni komputerowej, tak aby kazdy
uczen miat dostep do komputera.

Wspdlnie z uczniami przypominamy potrzebne wiadomosci o réwnaniach kwadratowych.

Wyprowadzenie wzoréw Viete’a
Jezeli réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0 ma dwa rozwigzania, to mozna je wyznaczy¢ korzystajac
—-b—VA —b+VA

orazx; = —— .

ze wzoréw: x; =

Obliczymy sume liczb x; i x5:
-b—VA | -b+VA _ -b—VA-b+VA _-2b _ b

2a 2a 2a 2a a
Podobnie obliczymy iloczyn rozwigzan:

—b—VA& —b+VA _ (-b—VA)}(-b+Vh) _ b?-(vA)' _ b2-(b?-4ac) _ b2-b*+sac _ 4ac
2a 2a 4a? T 4a2 - 4qa? - 4q? " 4q2
Wzory te zostaty odkryte w XVI wieku przez francuskiego matematyka Francois Viete i od jego nazwiska

nosza nazwe wzorow Viete’a.
Jesli liczby x4 i x, s rozwigzaniami réwnania kwadratowego ax? + bx + ¢ = 0, to zachodzg réwnosci

x1+x2=

c
<

xl'x2=

X1 +x, = —Z oraz Xy Xy =§
Analiza znaku pierwiastkow rownania kwadratowego
Korzystajac ze wzorédw Viete’a mozemy ustali¢ znaki rozwigzan réwnania kwadratowego bez
koniecznosci rozwigzywania tego réwnania.

e Liczby x4 i x5 sg réznych znakéw, gdy x; - x, < 0.

e Lliczby x4 i x, s tego samego znaku, gdy x; - x, > 0.

e Liczby x4 i x, sq dodatnie, gdy x; - x, > 0ix; +x, > 0.

K.
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e Liczby x4 i x, sgujemne, gdy x; -x, > 0ix; +x, <O.

Przyktad 1.

Sprawdzimy ile ujemnych rozwigzan ma réwnanie 2v/5x2 +V70x + 1 = 0.
Obliczmy wyrdznik, aby sprawdzi¢ ile rozwigzan ma réwnanie

A= (V70) = 4-2v5-1=70—8Y5 > 0

Mamy zatem dwa rézne rozwigzania.

Obliczam x; - x5, = ﬁ > 0 i na tej podstawie moge stwierdzi¢, ze oba pierwiastki s3 tych samych

=
znakdéw (oba dodatnie lub oba ujemne).

Obliczam x; + x, = — % < 0, wiec oba rozwigzania sg ujemne.

Odpowiedz: Réwnanie ma dwa ujemne rozwigzania.

Przyktad 2.
Obliczymy sume odwrotnosci rozwigzan réwnania: —275x2 + 45x + 28 = 0.
Obliczmy wyrdznik, aby sprawdzi¢ ile rozwigzan ma réwnanie

A= 45?2 — 4 -(—275)-28 =452 +4-275-28 >0
oraz sprawdzamy, czy istniejg odwrotnosci tych rozwigzan (tzn. czy x; # 0ix, # 0)

28
X Xy =——%*0.
1727 375 ,
1 1 xX1+x - b a b 45
Wtedy —+ === =L =—--=——-=——
X1 X3 X1X2 = a ¢ c 28

_ - o . . 45
Odpowiedz: Suma odwrotnosci rozwigzan rownania wynosi — Py

Przyktad 3.
Oblicz sume kwadratéw rozwigzan réwnania —5x2 + 14x + 15 = 0.
Obliczmy wyrdznik, aby sprawdzi¢ ile rozwigzan ma rownanie

A=14? —4-(-5)-15=196+60-5> 0
Mamy zatem dwa rézne rozwigzania.
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Przeksztatcimy wyrazenie x? + x2 do postaci pozwalajgcej wykorzysta¢ wzory Viete’a. W tym celu
wykorzystamy wzér skréconego mnozenia dotyczacy kwadratu sumy dwdch wyrazen.
(x1 + %)% = x2 + 2x,x, + x2

Po przeksztatceniu tego wzoru otrzymamy x2 + x2 = (x; + x3)? — 2x,X5.
Postac ta pozwala na wykorzystanie wzoréw Viete’a:

a2 _(_9)2_25_(_—_14)2_ 15 19 196 150 346

17727\ a a \ -5 -5 25 25 25 25

Odpowiedz: Suma kwadratédw rozwigzan rdwnania wynosi %.

Przyktad 4.
Oblicz dla jakich wartoéci b i ¢, rozwigzaniami réwnania x2 + bx + ¢ = 0 sg liczby =5 17.
Do wyznaczenia wspotczynnikow b i ¢ wykorzystamy wzory Viete'a.

N o . . b
Suma pierwiastkow rownania x; + x, = 12, a z drugiej strony x; + x, = — n
Zatem—b =12ib = —12.
lloczyn pierwiastkéw réwnania wynosi x; - x, = —85, a na podstawie wzordéw Viete’a x; - x, = %

Poréwnujgc te dwie wielkosci otrzymuje ¢ = 85.
Odpowiedz: Szukane wspétczynnikito b = —12,¢ = 85.

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ stosowania wzorow Viete’a do
rozwigzywania zadan. Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub tablicy
interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych suma kwadratéw dwéch réznych pierwiastkéw
rzeczywistych réwnania (m — 1)x? — 2mx + m + 3 = 0 jest mniejsza od 6.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie x? + 2(m — 1)x + 2m? —2 =0 ma
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Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie x2 — (m+ 3)x —m —% =0 ma

pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma odwrotnosci jest réwna 8.

Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x2 + BGm—1x+m?—-m+1=0
ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste ujemne.

Zadanie 5.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x2 + (4 —m)x —m + 5 = 0 ma dwa
rézne pierwiastki rzeczywiste o tych samych znakach.

Zadanie 6.

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie x? + 4mx + m + 2 = 0 ma dwa rézne
pierwiastki rzeczywiste, bedgce liczbami ujemnymi.

Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x2 + (m + 3)x + m + 3 = 0 ma dwa
rézne pierwiastki rzeczywiste, ktorych suma kwadratéw jest réwna 10.

Zadanie 8.

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych réwnanie x2 + (m —2)x +3m? —=7m+2=0
ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma kwadratéw jest mniejsza od —4.

Zadanie 9.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x2 + (m —4)x + m? —3m+4 =10
ma dwa pierwiastki rzeczywiste réznych znakow.

Zadanie 10.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x? + 2m — 2)x + m?> —4 =0 ma
dwa rdézne pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma jest réwna 12.

Zadanie 11.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x?2+2m+2m—-1=0 ma
pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma jest réwna sumie ich kwadratéw.

K.
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Podsumowanie zaje¢

Na koniec zaje¢ nastgpi omdwienie wynikow i najczesciej pojawiajgcych sie problemow.

» Uczniowie przystepujg do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-lerningowej w lekcji 10, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 10.1.

Dla jakich wartoéci parametru k réwnanie kx? — (3k — 2)x + 3k — 2 = 0 ma dwa rozwigzania?
Zadanie 10.2.

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x? + mx — m + 3 = 0 ma dwa rézne rzeczywiste
rozwigzania ujemne?

Zadanie 10.3.

Oblicz, dla jakich wartoéci parametru m rézne pierwiastki rzeczywiste réwnania x2 + vV/5mx + m? +
+ m + 3 = 0 spetniajg warunek x? + x2 > 3x;x,.

Zadanie 10.4.

Oblicz, dla jakich wartoéci p i q pierwiastki réwnania x2 + (1 — p)x — ¢ — 3 = 0 z niewiadoma x s3
rowne liczbompiq.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 13*: ROwnania kwadratowe niezupeine

Temat zajec

Réwnania kwadratowe niezupetne

Dziat

Réwnania i nieréwnosci

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 45 min
Element (4 os 2
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnej pracy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania réwnan kwadratowych niezupetnych
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e rozumie pojecie rownania kwadratowego;
e potrafi okresli¢ wspdtczynniki rownania kwadratowego;
e potrafi wskazaé rownania kwadratowe niezupetne;
e rozrdznia typy rownan kwadratowych niezupetnych;
e poprawnie rozwigzuje rownania kwadratowe niezupetne;
3 Formy i metody e Pracaindywidualna
e Praca w grupie
4 Srodki dydaktyczne Modut e-learningowy ,,Réwnania i nieréwnosci” — lekcja 6.

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Logowanie na platformie e-learningowej oraz wyjasnienie zasad pracy na lekcji.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Definicja rownania kwadratowego

Definicja.

Réwnanie postaci ax? + bx + ¢ = 0,a # 0, w ktérym x jest niewiadoma, za$ a, b, ¢ s3 danymi liczbami,
nazywamy rownaniem kwadratowym.

Réwnanie ax? + bx + ¢ = 0,a # 0, w ktérym wspoétczynniki b lub ¢ (jeden z nich albo oba) sg réwne
zero, nazywamy rownaniem kwadratowym niezupetnym.

Réwnania typu ax? + ¢ = 0,a # 0.
Przyktad 1. Rozwigzemy réwnanie: —6x2 + 18 = 0.

—6x2+18=0 |—18
—6x2 = —18 |: (=6)

x? =3
x =v3lubx = —/3
Odpowiedz: Réwnanie ma dwa rozwigzania x = v/3 oraz x = —/3

Przyktad 2. Rozwigzemy réwnanie: 5x2 + 3 = 0.
5x2+3=0 |-3
5x> = -3 |:5
3
2 — __
¥ =75

Rownanie jest sprzeczne, gdyz nie istnieje liczba rzeczywista, ktorej kwadrat jest liczbg ujemna.
Przyktad 3. Rozwigzemy réwnanie: 2(x? — 3) = —6.
2(x2-3)=-6
2x2—6=—6 |+6
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Whiosek: Réwnanie postaci ax? + ¢ = 0,a # 0 moze:
A. posiada¢ dwa rozwigzania, gdy wspétczynniki a i ¢ (¢ # 0) sg réznych znakéw
B. nie posiadad rozwigzan, gdy wspétczynniki a i c (¢ # 0) sg jednakowych znakéw
C. posiadac jeden pierwiastek x = 0, gdy ¢ = 0.

Cwiczenie 1. B
lle rozwigzah ma réwnanie —3x2 = —7

A. jedno B. dwa C. nie posiada rozwigzann  D. ma nieskonczenie wiele rozwigzan

Cwiczenie 2. C
. . o .4 . .,
Zbiorem wszystkich rozwigzan réwnania gxz — 8 = 0 jest zbior

3 3
A {-33 B. (6} c.{~V6,v6} D.o
Cwiczenie 3. A

Kwadrat réznicy pierwiastkow réwnania 4x? = 8 jest réwny:

A. 8 B.0 C.2 D. 16

Réwnania typu ax? + bx = 0,a # 0.

Przyktad. Rozwigzemy réwnanie: —3x2 + 8x = 0.
—3x2+8x=0
x(=3x+8)=0

lloczyn jest réwny zero, gdy co najmniej jeden z czynnikdw jest rowny zero, czyli
x=0lub-3x+8=0
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—3x=-8 [:(-3)
8
X ==
3

Whiosek: Kazde réwnanie kwadratowe postaci ax? + bx = 0, a # 0i b # 0 ma dwa pierwiastki
x1=0ix, = —S.

Cwiczenie 4. C

Zbiorem wszystkich rozwigzan réwnania 3x% = —4x jest zbidr:

n () 0 cf-20)  of-%)

Cwiczenie 5. C
Tylko jeden pierwiastek ma réwnanie:
A x2=6 B.2x2+50=0 C.2x*>—4x+4=(x—-2)2D.3x*>=-7x

Cwiczenie 6. B
Pierwiastkami réwnania v5x2 = 5v/5x sg liczby:
A. 0iV5 B.0i5 C.0i-5 D.0i—/5

» W lekcji znajduje sie lista zadan doskonalgcych umiejetnos¢ rozwiqzywania réwnar kwadratowych
niezupetnych. Zadania te mogq by¢ wydrukowane, zaprezentowane na ekranie lub tablicy
interaktywnej. Sq one rozwigzywane przez uczniow pod kierunkiem nauczyciela.

Zadanie 1.

Rozwigz réwnania:

a) x2+3=3(x+1)

b) 2(x?—-5)=7x—10

c) *x—3)2—-4=2x2+3x+5

d) 3x2+4x—1=(x+2)>-5

e) (x—4)(x+4)=5x2—4(x+4)

f) x2+(B—-2x)(3+2x) =4(x+5)—11
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Zadanie 2.

Rozwigz réwnania:

a) x2+4(x—1)=202x+6)

b) 3(x2 —=2x)+5=(x—-3) -4

o) 2(x?+4x)+3=2(x—-2)*+1

d) (x+V5)(x —V5)+6x=32x+1)
e) (6x—7)? =81

f) 5—-3x)2=7

2
g =—4=0
2_
h) 4x2 3_3=0
Zadanie 3.

Rozwigz réwnania:

a) B3x—5)2=0GBx—-3)2+7

b) (x—5)(x+5)=-16

c) 2x—3)2+4x—-3=3(x+2)

d (x=52+4x)=-101-x)1+x)

e) Ax—1)2-5x)=2x+3)2+x—-6
x%2—5x+2  x%+x+3

f) E =0

Podsumowanie zaje¢

» Uczniowie przystepuja do samodzielnego rozwigzywania zadan otwartych zamieszczonych na
platformie e-learningowej, ktérych rozwigzania przesytajg do sprawdzenia nauczycielowi.

Zadanie 1.

Rozwiaz réwnanie: (3x + 2)2 = (2x + 3)? + 10

Zadanie 2.

lloczyn czwartej i pigtej czesci pewnej liczby jest rowny tej liczbie. Wyznacz te liczbe.
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Uwagi metodyczne do
realizacji
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