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Zbidér ,M0j przedmiot matematyka” jest zestawem 132 scenariuszy przeznaczonych dla ucznidw szczegdlnie zainteresowanych matematyka.
Scenariusze mogga by¢ wykorzystywane przez nauczycieli zaréwno na typowych zajeciach lekcyjnych wpisanych w zakres podstawowy, jak tez
w ramach dodatkowych zaje¢ poszerzajgcych wiedze ucznidw, np. kota zainteresowan. Scenariusze wymagajg zastosowania komputeréw
z dostepem do internetu. Takie wyposazenie pozwoli na wykorzystanie srodkéw dydaktycznych przewidzianych w projekcie ,,Nauki Sciste
priorytetem spoteczeristwa opartego na wiedzy” takich jak moduty e-learningowe: ,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”,
,Funkcja kwadratowa”, ,,Réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe”, ,Wielomiany”, gry strategiczne ,Wyprawa Nasreddina”, ,Herbatka
u krélowej Anglii”, ,,Wyprawa na grzyby”, ,,Matemafia” oraz ,Miedzykontynentalna szkota”, poradniki ,Ciggi”, ,Planimetria”, ,, Trygonometria”,
»,Geometria analityczna”. Scenariusze mogg by¢ realizowane na zajeciach lekcyjnych jako catos¢ lub nauczyciel dokonuje wyboru okreslonych
materiatéw zgodnie z zaplanowanymi przez siebie tematami — zwieksza to elastyczno$é stosowania pakietu np. w sytuacji braku zapewnienia
w placéwce odpowiednich warunkéw technicznych do realizacji materiatu w oparciu o caty pakiet.
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Spis scenariuszy

LT ] =« TSP PP T UO TP PPPTRTOPPRY 1
SCENAIIUSZ NI d¥: T B ONOMEIIIA. . tiiiiieeiitieeiie e ettt eeteeeeteeeeteeeebeeeetaeesbeeebeeeasteesaseeeasssesssasaasseesssesansaseassaesasseeasseesasesersseesasesansseesnsesaaseeessseesasesenseesasesensseeansesensseennns 3
Scenariusz nr 2*: Miara tukowa kata. Funkcje trygonometryCzne Zmi€NNej FZECZYWISTE]. .....eciuiiiiiiiiiieeeciee ettt etee et et e et e eebe e e eteeeeabeesabeeesateesabeeebasennreeeseeens 13
Scenariusz nr 3*: Wykresy funkcji trygonometryCznych. WzZory re@AUKCYJNE...........eiiuiieeiee ettt ettt e e e et e st e e ta e e e abe e e baeesabeesabeseesseesabeeesaeenaseeesseens 20
Scenariusz Nr 4*: ROWNaNIa i NiErOWNOSCI 1Y ONOMEIIYCZNE. ... ciicuiieiieeecteeeeteeertteeste e st eestaeesteeatee e s teessaeessteeassesaasseesaseeassaeesnsaeenseeessseeansaseasseesnsesesesennseeenssennn 32
Scenariusz Nr5: FUNKCje tryZONOMELIYCZNE KGEA OSTIEEO . .uviiiiieeieiieiiie et e seeetee et e et e et e e st e e e teeessteesseeessteeanseeeassaesaseeassaeeansasanseeessseesnsaseanteeansesensaeesnseennnsennn 36
Scenariusz nr 7: Proste zwigzki miedzy fUNKCjami trygONOMEIIYCZNYMI......oii ittt e e et e e e ettt e e e eeatteeeseabeeeesaataeeesantaeessastaeeesansaeessaseeeesnnsen a4

KAPITAt LUDZKI UNIA Eu;?nb'?;snm
MARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



Scenariusz nr 1*: Trygonometria

Temat zajec

Trygonometria

Dziat

Trygonometria

Klasa (poziom edukacyjny)

Czas trwania zajec 90 min
Element fr e s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie samodzielnosci pracy

Rozwijanie umiejetnosci czytania ze zrozumieniem
Cwiczenie umiejetnosci rozwigzywania zadar z zakresu trygonometrii

2 Cele szczegdtowe

Uczen:
e postuguje sie pojeciem sinusa, cosinusa i tangensa kata ostrego;

e potrafi zastosowac¢ definicje funkcji trygonometrycznych do rozwigzywania trdjkatow

prostokatnych;
e wykorzystuje w zadaniach wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°,45°,60° ;
e wykorzystuje funkcje trygonometryczne w zadaniach;
e postuguje podstawowymi tozsamosciami trygonometrycznymi.

3 Formy i metody

e Praca w grupie

4 | Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w

Lekcja jest prowadzona z wykorzystaniem zadan z | poziomu gry ,,Matemafia” , ktére sg prezentowane

na tablicy interaktywnej.
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projekcie np. modut,
gra)

Wprowadzenie do
zajec

Woyjasnienie uczniom, ze wszystkie zadania sg zamkniete i w kazdym doktadnie jedna odpowied? jest
poprawna.

Wszystkim uczniom udostepnione beda tablice wzoréw matematycznych, z ktérych uczniowie mogg
korzystac¢ w czasie egzaminu maturalnego z matematyki.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

l. Rozwigzywanie zadan zamknietych

DEFINICJE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH KATA OSTREGO
Zadanie 1.
Na rysunku przedstawione s katy a i B. Wdéwczas:

A. sina <sinpf B.sina > sinf C.sina =sinf D.cosa < cosf
Zadanie 2.
Boki trjkata prostokatnego maja dtugosci: 2v/3, 3v2,4/30. Sinus najmniejszego kata tego tréjkata
Wwynosi:

A YIS g Y15 c Yio p, Y10
5 2 5 2
Zadanie 3.
Jezeli kat a jest katem ostrym i cosa = %, to:
A, a<78 B.a =80 C. a>79 D.a > 78
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Zadanie 4.
Nie istnieje kat ostry a taki, ze:

5 1
A. cosa = 2_3 B.cosa = 22 C.cosa = 272 D.cosa =22
Zadanie 5.
Wykres funkgji liniowej y = 0,3x — 5 tworzy z osig X kat ostry a. Zatem tg a jest rowny:
A. 3 B.V3 C.-5 D.0,3
ROZWIAZYWANIE TROJKATOW PROSTOKATNYCH
Zadanie 6.

W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dtugos¢ 6+/3. Jeden z katdw ostrych tréjkata ma
miare a taka, ze cosa = %g. Dtugosc przyprostokatnej tego trojkata lezacej przy kacie a jest réwna:
1 1
A. 4 B. 43 C3 D.15
Zadanie 7.

Sinus kata a zaznaczonego na rysunku wynosi é Zatem bok BC ma dtugosé:

15
N (e
A 4 B. 37,5 C.6 D.2
Zadanie 8.
W tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych dtugosci 4 i 5 tangens wiekszego kata ostrego wynosi:
‘5 "4 "Va1 ‘Va1
Zadanie 9.

W trdéjkacie ABC kat przy wierzchotku B jest prosty. Dtugosé boku AB ( z doktadnoscig do 0,1), gdy kat
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przy wierzchotku A ma miare 38” i |AC| = 12, wynosi:
A. 9,5 B. 15,2 C.9,8 D. 15,6
Zadanie 10.
W tréjkacie prostokgtnym ABC kat przy wierzchotku C jest prosty. W tréojkacie tym |AC| = 12 oraz
|BC| = 5. Miara kata przy wierzchotku A tego tréjkata ( z doktadnoscig do 17 ) wynosi:
A 27 B.63° C. 66 D. 23’

WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH DLA KATOW 30°, 45" 1 60°

Zadanie 11.
Wyrazenie (cos 30° +sin30° )2 — 3tg30° - tg60° ma wartosc:
V3 V3 V3
A =2 B.—2+2 c-2+% D.—2-%
Zadanie 12.

Prosta, ktéra jest nachylona do osi x pod katem 60° i przechodzi przez poczatek uktadu wspdtrzednych
jest opisana réwnaniem:

A y=+3x+2 B.y=§x C.y=§x D. y =3x
Zadanie 13.
Warto$¢ wyrazenia cos?30° + sin?45" — tg260° jest réwna:

A 2 B.—~ c2_% D. Y24 2

4 4 2 2 2 2
Zadanie 14.
Dtugosc¢ boku x zaznaczonego na rysunku wynosi:
20
N (@
x
A 10 B. 10v3 c.128 D.20v3
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Zadanie 15.
Dtugosc¢ boku x zaznaczonego na rysunku wynosi:

30
42
X
A. 8V3 B. 46 C. %g D.‘*g—“§
ZASTOSOWANIA TRYGONOMETRII
Zadanie 16.

Ladujgcy samolot minat poczatek pasa startowego na wysokos$ci 100 m. W tym momencie koniec pasa
byt widoczny pod katem 2° do poziomu. Dtugo$¢ pasa startowego wynosi:

A. 1000 m B. 3490 m C.2865m D.234,5m
Zadanie 17.
Drabina oparta o $ciane tworzy z nia kat 50°. Jej dolny koniec jest oddalony od $ciany o 1,5 m. Dtugos$¢
drabiny z doktadnoscig do 0,01m wynosi:

A. 233m B.1,96 m C. 1,27m D.1.26 m
Zadanie 18.

Samochdd wjezdza drogg pod gére wznoszaca sie pod katem 5°. Przy tym podjezdzie auto pokonuje
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A. 3448 m B.301m C.350m D.2430m
Zadanie 19.

Drzewo o wysokosci 4 m rzuca cien dtugosci 180 cm. Promienie stoneczne tworzg z powierzchnig Ziemi
kat o mierze:

A. 62° B.27 C.24° D. 66
Zadanie 20.

Kolejka na Gubatéwke pokonuje trase dtugosci 1340 m oraz réznice wysokosci 300 m. Trasa kolejki
wznosi sie pod katem:
A 77 B. 22° C.4 D.13°

TOZSAMOSCI TRYGONOMETRYCZNE

Zadanie 21.
Warto$¢ wyrazenia tg18° - cos?30° - tg72° wynosi:
IR B.2 c.-32 D.1
2 4 4
Zadanie 22.
y . . 2cos60 —tg12"tg78’ .
Wartos¢ wyrazenia =~ wynosi:
A. O B.1 C. ‘/2—§ D.V2
Zadanie 23.
Wartos$¢ wyrazenia 2 — sin?27° — cos?27" jest réwna:
A 0 B.~ C.1 D.-1
Zadanie 24.

Jezeli « jest katem ostrym i cos < = %, to:

. 3 . V15 . 15 .
A. smoc=z B.smoc=T C.smoc=§ D.sin « =
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Zadanie 25.
Jezeli « jest katem ostrym i sin &« = %, to cos(90°—) przyjmuje wartos¢:
A 2 B.2 c. 2 D.2
5 3 4 5

Il. Rozwigzywanie zadan otwartych

ZADANIA OTWARTE:

Zadanie 1.

Wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, wiedzac, ze:

. 2
a) sina =-
3

12
b) cosa =—

13
c) tga=4
d) tga = %
Zadanie 2.

Oblicz sin a + cos a, wiedzac, ze sina cosa = 0,345 i a jest katem ostrym.
Zadanie 3.
Kat a znajduje sie w uktadzie wspdétrzednych w potozeniu standardowym. Wyznacz wartosci funkcji

trygonometrycznych kata a wiedzac, ze do koncowego ramienia kata nalezy punkt P, gdy:
a) P=(34)

b) P =(-5,12)
c) P=(-6,2)
Zadanie 4.

Na podstawie definicji wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw:
a) 120°

b) 135°

c) 150°

Zadanie 5

Zapisz wyrazenie w jak najprostsze]j postaci, wiedzac, ze a jest kagtem ostrym:
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2cos?a—1
a) ——
sin x+cosa
b) b) (sina + cosa)? + (sina — cos a)?
c) cos*a + cos?a - sina + sin‘a

sin(90°+20") . o .
d) ooriar g +t9(180° — 60°) - £g30

Zadanie 6.
Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata @, 0° < a < 180°, wiedzac, ze :

. 2
a) sina =-
3

b) cosa = Lz
EE

) tga=—3

d) sina = —3cosa

Zadanie 7.

W trdjkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 130°, a podstawa ma dtugos¢ 6 cm.
Oblicz dtugos$¢ wysokosci poprowadzonej do ramienia kata (wynik podaj z doktadnoscig do 0,01 cm.

Zadanie 8.

Bok rombu ma dtugosé 8, a jego wysoko$¢ 4v/3. Oblicz dtugosci przekatnych rombu.

Zadanie 9.

Wyznacz miare kata a, wiedzac, ze a € (0°,180°) i sin‘a = écosza.

Zadanie 10.

Uzasadnij, ze dla kazdego a € (0°,90") zachodzi réwnosé¢: (1 + sina) - (Cota — tga) = cosa.
Zadanie 11.

Kat a jest ostryicosa = %. Oblicz \/m.

Zadanie 12.

Miara jednego z katédw ostrych w tréjkacie prostokatnym jest réwna «.
a) Uzasadnij, ze spetniona jest nierownos¢ sina — tga < 0.

. 2v2 .. L2 _— .
b) Dlasina = ~ oblicz warto$¢ wyrazenia cos3a + cos a - sin’a.
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Zadanie 13.

Oblicz pole i obwdd trapezu rdwnoramiennego, ktérego kréotsza podstawa ma dtugosc 6, zas ramie ma
dtugosc 8 i tworzy z dtuzsza podstawa kat o mierze 30°.

Zadanie 14.

Przeciwprostokatna trdjkata prostokatnego jest o 4 dtuisza od dtuzszej przyprostokatnej. Sinus
mniejszego kata ostrego tego trdjkata wynosi 133 Wyznacz obwdd tego trdjkata.

Zadanie 15.

Dany jest kat a = 45°. Wiedzac, ze tga > m? — 4m — 4, wyznacz liczbe m.

Podsumowanie zaje¢

Po zakonczeniu rozwigzywania zadan nastgpi omoéwienie wystepujacych problemdw.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Zataczniki do scenariuszanr 1

Zadania otwarte — zall

Zadania zamkniete — zal2
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Scenariusz nr 2*: Miara lukowa kata. Funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej.

Temat zajec

Miara tukowa kata. Funkcje trygonometryczne zmiennej
rzeczywistej.

Dziat

Funkcje trygonometryczne

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L4 s s
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogdlny e Uswiadomienie uczniom mozliwosci wykorzystania multimedialnych $rodkéw przekazu w nauce
matematyki

e Operowanie posiadang wiedzg w rozwigzywaniu zadan
e Ksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Rozwijanie u uczniéw zdolnosci poznawczych

2 Cele szczegdtowe Uczen
e potrafi zamieni¢ miare tukowa na stopniowg i odwrotnie;
e potrafi znalezé funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistej;
e potrafi zastosowac poznane definicje do rozwigzywania réznych zadan.

3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna

4 Srodki dydaktyczne Do przeprowadzenia lekcji wykorzystam poradnik multimedialny — temat 3 w Trygonometrii a takze

K.
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczen miat samodzielny dostep do komputera.

Wykorzystujemy takze tablice interaktywng (zastepuje rzutnik, jej narzedzia wykorzystujemy do
rozwigzywania zadan, ma mozliwos¢ zapisania rozwigzan i wykorzystania ich w dowolnej chwili a takze
mozna przekazac je uczniom w postaci pliku).

Wprowadzenie do
zajec

Uczniowie poznaja pojecie miary tukowej kata.

Miare kata mozemy podawac w stopniach lub radianach.

Miara stopniowa — jednostka jest 12 bedacy % czescig kata petnego.
Miara tukowa — jednostka jest 1 radian (rad), kat potpetny to t radianéw.
1°to %md stad 1° = 0,017rad

1rad to %00 stad 1rad = 57°

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Aby okredli¢ miare fukowg kata, kreslimy z jego wierzchotka okrag o dowolnie wybranym promieniu r.
Miarg fukowa kata nazywamy stosunek dtugosci tuku I, wyznaczonego przez kat, do dtugosci promienia
r tego okregu. L
Aby zamieni¢ miare fukowa x na miare stopniowg a stosujemy wzor: >

X _ a |',
2T 360° ‘

Uczniowie analizujg wykorzystanie podanych tresci na przyktadach 1, 2 i 5

z poradnika:

Przyktad 1

Zamien miare stopniowg na miare tukowga (a) oraz miare tukowg na stopniowa (b)
a) 31¢ b) o7

Rozwigzanie:

Aby zamieni¢ jednostki korzystamy ze wzoru ==

2w 360°
a) Podstawiamy a = 31° i otrzymujemy % = 336100 rozwigzujgc proporcje uzyskujemy x = 2:;1
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wiec x = 3111'
&CX = T80

b) Aby zamieni¢ miare tukowg na stopniowg wstawiamy m = 180°. Stagd otrzymujemy,
2 =2.180° = 342°
10 10
Przyktad 2
Oblicz
a) tgla b) 1 — sin® >

Rozwigzanie:
a) Korzystamy z tego, ze % = 4,46 stad mamy, ze 14 = 4,467
Zamieniajgc na stopnie otrzymujemy 14 = 4,46m = 4,46 - 180° =~ 803°

Okres funkcji tangens wynosi 1802 czyli mamy tgl4 =tg803° =tg(4-180°+ 83°) =

— £g83° ~ 8,14
2
b) Wiedzac, zem = 180° mamy 1 — sin?Z =1~ () =1-2=

2
Przyktad 5
Wyznacz miare tukowsq i przyblizong miare stopniowg kata na rysunku:

Rozwigzanie: 4

Aby obliczy¢ miare tukowa kata korzystamy ze wzoru a = dtugos¢ tuku

dtugosé promienia
. 3 ,
Wiec a = Zradlana.
[24
N 360°
Otrzymujemy réwnanie 3 = ﬁz - 3,14 - 4. Stad otrzymujemy, ze @ = 43°.

27r

Aby obliczy¢ miare stopniowg skorzystam ze wzoru na dtugosé tuku | =

Uczniowie rozwigzujg samodzielnie nastepujgce zadanie:
Zadanie 1
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Zamien na miare stopniowa:

a) —m b) ok ¢) 0,002
13 46
Zamien na miare tukowa:
a) 45° b) 431° c) 2456°

Dalej przechodzimy do oméwienia:

Funkcje trygonometryczne argumentu rzeczywistego

Umieszczamy kat skierowany a w uktadzie wspoétrzednych tak, aby wierzchotkiem kata byt poczatek
uktadu, o$ X ramieniem poczatkowym i punkt P = (xo,y0) lezat na ramieniu korncowym.

4=

-4 -3 -2 -1 a 1 2 3 4

Niech |PO| = ripunkt P =(x,y)

Dla kata a wyrézniamy funkcje trygonometryczne:
Sinusem kata alfa nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu lezgcego na koricowym ramieniu
tego kata i r6znego od zera do dtugosci promienia wodzgcego tego punktu sina = %

Cosinusem kata alfa nazywamy stosunek odcietej dowolnego punktu lezgcego na koncowym ramieniu
tego kata i réznego od zera do dtugosci promienia wodzgcego tego punktu cosa = f

Tangensem kata alfa nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu lezgcego na koncowym ramieniu
tego kata i rédznego od zera do odcietej tego punktu tga = %

Cotangensem kata alfa nazywamy stosunek odcietej dowolnego punktu lezgcego na koricowym
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Gdy obrécimy promient wodzacy o kat 3602 to punkt powraca do pozycji poczagtkowej. Oznacza to, ze
wartosci funkcji trygonometrycznych powtarzajg sie co 3609.

Funkcje sinus i cosinus sg zatem okresowe, ich okres podstawowy wynosi 3609.

Funkcje tangens i cotangens tez sg okresowe ale ich okres wynosi 1809.

Przy ustalaniu znaku funkcji trygonometrycznych w poszczegdlnych ¢wiartkach uktadu wspétrzednych
pomaga wierszyk ,W pierwszej wszystkie sq dodatnie, w drugiej tylko sinus, w trzeciej tangens
i cotangens a w czwartej cosinus”.

Uczniowie analizujg przyktady 3 i 4:

Przyktad 3

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata a, ktéorego jedno ramie pokrywa sie z dodatnig
osig X, a drugie przechodzi przez punkt P=(-3,-4).

Rozwigzanie:

Wyznaczamy dtugo$¢ odcinka |OP| = V3% + 42 =1/9 + 16 = /25 = 5.

Wartosci funkcji trygonometrycznych wyznaczamy z definicji:

o _—4_ 4
Sma_IOPI_S z
X _—3_ 3
cosa—lopl—5 z
_y_-*_1
tga—x—_3—3
, _x_—3_3
A R
Przyktad 4

Wyznacz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych wiedzac, ze tga = 2 i a € (n,%n').

Rozwigzanie:
Ztego,iza € (n,%n) whnioskuje, ze kat lezy w 3 ¢éwiartce uktadu wspotrzednych.

Dalej mamy, ze tga = 2. Wiec ctga = zl (botga - ctga = 1).
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sina
Utézmy uktad { cosa
sin*a + cos?a =1

dalej mamy { sina = 2cosa
sina + cos?a =1
podstawiajgc pierwsze rdwnanie do drugiego otrzymujemy:
(2cosa)? + cos?a =1

Wyliczamy, ze cos?a = % stad mamy, ze cosa = \/% = g lub cosa = —?.
Poniewaz jesteSmy w 3 ¢wiartce uktadu wspétrzednych to wybieramy cosa = — g
Woracajac dalej do uktadu otrzymujemy sina = 2cosa = 2 (— \{s_g) = — ?

Dalej uczniowie rozwigzujg zadanie 1 z zestawu 4 dotgczonego do poradnika, a takze zadania:

Zadanie 2

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «a, jesli po umieszczeniu w ukfadzie wspoétrzednych
koricowe ramie zawiera sie w prostej o réwnaniu:

a) y=3x

b) y=—gx

Zadanie 3

Okresl, w ktérej ¢wiartce uktadu wspdtrzednych lezy kornicowe ramie kata a , jezeli:
a) sina >0 icosa <0

b) cosa <0 itga<O0

c) sina <0 icosa >0

Zadanie 4

Narysuj w ukfadzie wspoétrzednych dwa réine katy a i 8 spetniajace warunek:

. . 2
a) sina = sinf = 3
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b) ctga = ctgf = =5

Podczas realizacji tematu uczniowie sami lub wraz z nauczycielem dokonujg wpiséw najistotniejszych
informacji lub tworzg pytania w postaci notatek.

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie przegladajg zapisane notatki. Sprawy problematyczne wyjasniane sg z nauczycielem.
Nastepnie uczniowie rozwigzujg zadania 1, 3, 5, 6, 9 i 15 z zestawu 4 dofaczonego do poradnika
multimedialnego.

Uwagi metodyczne do
realizacji

i
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Scenariusz nr 3*: Wykresy funkcji trygonometrycznych. Wzory redukcyjne

Temat zajec Wykresy funkcji trygonometrycznych. Wzory redukcyjne

Dziat Funkcje trygonometryczne

Klasa druga lub jako materiat powtérzeniowy do matury

Klasa (poziom edukacyjny) w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element (s e
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Uswiadomienie uczniom mozliwosci wykorzystania multimedialnych $rodkéw przekazu w nauce
matematyki

e Operowanie posiadang wiedzg w rozwigzywaniu zadan
e Ksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Rozwijanie u uczniéw zdolnosci poznawczych

2 Cele szczegdtowe Uczen

e potrafi naszkicowac wykresy poszczegdlnych funkcji trygonometrycznych;
e potrafi odczyta¢ whasnosci funkcji trygonometrycznych z wykresu;

e potrafi zastosowac¢ poznane wykresy do rozwigzywania réznych zadan;

e potrafi stosowaé wzory redukcyjne do rozwigzywania zadan.

3 Formy i metody

Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna

4 Srodki dydaktyczne Lekcje prowadzimy wykorzystujgc mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczen miat samodzielny
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(ze szczegbtowym dostep do komputera.
wskazaniem srodkéw | Wykorzystujemy tablice interaktywng (zastepuje rzutnik, jej narzedzia wykorzystujemy do

opracowanych w rozwigzywania zadan, ma mozliwos¢é zapisania rozwigzan i wykorzystania ich w dowolnej chwili a takze
projekcie np. modut, mozna przekazac je uczniom w postaci pliku) oraz poradnik multimedialny — temat4 z trygonometrii.
gra)

5 Wprowadzenie do Zanim przejde do poradnika na przyktadzie funkcji sinus pokaze uczniom jak powstaje wykres funkcji
zajec trygonometryczne;.

Sinusoida jest to wykres funkcji sinus w uktadzie prostokgtnym. Aby nakresli¢ sinusoide, odcinamy na
osi X miary katéw i w otrzymanych punktach tej osi zaczepiamy wektory prostopadte, ktérych miary na
osi Y réwnajg sie wartosciom funkcji sinus.

Na kazdej z dwdch osi uktadu mozna obra¢ dowolng jednostke. Na ogét staramy sie mie¢ na obu osiach
te samg jednostke. W przypadku stopniowej miary bytoby to bardzo niewygodne. Jednostka na osi X
powinna by¢ dosé krétka, aby na rysunku zmiescit sie dos¢ szeroki zakres katéw, np. od 02 do 3609.
Z drugiej strony sinus przyjmuje wartosci zawarte miedzy -1 i +1, wiec jednostka na osi Y nie moze by¢
tak mata, jak na osi X. Dlatego, stosujgc stopniowg miare kata, bedziemy uzywad réznych jednostek na
osiach uktadu. Jednostke na osi X przyjmujemy rowng promieniowi kota trygonometrycznego; wtedy
mozna wektory przedstawiajgce wartosci funkcji trygonometrycznych wprost "wyjmowac" z kota
trygonometrycznego i "rozstawia¢" na osi X. Linia tgczaca korice tych wektoréw bedzie wykresem
odpowiedniej funkcji trygonometrycznej:

Fng

Podobnie wykonuje sie wykresy pozostatych funkcji trygonometrycznych.

6 Przebieg zajec (petna | Na podstawie poradnika multimedialnego - lekcji 4 omoéwimy teraz wykresy wszystkich funkcji
wersja) trygonometrycznych i ich wtasnosci.
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Wykresem funkcji sinus jest sinusoida:

ILY

O
ralA -

Wiasnosci funkgcji sinus:
Dziedzina funkcji: D=R

Zbior wartosci: Z,, = <-1,1>
Miejsca zerowe x, = km, gdziek € C
Monotonicznosé:

» funkcja jest rosngca dla xe (— g + 2km; g + 2km),gdziek € C

» funkcja jest malejgca dla xe <§ + 2km; %n + 2km), gdzie k € C

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla (0 + 2km; m + 2km), gdzie k € C
Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla ( + 2km; 2w + 2km), gdzie k € C
Funkcja sinus jest nieparzysta, nie jest réznowartosciowa i jest okresowa (okres 21).
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Wykresem funkcji cosinus jest cosinusoida:
r

Wiasnosci funkcji cosinus:

Dziedzina funkcji: D=R

Zbior wartosci: Z,, = <-1,1>

Miejsca zerowe x, = g + kmr, gdziek € C

Monotonicznosé:

» funkcja jest rosngca dla xe(—m + 2km; 0 + 2km), gdzie k € C
» funkcja jest malejaca dla xe(0 + 2km; w + 2km), gdzie k € C

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla (—g + 2k7t;§ + an) ,gdziek € C

Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla (g + 2km; %n + 2k7t) ,gdziek € C

Funkcja cosinus jest parzysta, nie jest réznowarto$ciowa i jest okresowa (okres 2).
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Wykresem funkcji tangens jest tangensoida:

Witasnosci funkcji tangens:

Dziedzina funkcji: D = R\ {% + km, gdzie k € C}
Zbidér wartosci: Z,, =R

Miejsca zerowe xo, = km, gdziek € C

Funkcja jest przedziatami rosnaca.

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla (O + km; g + kn),gdzie kecC
Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla (— g + km; 0 + kn) ,gdziek € C

Funkcja tangens jest nieparzysta, nie jest réznowartosciowa i jest okresowa (okres ).

i
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Wykresem funkcji cotangens jest cotangensoida:

v X

521':

=
R
=]

Witasnosci funkcji cotangens:

Dziedzina funkcji: D = R\{km, gdzie k € C}
Zbidér wartosci: Z,, =R

Miejsca zerowe x, = k%, gdziek € C

Funkcja jest przedziatami malejaca.

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla (O + km; g + kn) ,gdziek € C

Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla (g + km;m + kn) ,gdziek € C

Funkcja tangens jest nieparzysta, nie jest réznowartosciowa i jest okresowa (okres ).

Znajac wykresy funkcji trygonometrycznych uczniowie analizujg przyktady: 1,2i3:

Przyktad 1
Narysuj wykres funkcji f(x) =

sin2x

|sinx|
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Rozwigzanie:

Korzystamy z ze wzoru na sina = 2sinacosa (mozesz go znalez¢ w tablicach matematycznych)
Mamy:

sin2x

. 2sinxcosx .
. > _ > .
flx) = sin2x _ ) sinx dla sinx = 0 _ sinx dla sinx 2 0 _ { 2cosx dlasinx >0 _
 Isi ) sin2x , — ) 2sinxcosx . = i -
Isinxl [ $22X 413 sinx < 0 ——— dlasinx <0 2cosx dla sinx <0
—sinx —sinx

_ { 2cosx dla x € (—2m,m) U (0, )
" |-2cosx dlax € (—m,0) U (m,2m)

Teraz rysujemy na jednym wykresie funkcje y = 2cosx iy = 2cosx :

- — At — o —
Ve N . . / " N o~
/ L N \ / N

, s
S x

N //\\ VAN AN )
AN N N e . N N

Tr

Przyktad 2
Narysuj wykres funkcji f(x) = 4sinx|cosx| dla x € (—2m, 2).

KAPITAL LUDZK

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI

FUNDUSZ SPOLECZNY
Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska

w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



Rozwigzanie:
Rozpisujemy wartos¢ bezwzgledng otrzymujac:

f(x) = 4sinx|cosx| = { 4sinx cosx dla cosx = 0
—4sinxcosx dla cosx < 0

korzystajac ze wzoru sina = 2sinacosa
Otrzymujemy f(x) = 4sinx|cosx| =

Rysujemy funkcje y = 2sin2x iy = —2sin2x :

Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji tg (x - g) dla x € (—2m, 2m)

Rozwigzanie:

Rysujemy wykres funkcji y = tgx a nastepnie przesuwamy go o gjednostek W prawo:

—2sin2x dlax € (—%n, —g) U (g,gn)

2sin2x dlax € (—2m, —§n> u(-2.2u (%m 21)
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y=1tgx

S
i
T

S
L
T

a2
h
T

= tai L
y=tgix 3/

Nastepnie przechodzimy do zestawu 4 zadan dotgczonych do poradnika i uczniowie samodzielnie
probujg rozwigzad zadania: 3, 9 i 15.

Uczniowie poznajg wzory redukcyjne. Przechodzimy znédw do poradnika multimedialnego:

Wzory redukcyjne:
Aby obliczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata sprowadzamy je do obliczania

wartosci tych funkcji dla kata ostrego. Do tych obliczen wykorzystujemy wzory redukcyjne.
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¥ 90 T

sin(90° sin(90°
+ )
= cosa —a)
sin(180° si n(360°
— a) N
= sina +to ‘\
18 0

(A sin(180° .

/ \ . sin(360° ‘)
+ ) - II I/I k

S A 2R
= —sina ' = —sina
sin(270° sin(270°
- ) +a)
= —Cosua = —Cos«x
\4 270 -)
Ze wzgledu na nieparzysto$¢ funkcji sinus, tangens i cotangens otrzymujemy:
sin(—a) = —sina
tg(—a) = —tga
ctg(—a) = —ctga
Cosinus jest funkcja parzysta, wiec:

cos(—a) = cosa

Uczniowie analizujg przyktady 4 i 5:
Przyktad 4

Korzystajac ze wzoréw redukcyjnych oblicz wartos¢ wyrazenia sin150° - cos150° - tg150° - ctg150°
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Rozwigzanie:
Obliczamy, ze:

1
sin150° = sin(180° — 30°) = sin30° = 3

V3
c0s150° = cos(180° — 30°) = —c0s30° = ——

2
tg150°-ctg150° =1
Mamy wiec: sin150° - cos150° - tg150°- ctg150° = % (— —) 1l=——.

Przyktad 5
Wyznacz wszystkie funkcje trygonometryczne kata a = 225°.

Rozwigzanie:
Korzystajgc ze wzordw redukcyjnych rozpisujemy:

. . _ V2
sin225° = sin(180° + 45°) = —sin45° = 5
V2

€0s225° = cos(180° + 45°) = —cos45° = —

tg225° = tg(180° + 45°) = tg45° = 1
ctg225° = ctg(180° + 45°) = ctg45° =1

Podczas realizacji tematu uczniowie sami lub wraz z nauczycielem dokonujg wpiséw najistotniejszych
informacji lub tworzg pytania w postaci notatek.

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie przegladajg zapisane notatki. Sprawy problematyczne wyjasniane sg z nauczycielem.
Nastepnie uczniowie rozwigzujg zadania numer 4, 10 i 12 z zestawu 4 dotgczonego do poradnika
multimedialnego.
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Uwagi metodyczne do
realizacji

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY



Scenariusz nr 4*: ROwnania i nier6wnosci trygonometryczne

Temat zajec

Rdéwnania i nierownosci trygonometryczne

Dziat

Funkcje trygonometryczne

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec

90 min.

L Element
P- scenariusza

Tres¢ zajec

1 Cel ogélny °

Uswiadomienie uczniom mozliwosci wykorzystania multimedialnych srodkéw przekazu w nauce
matematyki

Operowanie posiadang wiedzg w rozwigzywaniu zadan

Ksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym

Rozwijanie u uczniéw zdolnosci poznawczych

2 Cele szczegdtowe Uczen:

potrafi odczytywac wartosci funkcji trygonometrycznych postugujac sie ich wykresami;

potrafi rozwigzac¢ réwnanie trygonometryczne;

potrafi rozwigzaé nieréwnos¢ trygonometryczng;

potrafi stosowa¢ wzory dotyczace funkcji trygonometrycznych do rozwigzywania réwnan
i nieréwnosci

zna wtasnosci funkcji trygonometrycznych.

3 Formy i metody .

Pogadanka
Praca z zespotem klasowym
Praca samodzielna
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Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Lekcje prowadzimy wykorzystujgc mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczen miat samodzielny
dostep do komputera.

Wykorzystujemy tablice interaktywng (zastepuje rzutnik, jej narzedzia wykorzystujemy do
rozwigzywania zadan, ma mozliwos¢ zapisania rozwigzan i wykorzystania ich w dowolnej chwili a takze
mozna przekazac je uczniom w postaci pliku) oraz poradnik multimedialny — temat5 z trygonometrii.

Wprowadzenie do
zajec

Przypominamy z uczniami jak wygladaja wykresy funkcji trygonometrycznych. Mozna tu wykorzystac
rowniez temat 3 z poradnika Trygonometria.

Aby rozwigza¢ rdwnanie bgdZz nieréwnosc trygonometryczng bedziemy korzystali z wykreséw funkcji
trygonometrycznych i tabeli ich wartosci.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie analizujg przykfady:

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie: sin2x = %

Rozwigzanie:
Wiemy, ze sinx = %dla X = g + 2km lub x = gn + 2km, gdziek € C.

Widac to na rysunku:

ralA
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Mamy wiec 2x = % + 2km lub 2x = gn + 2km, gdzie k € C. Dzielimy obie strony na dwa otrzymujac

x=%+2kn’ lub x = 1—5211'+2k1'l', gdzie k € C.

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie tg (x + E) = —/3.

Rozwigzanie:

Korzystajac z wykresu funkcji tangens i wiedzac, ze tgg =3 odczytujemy, ze tg (— g) =

Stad dalej mamy, ze x +§ = —g czylix = —g—% co daje x = —%n + km,gdziek € C
Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie cosx = —sin®x — 1

Rozwigzanie:
Przenosimy wszystkie wyrazenia na lewg strone otrzymujac:

cosx +sin*x+1=0
Stosujac wzér sina + cos?a = 1 otrzymujemy :
cosx +1—cos?x+1=0
Dalej —cos?x + cosx + 2 = 0. Podstawiamy cosx = t.
Stad mamy réwnanie kwadratowe —t? + t + 2 = 0. Liczymy, ze A = 9. Mamy wiec:

t; = 2 lub t, = —1 Wracajac do podstawienia otrzymujemy cosx = 2 lub cosx = —1.
Poniewaz cosx € (—1,1) to rownanie cosx = 2 nie ma rozwigzania.

Natomiast z cosx = —1 otrzymujemy rozwigzanie x = m + 2km.

Przyktad 4

Rozwiaz nieréwnoéé 2cos§ > /3 w przedziale (0,27).

—/3.
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Rozwigzanie:
Dzielagc obie strony przez dwa otrzymujemy cos

V3

= Cosinus w podanym przedziale (0,27) lezy nad

N | &

prostgy = ? w przedziale (O, %> oraz <% T, 210).

Mamy wiec 0 < g < % i %n < g < 2m Wyliczajac x mamy:
0<ux Sg i %n <x <4mix € (0,2m),stad wynik x € (0§>
Przyktad 5

Rozwiaz nieréwnosé¢ sin?x — cos?x < 1 w przedziale (0,2m).

Rozwigzanie:
Stosujac wzér sina + cos?a = 1 otrzymujemy :
sin?x —1+sin?x <1 i dalej
2sin’x —2<0 czyli
sin?x — 1 < 0 jest to nieréwno$¢, ktérej rozwigzaniem jest
sinx € (—1,1) a to jest spetnione dla kazdego x € R, wiec uwzgledniajgc zatozenia rozwigzaniem jest
x € (0,2m).

Podczas realizacji tematu uczniowie sami lub wraz z nauczycielem dokonujg wpiséw najistotniejszych
informacji lub tworzg pytania w postaci notatek.

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie przegladajg zapisane notatki. Sprawy problematyczne wyjasniane sg z nauczycielem.
Nastepnie rozwigzujemy zadania 2, 7, 8, 11, 13 i 14 z zestawu 4 dotgczonego do poradnika
multimedialnego.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 5: Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Temat zajec

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Dziat

Funkcje trygonometryczne

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element (4 oos oz
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Zapoznanie z pojeciem funkcji trygonometrycznych (sinusem, cosinusem, tangensem
i cotangensem®)
e Ksztattowanie umiejetnosci stosowania poznanych definicji do rozwigzywania zadan
2 Cele szczegdtowe e Uczen:
e potrafi zapisa¢ wzory poszczegdlnych funkcji trygonometrycznych;
e potrafi odczytywaé wartosci funkcji trygonometrycznych dla podanego kata ostrego w tréjkacie
prostokatnym:;
e potrafi odczytywaé wartosci funkcji trygonometrycznych dla poszczegdlnych katéw z tabeli funkcji
trygonometrycznych;
e zna wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°, 45° i 60°.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
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Srodki dydaktyczne
(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Lekcje prowadzimy wykorzystujgc mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczen miat samodzielny
dostep do komputera.

Wykorzystujemy tablice interaktywng (zastepuje rzutnik, jej narzedzia wykorzystujemy do
rozwigzywania zadan, ma mozliwos¢ zapisania rozwigzan i wykorzystania ich w dowolnej chwili a takze
mozna przekazac je uczniom w postaci pliku) oraz poradnik multimedialny — temat1 z trygonometrii.

Wprowadzenie do
zajec

Wprowadzamy definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego.
Temat 1: Funkcje trygonometryczne kqta ostrego.
Funkcje trygonometryczne kata ostrego wyrazajg stosunki pomiedzy dtugosciami bokdéw trdjkata
prostokatnego wzgledem miar jego wewnetrznych katow.
W tréjkacie prostokatnym wyrdézniamy:
v' dwie przyprostokatne aib
v przeciwprostokatng c
v katy ostre a i B (takie, ze @ + B = 90°)

B

a
Definicje funkcji trygonometrycznych:
» sinusem nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata do dtugosci
przeciwprostokatnej (w tym wypadku sina = % sinf = %)
» cosinusem nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej przy kacie do dtugosci
przeciwprostokatnej (w tym wypadku cosa = % cosf = % )
» tangensem nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata do dtugosci

K.
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przyprostokatnej lezacej przy kacie (w tym wypadku tga = S tgph = %)
» *cotangensem nazywamy stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do dtugosci
przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata (w tym wypadku ctga = % ctgf = S)

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie analizujg przyktad 1.

Przyktad 1
Korzystajac z rysunku wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata a.

Rozwigzanie:
Do wyznaczenia wszystkich  funkcji trygonometrycznych potrzebujemy dtugosé¢ drugiej

przyprostokatnej. Obliczymy jg z twierdzenia pitagorasa. Oznaczmy j3 a.
Mamy wiec: a? + 3% = 72
Stad: a?+9 =49
| dalej: a? = 40 wiec a = V40 = 2v/10.
Wyznaczamy wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata a korzystajac z ich definicji:

2V10 cosa = 3 ta_zm *ctog = —> _ 3J10
7 7 ga = 8= 370~ 20

sina =

3
Dla katéw 309, 452 i 602 mozemy wyznaczy¢ doktadne wartosci funkcji trygonometrycznych. Zrobimy to
korzystajac z zaleznosci miedzy bokami w pewnych tréjkatach.
Wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°,45° i 60°.

Aby wyznaczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 45°, korzystamy z tréjkata prostokatnego,
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ktory jest potowa kwadratu.

prostokatnego, ktdry jest potowa tréjkata réwnobocznego.

30°,45°160°:

in45° a 1
sin =—=—

a2 2

45° a5 a 1
€c0s45° = ——=—

av2 5 wZ V2

t45°=—=1
45°
a xct45°=—=1

Aby wyznaczy¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéow 30°i60° korzystamy z tréjkata

n30° = a _1
sin _Za_Z
30°
300_a\/§_\/§
2a oS30 =50 T2
a\/§ tg30°= a _i=ﬁ
a\3 3 3
60° * ctg30° = =3
a

Mozemy rowniez korzysta¢c z gotowe] tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw
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Q
w
o
10
B
(9]
10
(=2
o
10

sina 1 \/_E ﬁ
2 2 2

cosa E \/_E 1
2 2 2

tga ? 1 V3

*ctga | /3 1

Aby wyznaczy¢é wartosci funkcji trygonometrycznych dla pozostatych katéw korzystamy z tabeli
w tablicach matematycznych.

Uczniowie analizujg kolejne przyktadowe zadania (od przyktadu 2 do przyktadu 5)

Przyktad 2

Drabine o dtugosci 6 m oparto o $ciane na wysokosci 2,5 m. Oblicz miare kata nachylenia drabiny do
podtoza.

Rozwigzanie:
Aby rozwigza¢ zadanie wykonujemy rysunek pomocniczy:
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g 1. Q’rabj 'O,"O."..'.. i kqt nachylenia drabiny
g g AN do podtoza (oznaczmy
R
o . . . 2,5 . .
Aby obliczy¢ miare zadanego kata korzystamy z sinusa. Mamy wiec: sina = - & 0,42 i odczytujemy

z tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych, ze a =~ 25°.

Przyktad 3

Oblicz warto$¢ wyrazenia (

—sin30°
4-tg45°)

Rozwigzanie:
Aby obliczy¢ wartosé tego wyrazenia korzystamy z tabeli wartosci funkcji trygonometrycznych dla

katéw 302 452 i odczytujemy, ze tg45° = 1, zas sin30° = %

oo 1 1
- . . 5\ Sin30 25\72 _ (25) 2 4\z _ 2
Podstawiajgc do wyrazenia otrzymujemy (4tg45°) = (ﬁ) = (T) = (E) =

Przyktad 4
Ustaw wartosci sin349, cos522, tg179, w kolejnosci od najmniejszej do najwieksze;.

Rozwigzanie:
Aby ustawié¢ liczby w kolejnosci potrzebujemy odczyta¢ ich wartosci z tablicy wartosci funkcji

trygonometrycznych.
Stad: sin342=0,56 cos522=0,62 tgl72=0,31.
Majac wartosci ustawiamy: tgl72 < sin342 < cos522.
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Przyktad 5
W tréjkacie prostokatnym przyprostokatna jest o 2 dtuzsza od drugiej przyprostokatnej i o 2 krétsza od

przeciwprostokatnej. Oblicz katy tego tréjkata. Wynik podaj w zaokragleniu do petnych stopni.

Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy:

P

X+ 2

B a

X-2

Wprowadzamy oznaczenia:

» X, x-2dla przyprostokatnych

» x+ 2dla przeciwprostokatnej
Z twierdzenia pitagorasa mamy:

x2+ (x—2)? = (x + 2)?
Korzystajac ze wzordéw skréconego mnozenia otrzymujemy:
x2+x?—4x+4=x*>+4x+4

Po redukcji wyrazow mamy:
x?>—8x =0 idalejx(x —8) = 0stgdx = 8lubx = 0.
Oczywiscie bok tréjkata moze by¢ tylko liczbg dodatnig wiec wybieramy x = 8.

Stad przyprostokatne majg dtugosci 8 i 6 a przeciwprostokatna dtugos¢ 10.

6

Obliczamy miare kata a korzystajgc np. z cosinusa. Stad cosa=5=0,6. Z tablicy wartosci

trygonometrycznych odczytujemy, ze @ = 53°. Wtedy korzystajac z tego, iz @ + § = 90° otrzymujemy,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

UNIA EUROPEJSKA -
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY
Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




se B = 37°.

Podczas realizacji tematu uczniowie sami lub wraz z nauczycielem dokonujg wpiséw najistotniejszych
informacji lub tworzg pytania w postaci notatek.

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie przegladajg zapisane notatki. Sprawy problematyczne wyjasniane sg z nauczycielem.
Nastepnie uczniowie rozwigzujg zadania zamieszczone w zestawach dotgczonych do poradnika.
Z zestawu | zadania numer 1, 3,5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15.

Z zestawu |l zadanianumer 1, 3,4, 6,7, 8,9, 12, 14, 15.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 7: Proste zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Temat zajec

Proste zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Dziat

Funkcje trygonometryczne

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtérzeniowy do matury w
klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element (4 oos oz
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Poznanie zwigzkdw miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego argumentu
e Ksztattowanie umiejetnosci stosowania poznanych zwigzkdédw do rozwigzywania zadan
2 Cele szczegbétowe e Uczen:
e zna podstawowe zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi;
e potrafi stosowaé poznane zwigzki w zadaniach;
e potrafi dowodzi¢ prawdziwos¢ tozsamosci trygonometrycznych.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne Lekcje prowadzimy wykorzystujgc mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczen miat samodzielny

(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw

dostep do komputera.
Wykorzystujemy tablice interaktywng (zastepuje rzutnik, jej narzedzia wykorzystujemy do

K.
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opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

rozwigzywania zadan, ma mozliwos¢ zapisania rozwigzan i wykorzystania ich w dowolnej chwili a takze
mozna przekazac je uczniom w postaci pliku) oraz poradnik multimedialny — temat2 z trygonometrii.

Wprowadzenie do
zajec

Wprowadzamy ucznidow w temat:
Temat 2: Proste zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi.
Dla dowolnego kata ostrego prawdziwe sg nastepujgce réwnosci:

__ Sina __cosa . — . 2 2, —
tga = _—— xctga = —— tga-ctga=1 sin"a + cos“a =1
Dla kazdego kata ostrego zachodazi:

v’ sina = cos (900 - a) Na przyktadzie katow
v cosa = sin(90° — a) w trojkacie prostokatnym
v tga — ctg(90° _ a) pokazujemy skad

° wnioskujemy prawdziwos¢
v ctga =tg(90° — a)

tych wzorow.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie analizujg na przyktadowych zadaniach jak stosowa¢ poznane wzory.

Przyktad 1
Wiedzac, ze kat a jest ostry i sina = ioblicz cosaitga.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru: sinfa + cos?a =1i podstawiajgc sina = " otrzymujemy

1\2
(Z) + cos’a =1

Dalej mamy: 1—16 +cos?a=1

5
Stad cosla ==
16
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badZ cosa = — g

| dalej cosa =

g
5|5

Wybieramy odpowiedZ dodatnia cosa = poniewaz kat a jest ostry (wartosci funkcji

trygonometrycznych dla katéw ostrych sg dodatnie).
Obliczmy tga ze wzoru:

1
sina 7 1 4 1
tga = L S
cosa /15 4 /15 15
4
Co po usunieciu niewymiernosci da: tga = 1 V15 _ V15
' T Vis Vis 15

Przyktad 2
Oblicz wartos$¢ wyrazenia 2sin50° - cos40° + 2sin40° - cos50°.

Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzordw: sina = cos(90° — a) i cosa = sin(90° — a)
oraz sin®a + cos?a = 1 otrzymujemy:
25in50° - cos40° + 2sin40° - cos50° = 2sin(90° — 40°) - cos40° + 2s5in40° - cos(90° — 40°) =
= 2c0540° - c0s40° + 25in40° - sin40° = 2c05%40° + 2sin?40° = 2(cos?40° + sin?40°) = 2

Przyktad 3
Wiedzac, ze kat a jest katem ostrym zapisz wyrazenie
Rozwigzanie:
Korzystajac ze wzoru na tangens otrzymujemy:
cosa bt cosa sina
— a -
1+ sina 9
Sprowadzamy utamki do wspdélnego mianownika:
_ cosa - cosa + sina(l + sina)

(1 + sina) - cosa

osa

Ci . .
Tone T tga w prostszej postaci.

1+ sina  cosa

Wymnazamy i redukujemy
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cos’a + sina + sina 1 + sina 1

(1+sina)-cosa  (1+ sina)-cosa cosa
Przyktad 4
Wykaz, ze nie istnieje taki kat a, ze sina = % icosa = %.

Rozwigzanie:
Jedli istnieje taki kat a to zachodzi sin?a + cos?a = 1.

. AAY:
Sprawdzamy wiec czy (}) + (—) =17

5
Wykonujac dziatania otrzymujemy -+ g =1

100+144
=1
225
244

295 * 1 wiec wnioskujemy stad, ze nie ma takiego kata a.

O |

| dalej

Przyktad 5
Sprawdz tozsamos¢: (tga — 1)(ctga + 1) = tga — ctga

Rozwigzanie:

Rozpiszmy lewg strone rdwnania:

L= (tga—1)(ctga+1) =tga-ctga +tga —ctga —1 =1+ tga — ctga — 1 = tga — ctga = P
Pokazalismy, ze lewa strona réwnania réwna sie prawej, wiec réwnanie jest tozsamoscig.

Podczas realizacji tematu uczniowie sami lub wraz z nauczycielem dokonujg wpiséw najistotniejszych
informacji lub tworzg pytania w postaci notatek.

Aby przecwiczyé poznane wiadomosci uczniowie rozwigzujg zadania z zestawdw dotgczonych do
poradnika.

Zestaw | — zadania numer 2, 4,11, 15

Zestaw Il — zadania 2, 5, 10, 11, 13.

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie przegladajg zapisane notatki. Sprawy problematyczne wyjasniane sg z nauczycielem.
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Dodatkowe zadania do rozwigzania:
Zadanie 1

a) Oblicz wartos$¢ wyrazenia sina - cosa, wiedzac, ze a jest katem ostrym i sina + cosa =

[ el

b) Oblicz wartos¢ wyrazenia sina + cosa, wiedzac, ze a jest katem ostrym i sina - cosa =

~ &

Zadanie 2

Oblicz wartos¢ wyrazenia (nie uzywajgc kalkulatora ani tablic):
€c0s35°sin35°

a) ———
€0555°-5in55°

b) tg25°-tg64°-tg65°-tg26°

c) sin?4° + sin?12° + sin?86° + sin?68°

d) 1—(c0s%10°+c0s280°)

tg242°
Zadanie 3
Zbadaj czy istnieje kat ostry a, gdy:
a) tga=2—+3ictga=2++3
b) cosa=% i tga=4

Uwagi metodyczne do
realizacji
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