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Zbidér ,M0j przedmiot matematyka” jest zestawem 132 scenariuszy przeznaczonych dla ucznidw szczegdlnie zainteresowanych matematyka.
Scenariusze mogga by¢ wykorzystywane przez nauczycieli zaréwno na typowych zajeciach lekcyjnych wpisanych w zakres podstawowy, jak tez
w ramach dodatkowych zaje¢ poszerzajgcych wiedze ucznidw, np. kota zainteresowan. Scenariusze wymagajg zastosowania komputeréw
z dostepem do internetu. Takie wyposazenie pozwoli na wykorzystanie srodkéw dydaktycznych przewidzianych w projekcie ,,Nauki Sciste
priorytetem spoteczeristwa opartego na wiedzy” takich jak moduty e-learningowe: ,Elementy statystyki i rachunek prawdopodobienstwa”,
,Funkcja kwadratowa”, ,,Réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe”, ,Wielomiany”, gry strategiczne ,Wyprawa Nasreddina”, ,Herbatka
u krélowej Anglii”, ,,Wyprawa na grzyby”, ,,Matemafia” oraz ,Miedzykontynentalna szkota”, poradniki ,Ciggi”, ,Planimetria”, ,, Trygonometria”,
»,Geometria analityczna”. Scenariusze mogg by¢ realizowane na zajeciach lekcyjnych jako catos¢ lub nauczyciel dokonuje wyboru okreslonych
materiatéw zgodnie z zaplanowanymi przez siebie tematami — zwieksza to elastyczno$é stosowania pakietu np. w sytuacji braku zapewnienia
w placéwce odpowiednich warunkéw technicznych do realizacji materiatu w oparciu o caty pakiet.
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Scenariusz nr 1: Pojecie wielomianu

Temat zajec

Pojecie wielomianu

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 45 min.
Element .

Lp. . Tresc zajec
scenariusza

1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy

Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
Woyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania podstawowych zadan dotyczgcych wielomianéw

2 Cele szczegbétowe

Uczen:

rozumie pojecie wyrazenia algebraicznego;

poprawnie oblicza wartos¢ wyrazenia algebraicznego;

rozréznia jednomiany, dwumiany, tréjmiany;

rozumie pojecie wielomianu;

potrafi okresli¢ stopien wielomianu i wypisaé jego wspoétczynniki;
poprawnie oblicza warto$¢ wielomianu.

3 Formy i metody

Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna

4 | Srodki dydaktyczne

Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego kurs ,Wielomiany” (lekcja 1) zamieszczony na platformie
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

e-learningowej moodle oraz mobilng pracownie komputerowa aby kazdy uczer miat samodzielny
dostep do komputera.

Wprowadzenie do
zajec

Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:
Przechodzimy przez strony lekcji 1 - ,,Pojecie wielomianu”, uczniowie zapoznaja sie z teoria, wykonuja
samodzielnie ¢wiczenia, ktére sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.
Zadania 1.1, 1.2, 1.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzuja sami i rozwigzania przesytfajg
nauczycielowi badzZ to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 1 — Pojecie wielomianu

W lekcji pierwszej uczniowie przypomng sobie pojecia takie jak wyrazenie algebraiczne czy jednomian,
a takze zapoznajg sie z definicjg wielomianu.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Przypominamy pojecie wyrazenia algebraicznego:
Stronal: Wyrazenie algebraiczne
W gimnazjum zetknelicie sie z pojeciem wyrazenia algebraicznego czy jednomianu. Przypomnijmy
sobie ich definicje:
Wyrazeniem algebraicznym nazywamy wyrazenie, w ktérym liczby i litery potagczone sg znakami dziatan
i nawiasami.
Przyktadami wyrazen algebraicznych s3:
t+ =z
ab, 3(x-y), (c+5), t—z
Aby obliczy¢ wartos¢ wyrazenia algebraicznego trzeba podstawic liczby w miejsce liter,

K.
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Np.: Mamy wyrazenie algebraiczne x(y —2)*dlax=7iy=-1
ma warto$¢7(- 1 - 2)% = 7(-3)* = 7(-27) = -189

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:

Strona2: ¢wiczenie 1
2

Wartos¢ wyrazenia
®2/5
83/

;3__;2 dlax=-1idlay=-2 wynosi:

Idziemy dalej i uczniowie poznaja pojecie jednomianu, dwumianu, tréjmianu.

Strona3: Jednomian

Jednomianem nazywamy pojedyncze zmienne, liczby lub ich iloczyny.

Przyktadami jednomiandw s3: 3, 2x, 5xy, -x3yz, xyts.

Liczbe wystepujgcqg w jednomianie nazywamy wspotczynnikiem.

My zajmiemy sie jednomianami jednej zmiennej x, czyli wyrazeniami ax", gdzie a jest wspétczynnikiem,
a neN i n nazywamy stopniem jednomianu.

Sume dwdch jednomiandw réznych stopni, np.: x* + 2x, 5x* + 1, nazywamy dwumianem.

Sume trzech jednomiandw réznych stopni, np.: x* + 2x + 1, 6x> - 5x* - x nazywamy tréjmianem.

Jak tatwo zauwazyc¢ wielomian jest wiec sumq wielu jednomiandw réznych stopni.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2:
Strona4: ¢wiczenie 2
Wyrazenie 5x* + 3x - 8 jest:

® jednomianem

® dwumianem
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Nauczyciel wprowadza pojecie wielomianu:

Strona5: Wielomian

Wielomianem zmiennej x nazywamy wyrazenie postaci ax" + a,,.lx"’1 + ..t azx2 + alx1 + ao,
gdzie a,, ap.1, ....a2, a1, ap to wspoétczynniki, ktére sg liczbami rzeczywistymi, neN i jest stopniem
wielomianu oraz a, #0.

Wspotczynnik ag jest wyrazem wolnym. Zmienna wielomianu moze byé dowolng litera.

Podam teraz przyktady wielomiandw, okresle ich stopnie i wypiszemy wspotczynniki

1) W(x) = 7x° - 3x* + 9 wielomian W zmiennej x, stopnia szdstego, wspoétczynniki: ag=7, as=0, a4=0,
a3=0, a2=-3, a1=0, a0=9

2) V(a) = %a° - %a® + a* - a® - 4,8 wielomian V zmiennej a, stopnia pigtego, wspotczynniki as=%, as=-%,
a3=1, a2=-1, a1=0, a0=-4,8

O jest wielomianem ale nie mozemy okresli¢ jego stopnia poniewaz wielomian zerowy mozna zapisac na
rézne sposoby, np: 0-x%, 0-x*, 0-x".

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 3, a nastepnie ¢wiczenie 4:

Strona6: ¢wiczenie 3

. . - . 2t343t-1 . .
Wspdtczynnikami wielomianu — —s3 odpowiednio:

®1, 3/7,

Strona7: ¢wiczenie 4

Wyrazenie vV3a* —vV2a —/5 -1
® nie jest wielomianem

® jest wielomianem stopnia 1
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® jest wielomianem stopny

Po przejsciu przez strony dotyczace teorii i éwiczeniowe uczniowie rozwigzujg zadania zamieszczone na
platformie jako ,,zadania do rozwigzania na lekcji 1”.
Zadania do rozwigzania na lekcji:

Zadanie 1

Dany jest wielomian W (x) = x3 — 5x2 + 4x — 2. Oblicz:

a) W(1) b) W (=3) ow(3) d) W(2 + V3)
Zadanie 2

Okresl stopien wielomianu P i wypisz jego wspotczynniki:

a) P(x) = 4x* — 5x3 +2x —% b) P(x) = (x3 — 1)?

Zadanie 3

Znajdz brakujgcy wspotczynnik a wielomianu V(x), jesli:

a) V(x) =ax3—-2x2+5x—-7iV(-2) =15

b) V(x) = §x4 + %x:” —gxz +aiV(3) =11

Zadanie 4

Znajdz wspoétczynniki a i b wielomianu W(x) = ax3 +3x2 —4x + b, jesliW(1) =0 i W(2) = —2.

Podsumowanie zaje¢

Na koniec kazdy uczen samodzielnie rozwigzuje trzy zadania i przesyta rozwigzania do nauczyciela
korzystajac z platformy moodle.

Zadania do lekcji 1 (do samodzielnego rozwigzania i przestania odpowiedzi)

Zadanie 1.1:

a)Podaj przyktad wielomianu stopnia szdstego.

b)Podaj przyktad wyrazenia algebraicznego, ktére nie jest wielomianem.
Zadanie 1.2:
Oblicz warto$¢ wyrazenia 5(x — yz) -2(x* - y)dlax=-2idlay=-3.
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Zadanie 1.3:

Okres| stopien wielomianu W(x) = 6x> + 2x* - 9x* - 7x + 9 i podaj jego wspdtczynniki.

Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z teorii i przyktadow
zawartych w lekcji 1 zamieszczonej na platformie moodle.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 2: Dzialania na wielomianach

Temat zajec

Dziatania na wielomianach

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L.
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Wykonywanie dodawania, odejmowania i mnozenia wielomianéw
2 Cele szczegbétowe Uczen:
e zna pojecie wielomianu jednej zmiennej;
e potrafi odczytywad stopien i wspotczynniki wielomianu;
e potrafi uporzagdkowac wielomian;
e potrafi wykona¢ dziatania na wielomianach;
e potrafi obliczy¢ wartos¢ wielomianu dla podanej wartosci zmienne;.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego kurs ,Wielomiany” (lekcja 2) zamieszczony na platformie
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

e-learningowej moodle oraz mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczen miat samodzielny
dostep do komputera.

Wprowadzenie do
zajec

Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:

Przechodzimy przez strony lekcji 2 - ,Dziatania na wielomianach”, uczniowie zapoznajg sie z teoria,
wykonujg samodzielnie ¢wiczenia, ktdre sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.

Zadania 2.1, 2.2, 2.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzujg sami i rozwigzania przesyfajg
nauczycielowi badzZ to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 2 — Dziatania na wielomianach

Na tej lekcji bedziemy sie uczy¢ wykonywac dziatania na wielomianach takie jak dodawanie,
odejmowanie i mnozenie.

Przebieg zaje¢ (petna

Uczniowie poznaja zasade dodawania i odejmowania wielomianow:

K.

wersja) Stronal: Dodawanie i odejmowanie wielomianéw
Jezeli dodajemy do siebie wielomiany (lub odejmujemy) to dziatania te mozemy wykonac tylko na
wyrazeniach podobnych.
Np: Mamy dwa wielomiany:
W(x) = 4x* + 0,5x — 1 i U(x) = 5x°> — 4,6x* - 0,8
Wtedy W(x) - U(x) = (4x> + 0,5x — 1) - (5x° — 4,6x* — 0,8)= 4x’+ 0,5x — 1 -5x° + 4,6x” + 0,8 = -5x° + 8,6X° +
+0,5x - 0,2
Wynik starajmy sie przedstawié¢ w postaci wielomianu uporzagdkowanego (t.j. ustawic¢ od najwyzszej
potegi zmiennej do najnizszej).
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Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:

Strona2: ¢wiczenie 1

Dane sg wielomiany W(x) = 4x3 — 2x* —x + 3 oraz Q(x) = 8x — 5.
i —2-Q(x) jest:

wielomian stopnia trzeciego

Wynikiem dzi

® wielomian stopnia drugiego

Uczniowie poznaja zasade mnozenia wielomianow:

Strona3: Mnozenie wielomianow

Jesli mnozymy wielomian przez liczbe to dziatanie to wykonujemy na wszystkich wspotczynnikach.
Np.: Wielomian P(x) = 2x° — 0,1x° + x mnozymy przez liczbe -3

Wtedy -3P(x) = -3(2x° — 0,1x% + x) = -3:2x° — 3:(-0,1x°) -3:x = -6x° + 0,3X" - 3x

lloczyn dwdch wielomiandw obliczamy mnozgc wszystkie wyrazy pierwszego wielomianu przez
wszystkie wyrazy drugiego (korzystamy z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania).

Np.: Wyznaczmy iloczyn wielomianéw: P(x) = 2x — 3 i R(x) = x* — 2x +2

P(X)-R(X) = (2x = 3)(x* = 2x + 2) = 2x(x* = 2x +2) - 30 = 2x +2) = 23 = Ax* + 4x = 3x° + 6x— 6 = 2’ = Tx* +
+10x—-6

W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stopnia drugiego otrzymalismy
wielomian stopnia trzeciego.

lloczyn wielomiandéw niezerowych stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m + n.
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Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2:

Strona4: ¢wiczenie 2
Mamy dane dwa wielomiany W(x) = X3 —1iP(x)=2x* + 4x +1. Wynikiem dziatania 2W(x) — x-P(x) jest
wielomian:

R(x) = 4x> — 4x* — x -2 czy

b 2
Q(x) =4x"+x+ 2 czy

Poznajemy wzory skroconego mnozenia i ich zastosowanie:
Strona5: Wzory skréconego mnozenia
Przy mnozeniu wielomiandw czesto pomocne sg wzory skroconego mnozenia:

kwadrat sumy (a+b)’=a’+2ab +b?
kwadrat réznicy (a-b)’=a%-2ab +b?

réznica kwadratéw  a’-b*=(a +b)(a—b)
szedcian sumy (a+b)®=a’+3a’b +3ab’ + b
szedcian réznicy (a-b)®=a-3a’b +3ab*-b’

réznica szeécianéw  a>— b’ = (a —b)(a’ + ab +b?)
suma szescianow a’+b>=(a+b)(a’-ab+b?)

Np:(2 —x)> =23-3-22-x +3:2-x2-x3 =8-12x + 6x?-x3 =—x3+6x2—12x+8

Np:(3—v2) = (3-v2)'(3-v2) = (9-6VZ+2)(9—-6vZ+2) = (11— 6v2)" =
=121 —132V2 + 72 = 193 — 132V2
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Uczniowie samodzielnie rozwigzujg ¢wiczenia 3 i 4:
Stronab6: ¢wiczenie 3
Podnoszac wielomian Q(x) = 1-2x do trzeciej potegi otrzymamy wielomian:

L
W(x)=1-8x>cz

P(x) = -8x>+ 12x* — 6x +1 cz

@
R(x) = 4x° — 4x +1?
Strona7: ¢wiczenie 4
4
Wynikiem dziatania (1 + \/§) jest:
a) 14243

c)

Przechodzimy do zasobu ,,Zadania do rozwigzania na lekcji 2” gdzie znajduja sie tresci zadan do
rozwigzania poza platforma moodle:

Zadania do rozwigzania na lekcji:

Zadanie 1

Wiedzac, 7e W(x) = 5x3 — 4x? + 2x — 3, Q(x) =5 — 2x2% + 4x i P(x) = —x? + 6x + 7 wykonaj
dziatania:

@) Q(x) — 2+ P(x) b) W (x) + P(x) - Q(x)
€) 3W (x) = 5P(x) +3Q(x) d) $[Q(x) =W (x) - P(x)]
Zadanie 2

Przeksztat¢ wielomian, korzystajgc ze wzorédw skréconego mnozenia
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a) (3x3 — 2)(2 + 3x3) b) (2x + \/7)2 —(2x - \/7)2

) (4x — 132 —-7x)3 + (2 + 7x)3 d) (2 — 3x2)?
Zadanie 3
Uporzadkuj wielomiany:

2 4
a) (x> —V3+1) b) (V5 + 2x)
Zadanie 4

2

Zapisz wielomian (x +1-— ﬁ)(x -1+ \/7) - (x + \/7) w prostszej postaci, nastepnie oblicz jego
wartos¢ dla x = — 54—\5.
Zadanie 5
Wykonaj dziatania i doprowadz otrzymane wyrazenia do najprostszej postaci:
a) 2x+1)3-GB+x)2(x—1) b) (2x + 3)(4x? — 6x + 9) — 3(—x — 2)3

¢)5(x2 = V5)(V5+x%) = (x + D3(x — 1) d) (B3x?-2)2-(1-x)(x+2)3

7 Podsumowanie zaje¢ | Nastepnie uczniowie samodzielnie rozwigzujg zadania dotgczone do lekcji 2 (2.1, 2.2 i 2.3) i przesytaja
odpowiedzi do nauczyciela poprzez platforme moodle.

Zadania do lekgcji 2:

Zadanie 2.1:

Korzystajagc ze wzoréw skréconego mnozenia wykonaj dziatania i przedstaw w postaci
uporzagdkowanego wielomianu:

(Ve —x)(ve+x) + (x— 2x%)2

Zadanie 2.2:

Wyznacz U(x) — [W(x)]? jesliU(x) = X2 —2x+1, W(x) = x* + X .

Zadanie 2.3:

Oblicz wartoé¢ wielomianu P(x) = 4x* — 2x* +3x-1dlax = V2 — 1
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Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji 2
zamieszczonej na platformie moodle.

8 Uwagi metodyczne do

realizacji
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Scenariusz nr 3: Rownos¢ wielomianow

Temat zajec

Réwnos$¢ wielomianéw

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L.
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
o Wyksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Poréwnywanie wielomianéw
2 Cele szczegbétowe Uczen:
e zna pojecie wielomianu jednej zmiennej;
e potrafi odczytywad stopien i wspotczynniki wielomianu;
e potrafi uporzadkowaé wielomian;
e wie kiedy dwa wielomiany sg rowne i potrafi zastosowac tg wiedze do rozwigzywania zadan.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego kurs ,Wielomiany” (lekcja 3) zamieszczony na platformie
(ze szczegétowym e-learningowej moodle oraz mobilng pracownie komputerowa aby kazdy uczen miat samodzielny

K.
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wskazaniem srodkéw | dostep do komputera.
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)
5 Wprowadzenie do Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:
zajeé Przechodzimy przez strony lekcji 3 - ,,ROwnos¢ wielomiandw”, uczniowie zapoznajg sie z teorig,

wykonujg samodzielnie ¢wiczenia, ktdre sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.

Zadania 3.1, 3.2, 3.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzujg sami i rozwigzania przesyfajg
nauczycielowi badz to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 3 — Rdwno$¢ wielomiandw

Na tej lekcji dowiemy sie, kiedy dwa wielomiany sg réwne.

6 Przebieg zajec (petna | Uczniowie poznajq pojecie rownosci wielomianow:

wersja) Stronal: Réwnos¢ wielomianéw

Dwa niezerowe wielomiany sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy s3 tego samego stopnia i ich
wspotczynniki przy tych samych potegach sg réwne.

Np.: Dobierzmy liczby a i b tak, aby wielomiany

W(x) = ax’ = 2x* =2 i P(X) = -X> = 2x* + bx — 2 byty réwne.

Rozwiqzanie:

Wspdtczynniki przy x* i wyrazy wolne sa takie same. Zeby wielomiany byly réwne to wspétczynniki przy
x> i X tez musza by¢ takie same czyli @ musi by¢ réwne — 1, b musi by¢ réwne 0.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:
Strona2: ¢wiczenie 1
Aby wielomiany P(x) = x* - 2x* + 3x + 1 oraz W(x) = x? - 2x* - mx+ 1 byty rébwne m wynosi:
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®2
®-3

Omawiamy przyktadowe zadania dotyczgce rownosci wielomianéw (strona 3 i strona 4).
Strona3: Przyktadowe zadanie 1

Czy mozina dobra¢ tak wspodtczynnik k aby wielomiany W i P byly réwne, gdy
W(x) =x3=3x>+x-5i P(x) =3+ kx> +kx—5
Rozwigzanie:

Aby zgadzaty sie wspotczynniki przy X, musimy przyja¢, ze k = -3.

Wodweczas P(x) = x> —3x*—3x-5.

Wtedy jednak nie sg rowne wspodtczynniki przy x.

Nie mozna zatem dobrad takiej liczby k, aby W i P byty rowne.

Strona4: Przyktadowe zadanie 2

Dla jakiej wartosci parametru a zachodzi réwnos¢

(* —=x*—x—15) = (x* + ax + 5)(x - 3)?

Rozwigzanie:

W celu poréwnania wielomiandw musimy wykona¢ mnozenie po prawej stronie réwnania a wiec
(prawa strona réwnania ) P = x> — 3x* + ax’ — 3ax + 5x — 15

Grupujemy wspotczynniki, czyli P = x> +x%(-3 + a) + x (-3a + 5) — 15.

Poniewaz wspotczynniki wielomianu po lewej stronie muszg by¢ réwne wspétczynnikom wielomianu po
prawej stronie to:

-1=-3+a oraz

-1=-3a+5,

rozwigzujac te dwa réwnania otrzymujemy a = 2.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2 i 3:
Strona5: ¢wiczenie 2
Dla jakiej wartosci parametru k zachodzi rownos¢
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(x—Kk)(x +7) = (x* + 4x -21)?

® k=0
Stronab6: ¢wiczenie 3
Ktére z wielomiandw sg réwne?

PO =(x—V2D)(x+v2) W =(x—v2) Q) =22 —2Zx+2
®P(X) = W(X) = Q(X)
®W(X) = P(X)

Przechodzimy do zasobu ,Zadania do rozwigzania na lekcji 3” gdzie znajdujg sie tresci zadan do
rozwigzania poza platforma:

Zadania do rozwigzania na lekgc;ji:

Zadanie 1

Znajdz wartoéé parametru a, aby wielomiany x3 + 3x2 — 4 oraz (x + a)?(x — 1) byly réwne.

Zadanie 2

Okresl dla jakiej wartosci a wielomian W(x) jest rowny wielomianowi P(x) jesli:

a) Wx)=2x+1)2-3x(x+1), Px)=ax*+x+1

b) W(x) = 2x(5x3 —4x% — 1) + 5x3, P(x) = 10x* + ax3 — 2x

c) W)= (x*+5(3x*—-x), P(x) =3x*—x3+ax? - 5x

Zadanie 3

Dane s3 wielomiany Q(x) = x% — 5x i P(x) = 2x* — 9x3 — 8x?% + 15x + 1. Wyznacz, o ile istnieja
wspoétczynniki a i b wielomianu W(x) = ax? + bx + 1 jesli:

a) W(x)-Q(x) = P(x)

b) W(x) = P(x) — 2x%- Q(x) — x3
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Zadanie 4

Niech P(x) =x*+1, R(x) = x* + bx + ¢, S(x) = x* — 6x3 + x®> — 6x. Dla jakich wartosci b i ¢
wielomian P(x) - R(x) — S(x) jest wielomianem zerowym?

Zadanie 5

Dla jakich wartosci a, b i c wielomiany Q(x) = 4x — 2
iWkx)=alx+1)(x—2)+b(x+3)(x—1)+c(x—1)sgréowne?

Zadanie 6

Znajdz takie wartoéci parametru a i b, aby wielomiany x3 — 3x2 — 4x + 12 oraz (x — a)(x — b)(x + 2)
byty rowne.

Podsumowanie zajec

Podsumowujemy temat przypominajgc niezbedne informacje. Uczniowie przechodzg do rozwigzywania
zadan, ktére przesytajg do sprawdzenia poprzez platforme nauczycielowi.

Zadania do lekgji 3:

Zadanie 3.1:

Dla jakich wartosci parametréw a i b zachodzi réwnos¢

2=+ 2% =3 = (2x° + ax® + bx + 3)(x - 1)?

Zadanie 3.2:

Dla jakich wartosci a i b wielomian (-x + 4)(2x* + ax + b) — (-2x> + 6x* + 5x + 12) jest

Zadanie 3.3:

Czy da sie dobra¢ parametr a w taki sposdb zeby wielomiany

W(x) = -x* + (a® + a)x + 1 oraz Q(x) = ax®> — 2x + a* byty réwne? Jedli tak oblicz ile on wynosi.
Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji zamieszczonej
na platformie moodle.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 4: Ro6wnania wielomianowe

Temat zajec

Réwnania wielomianowe

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L.
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
e Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
e Wyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania réwnan wielomianowych
o Whyksztatcenie umiejetnosci rozwigzywania prostych réwnan wielomianowych
2 Cele szczegbétowe Uczen:
e rozumie pojecie rownania wielomianowego;
e rozumie pojecie pierwiastka wielomianu;
e potrafi znalezé pierwiastki wielomianu;
e potrafi okresli¢ krotnosci pierwiastkéw wielomianu;
e potrafi rozwigzac¢ proste réwnanie wielomianowe.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego kurs ,Wielomiany” (lekcja 5) zamieszczony na platformie
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

e-learningowej Moodle oraz mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczei miat samodzielny
dostep do komputera.

Wprowadzenie do
zajec

Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:

Przechodzimy przez strony lekcji 5 - ,,ROwnania wielomianowe”, uczniowie zapoznaja sie z teoria,
wykonujg samodzielnie ¢wiczenia, ktdre sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.

Zadania 5.1, 5.2, 5.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzujg sami i rozwigzania przesyfajg
nauczycielowi badzZ to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 5 — Rdwnania wielomianowe

Podczas tej lekcji nauczymy sie rozwigzywac réwnania wielomianowe.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie poznaja pojecie rownania wielomianowego:

Stronal: Réwnania wielomianowe

Réwnaniem wielomianowym nazywamy réwnanie postaci W(x) = 0, gdzie W(x) jest wielomianem
stopnia n.

Jak sie dowiedziate$ z lekcji 4 rozwigzanie réwnania wielomianowego nazywamy pierwiastkiem
wielomianu.

Rozwigzanie rownania W(x) = 0 ma Scisty zwigzek z rozktadem wielomianu W(x) na czynniki.

Np. Dla réwnania:

1 1 .01
- 4+_ 3__ Z:[}
167 8" 2%
mamy:
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1
e (x2+2x—8)=0

1
Exz(x —2Mx+4)=0

Przyréwnujac poszczegdlne czynniki do zera otrzymujemy rozwigzania: x=0, x = 2 lub x = -4.

Uczniowie poznajg zasady rozwigzywania réwnania wielomianowego analizujac przyktady:
Strona2: Przykfady rozwigzywania réwnan

Np.: Rozwigz réwnanie 5%+ 4x*+ 4x = 0

Rozktadamy wielomian 5x> + 4x*+ 4x na czynniki:

X(5x*+4x +4)=0

X=0V5x°+4x+4=0

Drugie réwnanie jest sprzeczne (delta<0), zatem rozwigzaniem jest x = 0.
Np.: Rozwigz réwnanie x>-6x2+9x =0

x(x?- 6x + 9) = 0 wylaczamy x przed nawias

x(x - 3)?= 0 korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy

Rozwigzaniami rownania sg wiec liczcby x=0ix = 3.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:
Strona3: ¢wiczenie 1
Rozwigzaniem réwnania 2x°-4x°=0 jest:

® 2i0

®2 -2

Omawiamy co to sg krotnosci pierwiastkdw réwnania i jak je odczytaé:
Strona4: Krotnosci pierwiastka

Zwroc¢ uwage, ze w rozkfadzie na czynniki wielomianu W(x) = X2 — 6x% + 9x = x(x - 3)?
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czynnik x — 3 wystepuje dwa razy. Dlatego liczbe 3 nazywamy pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu
W(x).

Liczba 0 jest pierwiastkiem pojedynczym (jednokrotnym) tego wielomianu.

Liczbe a nazywamy pierwiastkiem k-krotnym, gdzie k=1, 2, 3, .. ., wielomianu W(x), gdy ten wielomian
mozemy przedstawi¢ w postaci W(x) = (x - a)*-P(x)gdzie P(x) jest pewnym wielomianem i liczba a nie jest
jego pierwiastkiem (czyli P(a)#0)

Uczniowie analizuja przyktadowe zadanie dotyczace okreslania krotnosci pierwiastkow:
Stronab: Okreslanie krotnosci pierwiastkow (przyktad 1)

Np.: ZnajdzZ pierwiastki wielomianu Q(x) = x’(x - 1)3(x + 2)(x + 5)° i ustal ich krotnosci.
Rozwiqgzanie:

Przyréwnujac poszczegdlne czynniki do zera otrzymujemy:

x’ = 0 wiec x = 0i jest to pierwiastek 7 - krotny

(x- 1) = 0 wiec x = 1 i jest to pierwiastek 3 - krotny

(x+2) =0wiecx=-2ijest to pierwiastek 1 - krotny

(x +5)° = 0 wiec x = -5 i jest to pierwiastek 5 — krotny.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2:

Strona6: ¢wiczenie 2

Mamy wielomian P(x) = (x — 2)(x* — 4). Liczba 2 jest pierwiastkiem:
@ jednokrotnym

@)

Na kolejnym przyktadzie uczniowie dowiadujg sie jak sie rozwigzuje réwnanie wielomianowe
i odczytuje krotnos$ci pierwiastkow:

Strona7: Okreslanie krotnosci pierwiastkow (przyktad 2)

Np.: Podaj przyktad wielomianu, ktoérego 3 jest pierwiastkiem dwukrotnym, liczba -10 jest
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pierwiastkiem czterokrotnym i wielomian jest stopnia 8.

Rozwigzanie:

Najprosciej jest podac przyktad takiego wielomianu w postaci iloczynowe;j.

Poniewaz 3 jest pierwiastkiem dwukrotnym czynnik, ktérego pierwiastkiem jest 3 musi wystepowac
dwa razy, np. (x — 3)? lub (2x - 6)° lub (15 — 5x)? itp.

-10 jest pierwiastkiem czterokrotnym czyli czynnik, ktérego pierwiastkiem jest -10 musi wystepowac
cztery razy, np. (x + 10)? lub (3x + 30)* lub (70 + 7x)* itp.

Wielomian jest stopnia 8 wiec musimy jeszcze dotgczy¢ czynnik stopnia drugiego, ktéry nie ma
pierwiastkéw, np. 2x° + 1 lub x* + 2 itp.

Przyktad wielomianu (2x — 6)%(x + 10)*(x* + 2)

Uczniowie samodzielnie rozwigzujg ¢wiczenie 3:
Strona8: ¢wiczenie 3
Wielomian, ktorego 2 jest pierwiastkiem trzykrotnym, -5 jest pierwiastkiem dwukrotnym, nie ma wiecej
pierwiastkéw i jest stopnia 7 to:
W(x) = (x — 2)*(x + 5)*(x* + 7) czy
Phd=(x+ 5)%(x = 2)°(3x* + 4) czy
Q(x) = (2x = 4)}(3x + 15)*(x* - 8) ?

Przechodzimy do zasobu ,Zadania do rozwigzania na lekcji 5” gdzie znajdujg sie tresci zadan do
rozwigzania poza platforma:

Zadanie 1

Znajdz liczby spetniajgce réwnania:

a) 5x2(x—-1Dx*-1)=0

b) 8(x7 —2x®)(x*—-2)=0

c) (2x3—8x2+8x)(x*-9)=0

d) (4x> —x—-5)2x2+3)(x>*—-8x) =0

Zadanie 2

Rozwigz réwnania:
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a) 2x3—2x2-8x+8=0

b) 5x3+10x>+x+2=0

c) 4x3+12x2—-x—-3=0

d) 2x3+5x2—4x—-10=0

e) x5 +2x* +3x3+2x2+6x+4=0

f) 6x% —12x°—5x>+10x3+x2-2=0

g) (x—1D(x?*+5x+2)+(x+8)%=x>+x+62
h) 3x2(x—Dx+1D)—-1=x-Dx+1D%2+1)
Zadanie 3

Podaj pierwiastki wielomianéw i okresl ich krotnosci:
a) W) =7(x—-4)(x+6)?(2x +5)

b) W(x) = (x + \/§)3(x — \/E)S(x +11)
c) W(x) = (4x3 —x)(x? — 2x3)?
d) W(x) =x33x2-x)(9x?>-1)

&) W() = (2x - D2(x—2)* (x -2)’
f) W(x) =-50x—6)2(x? - 3)3(x +V2)

7 Podsumowanie zaje¢ | Na koniec uczen ma za zadanie samodzielnie rozwigzad trzy zadania i przesta¢ do nauczyciela
odpowiedzi korzystajgc z platformy.
Zadania do lekcji 5 (do samodzielnego rozwigzania i przestania odpowiedzi)

Zadanie 5.1:

Rozwigz réwnanie: 3x"—5x* —6x* +10x =0

Zadanie 5.2:

Rozwiaz réwnanie: X° — 6x* + 9x° = 0. Podaj krotno$¢ pierwiastkow.
Zadanie 5.3:

Podaj pierwiastki wielomianu W(x) = 7x(x — 2)(5x + 3)(x* — 4)? oraz okresl ich krotnoé¢.
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Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji zamieszczonej
na platformie moodle.

8 Uwagi metodyczne do

realizacji
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Scenariusz nr 5: Rozklad wielomianu na czynniki

Temat zajec

Rozktad wielomianu na czynniki

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

w klasie trzeciej lub czwartej

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury

Czas trwania zajec

90 min.

Element

Lp. .
scenariusza

Tres¢ zajec

1 Cel ogélny

Ksztatcenie umiejetnosci samodzielnego dochodzenia do wiedzy
Rozwijanie umiejetnosci czytania zadan ze zrozumieniem
Wyksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
Wyksztatcenie umiejetnosci rozktadania wielomianu na czynniki

2 Cele szczegbétowe

Uczen:

zna pojecie wielomianu jednej zmiennej;

potrafi odczytywac wspoétczynniki wielomianu;

potrafi uporzgdkowaé wielomian;

potrafi roztozy¢ wielomian na czynniki grupujac wyrazy;

potrafi roztozy¢ wielomian na czynniki korzystajac ze wzoréw skréconego mnozenia;

rozumie pojecie pierwiastka wielomianu.

3 Formy i metody

Pogadanka
Praca z zespotem klasowym
Praca samodzielna
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Srodki dydaktyczne
(ze szczegotowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego kurs ,Wielomiany” (lekcja 4) zamieszczony na platformie
e-learningowej moodle oraz mobilng pracownie komputerowa aby kazdy uczer miat samodzielny
dostep do komputera.

Wprowadzenie do
zajec

Informujemy ucznidw o przebiegu lekcji:

Przechodzimy przez strony lekcji 4 - ,,Rozktad wielomianu na czynniki”, uczniowie zapoznajg sie z teoria,
wykonujg samodzielnie ¢wiczenia, ktdre sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.

Zadania 4.1, 4.2, 4.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzujg sami i rozwigzania przesyfajg
nauczycielowi badzZ to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 4 — Rozktad wielomianu na czynniki

Podczas tej lekcji nauczymy sie rozktada¢ wielomian na czynniki korzystajac ze wzoréw skréconego
mnozenia lub grupujgc odpowiednio wyrazy.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie dowiaduja sie co to oznacza roztozy¢ wielomian na czynniki:

Stronal: Rozktad wielomianu na czynniki

W tej lekcji zajmiemy sie rozktadem wielomianu na czynniki, czyli przedstawianiem go w postaci
iloczynu wielomiandw stopnia réznego od zera.

Kazdy wielomian jest iloczynem czynnikdw stopnia co najwyzej drugiego.

Zatem jedynymi nierozktadalnymi wielomianami sg wielomiany stopnia drugiego, ktérych wyrdznik (A)
jest ujemny

Np.:x*+2boA=0-412=-8

X’ +x+lboA=1-411=-3

K.
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2) Uczniowie analizujg przyktady rozktadu wielomianu na czynniki:
Strona2: Przykfad rozktadu wielomianu na czynniki
Roztozy¢ wielomian na czynniki tzn. przedstawi¢ go w postaci iloczynu.

Np. Rozt6z na czynniki wielomian W(x) = 12x* — 8x
Wytaczamy 4x przed nawias i wtedy W(x) = 4x(3x — 2).

Np. Roztdz na czynniki wielomian P(x) = 8x° + 6x* — 2x°.

Wytaczamy wspdlny czynnik przed nawias: P(x) = 2x3(4x* + 3x — 1).

Dla tréjmianu kwadratowego 4x* + 3x — 1 mamy

delta=3%-4-4:(-1) =25,

zatem ma on pierwiastki: x =-1, x = %.

Oznacza to, ze tréjmian mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowe;j:

A% +3x— 1= 4(x + 1)(x — %),

A zatem wielomian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych:
P(x) = 8x>(x + 1)(x — %).

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:

Strona3: ¢wiczenie 1

Wielomian Q(x)= 6x° - X'+ X3 po roztozeniu na czynniki jest wielomianem:
a) Q(x) = x3(6x*-x + 1)

b) Q(x) = x*(3x - 1)°

c) Q(x) = x*(3x - 1)(2x - 1)
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Uczniowie poznaja jak wykorzysta¢ wzory skroconego mnozenia aby roztozy¢ wielomian na czynniki
(strona 4 i strona 5):

Strona4: Wzory skréconego mnozenia

Aby roztozy¢ wielomian na czynniki korzystamy czesto ze wzoréw skréconego mnozenia.

Np.:

1) x*- 4= (x-2)(x +2)

ze wzoru a’- b?=(a-b)(a + b)

2) 4+ 4x+1=(2x+1)°

ze wzoru a’+ 2ab + b’= (a + b)?

3)x°+8=x2+22=(x+2)(x*- 2x + 4)

ze wzoru a>+ b= (a + b)(a’- ab + b?)

Strona5: Przyktady rozktadu wielomianu na czynniki korzystajgc ze wzoréw skr6conego mnozenia
Np. Roztézmy na czynniki wielomiany U(x) i V(x):

1) U(x) = x° — 8x> + 16x

Najpierw wytaczmy x przed nawias, wtedy U(x) = x(x* — 8x> + 16),

Teraz skorzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy, czyli U(x) = x(x* — 4)°.

Jak widac jeszcze mozemy wielomian dalej roztozy¢ na czynniki korzystajgc ze wzoru na réznice
kwadratow: U(x) = x(x* — 2%)% = x[(x — 2)(x + 2)]* = x(x — 2)*(x + 2)*

2) V(x) = x> - 27

Zeby roztozyé wielomian V(x) na czynniki mozemy skorzystaé ze wzoru na sume szesciandw:
V(x) =x3-3% = (x- 3)(x* + 3x + 9).

| na tym sie konczy rozktad poniewaz tréjmian x*+3x+9ma delte ujemng wiec juz sie dalej nie
rozktada na czynniki.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2:
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Strona6: ¢wiczenie 2

Wielomian P(x) = x*- 1 po roztozeniu na czynniki jest wielomianem:
a) P(x) = (x - 1)°

b) P(x) = (x - 1)(x*+ x + 1)

c) P(x) = (x-1)(x+ 1)

Uczniowie poznajg zasade rozktadu wielomianu na czynniki poprzez grupowanie wyrazéw (strona 7):
Strona7: Rozktadanie wielomianu poprzez grupowanie wyrazéw

W pewnych przypadkach mozemy roztozy¢ wielomian na czynniki, grupujac odpowiednio jego wyrazy.
Np. Roztézmy wielomian U(x) = x> — 4x* + x — 4

Z dwéch pierwszych wyrazéw wyciggamy x* a dwa pozostate pozostawiamy bez zmian poniewaz nie
majg nic do wyciggniecia, wtedy

U(x) = x*(x — 4) + (x — 4)

Teraz wspdlnym czynnikiem jest x — 4 wiec wyciggamy je przed nawias, czyli

U(x) = (x — 4)(x* + 1)

| to juz jest koniec poniewaz dwumian x> +1ma delte ujemna i nie rozktada sie juz dalej.

Uczniowie poznaj3 pojecie pierwiastka wielomianu (strona 8):

Strona8: Pierwiastki wielomianu

Rozktad wielomianu na czynniki moze by¢ wykorzystany do wyznaczenia jego pierwiastkéw, tj. takich
argumentow x, dla ktérych W(x) =0

Np. Znajdz pierwiastki wielomianu W(x) = x> —x* - 9x + 9

Rozktadamy wielomian na czynniki:

W(x) =X = x*-9x+9=x*(x-1)-9(x—1) =

= (X’ = 9)(x—1) = (x = 3)(x + 3)(x — 1)
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Poniewaz (x —3)(x +3)(x—1)=0,gdyx—3=01lubx+3=0Iub
x -1 =0, wiec pierwiastkami wielomianu w sg liczby -3, 1, 3.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 3:
Strona9: ¢wiczenie 3
Pierwiastkami wielomianu W(x) = 125x3- 27 sa:

®x=1/3lubx=1/5
®x=1lubx=-1
®x=3/5

Przechodzimy do zasobu ,,Zadania do rozwigzania na lekcji 4” gdzie znajdujg sie tresci zadan do
rozwigzania poza platforma:

Zadania do rozwigzania poza platforma.

Zadanie 1

Roztdz wielomian na czynniki stosujac wzory skréconego mnozenia:

a) x?-81

b) 16x%—5

c) x2+4x+4

d x*-16

e) 9x?—6x+1

4 _,2,1
f) x x+4
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k) x3-27

) x*—10x2%+25

m) 9 — x3

Zadanie 2

Roztéz tréjmiany kwadratowe na czynniki:
a) x>—-3x-—18

b) 2x?+11x+5

Zadanie 3

Roztdz wielomian na czynniki jak najnizszych stopni grupujac wyrazy:
a) x3—-5x2+x-5

b) 2x3 —8x? —5x + 20

c) x°—2x*—3x3+ 6x2

d) 12x10 + 24x° — 3x8 — 6x7

e) 5x3—3x%2—20x+12

f) —2x3+x2-2x+1

g) 3x5+7x*—3x-7

h) 4x> —5x* —36x + 45

Zadanie 4

Roztéz wielomian na czynniki:

a) 4x3 —4V/5x%2 —x —+/5
b) 6x6 +2x* +x% +3

c) x°+8x?

d) 3x*—6x

Podsumowanie zaje¢

Uczniowie rozwigzujg zadania dofgczone do lekcji 4 i przesytajg je nauczycielowi poprzez platforme
e-learningowg do ocenienia.
Zadania do lekgji 4:

KAPITAL LUDZK

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



Zadanie 4.1:

Znajdz pierwiastki wielomianu W(x) = x*> — x* — 4x + 4.
Zadanie 4.2:

Rozt6z wielomian P(x) = x> — 64 na czynniki.

Zadanie 4.3:

Roztéz wielomian W(x) = 32x°-16x*+ 2x* na czynniki i podaj jego pierwiastki.

Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji zamieszczonej

na platformie moodle.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 6*: Dzielenie wielomianow

Temat zajec

Dzielenie wielomianéw

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L.
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia
e Operowanie posiadang wiedzg w rozwigzywaniu zadan
e Formutowanie wnioskéw
e Ksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Rozwijanie u uczniéw zdolnosci poznawczych
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e potrafi podzieli¢ wielomiany;
e potrafi podzieli¢ wielomian przez dwumian korzystajgc ze schematu Hornera;
e potrafi znalezé reszte z dzielenia wielomiandw;
e poprawnie operuje pojeciem stopnia wielomianu.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego kurs ,Wielomiany” (lekcja 6) zamieszczony na platformie
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

e-learningowej moodle oraz mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczen miat samodzielny
dostep do komputera.

Wprowadzenie do
zajec

Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:

Przechodzimy przez strony lekcji 6 - ,Dzielenie wielomiandéw”, uczniowie zapoznajg sie z teoria,
wykonujg samodzielnie ¢wiczenia, ktdre sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.

Zadania 6.1, 6.2, 6.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzujg sami i rozwigzania przesyfajg
nauczycielowi badzZ to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 6 — Dzielenie wielomianéw
Podczas tej lekcji nauczymy sie dzieli¢ wielomiany.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Analizujemy jak dzieli¢ wielomiany:

Strona 1: Dzielenie wielomianéw

Dzielenie wielomianéw wykonujemy podobnie jak dzielenie liczb naturalnych.

W(x):Q(x) = P(x), jesli W(x) = P(x)-Q(x)

Dzielna dzielnik iloraz

Np.: Wiemy, ze (x + 1)(x— 1) = x* -1

Zatem (xX*—1):(x—1) =x+1

Wielomian stopnia drugiego podzielony przez wielomian stopnia pierwszego dat jako iloraz wielomian
stopnia pierwszego.

Jesli podzielimy wielomian W(x) przez wielomian P(x), to stopien P(x) nie moze by¢ wyiszy od stopnia
W(x).

stopien W(x) = stopien P(x) + stopien Q(x)
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Pokazujemy zasade dzielenia wielomianow:
Strona 2: Jak dzieli¢ wielomiany?

Pokaze kolejne kroki przy wykonywaniu dzielenia trojmianu 6x? — 5x — 4 przez

dwumian 2x + 1

(632 -5x-4): (2x+ 1) = 3x dzielimy 6x2 przez pierwszy wyraz dzielnika 2x,

wynik wpisujemy po znaku =

6x? + 3x mnozymy 3x przez dzielnik 2x + 1
-8x-4 odejmujemy
(6x*-5x-4): (2x+1)=3x-4 dzielimy -8x przez pierwszy wyraz dzielnika 2x,
wynik wpisujemy dalej po znaku =
6x% + 3x
Bx -4 mnozymy -4 przez dzielnik 2x + 1
-8x -4 odeimujemvyl

Otrzymujemy reszte 0, wiec (6x2 —5x —4): (2x + 1) =3x- 4

Wykonujemy razem ¢wiczenie:

Strona 3: Cwiczenie do wykonania na lekgji:
Wykonaj dzielenie:

a) (=2x3+6x2+9x—4): (x —4)

b) 3x3—7x?>+3x—2): (=3x*>+x—1)

c) (Bx*—10x3+3x2—-2x—8): (—2x%2+x—2)

Uczniowie wykonujg samodzielnie ¢wiczenie 1:
Strona 4: cwiczenie 1
iem dzielenia wielomiandw (x> — 6x + 8) : (x — 4) jest:

X—2
b) x" -2
c)x+2

Nastepnie uswiadamiamy uczniom, ze wielomiany nie zawsze dzielg sie bez reszty:

Strona 5: Dzielenie wielomianu z reszta
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Bywa, ze dzielgc dwie liczby catkowite zostaje nam reszta z dzielenia.
Podobnie dzieje sie przy dzieleniu wielomianow.
Wykonam dzielenie (2x3 + 8x - 1) : (x2+ x + 3)
(2x3+8x-1): (x2+x+3)=2x-2
2x3 + 2x?2 + 6x

S2%2 4+ 2x -1

-2x2-2x-6

4x + 5 Dzielenie kontynuujemy dopdki stopieri wielomianu
pod kreska nie stanie sie mniejszy niz stopien dzielnika.
Otrzymalismy reszte R(x) = 4x + 5 co oznacza, ze zachodzi nastepujaca
rownosc wielomianow:
23+ 8x - 1=(2x-2)(x2+ x + 3) + (4x + 5)

Jezeli reszta z dzielenia wielomianu wynosi zero to mowimy, ze wielomiany
sie dzielg bez reszty.

Wykonujemy razem ¢wiczenie:

Strona 6: Cwiczenie do wykonania na lekgiji:

Wykonaj dzielenie z reszta:

a) (5x2+2x—3): (x—1)

b) (—10x> +5x* —9x3 +4x%2 —4x +5): (523 +2x—1)
c) (—6x*+19x3 —15x% —26x —4) : (3x?> —2x — 8)

Uczniowie rozwigzujg samodzielnie ¢wiczenie 2:

Strona 7: cwiczenie 2

Wyniki i ia-wi i ® + 2x + 12 przez wielomian x> + 2x + 5 jest:
wielomian 3x — 6 z resztg —x + 42

b) wielomian 3x—6z resztg —x + 30

c) wielomian 3x + 6 z resztg 5x - 18
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Aby podzieli¢ wielomian przez dwumian postaci x — a to mozemy skorzystac ze schematu Hornera:
Uczniowie zapoznajg sie ze schematem analizujagc strone 6sma naszej lekcji o wielomianach

zamieszczonej na platformie moodle.
Strona 8: Schemat Hornera

Dzielac dowolny wielomian przez dwumian x — & mozemy skorzystad z uproszczonej metody, zwanej
schematem Hornera.

Pokaze jak ta metoda znalezé wynik dzielenia wielomianu Wix)} = x® + x2 - 10x + 8 przez dwumian x - 5.

W tym celu tworzymy tabelke:
Zapisujemy kolgjne weptczynniki
wielomianuW(x)

Tu wpisujemya 1 1 -10 3

fwoymwypadkus) L 5 1

Tu przepisujemy pierwszy wspdtczynnik

Drugi wspétczynnik wiersza dolnego otrzymujery, mnozac poprzedni wspdtezynnik tego wiersza, tzn. 1 przez
5 i dodajac do drugiego wspdtczynnika wiersza gornego, tzn.do 1mamy 1.5+ 1=6,

Trzeci wspotczynnik wiersza dolnego otrzymujemy, mnozac poprzedni wspdfczynnik tego wiersza, tzn. 6
przez 5 i dodajac do trzeciego wspdtczynnika wiersza gornego, tzn. -10 mamy 6-5 - 10 = 20,

Podobnie mamy 20-5 + 8 = 108,

-10 8
5 1 5 20 108 Reszta z dzielenia
\_Y—)

To sg wspdtczvnniki wiglomianu, kedry powstat w wyniku dzielenia

Ostatecznie mozemy zapisac:

(x* +x2-10x+8):(x-5)=x%+6x+ 20 reszta 108.

Uczniowie rozwigzujg samodzielnie ¢wiczenie:
Strona 9: Cwiczenie do wykonania na lekgji
Wykonaj dzielenie, korzystajac ze schematu Hornera:
a) X3 +5x—-2): (x+1)

b) 2x* —4x3+2x>—-1): (x +2)

c) (3x3—x?2—-12x+4): (x—2)

Przechodzimy do zadan do wykonania na lekcji:
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Zadanie 1

Znajdz wielomian W(x), jesli:

a) (2x2—-7)- W) = 6x° + 4x> — 31x* — 18x3 + 37x% + 14x — 7

b) W) (x—1)(x+5) =x°—x*—-22x3+12x?> —3x — 35

c) W) -(2x2+x—5)—2x*—15=x(x? —11x — 3)

Zadanie 2

Znajdz reszte z dzielenia wielomianu 4x° — 2x3 + 3x2 — 5 przez wielomian:
a) x3-2

b) x>+ 4

c) x*-3

Zadanie 3

Znajdz wielomian P(x) taki, ze po podzieleniu go:

a) przez 3x3 + 2x? — 4 otrzymujemy wielomian x? + 3 oraz reszte 2x% + 6
b) przez 2x° + 4x — 3 otrzymujemy wielomian x? + 2x — 3 oraz reszte —5x? + 11x — 8
Zadanie 4

Wykonaj dzielenie korzystajac ze schematu Hornera:

a) (x3—-3x%2—-17x—14):(x +2)

b) (5x%—9x% + 7x* —3x3+2x2—-3x+1):(x —1)

c) (—3x®—9x* +4x3 + 5x% — 16x + 15): (x + 3)

d) (=3x*+2x—-5):(x—-2)

Podsumowanie zaje¢

Na koniec uczniowie wykonujg zadania do lekcji 6 i odpowiedzi przesytaja nauczycielowi poprzez
platforme moodle.

Zadania do lekgcji 6:

Zadanie 6.1:

Podaj wynik dzielenia wielomianéw (x> +3x°— 8x+ 10) : (x> —2x +2)

Zadanie 6.2:

Oblicz reszte z dzielenia wielomianéw (x* + 3x* = 5x = 7) : (x — 2)
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Zadanie 6.3:

Podaj wielomian, ktory przy dzieleniu przez 2x + 1 daje iloraz x* + 2x — 3 i reszte 5.

Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji zamieszczonej

na platformie moodle.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 7*: Nierownosci wielomianowe

Temat zajec

Nieréwnosci wielomianowe

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L.
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia
e Operowanie posiadang wiedzg w rozwigzywaniu zadan
e Ksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Rozwijanie u uczniéw zdolnosci poznawczych
e Przyswajanie schematdéw rozumowan i ich stosowanie w rozwigzaniu nieréwnosci wielomianowej
2 Cele szczegdtowe Uczen:
® zna pojecie nieréwnosci pierwszego i drugiego stopnia z jedng niewiadomg;
e potrafi rozwigza¢ nierdownos¢ wielomianowa.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne W celu przeprowadzenia lekcji wykorzystamy kurs wielomiany. Lekcja dziesigta tego kursu zapoznaje ze

(ze szczegbtowym

sposobem rozwigzywania nieréwnosci wielomianowych.
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wskazaniem srodkdéw

opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajeé

Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:

Przechodzimy przez strony lekcji 10 - ,Nierdwnosci wielomianowe”, uczniowie zapoznajg sie z teoria,
wykonujg samodzielnie ¢wiczenia, ktdre sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekgji.

Zadania 10.1, 10.2, 10.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzujg sami i rozwigzania przesytaja
nauczycielowi badz to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Na poczatku przypomnimy jak rozwigzuje sie nieréwnosc¢ pierwszego stopnia z jedng niewiadoma:
Cwiczenie
Rozwiaz nieréwnos¢ 2x + 5 > 3x — 2. Wynik przedstaw w postaci przedziatu liczbowego.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 10 — Nierdwnosci wielomianowe

Podczas tej lekcji nauczymy sie rozwigzywac nieréwnosci wielomianowe stopnia wyzszego niz drugi.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Przypominamy jak rozwigzuje sie nieré6wnos¢ kwadratowa:

Strona 1: Wiadomosci wstepne

Potrafisz juz rozwigzaé nieréwnos¢ stopnia pierwszego a takze nierdwnos¢ kwadratowga. Umiejetnosc tg
wykorzystamy przy rozwigzywaniu nierdwnosci wyzszego stopnia.

Przypomnijmy jak sie rozwigzuje nieréwnosci kwadratowe.

Np. Rozwigzmy 2x* +8x—10<0

Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu: A = 144, x; =-5, x, = 1.

Zaznaczamy pierwiastki na osi liczcbowej, kéteczka na pierwiastkach sg otwarte (bo ostra nieréwnosé,
czyli <), rysujemy parabole i odczytujemy kiedy w tym przypadku jest mniejsza od zera xe (-5, 1)
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Przechodzac na strone drugg dowiemy sie jak rozwigza¢ prostg nieréwnos$¢ wielomianowa podang
w postaci iloczynu:

Strona2: Rozwigzywanie nieréwnosci wielomianowej (przyktad 1)

Jesli mamy wielomian roztozony na czynniki to mozemy w prosty sposob okresli¢ znak iloczynu.

Przyktad: Rozwigzmy nieréwnos¢ (x — 5)(x — 1)(x + 2) >0

Rozwigzanie

Mamy odpowiedzie¢ na pytanie kiedy iloczyn trzech czynnikdw jest dodatni?

Liczby -2, 1i 5 (pierwiastki wielomianu) dzielg o$ liczbowg na trzy przedziaty. Znaki czynnikéw zbieramy
w tabelce:

X (-00,-2) | -2 (-2,1) 1 (1,5) 5 (5,00)
X-5 - - - - - 0 +
x-1 - - - 0 + + +
X+2 - 0 + + + +
ILOCZYN - 0 0 - 0 +

Czyli (x —5)(x— 1)(x + 2) >0 wtedy i tylko wtedy gdy xe (-2,1)u(5,°°).

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:
Strona 3: cwiczenie 1
Rozwigzaniem nieréwnosci -2(x + 3)(x — 1) <0 jest

(_3 7
((-00,-3)u(1,00)

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

UNIA EUROPEJSKA -
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY
Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




(-00,1)U(1, OO)

Uczniowie poznaja algorytm rozwigzywania nieréwnosci wielomianowych kazdej postaci:

Strona 4: Metoda rozwigzywania nierownosci wielomianowej

Im wielomian jest stopnia wyzszego tym bardziej skomplikowane jest wykonywanie tabeli.

Wtedy stosujemy inny sposéb rozwigzywania nieréwnosci wielomianowej:

Uporzgdkowujemy wielomian, ktéry powinien by¢ po lewej stronie nieréwnosci a po prawe;j jest zero
Wyznaczamy pierwiastki wielomianu i okreslamy ich krotnosci

Rysujemy os liczbowa i zaznaczamy na niej pierwiastki wielomianu

Zamalowujemy lub nie kétka na pierwiastkach (w zaleznosci od znaku nieréwnosci jak jest > lub < kétka
s9 zamalowane, gdy jest < lub < kétka sg otwarte)

Prowadzimy wykres zaczynajgc zawsze z prawej strony — jesli wspdtczynnik przy najwyzszej potedze
wielomianu jest dodatni to zaczynamy z nad osi jesli ujemny z pod osi

Jezeli pierwiastek jest parzystokrotny to wykres odbijamy w tym pierwiastku z powrotem na tg samg
strone osi, z ktorej go prowadzilismy

Jezeli pierwiastek jest nieparzystokrotny do przechodzimy wykresem na drugg strone osi

Na koniec odczytujemy rozwigzanie naszej nieréwnosci

Uczniowie analizujg rozwigzany przyktfad:

Strona 5: Rozwigzywanie nieréwnosci (przyktad 2)

Przyktad: Rozwigz nierdwnosé 5x2(x —1)3(x+1) <0

Rozwigzanie:

Mamy uporzadkowang nieréwnos¢ wiec przystepujemy do odczytania pierwiastkow wielomianu
poniewaz mamy tu postac iloczynowa.

Pierwiastki naszego wielomianu to:

x = 0 dwukrotny

x = 1 trzykrotny

x = -1 jednokrotny

Teraz wykonujemy rysunek zgodny z podang wczesniej instrukcja.

K.
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X
| odczytujemy, ze rozwigzaniem nieréwnosci jest xe<-1,1>.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2:
Strona 6: cwiczenie 2
Woykres i podana odpowiedz jest rozwigzaniem nieréwnosci:

xe({-©,-3»0<05>

-2x(x +3)°(x - 1)%(x - 5) <0
3x(x + 3)*x - 1)(x - 5)°< 0

S -1x-520 >

Przechodzimy do zadan do rozwigzania na lekcji:
Zadanie 1

Rozwigz nieréwnosci:

a) (—x+2)(x*-1) <0

b) (x2—-3x)(x>+3x—4)>0

c) (x?—-4)(3x2-5x—-2)<0

d) —x*+3x3+4x2>0

e) 2x3—x?>—-18x+9<0
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Zadanie 2
Znajdz dziedzine funkcji okreslonej wzorem:
a) y=+V2x%—3x8 + 6x3 — 9x2
b) y = 2x-3
J(B-x)6(3x2+2x—1)2
Zadanie 3
Podaj przyktad nieréwnosci co najmniej trzeciego stopnia, ktérej zbiorem rozwigzan jest zbidr:
(—0;=2) NU (1;3) U (4; )

pusty
Zadanie 4
Ustal dla jakich wartosci parametru m reszta z dzielenia wielomianu

W(x) = x> — 2mx® — 5x3 + 10mx — 6x + 15 przez dwumian x — m jest wieksza od 3.
Zadanie 5
Rozwigz nieréwnoséé |x3 — 6x| > 5x?

Podsumowanie zaje¢

Podsumowujemy wiadomosci poznane na tej lekcji. Przechodzimy do zadan zamieszczonych na
platformie. Uczniowie rozwigzujg samodzielnie zadania i przesytajg nauczycielowi.

Zadania do lekcji 10:

Zadanie 10.1:

Rozwigz nieréwnosé (-x + 1)(x + 2)> 0

Zadanie 10.2:

Rozwigz nieréwnosé x* + x> —8x-820

Zadanie 10.3:

Rozwiaz nieréwnoéé 3x® — x* — x — 1 < 0 (skorzystaj z twierdzenia Bezouta)

Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji zamieszczonej
na platformie moodle.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 8*: Twierdzenie Bezout'a

Temat zajec

Twierdzenie Bezout’a

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L.
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci logicznego i twdrczego myslenia
e Operowanie posiadang wiedzg w rozwigzywaniu zadan
e Ksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Formutowanie wnioskéw
e Rozwijanie u uczniéw zdolnosci poznawczych
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e rozumie co to pierwiastek wielomianu;
e potrafi sprawdzi¢ czy podana liczba jest pierwiastkiem wielomianu;
e potrafi znalez¢ resztg z dzielenie wielomiandw nie dzielgc ich;
e potrafi zastosowac twierdzenie Beozuta;
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne Lekcje prowadzimy wykorzystujgc do tego kurs ,Wielomiany” (lekcja 7) zamieszczony na platformie
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(ze szczegbtowym
wskazaniem srodkéw
opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

e-learningowej moodle, mobilng pracownie komputerowg oraz mobilng pracownie komputerowg aby
kazdy uczen miat samodzielny dostep do komputera.

Wprowadzenie do
zajec

Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:

Przechodzimy przez strony lekcji 7 - ,Twierdzenie Bezouta”, uczniowie zapoznajg sie z teorig, wykonuja
samodzielnie ¢wiczenia, ktdre sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.

Zadania 7.1, 7.2, 7.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzujg sami i rozwigzania przesyfajg
nauczycielowi badzZ to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 7 — Twierdzenie Bezouta

Podczas tej lekcji poznamy i nauczymy sie wykorzystywac twierdzenie Bezouta.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczen poznaje jak znalei¢ reszte z dzielenia wielomianu przez dwumian bez wykonywania dziatania
dzielenia:

Strona 1: Podzielnos¢ wielomianu przez dwumian

Jezeli wielomian jest roztozony na czynniki stopnia co najwyzej drugiego, to potrafimy wskazac
wszystkie jego pierwiastki.

Gdy w postaci iloczynowej wystepujg czynniki typu x — a, to od razu widaé, ze liczba a jest
pierwiastkiem.

Przyjmijmy, ze wielomian W(x) jest stopnia co najmniej drugiego. Dzielgc wielomian W(x) przez
dwumian x —a mamy:

W(x) = (x—a)'Q(x) +R

Poniewaz dzielnik (x — a) jest stopnia pierwszego to reszta bedzie liczba.

Zauwazmy, ze jezeli obliczymy warto$¢ wielomianu W dla x = a, to otrzymamy réwnos¢:
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W(a) = (a—a)'Q(a) + R, czyli W(x) =R
Zatem aby obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — a, nie trzeba wykonywa¢
dzielenia. Wystarczy obliczy¢ wartos¢ wielomianu W dla x = a.

Uczniowie analizuja podane przyktady znajdowania reszty z dzielenia wielomianu przez dwumian:
Strona 2: Przyktady obliczania reszty z dzielenia

Np.: Obliczmy reszte z dzielenia (x°—5x3+3): (x +1)

Podstawiamy liczbe -1 (ktdra jest pierwiastkiem dwumianu x + 1) do wielomianu x'° = 5x% + 3.
(-1)°=5(-12+3=1+5+3=9

Reszta z tego dzielenia jest réwna 9

Np.: Obliczmy reszte z dzielenia wielomianu W(x) = x* — x? + 20 przez dwumian P(x) = x — /3.
Obliczamy W(v3) = (v3) = (V3)" + 20 =9-3+20 =26

CzyliR=26

Np.: Obliczmy reszte z dzielenia wielomianu W(x) = 3x® —x* — 5x2 — 10 przez dwumian
P(x) =x+ 2.

Obliczamy W(—vZ) = 3(—v2)" = (—v2)' = 5(=vZ) — 10=24-4-10-10=0

Czyli R = 0. Wiec wielomian W jest podzielny przez dwumian x + /2.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:
Strona 3: cwiczenie 1
Reszta z dzielenia wielomianéw W(x) = x° + x* — x*> — x + 6 przez dwumian Q(x) = X + 2 wynosi:

®0
®14

Przechodzimy na strone czwartg informujac ucznidw o tym, Ze zapoznajg sie z twierdzeniem
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Strona 4: Twierdzenie Bezouta
Twierdzenie Bezouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W jest podzielny przez
dwumian x —a.

Np.: Sprawdz, ktéry z wielomiandw W(x) = x* + 2x* — 3x - 10 czy U(x) = x> — 5x* + 2x — 6 jest podzielny
przez dwumian x — 2.

Obliczamy W(2) =2 +2:2°-3.2-10=8+8-6-10=0

oraz U(2)=2>-522+22-6=8-20+4-6=-14

Stwierdzamy, ze na podstawie tw.Bezouta wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — 2.

Uczniowie analizuja przyktad zastosowania tw. Bezouta do rozwigzywania zadan:
Czesto znajomosc jednego z pierwiastkow wielomianu umozliwia znalezienie pozostatych pierwiastkow.
Np.: Wiedzac, ze liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x> — 4x> + x + 6 znajdz pozostate
pierwiastki.
Poniewaz 2 jest pierwiastkiem wielomianu W(x), to na podstawie tw. Bezouta wielomian ten mozna
przedstawi¢ w postaci:
X =4 +x+6=P(x)(x—2)
Wielomian P(x) znajdujemy, wykonujac dzielenie:
(-4 +x+6): (x—2)=x"—2x-3
X —2x°
-2 +x+6
- 2X* + 4
-3x+6
-3x+6
0
Zatem (> — 4x* + x + 6) = (x — 2)-(x* — 2x — 3). Pozostate pierwiastkami wielomianu W(x) sg pierwiastki
tréjmianu x> — 2x — 3. Sa to liczby -1 3.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2:
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Strona 6: cwiczenie 2
ierwiastkow wielomianu W(x) = x> — 4x* + x + 6 jest liczba 3. Pozostate pierwiastki to:

®2i-1
®-2i1
®-2i2

Uczniowie poznaja kolejne zastosowanie tw. Bezouta:

Strona 7: Znajdowanie pierwiastkdw réwnania (przyktad 2)

Np.: Liczby -3 i 2 sa pierwiastkami wielomianu W(x) = ax® + bx* — 11x + 30. Znajdz trzeci pierwiastek tego
wielomianu.

Rozwigzanie

Poniewaz -3 i 2 sg pierwiastkami wielomianu to W(3) =0i W(-2) = 0.
W(2)=a2+b22-112+30=8a+4b+8

W(-3) = a(-3)® + b(-3)* = 11(-3) + 30 = -27a + 9b + 63

Stagd mamy uktad

[8a+4b+8=0

1-27a+9b+63=0

Rozwigzaniem ukfadu jest paraliczba=1, b =-4.

Wtedy W(x) = x> - 4x*> — 11x + 30. Skoro -3 i 2 s3 jego pierwiastkami to jest on podzielny przez
(x + 3)(x—2) czyli X2 +x—6.

Dokonujac dzielenia (x* - 4x* — 11x + 30) : (x* + x — 6) otrzymujemy dwumian x — 5, wiec trzecim
pierwiastkiem wielomianu W(x) jest liczba 5.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 3:
Strona 8: cwiczenie 3
Wiadomo, ze reszta z dzielenia wielomianu 2x> + x* — x + 7 przez dwumian X — a wynosi 7. Wtedy
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® a=0 lub a=1/2 lub a=-
®a=0 lub a=1 lub a=-1

Przechodzimy do zadan do rozwigzania na lekcji:
Zadanie 1
Nie wykonujgc dzielenia sprawdz czy wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian P(x), jesli:
W) =5x2 —x" +4x*—3x3—-2x2+1, P(x) =x+1
W(x) = %x“ —%x3 + %xz + %, P(x)=x—2
W(x) =x8 —5x* —3x3 =27, P(x) =x—+/3
Zadanie 2
Nie wykonujgc dzielenia, znajdz reszte z dzielenia:
a) (5x7 —4x5+2x3—2x2+3):(x—1)
b) (4x1°° —3x5 —6x2+4):(x +1)
c) (—lx5 —Zxt— lx) ((x+3)
9 9 3
Zadanie 3
Oblicz warto$¢ parametru t wiedzac, ze:
a) reszta z dzielenia wielomianu 4x3 + 2x? — x — 4 przez dwumian x — t wynosi 1;
b) reszty z dzielenia wielomianéw x3 + 3x? — 7x + 5 i x3 + 2x? — 3x + 2 przez dwumian x — t s3
takie same.
Zadanie 4
Sprawdyz czy liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x). Nastepnie roztéz ten wielomian na czynniki.
a) W(x)=x3+5x2-2x—-10, a=-5
b) W(x) =6x3—13x2—-10x + 24, a =2
c) W) =x*—5x3—x?+25x—20, a=14
Zadanie 5
Liczba a jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W(x). ZnajdZ pozostate pierwiastki tego
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wielomianu.

a) a=-2, W(x) =3x*+x%—52x% — 124x — 80

b) a=3, W(x)=4x*—-20x3+13x2+30x +9

Zadanie 6

Dla jakich wartoéci a i b wielomian 5x* + 4x3 + ax? + bx + 1 jest podzielny przez dwumian x% — 1 ?

Podsumowanie zaje¢

Podsumowujemy poznane wiadomosci. Uczniowie prébujg samodzielnie rozwigza¢ zadania do lekcji
i przestaé odpowiedzi do nauczyciela wykorzystujac platforme elearningowa.

Zadania do lekgcji 7:

Zadanie 7.1:

Wiedzac, ze liczba -5 jest pierwiastkiem wielomianu W(x) = x> + 2x* = 11x + 20, znajdz jego pozostate
pierwiastki.

Zadanie 7.2:

Znajdz warto$¢ parametru k wiedzac, ze wielomian W(x) =k’x> + kx® + x +7 jest podzielny przez dwumian
x+ 1.

Zadanie 7.3:

Reszty z dzielenia wielomianow W(x) = 2+ 5x* —5x—71i P(x) = 2x> + 4x* — 2x + 3 przez dwumian x —a
sg takie same. Znajdz liczbe a.

Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji zamieszczone;j
na platformie moodle.

Uwagi metodyczne do

realizacji
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Scenariusz nr 9*: Twierdzenie o rozwigzaniach catkowitych

Temat zajec

Twierdzenie o rozwigzaniach catkowitych

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L.
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia
e Operowanie posiadang wiedzg w rozwigzywaniu zadan
e Formutowanie wnioskéw
e Ksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Rozwijanie u uczniéw zdolnosci poznawczych
2 Cele szczegdtowe Uczen:
e potrafi znaleZ¢ pierwiastki catkowite réwnania wielomianowego;
e potrafi pokazac, ze wielomian nie posiada pierwiastkow catkowitych.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne Prowadzac tg lekcje wykorzystujemy kurs wielomiany na platformie moodle, a konkretnie lekcje 6smg
(ze szczegdtowym oraz mobilng pracownie komputerowg aby kazdy uczeh miat samodzielny dostep do komputera.
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wskazaniem srodkdéw

opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:

Przechodzimy przez strony lekcji 8 - , Twierdzenie o rozwigzaniach catkowitych”, uczniowie zapoznajg
sie z teorig, wykonujg samodzielnie ¢wiczenia, ktére sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.

Zadania 8.1, 8.2, 8.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzujg sami i rozwigzania przesyfajg
nauczycielowi badz to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 8 — Twierdzenie o rozwigzaniach catkowitych

Podczas tej lekcji poznamy tres¢ w.w. twierdzenia i jego zastosowanie w rozwigzywaniu zadan.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie poznaja tres¢ twierdzenia:

Strona 1: Twierdzenie o rozwigzaniach catkowitych

W celu rozwigzania réwnania wielomianowego o wspoétczynnikach catkowitych, mozemy postuzyé sie
nastepujacym twierdzeniem:

Twierdzenie o rozwigzaniach catkowitych

Zatézmy, ze w réwnaniu wielomianowym

anx"+ap X" 4 . +a1x+ap=0

wszystkie wspotczynniki an, an1,+ ... +a1, 0o 53 liczbami catkowitymi
i ag#0.

Jesli rozwigzaniem tego rownania jest liczba catkowita, to jest ona
dzielnikiem wyrazu wolnego ao.

Omawiamy na przyktadzie zastosowanie twierdzenia:
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Strona 2: Rozwigzania catkowite wielomianu (przykfad 1)

Przyktad Wykazemy, ze réwnanie x* + 2x — 11 = 0 nie ma zadnych rozwigzan catkowitych.

Rozwigzanie

Gdyby powyisze réwnanie miato rozwigzania catkowite, bytyby to dzielniki wyrazu wolnego -11
(zgodnie z twierdzeniem o rozwigzaniach catkowitych).

Sprawdzamy czy liczby -1, 1 -11i 11 sg pierwiastkami réwnania:

(-(1°+2(-1)-11=-1-2-11=-14

1°+21-11=1+2-11=-8

(-11)° + 2(-11) - 11 =-161051 — 22 — 11 = -161084

11° +2-11-11= 161051 + 22 — 11 = 161062

Widzimy, ze wszystkie wyniki s3 rézne od zera. Z tego wynika, ze réwnanie x> + 2x — 11 = 0 nie ma
zadnych rozwigzan catkowitych.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:
Strona 3: ¢wiczenie 1

Czy réwnanie x’ —x + 7 = 0 ma rozwiazania catkowite?
ma jedno rozwigzanie catkowite

ma dwa rozwi i wite

nie ma rozwigzan catkowitych

Nastepnie na stronie czwartej uczniowie analizujg przyktad zadania wykorzystujacego twierdzenie
o rozwigzaniach catkowitych i poznane wczesniej twierdzenie Bezouta.

Strona 4: Rozwigzania catkowite wielomianu (przyktfad 2)

Przyktad Sprawd? czy réwnanie 5x° — 8x* — 5x + 2 = 0 ma pierwiastki catkowite. Znajdz pozostate
pierwiastki tego rownania.

Rozwigzanie

Jesli sg pierwiastki catkowite to mogg to by¢ 1, -1, 2, -2. Sprawdzamy:

51°-81°-51+2=-6

5(-1)*-8(-1)>-5(-1)+2=-6
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52°-82°-52+2=0

Widzimy wiec ze 2 jest pierwiastkiem réwnania, stad wiemy, ze
5x°— 8x° — 5x + 2 dzieli sienax—2.

W wyniku dzielenia otrzymujemy:

(5x°— 8x*—5x+2): (x—2) =5x*+2x— 1

Pozostatych rozwigzan szukamy wiec w rozwigzaniu réwnania
5% +2x—-1=0

A = 24 wiec pozostate pierwiastki rownania to x; = X2
Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2:
Strona 5: cwiczenie 2
i iem réwnania x° + 3x* — 4 =0 sq liczby:
®1i-2
®1i2i-2
®-2i2
Przechodzimy do zadan do rozwigzania na lekcji:
Zadanie 1
Znajdz catkowite pierwiastki wielomianu:
a) x3—-3x2-3x+9
b) 6x3+ 23x%—5x —4
c) x®—4x>—6x* + 4x3 + 5x?
Zadanie 2
Rozwigz réwnania:
a) 2x*—x3—-9x2+3x+9=0
b) 12x3 —x2—41x—-10=0
c) x3+3x2+7x+21=0
d) x(x+1)2-3x=3
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e) 5x(x2-1)+ (Bx+2)2=-3x?+x

Zadanie 3

Dla jakiej liczby catkowitej m rownanie ma pierwiastki catkowite:

a) x2+m=0

b) x3+mx?-2=0

Zadanie 4

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Zbadaj czy rownanie ma rozwigzania catkowite:
a) x>+ B —-p)x*?+(B5-3p)x—-5p=0

b) x3+5x2—-2x+p=0

Zadanie 5

Ustal dla jakiej wartosci a réwnanie a® — 4a? + a + 6 = 0 posiada pierwiastki catkowite?

Podsumowanie zajec

Po podsumowaniu tej czesci lekcji uczniowie rozwigzujg trzy zadania i rozwigzania przesytaja
nauczycielowi na platformie moodle.
Zadania do lekgji 8:

Zadanie 8.1:

Jakie rozwiazania catkowite ma réwnanie 10x> + 11x* — 16x + 4 = 0?
Zadanie 8.2:

Rozwiaz réwnanie 2x° + 2x> + 3 = 11x

Zadanie 8.3:

Napisz réwnanie stopnia trzeciego, ktérego pierwiastkami sg liczby ab, ac i bc, jezeli a, b, ¢ s3
pierwiastkami rGwnania x3—2x* - 11x +12 = 0.

Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji zamieszczonej
na platformie moodle.

Uwagi metodyczne do
realizacji
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Scenariusz nr 10*: Twierdzenie o rozwigzaniach wymiernych

Temat zajec

Twierdzenie o rozwigzaniach wymiernych

Dziat

Wielomiany

Klasa (poziom edukacyjny)

Klasa druga lub jako materiat powtdérzeniowy do matury
w klasie trzeciej lub czwartej

Czas trwania zajec 90 min.
Element L.
Lp. . Tresc zajec
scenariusza
1 Cel ogélny e Ksztatcenie umiejetnosci logicznego myslenia
e Operowanie posiadang wiedzg w rozwigzywaniu zadan
e Formutowanie wnioskéw
e Ksztatcenie umiejetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym
e Rozwijanie u uczniéw zdolnosci poznawczych
2 Cele szczegdtowe Uczen
e potrafi znalez¢ pierwiastki wymierne réwnania wielomianowego;
e potrafi pokaza¢, ze wielomian nie posiada pierwiastkdw wymiernych.
3 Formy i metody e Pogadanka
e Praca z zespotem klasowym
e Praca samodzielna
4 Srodki dydaktyczne Prowadzac tg lekcje wykorzystujemy kurs wielomiany na platformie moodle — lekcje dziewigtg oraz
(ze szczegdtowym mobilng pracownie komputerowgq aby kazdy uczeid miat samodzielny dostep do komputera.
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wskazaniem srodkdéw

opracowanych w
projekcie np. modut,

gra)

Wprowadzenie do
zajec

Informujemy uczniéw o przebiegu lekcji:

Przechodzimy przez strony lekcji 9 - ,, Twierdzenie o rozwigzaniach wymiernych”, uczniowie zapoznaja
sie z teorig, wykonujg samodzielnie ¢wiczenia, ktére sie z nig przeplataja.

Rozwigzujemy zadania do wykonania na lekcji.

Zadania 9.1, 9.2, 9.3 umieszczone na platformie uczniowie rozwigzuja sami i rozwigzania przesyfajg
nauczycielowi badz to jeszcze w czasie trwania lekcji lub jako praca domowa.

Logujemy sie na platformie.

Wchodzimy na kurs ,Wielomiany”.

Wybieramy Lekcja 9 — Twierdzenie o rozwigzaniach wymiernych

Podczas tej lekcji poznamy tres¢ w.w. twierdzenia i jego zastosowanie w rozwigzywaniu zadan.

Przebieg zaje¢ (petna
wersja)

Uczniowie poznaja tres¢ twierdzenia:

Strona 1: Twierdzenie o rozwigzaniach wymiernych

Jezeli réwnanie wielomianowe o wspdtczynnikach catkowitych nie ma rozwigzan catkowitych to
mozemy znalez¢ jego rozwigzania wymierne postugujac sie nastepujgcym twierdzeniem:
Twierdzenie o rozwigzaniach wymiernych

Zatézmy, ze w réwnaniu wielomianowym

anx"+api X" 4 . +a1x+ap=0

wszystkie wspotczynniki an, an1,+ ... +a1, 0o 53 liczbami catkowitymi

iag#z0ianz0.

Jesli rozwigzaniem tego réwnania jest liczba wymierna,

to mozna jg przedstawié w postaci utamka g,

gdzie licznik p jest dzielnikiem wyrazu wolnego ao,
a mianownik q jest dzielnikiem wspodtczynnika a,przy najwyzszej potedze.
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Omawiamy na przyktadzie zastosowanie twierdzenia:

Strona 2: Rozwigzania wymierne wielomianu (przyktad 1)

Przyktad Znajdz wszystkie rozwigzania wymierne réwnania 6x°+x°—1=0

Rozwiqzanie:

Zgodnie z twierdzeniem o rozwigzaniach wymiernych jesli istniejg rozwigzania wymierne to sg to liczby

postaci = gd2|e w tym przypadku p jest dzielnikiem liczby -1 (czyli moga to by¢ liczby -1 lub 1), a q jest

d2|eIn|k|em liczby 6 (czyli mogg to by¢ 1, -1, 2, -2, 3, -3, 6 lub -6).
Rozwigzaniami wymiernymi mogg wiec by¢ liczby 1, —1, %, —

N | =
W
W=
=
c\l»-

, . Sprawdzamy wiec po
kolei, ktdre z nich sg rozwigzaniami naszego réwnania.

6-13+12-1=6

6-(—1)3+(-1)?%-1=-6

6.(_%3 2

o) o -

o () ()
o () () -2

() o[y -1

Zatem jedynym wymiernym rozwigzaniem réwnania jest liczba >

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 1:
Strona 3: cwiczenie 1
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Liczba 2/5 jest rozwigzaniem réwnania:
6x° +3x°—2x—-4=0

10x> + 7x° = 5=
5C+8x — 14x +4=0 >

Na stronie czwartej uczniowie analizujg przyktad zastosowania twierdzenia o rozwigzaniach
wymiernych:

Strona 4: Rozwigzania wymierne wielomianu (przyktad 2)

Przyktad Rozwigz réwnanie 2x° + 5x° = 5x + 7 = 0

Rozwiqzanie

Sprawdzimy, czy liczby 7, -7, %, — % sg pierwiastkami naszego rownania:
2:7°+57°=57+7=903

73 7\ 7
Z(E) +5(E) - 55+7 = 136,5

2(-7)® +5(-7)>=5(-7) + 7 = -399
2

7\ 7 7
2(-3) +5(-3) ~5(-3)+7-0
Rozwigzanie wymierne tego réwnania to -3,5.
Wiec wielomian 2x® + 5x° — 5x + 7 jest podzielny przez x + 3,5.
(2% +5x° = 5x+ 7) : (x + 3,5) = 2x* — 2x +2
Pozostatych rozwiazar naszego réwnania szukamy w rozwiazaniu réwnania 2x*> — 2x + 2 = 0.
Obliczamy A=-12. Wiec jedynym rozwigzaniem réwnania jest liczba -3,5.

Uczniowie samodzielnie rozwigzuja ¢wiczenie 2:

Strona 5: ¢wiczenie 2

Przyktadem wielomianu stopnia trzeciego o pierwiastkach %, -4i 1 jest:
TW(x) = 23 + 5x% — 11x +®

P(X) = 2x - 5x° = 1Ix— 4 czy
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Q(x) = 4x® - 10x* + 22x - 8 ?

Przechodzimy do zadan do rozwigzania na lekcji:
Zadanie 1

Wypisz wszystkie mozliwe wymierne pierwiastki wielomianu:
a) 10x*—3x3—-5x2+x—2

b) —6x° + 12x* +3x —3

c) 12x° —16x* —x3 + 7x? — 2x

Zadanie 2

Znajdz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu:
a) 2x3+5x2—-5x+7

b) 15x* —32x3% — 7x% + 20x + 4

c) 6x*+5x3+8x%+10x—8

Zadanie 3

Wyznacz wszystkie catkowite wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
2x3 + 3x% — mx — 2 = 0 ma co najmniej jedno rozwigzanie wymierne.

Zadanie 4

Rozwigz réwnania:

a) [3x3—x?2—-x-2|=2

b) 4x®+x*+|x+1]+3=0

Zadanie 5

lle co najwyzej pierwiastkbw wymiernych ma wielomian o wspdtczynnikach catkowitych, jesli
wspotczynnik przy najwyzszej potedze i wyraz wolny sg liczbami pierwszymi.

Podsumowanie zaje¢

Po podsumowaniu lekcji uczniowie samodzielnie rozwigzujg ponizsze zadania. Rozwigzania przesytajg
poprzez moodle do sprawdzenia dla nauczyciela.

Zadania do lekcji 9:

Zadanie 9.1:

Wypisz wszystkie mozliwe rozwigzania wymierne rownania W(x)=-6x3 - 11x*+ 13x + 15
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Zadanie 9.2:

Znajdz wymierne rozwigzania réwnania -3x> + 7x° =4 =0

Zadanie 9.3:

Podaj przyktad wielomianu stopnia trzeciego, o wspdtczynnikach catkowitych, ktéry ma jedno
rozwigzanie wymierne %.

Podczas rozwigzywania zadan w razie koniecznosci uczniowie caty czas korzystajg z lekcji zamieszczonej
na platformie moodle.

Uwagi metodyczne do
realizacji

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINGSCI

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoétfinansowany przez Unie Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



	Wstęp
	Scenariusz nr 1:  Pojęcie wielomianu
	Scenariusz nr 2:  Działania na wielomianach
	Scenariusz nr 3:  Równość wielomianów
	Scenariusz nr 4:  Równania wielomianowe
	Scenariusz nr 5:  Rozkład wielomianu na czynniki
	Scenariusz nr 6*:  Dzielenie wielomianów
	Scenariusz nr 7*:  Nierówności wielomianowe
	Scenariusz nr 8*:  Twierdzenie Bezout’a
	Scenariusz nr 9*:  Twierdzenie o rozwiązaniach całkowitych
	Scenariusz nr 10*:  Twierdzenie o rozwiązaniach wymiernych

