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Geodezyjna
elipsoida
odniesienia

1.1. Wspotrzedne geograficzne

Ksztalt Ziemi

Ziemia ma nieregularny splaszczony w okolicach bieguna ksztalt, ustalony w procesie jej
tworzenia w wyniku dziatania sity od$rodkowej. Promien rownikowy Ziemi a jest
wiekszy od promienia biegunowego b o okoto 21 km (rys. 1). Sredni promien Ziemi
wynosi 6371 km.

OS5 obrotu Powierzchnie poziome
Ziemi — prostopadte

do linii sity
ciezkosci

Linie sily ciezkosci

Réznica promienia
réwnikowego
i biegunowego

i ' |
/ - a-b ~21km

Geoida

— powierzchnia pozioma
pokrywajaca si¢ z

z powierzchnia oceandw

W efekcie splaszczenia Ziemi:

e najwyzszy szczyt Ziemi, Mount Everest o wysokosci 8848 m nad poziomem
morza - geoida, nie jest punktem najbardziej oddalonym od srodka masy Ziemi —
punktem tym jest potozony blisko Réwnika stozek wulkaniczny Chimborazo (6 310
m nad poziomem morza w Ekwadorze) - wyzszy o ponad 2000 m Mount Everest
lezy na szerokosci geograficznej, na ktorej promien Ziemi jest o kilka kilometréw
krétszy od promienia rownikowego,



e rzeki o znacznych dtugosciach, ptynace w strong réwnika np. Missisipi, moze si¢
wydawagé, ze “ptyna pod gore”, poniewaz ich zrodia leza blizej srodka Ziemi niz
ujscia.

Geoida

W czasie tworzenia, w wyniku sptaszczenia powstala bryta Ziemi, ktdra nie ma swojego
odpowiednika w geometrii, nazwano ja geoidg (z greckiego: gea — Ziemia,

eidos — wyglad, ksztatt). Z definicji, geoida to bryta, ktérej powierzchnia w kazdym
miejscu jest pozioma, to znaczy prostopadia do kierunku dziatania sity ciezkosci. Jest
ona utozsamiana z powierzchnia oceandw, przedtuzona pod ladem w taki sposob, aby
kierunek sity ciezkosci byt do niej w kazdym punkcie prostopadly (rys. 1, 2).
Wysokosci punktow powierzchni Ziemi ponad geoidg - poziomem morza, odmierzane
wzdhuz linii sity ciezkosci sg nazywane wysokosciami ortometrycznymi H (rys. 2)

Linia sity ciezkosci

Powierzchnia pozioma

Geoida

Elipsoida odniesienia

Rys. 2

Geodezyjna elipsoida odniesienia GRS80

Figura geometryczng najbardziej zblizong ksztattem do geoidy jest elipsoida obrotowa
geodezyjnego systemu odniesienia GRS-80 (Geodetic Reference System 1980)

0 promieniu biegunowym b krotszym o 21 km od promienia rownikowego

a (rys. 2, 3).

Powierzchnia morza—_

A\

/ _ Powierzchnia Ziemi



Elipsoida ta petni rolg¢ powierzchni odniesienia, przyjeta do sporzadzania map: punkty (P
rzutowane sg z powierzchni Ziemi prostopadle na elipsoidg (P"), (rys. 4), ktora nastepnie
jest odwzorowywana na plaszczyzng.

Srodek elipsoidy GRS80 pokrywa si¢ ze $rodkiem masy Ziemi lacznie z oceanami

i atmosfera O - elipsoida jest geocentryczna (rys. 4). O$ obrotu elipsoidy przyjmuje

srednie potozenie osi obrotu Ziemi w latach 1900 - 1905. O$ obrotu elipsoidy wyznacza

na jej powierzchni bieguny geograficzne poéinocny N i poludniowy S.

Elipsoida jest powierzchnig obrotows, zatem (rys. 4):

e plaszczyzny prostopadte do osi obrotu Ziemi przecinajg elipsoide wzdtuz kot
nazywanych réwnoleinikami, jednym z nich jest rownik - w tym przypadku
plaszczyzna tngca przechodzi przez §rodek masy Ziemi O,

o plaszczyzny przechodzace przez o$ obrotu Ziemi przecinajg elipsoid¢ wzdtuz elips
poludnikowych.

Luki elips potudnikowych, taczace bieguny Ziemi N-S, przecinajace rownik pod katem

prostym sg nazywane potfudnikami. Potudnik przechodzacy przez wybrany punkt jest

nazywany potudnikiem miejscowym, np. potudnik Greenwich (rys. 4).

O$obrotu Ziemi

N prostopadia
do elipsoidy

Potudnik miejscowy L

Poludnik S
Greenwich A= 0 °

Rys. 4

Parametrami elipsoidy odniesienia GRS-80 s3 (rys. 4):
e potos rownikowa a i biegunowa b:

A= 6378137.000 /\ZI7V\2= 6356752.31414
a-b>b

a

e splaszczenie: L=

e mimos$rod pierwszy e i drugi e2:




Wspoirzedne geograficzne geodezyjne ¢, 4, h

Potozenie punktu powierzchni Ziemi P okreSlane jest wzgledem elipsoidy odniesienia za

pomoca wspotrzednych geograficznych geodezyjnych szerokosei ¢, dlugosci 4

i wysokosci 4 (rys. 4):

o szerokos¢ geodezyjna @ jest katem migdzy prostg prostopadty do elipsoidy
poprowadzong z punktu P a plaszczyzna rownika,

o dlugosé geodezyjna A jest katem dwusciennym mig¢dzy plaszczyzng potudnika
zerowego przechodzgcego przez Greenwich a ptaszczyzng potudnika punktu P,

o wysokosé geodezyjna h jest odlegloscig punktu powierzchni Ziemi P od powierzchni
elipsoidy.

Wspolrzedne te sg mierzone bezposrednio za pomocg odbiornikadw satelitarnych GPS.

Szerokos¢ 1 dugos¢ sa wyrazane w stopniach (°) minutach (') i sekundach ("),

(rys. 5).

| pp = 51° 6 43.7823"
Jp=16° 59
19.8847"




Format (Stopnie, Minuty, Sekundy) jest zamieniany na Stopnie wedtug reguty:

1 1
Q=51+ 6— +43.7823-——
60 60-60

1 1
A=|16 + 59-— + 19.8847-——
60 60-60

- przy uzyciu funkcji:

1 1
St(St, Min , Sek) = (St + Min-— + Sek- j
60 60-60
0= SK(51,6,43.7823)
/&v:: S1(16,59,19.8847)

Format Stopnie jest zamieniany na (Stopnie, Minuty, Sekundy) przy uzyciu funkcji:

StMinSek(St) == | St « St
St trunc(Sl_)
Min <« trunc[(St. - St)-60]

Sek « [ (St~ St)-60 — Min]-60

augment(St, augment(Min, Sek))

@ = StMinSek(51.1121617500)
A = StMinSek(16.9888568611)

W obliczeniach w mathcadzie przy uzyciu funkcji trygonometrycznych uzywane sa
wartos$ci szerokosci 1 dlugosci wyrazone w radianach:

8= 51.1121617500-deg
Nﬂw:: 16.9888568611-deg
gdzie
deg = /180, deg = 0.017453292520

Wysokos¢é ortometryczna

Geoida, reprezentujgca poziom morza, przebiega ponad elipsoidag GRS-80 na wysokosci
do 70 metréw i ponizej elipsoidy na glebokosci do minus 100 metrow (rys. 6).



-0 m Sl (m +50m +100m

Rys. 6

Wysokos¢ geoidy w modelu EGM2008 w dowolnym punkcie o pomierzonej szerokosci
1 dlugosci geograficznej geodezyjnej ¢ A moze by¢ obliczona przy uzyciu dostgpnego
w internecie kalkulatora AllTrans EGM2008 Calculator (rys. 7).

Odbiornik GPS jest wyposazony w cyfrowy model geoidy na podstawie ktorego
interpoluje wysokos¢ geoidy nad elipsoidg N a nastegpnie przelicza pomierzong
wysokos$¢ geodezyjng i na wysoko$¢ ortometryczng H ponad geoidg na podstawie
zaleznosci H = h - N (rys. 2).

Quasigeoida. Wysokos¢ normalna

W Polsce wysokosci punktéw nad poziomem morza H sg odnoszone do pewnej
powierzchni - prawie pokrywajacej si¢ z przedtuzong pod ladem powierzchnig morza
Battyckiego 1 jednocze$nie przebiegajaca w poblizu geoidy, nazywanej quasigeoida.
Punktem przez ktdéry ta powierzchnia przechodzi jest reper mareografu w Kronsztadzie
koto Sankt Petersburga. Sg to tak zwane wysoko$ci normalne obliczane wedtug teorii
Molodenskiego. Quasigeoida wznosi si¢ nad elipspsoida GRS-80 na wysokos¢ od okoto
27 m na péinocnym wschodzie do okoto 44 m na poludniowym zachodzie kraju i
stosunkowo dobrze przylega do geoidy (rys. 3).

Wysokosci quasigeoidy N w punktach o pomierzonej szerokosci i dtugosci geograficznej
geodezyjnej ¢ A moga by¢ obliczane przy uzyciu programu komputerowego Geoida
niwelacyjna 2001 udostgpnionego przez Gtéwy Urzad Geodezji i Kartografii (GUGIK),
(rys. 8).



& AllTrans EGM2008 Calculator (c) H.-G. Duenck-Kerst X

EGM2008 Manual Calc | EGM2008 Gridmaker | EGM2008 File Calc | Info
EGM2008 Manual Calculation

Latitude [*] 51.10553432

. Calc!
Longitude: [7] 17.03321889
IJndulatiarn [m]
Bi-Quadratic 40.3547 Clear

Bi-Linear 403861
Triangulation 40,3753

Mearest Meighbor | 40,2226

(%) Internal Database (10 x 107

(") External Database (EGM2008-Fil)

Ezxcit ] ’ Help

Rys. 7

Model quasigeoidy GUGIK2001 jest udostgpniony przez GUGIK w postaci regularnej
siatki kwadratéw o wymiarze 1 km x 1 km do wykorzystania migdzy innymi

w odbiornikach GPS.

Odbiorniki GPS mierza wysokosci punktow /4 nad elipsoida GRS80, a nastepnie
przeliczaja te wysokos$ci na normalne H ponad quasigeoida na podstawie zaleznosci
H = h - N gdzie N jest wysokoscia quasigeoidy nad elipsoidg. Wysokos$¢ N odbiornik
interpoluje z najblizszych weztow wspomnianej siatki wysokosci geoidy.

oo}



Geoida niwelacyjna

= s} 7 =

K.atalog Pamoc Obliczenia Drruku Firma

C:\Geoida nivwelacyinatPraykiad

Tabela darwch i wynik.duw l Prezentacia araficzna l

= » % =[ Granica

B EEE [Mim]  |Ksiv |Eta |
a1 B 437323 16 B3 198347 40463 EB22 381

0 programie *
" Geoida niwelacyjna 2001

EUVN (ITRF-96, ep. 1997 4) - Kronsztad 36

2 Gbdwny Geodeta Kraju, 2000 1.
Autor: E.Ozada, e-mail ozada@kaf. ar wroc. pl

Rys. 8

1.2. Wspéitrzedne geocentyczne

Uktad wspoirzednych geocentrycznych X, Y, Z

Uktad wspotrzednych geocentrycznych kartezjanskich X, Y, Z zaczepiony jest w srodku
masy Ziemi (rys. 4). O$ Z jest skierowana wzdtuz osi obrotu Ziemi na pdinoc, osie X i
Y leza na ptaszczyznie rownika, przy czym X lezy jednoczes$nie na plaszczyznie
potudnika Greenwich. Wspoétrzedne geocentryczne X, Y, Z mierzone sg za pomocg
odbiornikow GPS (rys. 9)

Zamiana ¢, L, hnaX,Y,Z

Rownanie kanoniczne elipsoidy obrotowej o potosiach rownikowej a i biegunowej b ma
postac:

x2 yz 72
T+ +—2:1
a a b

gdzie x, y, z sg wspotrzednymi punktu lezacego na elipsoidzie, w uktadzie X, Y, Z.



Salli

A X3 ¥5.Zg
12550 km
d=¢it

@ = 51.11216175 deg

A =16.98885686 deg
h = 153.126

Ar = h~cos((o)

Ax = Ar~cos(i)

Ay = Ar~sin(/1)

Az = h~sin(qo)
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Elipsoida powstaje w wyniku obrotu elipsy potudnikowej o potosiach a i b wokot osi
obrotu Ziemi (rys. 4, 10), o réwnaniu kanonicznym we wspotrzednych 7, z:

1’2 22
—=1

+
a’ b?

o

Rys. 10

Roézniczkujac réwnanie elipsy otrzymuje si¢

L.ﬁ.i% — 0
a’> b dr

gdzie pochodna jest réwna tangensowi kata nachylenia stycznej do osi »

@ _ tg(/2+¢@)=—ctgep
dr

Zatem

_b2 =1 2
z-a—zrtg(o—r( —e’)gp

co po podstawieniu do réwnania kanonicznego elipsy prowadzi do wspotrzednej
r wyrazonej za pomoca szerokosci geodezyjnej ¢
r((p) — a~cos((p)
1- e2-sin(¢7)2

rie o)

Podstawiajac to rownanie do z = r(1-e2)tgg otrzymuje si¢ wspotrzedna z jako funkeje
szerokosci ¢

B a-(l - ez)-sin((p)

1- e2-sin( (0)2

11



Wspolrzedne 7 1 z punktu na elipsie potudnikowej moga by¢ przedstawione za pomocg
odleglosci N punktu elipsy od osi z wzdhuz prostej normalnej (rys. 10).

Poniewaz r= Ncosg, zatem w rozpatrywanym punkcie

Wspoélrzedne x, y punktu elipsy dane s3 wzorami x = » cosA, y = r sind gdzie r = N
cosg. Zatem, przeliczenie wspolrzednych geodezyjnych na prostokatne ¢, A — x, v, z
realizowane jest wedtug zaleznosci:

X = N-cos((o) cos(ﬂ)

Wzory te s3 nazywane roéwnaniami parametrycznymi elipsoidy obrotowej, parametrami
sa wspolrzedne geodezyjne ¢, A.

Przyrosty wspotrzednych Ax, Ay, Az od punktu na elipsoidzie wzdtuz normalnej do
punktu na powierzchni Ziemi sg zalezne od wysokosci tego punktu nad elipsoida
h (rys. 9).

Wspoélrzedne punktu na powierzchni Ziemi X, Y, Z otrzymuje si¢ dodajgc do
wspolrzednych punktu na elipsoidzie x, y, z przyrosty wspotrzednych Ax, Ay, Az:

X:=(N+ h)-cos((p)-cos(l)
Y=(N+ h)-cos((u)-sin(l)

Z:= [N~(1 - ez) + h]~sin((p)

Zamiana odwrotna X, Y,Z nag, 4, h
W wyniku przeksztalcenia powyzszych rownan (¢ A, h — X, Y, Z) otrzymuje si¢ wzory

do przeliczania wspoirzgdnych prostokatnych na wspotrzgdne geodezyjne 1 wysokosé
punktu nad elipsoida (X, Y, Z — ¢ A, h):

12



Y
A = atan| —
X

V= atan a—Z]
(b-\/Xz+ s

( Z+ b~622~sin( V)3
@ = at

N P e s)
[Z:7 .

h = B
cos((p) 1-— (e~sin( (0))2

Wspotrzedne prostokatne X, Y, Z sg mierzone bezposrednio za pomocg odbiornikdéw
globalnych satelitarnych systemow pozycyjnych GNSS (rys. 10).

Odbiorniki przeliczajg pomierzone wspotrzgdne prostokatne X, Y, Z na wspolrzedne
geodezyjne ¢, A, h - wedlug podanych zaleznosci, a nastgpnie na wspotrzedne
kartograficzne w wybranym odwzorowaniu elipsoidy na ptaszczyzng oraz na wysokos¢
ortometryczng lub normalng H.

1.3. Elipsoidy niegeocentryczne

Elipsoidy niegeocentryczne

Obecnie w pracach geodezyjnych w Polsce jest stosowana elipsoida geocentryczna
GRS80. Do roku 2009 stosowana byta niegeocentryczna elipsoida Krasowskiego

- nieznacznie przesunigta i obrécona wzgledem elipsoidy geocentrycznej GRS-80
(rys. 11), o parametrach:

a = 6378245.000
b. = 6356863.01877

a._b.

Skfadowe przesunigcia 7, 1L, 1 katy obotu ¢, & & elipsoidy Krasowskiego oraz skala

uktadu wspotrzedych sg podane na rys. 11.
W tabeli 1 podane sg parametry elipsoid odniesienia stosowanych w réznych krajach.

13



Tabela 1. Geodezyjne elipsoidy odniesienia

Ellipsoid Mame (vear computed) Serm-Major Awis, g, [m] | Ioverse Flattening, 1/
Ay (18300 6377563394 2199324864
Everast (1830) 6377276.345 300.8017

Bessel {1841} 6377397155 299152813
Clarke (1566} 63782064 294 978698
Clarke (1830} 6378249145 203 485
Modified Clarke (185307} 63782459143 293 4663
International (1924) f375335. 197

Erassovsk (15940} 6378245, 2083

Merewy (1960} 6378166, 2983

(zeodetic Reference System (1967), GES6T | 6378160, 208 2471674273
Modified Mercury (1968) 6378130, 2983

Anstralian National 6378160, 20825

South American (1969) 6375160 20825

World Geodetic Svstem (1966), WGS68 6375145, 20825

Werld Geodenic System (1972), WGET2 6378135, 19826
(zeodetic Reference System (1980), GRS80 | 6378137 298257222101
Werld Geodenic System (1984), WiG534 6378137, 208 257223563
TOPEX Poseidon (1992) (IERS recom.)? 63781363 208257

Przesuniecie [m]:

7 £, = ~33.4297
A t = 146.5746
. y

z
t,:= 76.2865

Obrot [rad]:

Elipsoida

Krasowskiego ¢

P £

¢ = —1.7388854-10

~0.2561460-10

6

&

b
£, = 4.0896031-10

Elipsoida
GRS-80

> Y
y

X Skala

m = 0.9999991592279

Rys. 11
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Transformacja 7-parametrowa (Helmerta)
Wzory do przeliczenia wspolrzednych guasigeocentrycznych z uktadu elipsoidy

Krasowskiego (x, y, z) na wspotrzedne geocentryczne w uktadzie elipsoidy GRS-80
(X, Y, Z), nazywane 7-parametrowg transformacja (Helmerta):

R=t+mR,  r=mR_R R _r= mR(gx)R(gy) R(g)r

X t, 1 0 0 cose, 0 -—sing, || cose, sing. Ofx
Y|=|t, |+m 0 cose, sing, 0 1 0 —sing, cose, Ofy
Z t, 0 -—sine, cose¢, |sine, 0 cose, 0 0 1]z

oraz zaleznos¢ odwrotna

r=m'R__ T(R-t)=m'R_TR_TR_T(R-t) = m'R(g)TR(¢)R(¢)T(R-)

x . cose, —sing, Of cose, 0 sing, |1 0 0 X |t

y|=—]sing, cosg, O 0 1 0 0 cose, —sine, (| Y |-|7, ]
m . .

z 0 0 lj-sing, 0 cos¢, |0 sing, cose, ||Z t,

s wyprowadzane na podstawie:

e przesunigcia uktadu geocentrycznego (rys. 12)

2
A
VA {
1 _ '
)\ . R=t+r
(
1 X tx '
1
1 Y |= ty +
1 Z=t+7 ,
Z t, z
o
--------- 7-------'))"
- 5 _ > v
’ Li b SN X
/ P WA
f, #mememamemimgienenes
,” y ’
/¢ X=t.+x
’
J 2
v
} Y=t+)
X
Rys. 12

15



obrotu przesunigtego uktadu wspotrzednych wokot jego osi (rys. 13-15),

A
| Z r =R, r, R, =R(¢))
; )
o o by cose, 0 —sing, ||x
o yi=| 0 1 0 y
& z" sing, 0 cosg, ||z
< y y
x’ &
ey
Rys. 14
Z!”V:Z”V
x!”'
& r =R, r , R, =R(;)
< )
X cose, sing, Ofx
y |=|-sing, cose, Ofy
z 0 0 1|z

Rys. 15
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e skalowania wspotrzednych w uktadzie obréconym (rys. 16),

e mm - m——————na—ananam e

Y y

Rys. 16

Ze wzgledu na mate wartosci katow obrotu sing = &, cose = 1 przeksztatcenia te ulegaja
uproszczeniu:

R=t+mRgr

X ¢, 1 £, &, |lx
Yi=|t, |[+m—-¢c. 1 g, |y
Z t, &, & 1 |z

r=-mR___(R-t)

0y
I —e, &, [|X]| |1,
& L e | Y -], ]

-& £, 1 Z t,

Na przyktad w punkcie P (rys. 5, 11):

X =3837326.2724 @ =51.1121617500 deg
Y =1172372.3668 A =16.9888568611 deg
Z =4941506.9238 h =153.1260

otrzymuje sig:

17



e wspdlrzedne x, y, z punktu Q w uktadzie Krasowskiego

A Iy I &, €y (x
1

Al = ty +—| =& 1 & ||Y
" Z

Zn t, &y &y 1

e wspolrzedne geodezyjne ¢, A., h. punktu Q odniesione do elipsoidy Krasowskiego
(na rys. 17, 18 pokazane jest przeliczenie za pomocg programu C-Geo):

y
/1. = atan| —

= alan{

z+b- 822 szn(v)3
= atan

K2 +y —a;e.z-cos(v)3

(fﬂ) I~ (esin(o))]

E_;E Transformacja wspotrzednych u E"E@
DeB ¢ EBE & N HAEL §? & hsS T
Lktad Pierwothy Lktad Wormy
ukdad . 19427 ukdad 19427
ukdad . 19657 ukdad . 19657
ukdad .. 19927 ukdad . 1992
uktad .. 20007 uktad .. 2000
@ geograficzny/kartezjanski @ geograficzny/kartezjanski
uktad lokalny => uktad lokalny
Uktad geograficznyfkanezjanski Uktad geograficzny/kartezjanski
flh (. GRS-60. '"WGESE4) blh (e. GRS-60. WGEE4)
hih (e. Krasowskiego) @ blh (e. Krasowskiego)
@ xyz (2. GRS-80, WGESa4d) xyz (2 GRS-80, WGESE4)
xvz (8. Krasowskiego) xz (8. Krasowskiegao)

przy transformacii migdzy ukkadami 651 2000 uwzgledni korekty globalne

Tranzformacia plikaw tekstovwch z ukbady 1965 ‘

—'ll Uktady odniesienia fl Funkty transformowane ;’

Wapdhzedna Z punktu transformowanego - uktad pienvotny Zrmigniono

Rys. 17
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H Transformacja wspotrzednych | 4 EI@

DEeB ¢ EB22 E N HAS (9P @ h S L+
Lp | Mumer Hp Y p Zp MHurner Bow Lo Hp -
1 3837326272 1172372367 4341506,924 51°0E'45,02658" | 16°59'26,30790° 115.043

2

A
' Uktacy odniesienia j, Punkty transformowane [

Mumer punkiu transformowanego - ukiad pienwothy Zmieniono

Rys. 18

zamiana odwrotna @, 4., h. > x, , z

a

= (ecsin(o))
(N + oo )-con{2)
yim (N + o[ sin(2)

o[- ko)

zamiana odwrotna x, y,z - X, Y, Z

N =

X

| T

X &, —Ey X ty
Y =m|—-€ 1 & y |- ty
VA &, &y 1 z t,

X 0 1 £, —Sy X tx
Y 0 |=1]"¢; 1 e, y |- ty
ZQ &, &y 1 z t,

przemieszczenie AX, AY, AZ migdzy punktami P i Q

AX X Xo
ay =Y || Yo
AZ

VA ZQ

odlegltos¢ D miedzy punktami P 1 Q

D= axX? + aY? + a7

19



1.4. Geometria elipsoidy

Wektor wodzacy elipsoidy

Wektor wodzacy elipsoidy r = r(¢, A), (rys. 19):
X (¢,2)
r.((p,/i) = X((D,l) L= r.((a,/l)
Z_(¢,/1)

ma wspotrzedne X(¢, 1), Y(@, 1), Z(p, 1) okreslone réwnaniami wyprowadzonymi
w rozdz. 1.2.

Wektory styczne

Pochodne wektora wodzacego elipsoidy r = r(¢, A) wzgledem wspotrzednych
geodezyjnych ¢, A sa wektorami stycznymi do elipsoidy (rys. 19):

e w kierunku potudnika
_dr

r =
4 d@

rgo.(q)’l) = —X(go,/l) ro=r .((0,/1)

d—Z_(qo,/l)

do

e w kierunku réwnoleznika

ot
Yda

d—X(¢,/1)
dA

I’l(¢),ﬂ) = %Y(¢,ﬂ) I’l = I’l(¢),ﬂ)

d—Z(¢,/1)
dA

20



Prostopadta do elipsoidy

Rys. 19
Wektor normainy

Wektor jednostkowy prostopadty do elipsoidy w kierunku na zewnatrz jest dany
wzorem (rys. 19)

n(go,ﬂ) =

lub po przeksztalceniach

cos( (p) . cos(/l)
n(ga,/l) = cos((p)~sin(ﬂ) = n(ga,/l)
sin( ga)

Rézniczka wektora wodzacego elipsoidy

Rézniczka dr = r (pd @tr,dA wektora wodzacego elipsoidy r = r(¢, 1) jest wektorem
stycznym do elipsoidy (rys. 20).

21



Wektor ten, zgodnie z rozwinigciem w szereg Taylora (rys. 20):
1
Ar =dr +Eddr +...

jest pierwszym przyblizeniem wektora odlegtosci Ar migdzy punktem P(¢, 1) i
punktem Q(¢@tdg A+d 1) potozonym blisko punktu P, okreslonym przyrostami
wspotrzednych

de, dA.

Przekr6j normalny

Ar = dr + ddr/2

Rownoleiniki A

Rys. 20

Na przyktad, dla przyrostow szerokosci dg i dlugosci dA rownych 1'= 1/60 ©:

1
dop:=1—-de
% 60 g
dl=1 ! d

= 1-—-de

60 g

otrzymuje si¢:

dr = r(p~d(p+ R

22



Latwo sprawdzi¢,ze jest to wektor styczny do elipsoidy, tworzacy kat prosty
z wektorem normalnym n (rys. 20):

dr-n
acos(—j = 90.00000000 deg
|drl-|n]

posiadajacy dtugosc
ds == |dr|

oraz azymut

dr-r
. @
Qg = acos(—l dr| ) |I’(p| J

Pierwsza forma kwadratowa elipsoidy
Dlugos¢ ds wektora rozniczki dr jest przyblizeniem odlegtosci migdzy dwoma bliskimi
punktami na elipsoidzie P i Q (rys. 20).
Kwadrat dlugosci
ds® = dredr = (r dotr,d2)(r dptr,d)

=rrd (/)2+21‘¢l‘ Jdeditr x di?

= Ed@?+2Fdpd J+Gd )?

= M(9)*d@? + N(p)*cos® pd 1>

gdzie funkcja M oraz wspétczynniki E, F, G dane s3 wzorami

a-(l - ez)
(1 - ez-sin((p)2>3

E=ryx, E(p.2)=Mp)

M= M(qo)

M((p) =

F=ry, Flp,2)=0
G= rr; G(go,/l) = N(go)z-COS(¢)2

nazywany jest pierwszq formg kwadratowg powierzchni elipsoidy

Obliczona stad dtugo$¢ rézniczki, wyrazona za pomocg przyrostow wspotrzgdnych
geodezyjnych

5= JM(¢)2~d¢2 + N(¢)2~cos((p)2-d/12

jest naturalnie rowna dtugosci rézniczki obliczonej ze wspodtrzednych prostokatnych
ds=|dr]|
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