Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki

Modut Informatyka
dla fizykow cz. 11

Produkt opracowany w ramach projektu , e-Fizyka- multimedialne srodowisko nauczania
fizyki dla szkdét ponadgimnazjalnych” wspoétfinansowanego ze srodkéw Unii Europejskiej w
ramach Priorytetu Ill Wysoka jako$¢ systemu oswiaty, Dziatania 3.3 Poprawa jakosci
ksztatcenia, Poddziatania 3.3.4 Modernizacja tresci i metod ksztatcenia Programu
Operacyjnego Kapitat Ludzki 2007-2013

KAPITAL LUDZKI -
CZEOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FUNDUSZ SPOLECZNY
—

Projekt wspolfinansowany ze srodkoéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego




Spis tresci

I 00 L (o = T3 T4 1< 2= T N Uov/2: W ov/00 U LTSRN 2
YA W=t o) (0] 40V LD e Lo 0] o7 S 16
»Wykres w skali logarytmicznej. Krzywa rezonansowa obwodu RLC.” ... 27
»Zderzenie niesprezyste - przekaz pedu i energii KiInetyCznej” ... 53
»Charakterystyka napieCiowo-pradowa OZNIWA” ........coeerermereeeereeesseessssessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssens 82
,Pomiar oporu wewnetrznego WOItOMIETIZA" .........oererreeeeesereeeeseeessessssesssssssss s sssssssssssssssssssssssens 95
yElement nieliniowy W 0DWOAZIE - CZ. I” ...t sssens 107
yElement nieliniowy W 0bWOAZIe - CZ. I1” ... sssssssssnens 119
yPrzejécie Swiatlta Przez Pryzmat - CZ. 7 st ssssssssssssssssens 126

yPrzejécie Swiatlta przez pryzmat - CZ. [1” . sssssssssssssssens 136



Problem komputerowy dla modut I rozdziat 3 paragraf 6
Multimedialnego Podrecznika z Fizyki

,Funkcja wyktadnicza cz. II”

I. Z pracowni fizycznej (i nie tylko)

1. W pierwszej czgséci naszych rozwazan o funkcji wyktadniczej poznaliSmy procesy, w ktorych okreslona
wielko$¢ zmieniata si¢ w tempie proporcjonalnym do tej wielkosci. Na przyktadzie ,,finansowych przygod”
rodzenstwa, Zuzanny i Janusza, stwierdziliSmy, ze gdy zmiana majatku M kazdego z nich zachodzi
zgodnie z rOwnaniem:

AM = £1-M-At (1)

to nast¢puje badz nieograniczony, wykladniczy wzrost majatku M (przypadek ze znakiem ,,+”) badz
wykladniczy zanik, az do zera, majatku (przypadek ze znakiem ,,-”). Sa to dwa skrajnie rozne efekty:
Zuzka staje si¢ coraz bogatsza (w tzw. postgpie geometrycznym) a Janusz pozbywa si¢ majatku, ktory
nieuchronnie dazy do zera.

Sprébujemy teraz zastanowic si¢, jak mozna byloby ustabilizowa¢ majatki Zuzki 1 Janusza. Pomyst jest
niemal oczywisty: skoro Zuzka dostaje co tydzien okreslony procent A swego majatku Mz, to obarczmy ja
wydatkami. Janusz, z kolei, oprocz wydawania co tydzien okreslonego procentu A swego majatku M,
powinien mie¢ zapewnione jakie§ przychody. Przyjmiemy dla uproszczenia (ale zgodnie z wieloma
,prawdziwymi” zjawiskami), ze cotygodniowe wydatki W Zuzanny oraz cotygodniowe przychody P
Janusza sg stale, niezalezne od aktualnych majatkow Mz i M.

2. W finansach (dokladniej w ubezpieczeniach) sytuacja Zuzi jest najprostszym przyktadem bycia
rentierem. Lokuje ona w banku ,,poczatkowy” majatek Mo, bank zapewnia jej okresowe (w naszym
przyktadzie - cotygodniowe) oprocentowanie A. Po otrzymaniu tego oprocentowania, Zuzka co tydzien
podejmuje z konta statg kwot¢ W, ktora stanowi jej rente. Tak wiec cotygodniowa zmiana majatku Zuzi
AMz sktada si¢ z dwoch czescei:

AMz = (+A-Mz - W)-At (@)

Podobnie, cho¢ nieco inaczej przedstawia si¢ sytuacja Janusza, ktora wprawdzie nie ma okre§lonej nazwy
w $wiecie finanséw, ale moze by¢ dobrym modelem postgpowania dla ,,odpowiedzialnej gtowy rodziny”.
Janusz bowiem, niezaleznie od poczatkowego majatku Mo, ma state (w naszym przyktadzie cotygodniowe)
przychody P, za$ co tydzien wydaje taki sam utamek A posiadanego majatku Mj. Tak wige cotygodniowa
zmiana majatku Janusza AM, takze sktada si¢ z dwoch czesci:

AM; = (P - A-My)-At (3)

Opisy te nie pozwalaja jednoznacznie ustali¢, czy majatki Mz i My kazdego z rodzenstwa beda rosty czy
malaly w miare uptywu czasu. Wida¢ natomiast, ze oba te procesy nie sg jednostajne, gdyz cotygodniowe
zmiany AMz i AM; nie sg stale - zalezg one nie tylko od statych warto$ci A oraz W badz P, ale tez od
zmieniajacych si¢ wartosci Mz i M. By zbada¢, jak zachowuje si¢ w czasie majatek kazdego z rodzenstwa,
zastosujemy podobng procedure jak w pierwsze] czesci rozwazan o funkcji wyktadniczej: bedziemy
oblicza¢, tydzien po tygodniu, zmiany majatku AM i dodawaé do majatku z poprzedniego tygodnia.
Procedura ta wykorzysta wzor (2) dla Zuzanny oraz wzor (3) dla Janusza.

Nim przejdziesz do zaprogramowania arkusza kalkulacyjnego, sprobuj rozstrzygna¢é na drodze
rozumowania (moze namowisz kolezanki 1 kolegéw na ,,drobng burz¢ mozgow™?), ktora z procedur (2) czy
(3) pozwoli zrealizowac¢ cel, jakim jest ustabilizowanie majatku Mz i M.



1. W pracowni informatycznej
cz. 1. - Dylemat rentierki Zuzanny.
1.1. Zaprogramuj arkusz kalkulacyjny w taki sposob, by uzyska¢ czterokolumnowg tabel¢ obrazujaca
zmiang¢ majatku Zuzi oraz wykres jej majatku w funkcji czasu. Tabela winna zawiera¢ kolumny:
- ,biegnacego” czasu (liczonego w tygodniach),
- ,,biezacego” majatku Mz(t), obliczonego zgodnie z procedurg wynikajaca ze wzoru (2),
- cotygodniowych zmian majatku AMz (jest to kolumna pomocnicza);
- kolumne¢ majatku M(t) obliczonego zgodnie ze wzorem (4), ktora dodasz wykonujac polecenie nr 1.7.

1.2. Zapewnij uzytkownikowi mozliwo$¢ wprowadzania wlasnych wartosci czterech parametrow
zagadnienia (At, A, Mo, W); jako wartosci domys$lne przyjmij: At = 1 tydzien, A = 0,004/tydzien
(0,4%/tydzien), Mo = 10.000 zt, W =200 zl/tydzien.

A B C D E F G
t Mz (t) AM [Mo-Wir]*exp(it) + Wii

1 lydz] | [z20 | [z [z1]
2 At [tydz] ol 10000 -160 10 000
3 1 1 8840 161 9840
4 | 4 > 2 9679 -161 9679
5 3 8518 -162 9517
6 % [1/tydz] 4 9 356 163 9 355
7 0.004 4 5 9194 -183 9192
8 | £ > g 8030 -164 9028
9 7 8 866 -165 g 864
10 Mo [zi] ] 8702 -165 8699
11 10000 9 8 537 -166 §4534
12 | 1€ > 10 83M -167 8 3688
13 11 8 204 -167 8201
14 W [zhtydz] 12 8 037 -168 8033
15 200 13 78689 -169 7 865
16 | £ > 14 7701 -169 7 696
17 15 T 532 -170 T a27
18 16 7362 -171 7 356
19 17 7191 -171 7184
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1.3. (*) W porozumieniu z nauczycielem matematyki lub podstaw przedsigbiorczosci przekonaj si¢, ze
zaproponowane jako domyslne oprocentowanie lokaty (0,4%/tydzien) jest rownowazne oprocentowaniu w
skali rocznej w wysokosci ok. 23,1%. Jest to bardzo wysoka warto$¢, charakterystyczna dla rozchwianej
gospodarki, bedacej na pograniczu tzw. hiperinflacji.

1.4. Przekonaj si¢, Zze zmiana warto$ci oprocentowania A moze spowodowac, ze majatek Zuzi bedzie malat,
rést badz pozostanie staly. Jednak nie osiggnie on zadnego stanu stabilnego - poza przypadkiem, gdy
bedzie staly. Jesli Mz maleje, to zbliza si¢ do zera nie asymptotycznie, lecz coraz szybciej (przyjmij
interpretacje, w mysl ktorej gdy Mz osigga warto$¢ ujemna, to ,,rentierskie” zycie Zuzi si¢ konczy). Jesli
za$§ Mz ro$nie, to tez coraz szybciej 1 wzrasta w sposob zblizony do wyktadniczego.

1.5. Przekonaj si¢, ze zmiana warto$ci pozostatych dwoch parametrow (Mo 1 W) powoduje te same efekty,
co zauwazone w punkcie 4. Wyprowadz warunek, jaki musza spetnia¢ parametry A, Mo 1 W by majatek
Mz byt staty w czasie.

1.6. Sformutyj ,,dylemat rentiera”, uzupetniajac nastepujace zdanie: Jesli rentier ma okreslony majatek

poczatkowy Mo 1 moze liczy¢ na okreslone jego oprocentowanie A, t0 iStNI€JE ......ccvvvereveerueerunenne. , TtOwna
..................... , ktora zapewnia, ze jego majatek pozostanie staty w czasie. Jesli zalezy mu na wyptacie W
WIEKSZ€) NIZ .eovevveeeeiiennne , to musi liczy€ si€ Z tym, Z€ ....ccccoceevueeiereeieeienicneens . W porozumieniu z

nauczycielem podstaw przedsigbiorczosci zapoznaj si¢ z podstawowymi mechanizmami, stosowanymi
przez towarzystwa ubezpieczeniowe oferujace produkty rentierskie (np. renty dozywotnie), ktorych
celem jest uniknigcie owego dylematu, wynikajacego z niestabilno$ci majatku rentiera, ktory (poza
specyficznym przypadkiem) albo maleje do zera albo si¢ nieograniczenie rozrasta.

1.7. Wypelnij czwartg kolumng tabeli - M(t) - warto$ciami funkcji
M(t) = (Mo - W/L)-e* + WIA. 4)

Funkcja ta opisuje ,,doktadny” przebieg majatku Zuzi. Przedstaw na wspolnym wykresie obie
zaleznosci: Mz i M w funkcji czasu i poréwnaj te zaleznosci.
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cz. 2. - Stabilne finanse Janusza.

2.1. Skopiuj arkusz z czesci 1., zapisz jako nowy arkusz i wprowadz w nim niezbedne modyfikacje, by
przedstawial on majatek Janusza, zgodnie z procedurg wynikajaca ze wzoru (3). Zrezygnuj z wielkosci
W (cotygodniowa wyptata renty) na rzecz P - cotygodniowe przychody. Przyjmij domyslne wartosci: P =
500 zt/tydzien, Mo = 100 zt oraz A = 40%/tydzien. Kolumne¢ majatku M(t) pozostaw na razie pusta.

A B C D E F

t M, (t) Al

[tydz] [z] [z1]

1

2 At [tydz] 0 0 160
3 1 1 160 147
4 | £ ¥ 2 307 135
5 3 443 125
4] % [1itydz] 4 hG7 114
7 0,08 8 5 582 105
g | % bd ] 787 a7
9 7 884 89
10 Mo [zf] a 974 82
11 0 9 1 058 76
12 | € ¥ 10 1131 70
13 11 1201 64
14 P [zitydz] 12 1 265 59
15 160 13 1323 54
16 | £ > 14 1378 50
17 15 1427 46

2.2. Zwrd¢ uwage, ze w odroznieniu od majatku Zuzanny, warto$¢ majatku Janusza stabilizuje si¢ - dazy
asymptotycznie do pewnej statej warto$ci koncowej, ktorg bedziemy oznacza¢ Mk. Z wygenerowanej
tabeli oraz wykresu mozna odczyta¢, ze dla zaproponowanych wartosci domyslnych Mg = 1250 zt.
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2.3. Zbadaj wptyw parametru Mo na przebieg zaleznosci My(t). Przekonaj si¢, ze zaleznos¢ ta moze by¢
malejaca, rosngca badz stala. Przekonaj si¢ takze, ze niezaleznie od Mo, majatek Janusza stabilizuje si¢ -
dazy asymptotycznie do tej samej wartosci M.

2.4. Zbadaj wptyw parametru P na przebieg zaleznosci Mj(t). Przekonaj si¢, ze zmiany P takze moga
spowodowac, iz zalezno$¢ ta bedzie malejaca, rosngca badz stata. Przekonaj si¢ takze, ze majatek
Janusza stabilizuje si¢, cho¢ wartos¢ Mk, do ktorej asymptotycznie dazy ten majatek, zalezy od P. Zwroc
tez uwage, ze czas, po ktorym zalezno$¢ M(t) staje si¢ praktycznie stata, w niewielkim tylko stopniu
zmienia si¢ wraz ze zmianami P.



2.5. Zbadaj wplyw parametru A na przebieg zaleznosci Mj(t). Przekonaj si¢, ze zmiany A powoduja
(podobnie jak dwa poprzednie parametry), iz zaleznos$¢ ta bedzie malejgca, rosngca badz stata. Przekonaj
si¢ takze, ze wartos¢ Mk, do ktoérej asymptotycznie dazy majatek Janusza zalezy od A. Wyprowadz
zwigzek pomigdzy My, P oraz A. Zwrd¢ tez uwage, ze czas, po ktorym zaleznos¢ My(t) staje sie
praktycznie stala, istotnie zmienia si¢ wraz ze zmianami A.

2.6. (*) Przypomnij sobie pojecie czasu potowicznego zaniku (problem informatyczny o funkcji
wyktadniczej oraz paragraf 3.4 w pierwszym tomie podrgcznika). W arkuszu ustaw nastepujace wartosci
parametrow: Mo = 0; A = 0,08/tydzien i P = 160 zl/tydzien. Wypelnij czwartg kolumne tabeli - M(t) -
wartosciami funkcji opisujacej ,,doktadny” przebieg majatku Janusza:

M(t) = (Mo - P/A)-¢™ + P/, )

Wykaz, analizujgc tabele wartosci 1 wykres, ze funkcja ta ma ,,czas polowicznego narastania” Tis.
Rozumiemy przez to czas, po ktérym roznica pomig¢dzy biezacg wartoscig funkcji My(t) a jej warto$cia
koncowa Mk zmaleje dwukrotnie:

Mk - M(t + T12) = 5[Mk -M()].  (6)

Wskazoéwka: przy zaproponowanych wartosciach parametrow T2 ~ 8,66 tygodnia.

A B c D E = G
t M, () AM
1 fydz] | [ | [z 4
Z

2 At [tydz] 0 0 160 0
3 1 1 160 147 154
4 | % > 2 307 135 296
5 3 443 125 427
6 % [1/tydz] 4 567 115 548
T 0,08 8 5 682 105 659
8 |« > ] 787 97 762
9 7 884 89 858
10 Mo [z1] 8 974 82 945
11 0 9 1 056 76 1026
12 | € > 10 1131 70 1101
13 1 1201 64 1170
14 P [ztitydz] 12 1265 a9 1234
15 160 13 1323 54 1293
16 [ £ > 14 1378 50 1347
1C 19 1427 45 1398
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I11. Do pracowni fizycznej

1. Zapoznaj si¢ z fragmentem paragrafu 1.3.6 e-podrgcznika, w ktorym opisany jest problem utrzymywania
sie stalego stezenia izotopu wegla **C w atmosferze. Rozstrzygnij, czy problem ten jest podobny do
zagadnienia Zuzanny (i opisywany jest rownaniem typu (2)) czy do zagadnienia Janusza (i opisywany
jest rownaniem typu (3)). Pokaz analogi¢ pomiedzy tym problemem a wybranym przez Ciebie
zagadnieniem.

2. (*) Zapoznaj si¢ z pojgciem ,,sprz¢zenie zwrotne” (wyszukaj je w encyklopedii lub internecie). Zastanow
si¢ nad r6znica pomiedzy ,,sprz¢zeniem zwrotnym ujemnym’ a ,,sprz¢zeniem zwrotnym dodatnim”.
Rozstrzygnij, ktore z tych pojec¢ pasuje do zagadnienia Zuzanny a ktore do zagadnienia Janusza.

3. ® W porozumieniu z nauczycielem fizyki wyszukaj inne zjawiska, w ktorych wystepuje staly w czasie
»czynnik napedowy”, ktoremu towarzyszy ,czynnik hamujacy” proporcjonalny do wielkosci
charakteryzujacej zjawisko (przyktady: predkos¢ ciata w osrodku lepkim, poruszajacego si¢ pod
wplywem stalej sily ,,napedowej” i sity hamujgcej proporcjonalnej do predkosci; gromadzenie fadunku
na oktadkach kondensatora tadowanego stalym napigciem w obwodzie z opornikiem, temperatura ciata
podgrzewanego stalym w czasie strumieniem ciepta i stygnacego w tempie proporcjonalnym do réznicy
pomiedzy jego temperatura a temperaturg otoczenia). Dla wybranego zagadnienia przygotuj arkusz
opisujacy takie zjawisko, analogiczny do arkusza Janusza. Uzupehnij przygotowany arkusz o kolumng i
wykres, obrazujace zmiany w czasie innej wielko$ci charakterystycznej dla wybranego zagadnienia (np.
w zagadnieniu z ruchem ciata w o$rodku lepkim zbadaj przebyta droge; w zagadnieniu z kondensatorem
zbadaj nat¢zenie pradu tadowania w obwodzie; w zagadnieniu z podgrzewanym cialem zbadaj moc, z
jaka ciato pozbywa si¢ energii na rzecz otoczenia).

4. ™ Jesli w klasie przerabiane juz byto zjawisko samoindukcji (rozdziat 4. trzeciego tomu e-podrecznika)
to rozwigz zadanie 2. (polecenia a-c) z §3.4.4. Nastepnie wykorzystaj arkusz kalkulacyjny do
rozwigzania dalszego ciggu tego zadania:

d) Przyjmij, ze zalezno$¢ natezenia pradu od czasu w obwodzie ma postaé, ktorej wykres zostal
przedstawiony (orientacyjnie) na rys. x.2b:

It)=1_-@1-e"")

gdzie Imax = U/R a 1 = L/R ma interpretacj¢ charakterystycznego czasu narastania natg¢zenia pradu.
Uwaza si¢, konwencjonalnie, ze po uplywie czasu t = 3-t, natezenie pradu praktycznie przestaje
narasta¢. Zwrd¢ uwage, ze w poleceniach ‘a’ i ‘b’ przyjeto, ze nat¢zenie pradu przestato narasta¢ po
uplywie 0,12 s, czyli po czasie t = 3,84 1.

- W arkuszu kalkulacyjnym sporzadz tabele wartosci funkcji I(t) dla t € < 0; n-t>, gdzie n jest
parametrem zadawanym przez uzytkownika (domyslnie n = 3,84). Tabela winna zawiera¢ N wartosci
funkcji (N jest zadawane przez uzytkownika; domyslnie N = 100). Przygotuj arkusz tak, by
uzytkownik mogl wprowadza¢ dowolne wartosci zmiennych U, R oraz L, zawsze podawane w
jednostkach SI. Ocen liczbowo, na ile doktadne jest przyjecie, w poleceniach ‘a’ 1 ‘b’, ze po uptywie
czasu t = 3,841, nat¢zenie pradu praktycznie przestaje narastac.

- W tym samym arkuszu przygotuj wykres I(t). Ocen graficznie, na ile dokladne jest przyjecie,
W poleceniach ‘a’ i ‘b’, ze po uptywie czasu t = 3,84:-1, natezenie pradu praktycznie przestaje
narastac.

- Uzupelnij tabele o niezbedne rubryki (wiersze lub kolumny), ktére pozwolg na obliczanie wartosci
funkcji leina(t)l wraz z wykresem tej funkcji.

- Oblicz $rednia warto$é¢ leing(t) dla n = 3,84 i pordwnaj wynik z wynikami otrzymanymi
W poleceniach ‘a’ i ‘b’. Ktory z trzech wynikow jest najlepszym przyblizeniem $redniej warto$ci
SEM indukcji? Uzasadnij swoje przekonanie.

e) Przyjmij, ze zalezno$¢ wartosci eind od czasu w obwodzie ma posta¢ funkcji wyktadnicze;j:



‘gind (t)‘ = - I—max et
T

- W arkuszu kalkulacyjnym sporzadz tabele wartosci funkcji leing(t) dla t € < 0; n-t>, gdzie n jest
parametrem zadawanym przez uzytkownika (domyslnie n = 3,84). Tabela winna zawiera¢ N
wartosci funkcji (N jest zadawane przez uzytkownika; domys$lnie N = 100). Przygotuj arkusz tak, by
uzytkownik mogt wprowadza¢ dowolne wartosci zmiennych U, R oraz L, zawsze podawane w
jednostkach SI.

- Oblicz, na podstawie tabeli, $rednig wartos¢ leina(t)| dla n = 3,84; zastosuj przy tym procedure, w
ktorej obliczysz pole powierzchni pod wykresem leina(t)| 1 pole to podzielisz przez dtugosé
przedziatu czasu:

warto$¢ §rednia funkcji w zadanym przedziale =

(pole powierzchni pod wykresem funkcji w tym przedziale) / (dtugos¢ przedziatu)

- Poréwnaj wynik z wynikami otrzymanymi w poleceniach ‘a’, ‘b’ i ‘d’. Ktory z czterech wynikow jest
najlepszym przyblizeniem $redniej wartosci SEM indukcji? Uzasadnij swoje przekonanie.

f) Zastosowanie rachunku catkowego pozwala wyprowadzi¢ nastgpujacy, doktadny wzor na $rednig
warto$é leina(t)! :

‘gind (t)

sr

:!-(1—e‘”)
n

Poréwnaj ten wynik z wynikami uzyskanymi w poleceniach ‘a’, ‘b’, ‘d’ i ‘e’.



Komentarze, wskazowki, rozwigzania

1. Sprawy majatkowe Zuzanny i Janusza sg pozornie odlegle od rzeczywistosci zjawisk fizycznych. Ale
tylko pozornie, w e - podreczniku oméwiono problem statego stezenia izotopu wegla *C. Skoro ten
izotop caly czas si¢ rozpada, to musi by¢ istnie¢ czynnik, ktory powoduje ciagte dostarczanie tego izotopu
do atmosfery. Tym czynnikiem jest promieniowanie kosmiczne, a $ciSle promieniowanie stoneczne,
niosace strumien wysokoenergetycznych neutronéw. Co ciekawe, zwickszanie ilo$ci izotopow wegla 14C
powoduje zwiekszenie szybkosci ich ubywania. Wskutek tych procesow zawarto$é izotopu wegla “C w
atmosferze jest stata w skali kilku tysigcy lat.

Przyjrzyjmy si¢ teraz finansom Zuzanny i Janusza.

2. Na poczatek finanse Zuzanny.

Gdy oprocentowanie majatku Zuzanny jest takie, ze odsetki sg mniejsze od tygodniowych wydatkow to jej
majatek bardzo szybko bedzie male¢.

At [tydz]
1
£ >
» [1/tydz]
0,0 10
£ >
Mo [zf]
10081
£ >
W [zlitydz]
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£ >
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Ale Zuzanna moze okazac si¢ rozsadng osobg 1 jej tygodniowe wydatki beda mniejsze od przyrostu odsetek
na koncie. W takim przypadku jej majatek bedzie wzrastat.

At [tydz]
1
¢ >
2 [1/tydz]
0,01 10
¢ >
Mo [zi]
10081
¢ >
W [ziitydz]
60
€ >
14000 -
&
iiiiii
12000 [z4] ‘..""*!i‘ﬂ'
gaee
..iiiii
iiiiiiii
mﬂm:mn!-ii--ai-ivi
8000
£ 000
4000
2000
t
[tydz]
o ; . | | | I
a 10 20 - - - ;

Nietrudno zauwazy¢, ze gdy Zuzanna bedzie wydawac tyle, ile w ciggu tygodnia bedg wynosity odsetki, to
jej majatek nie bedzie ulegal zmianie.



At [tydz]

£ >
% [itydz]
0,004 4
£ >
Mo [z]
10000
£ >
W [zttydz]
40

£ >

12000
Mz (t)
10000 1I"'""m"-'"""“"""'“""""“"""“""ﬂ""""—
B000
6000
4000
2000
t
ﬂ T T T T T [tNI] 1
[} 10 20 30 40 50 60

3. A teraz Janusz.

Nieco inna sytuacja jest z majatkiem Janusza. Obserwujemy u niego wzrost majatku, ale niejednostajny,
gdyz kazdego tygodnia wydaje pewien jego procent. Jednak po pewnym czasie obserwujemy wyrazng
stabilizacj¢. Majatek Janusza osigga pewng warto$¢ 1 pomimo statych dochodéw nie ulega zmianie, gdyz
stabilizujg si¢ takze wydatki.
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W tym przypadku ten ustabilizowany stan przypada na kwote 2000 zt.
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A w tym przypadku jest to kwota nieco ponad 500 zt. Jest ona mniejsza od poprzedniej, gdyz przy takich
samych przychodach zwigkszyly si¢ wydatki Janusza, ale i tym razem obserwujemy ustabilizowanie si¢
majatku na pewnym poziomie.

4. Zwroémy uwage na wykladniczy charakter stabilizacji majatku Janusza.

Pamigtamy podobna krzywa w czesci I e-podrecznika. Tam jednak obrazowala ona wyktadniczy spadek
liczby jader izotopoéw promieniotworczych.
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Tutaj natomiast obserwujemy wyktadnicze narastanie gotowki :).

W przyktadzie z fizyki jadrowej wprowadziliSmy czas potowicznego rozpadu. Tutaj analogiczng wielko$¢
nazwiemy czasem potowicznego wzrostu, albo przyrostu czy narastania.

Przypomnijmy zatem, ze czas potowicznego rozpadu okresla czas po ktorym rozpadowi ulegnie potowa
jader izotopu. W naszym przypadku czas potowicznego narastania, to bedzie czas po ktérym rdznica
miedzy majatkiem koncowym a majatkiem biezacym zmaleje dwukrotnie.

W naszej tabeli majatek koncowy Mk = 1996 zi. Majatek biezacy np. w trzecim tygodniu wynosit 427 zt.
Réznica zatem wnosi 1569 zt. Roznica zmniejszona dwukrotnie czyli 784,5 zl bedzie w tygodniu
jedenastym, czyli czas potowicznego narastania wynosi okoto 8 tygodni.

[Mo-

t Mz (t) AM Wil exp(i*t)

[tydz] [z1] [z1] + Wi

[z1]

0 0 160 0

1 160 147 154

2 307 135 296

3 443 125 427

4 567 115 548

5 682 105 659

5] 787 a7 762

7 884 89 858

8 a74 82 945

9 1056 78 1026

10 113 70 1101

il 12M 64 1170

12 1265 59 1234

13 1323 54 1293




t Mz (t) AM
[tydz] [zi] [zi]
[zi]
0 0 160 0
1 160 147 154
2 307 135 296
3 443 125 427
4 56T 115 548
5 £82 105 659
5 787 97 762
7 884 89 858
8 974 82 945
g 1056 76 1026
10 1131 70 1101
11 1 201 B4 1170
12 1265 59 1234
13 1323 54 1293
14 1378 50 1347
15 1427 46 1 398
16 1473 42 1 444
17 1515 39 1487
18 1 554 36 1526
19 1 590 33 1 563]
20 1623 30 1 506
21 1 RR3 2R 1 R27

3. tydzien, 1969 - 427 = 1542
11. tydzien. 1969 - 1170 =799
19. tydzien, 1969 - 1563 = 406

Widzimy, Ze czas narastania wynosi okoto 8 tygodni po ktorych r6znica miedzy biezagcym stanem majatku,
a stanem koficowym zmniejsza si¢ okoto dwa razy.

Na ponizszym rysunku roznice te oznaczono symbolami r3, 11 i 9.
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Problem komputerowy dla modut I rozdziat 3 paragraf 3
Multimedialnego Podrgcznika z Fizyki

,Szereg promieniotwdrczy”

I. Z pracowni fizycznej.

1. Naturalne szeregi promieniotworcze.

W paragrafie 3.3 pierwszego tomu e-podrgcznika oméwiono problematyke wystepowania na Ziemi
naturalnych izotopéw promieniotworczych. Podlegaja one przemianom o lub 3, z bardzo réznymi czasami
potowicznego zaniku Ty (to ostanie pojecie jest omoéwione w §3.4, wraz z pojeciem statej zaniku
promieniotworczego A). Tak jak cata ziemska materia, izotopy te powstaty w wybuchu masywnej gwiazdy
na dlugo przed uformowaniem Uktadu Stonecznego. Z kolei od czasu powstania Stonca i planet - w tym
Ziemi - min¢to na pewno 4,5 miliarda lat. Gdy wiec zadajemy pytanie o obecno$¢ na Ziemi izotopow
dhugozyciowych (o czasach potowicznego zaniku poréwnywalnych z wiekiem Ziemi), np. uranu 228U (T1/
= 4,5 mid lat) czy toru 22Th (T1z = 13,9 mld lat), to odpowiedz jest oczywista. Od poczatku uformowania
Ziemi jaka$ czg¢$¢ jader atomowych takich izotopow ulegla przemianie, pozostale jeszcze nie.

Istniejg jednak na Ziemi naturalne izotopy krotkezyciowe, ktorych czasy potowicznego zaniku sg rzedu
lat, dni, godzin, sekund a nawet mniej. Jak to jest mozliwe, ze jadra atomowe takich izotopow nie ulegly
praktycznie catkowitemu rozpadowi od czasu uformowania Ziemi? Odpowiedz na to pytanie wigze si¢ z
istnieniem tzw. szeregow (,rodzin’) promieniotworczych 1 wystepowaniem w nich réwnowagi
promieniotworczej pomiedzy izotopem poczatkowym w szeregu (,,0ojcem rodziny”) a pozostatymi
izotopami. Przyblizymy sobie to poj¢cie na przyktadzie zaczerpnigtym ze $wiata finansoéw.

2. Dwuosobowa rodzina ,.promieniotwércza’.

Przypomnij sobie pierwsza historyjk¢ o Zuzannie i1 Januszu, rodzenstwie, ktore dostalo prezent
urodzinowy w postaci niematej gotéwki. Janusz postanowil wtedy, ze bedzie co tydzien wydawal taka
sama czgs¢ A swoich biezacych zasoboéw (A = 0,1/tydzien). W efekcie, po roku Janusz byt praktycznie bez
grosza. Rodzice, widzac te sklonnosci syna, w kolejne urodziny zmienili zasady: kwote w wysokosci Do
nalezng Januszowi przekazali w depozyt jego siostrze. Zalecili jej, by pod koniec kazdego tygodnia
przekazywala bratu zawsze takg sama czgS¢ Ap pozostajacego depozytu D (ustalono, ze Ap bgdzie rowne
10% na tydzien - tak jak Janusz ustalit w poprzednim roku dla swoich wydatkow). Przekazanymi srodkami
Janusz moze dysponowac¢ dowolnie.

Nieco upokorzony Janusz (kto by nie byl w jego sytuacji?) postanowit, ze zrobi wszystkim na zto$¢ 1
bedzie wydawat w kazdym tygodniu okreslong czg$¢ swojego majatku M, ale znacznie wigksza niz w
poprzednim roku. Ustalil wigc sobie, ze tempo wydawania przez niego pieniedzy wynosi¢ bedzie A; =
0,25/tydzien (oznacza to, ze Janusz wyda - w kazdym tygodniu - jedng czwartg pienigdzy, jaka mial na
poczatku tygodnia!).

Na podstawie tego opisu mozemy sformulowa¢ nastgpujace dwa roéwnania, ktére pozwola
zaprogramowac arkusz przedstawiajagcy w funkcji czasu stan zarzadzanego przez Zuzanng depozytu D(t)
oraz stan majatku Janusza M(t):

AD = -hp'D-At (1)
AM = -AD - A M-At )

Pierwsze rownanie opisuje wyktadniczy zanik depozytu w funkcji czasu. Cotygodniowa zmiana
wysokosci depozytu AD jest bowiem ujemna. W drugim rownaniu uwzgledniono dwa przyczynki do
zmiany majatku M, jakim dysponuje bezposrednio Janusz. Pierwszy skladnik po prawej stronie rownania
(2) jest dodatni (bo AD jest ujemne); opisuje on fakt, ze ile pienigdzy ubylo z depozytu, tyle zostaje
przekazane przez Zuzke Januszowi. Drugi czton, ujemny, opisuje wydawanie pieniedzy przez Janusza. Na
tej podstawie mozemy przewidywacé, ze majatek Janusza M(t) moze zaréwno rosna¢ jak i malec.



Warto zwréci¢ uwage, ze stosunek Ai/Ap rowny 2,5 oznacza, ze czas polowicznego zaniku majgtku
Janusza powinien stanowi¢ 40% (odwrotnos¢ 2,5) czasu potowicznego zaniku depozytu u Zuzanny. Tak
byloby, gdyby Janusz wydawat posiadany majatek w oderwaniu od tego depozytu. Okaze si¢ jednak, ze
charakter zaniku M(t) bedzie inny niz oczekiwany; wigze si¢ to z osiggnigciem przez ten majatek swoistej
rownowagi z depozytem D(t), od ktérego pochodzi.

3. Co jeszcze tak dziata?

W trzeciej czeSci ¢wiczenia objasnimy szczegdétowo, na czym polega réwnowaga w szeregu
promieniotworczym. RoOwnowaga ta nie jest jednak wylaczng cecha takich szeregow. Wystepuje ona
zarobwno w przyrodzie jak 1 w technice, w wielu uktadach, w ktorych wyodrgbnia si¢ podukiad
,hadrzedny” (zasilajacy, sterujacy) oraz ,,podrzedny” (zasilany, sterowany). Ten ostatni ma pewne cechy
wlasne, wynikajace z jego fizycznych wlasciwosci albo technicznej konstrukcji. W naszym przyktadzie
takim zasilanym poduktadem jest majatek Janusza. Jego cechg wlasng jest czas polowicznego zaniku M(t),
wynikajacy z podjetej przez Janusza decyzji o wartosci Aj. Jednak istnienie poduktadu zasilajacego - u nas
jest to depozyt - powoduje, ze poduktad zasilany ,zatraca” wilasng cechg, przejmujac ja od uktadu
zasilajacego. Jest to niezalezne od stanu poczatkowego obu uktadéw, jesli tylko stan ten pozwoli na
osiggnigcie rOownowagi.

Mozna to zilustrowaé na przykladzie dwoéch stozkowych lejkéw. Tempo
wyplywu wody z kazdego z nich jest tym wieksze, im wigcej jest w nim wody.
Jednak tempo to zalezy takze od innych cech lejka, w tym od szeroko$ci wylotu.
Nie ma watpliwosci, ze czas charakterystyczny t1 wyplywu wody z lejka na rys. 1
jest dluzszy od tak samo rozumianego czasu t2 lejka na rys. 2. - gdy lejki te
napetnimy do tego samego poziomu i gdy woda z nich wyplywa niezaleznie. Gdy
jednak bedziemy zasila¢ lejek 2 woda z lejka 1 (rys.3), to po osiagnigciu stanu
rownowagowego, woda z lejka 2 wyplywaé bedzie w takim samym tempie jak z
lejka 1.

Rvs Rvs 2 Rys. 3.
Leiek z



1. W pracowni informatycznej.

1. W pustym arkuszu przygotuj pie¢ komorek na wprowadzanie warto$ci parametrow zagadnienia (w
nawiasie podano proponowane wartosci domyslne): kroku czasowego (At = 1 tydzien), wspotczynnika
cotygodniowej wyptaty z depozytu (Ap = 0,1/tydzien, czyli 10% na tydzien), poczatkowe] wartosci
depozytu (Do = 1000 zt), wspotczynnika cotygodniowego wydatkowania pieni¢dzy przez Janusza (Ay =
0,25/tydzien), poczatkowej warto$ci majatku Janusza (Mo = 0).

2. Przygotuj tabele zawierajaca:
- kolumng biegnacego czasu, z krokiem At, powinna ona obejmowac¢ okoto roku;
- kolumng stanu depozytu D(t);
- kolumne (pomocnicza) tygodniowej zmiany depozytu AD, obliczanej wedtug wzoru (1);
- kolumne stanu majatku Janusza M(t);
- kolumne (pomocniczg) tygodniowej zmiany majatku AM, obliczanej wedlug wzoru (2);

t D (g AD M (t) AM
[tydz] 2] (1] (21 (1]
0 =A7 =-D27$AS5"$AS3  =SAS11 =-$F27$AS9"SAS3-E2

=C2+3A83=D2+E2 =-D3*SA$5"SAS3 =F2+G2 =-$F3*SAS9*SAS3-E3

3. Sporzadz wspolny wykres zaleznosci D(t) oraz M(t). Zwro¢ uwage, ze majatek Janusza z poczatku
ro$nie, po czym zaczyna male¢. Objasnij ten fakt.
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4. Zmieniaj warto$¢ poczatkowa depozytu. Przekonaj si¢, ze zmiana ta nie wptywa znaczaco na przebieg
majatku M(t).

5. Zwigkszaj majatek poczatkowy Janusza (w granicach Mo < Dg). Opisz zmiany w przebiegu M(t)
wywolane zwigkszaniem Mo.

6. Zmieniaj warto$¢ wspotczynnika Ap (W granicach Ap < A;). Opisz skutki zwigkszania i zmniejszania Ap
dla przebiegu M(t). Czy uwazasz, ze sytuacja, w ktorej M(t) staje si¢ wigksze niz D(t), jest paradoksalna
lub wrecz niemozliwa w rzeczywistosci?

7. Zmieniaj warto$¢ wspotczynnika Ay (w granicach Ap < Aj). Opisz skutki zwigkszania i zmniejszania A,
dla przebiegu M(t). Czy uwazasz, ze sytuacja, w ktorej M(t) staje si¢ wigksze niz D(t), jest paradoksalna
lub wrecz niemozliwa w rzeczywisto$ci?



Przygotuj suwaki do ptynnej zmiany wskazanych wartos$ci. Jak tworzy¢ suwaki opisane jest w tresci lekceji
24.
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lsaniZej wykresy zalezno$ci D(t) oraz M(t) po zmianie warto$ci poczatkowych.
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I11. Do pracowni fizycznej.
1. Zapoznajmy sie z dzialaniem modelu.

Przyjrzyjmy si¢ tabeli zapisanej w arkuszu, a nast¢pnie popatrzymy jak dziala nasz model.

Ustalmy depozyt dla Janusza, ktéry jest u Zuzanny na 1000 ztotych. Ustalmy tygodniowg wyptate dla
Janusza w wysokosci 10% aktualnego depozytu. Majatek Janusza bedzie wzrastat:

100, 190, 271, ... Gdyby Janusz nie wydawat pieni¢dzy, to po pewnym czasie caty depozyt znalaztby si¢ w
jego kieszeni. Zwrdéémy jednak uwage (tabela), ze nawet po roku, jeszcze skromna czg$¢ jego majatku
znajduje si¢ u Zuzanny.

40 15 71 985 1
41 13 7 987 1
42 12 7 4 988 1
43 11 7 1 989 1
44 10 7 A 990 1
45 g 7 4 994 1
46 a oA g2 1
47 7 7 4 993 1
43 g 7 994 1
49 g 7 A 994 1
50 5§ " 995 1
51 5 "0 995 0
52 4 "0 996 0
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Dajmy teraz szans¢ Januszowi wydawac¢ pienigdze. Ustalamy, ze Janusz jest oszczedny, nie wydaje
wszystkich pieniedzy, ktore otrzyma. Mamy mozliwo$¢ obserwacji jak zmienia si¢ jego majatek gdy
tygodniowo wydaje od 1% do 30% kwoty, ktorg posiada. W kazdym przypadku obserwujemy wzrost
majatku Janusza, ale tylko do pewnego czasu. Popatrzmy na kilka przypadkow:

Janusz bardzo oszczedny - A; = 1% na tydzien




W 27 tygodniu jego majatek osigga maksimum réwne 782 zt (tabela).
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Janusz mato oszczedny - Ay = 30% na tydzien

A teraz zaldézmy, ze Janusz wydaje w kazdym tygodniu 30% kwoty, ktorg posiada. W tym przypadku,
maksimum zostaje osiggni¢te juz po 5 dniach (a wigc wezesniej niz w przypadku ,,0szczgdnego™ Janusza).
Warto$¢ w maksimum wynosi jedynie 213 ztotych i jest nizsze niz w poprzednim przyktadzie - jak zreszta
mozna byto oczekiwac.
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Widac¢ stad, ze na poczatku obserwujemy wzrost majatku Janusza, jednak w zwiazku z tym, ze wydaje on
pieniadze, to pewnym czasie jego majatek zaczyna male¢. Nie moze rosnag¢ w nieskonczonos¢ gdyz
depozyt pozostawiony w gestii Zuzanny topnieje.

2. Osiaganie rOwnowagi.

W obu ostatnich przyktadach mozemy zaobserwowac ciekawa prawidlowos¢. Nastepuje ona po
osiggni¢ciu maksimum i polega na tym, ze co pewien okres czasu majatek Janusza maleje o potowe. Jest
to zwigzane z osigganiem przez funkcje M(t) swoistej rownowagi z funkcjg D(t).

Przypomnijmy (§3.4 1. tomu e-podrecznika), ze czas potowicznego zaniku Ti, zwigzany jest z
parametrem A zwigzkiem odwrotnie proporcjonalnym:

In(2)
Tp =
A
Poniewaz In(2) =~ 0,693, to dla domysInych wartosci Ap i Aj uzytych w arkuszu uzyskamy przyblizone
warto$ci czasow potowicznego zaniku Tp ~ 7 tygodni i T; ~ 2,8 tygodnia.

Osigganie rownowagi pomi¢dzy majatkiem Janusza a depozytem u Zuzanny mozesz przesledzi¢
wykonujac ponizsze polecenia. Po stwierdzeniu kazdej prawidlowosci, zapisz wniosek z niej wynikajacy
dla tempa zaniku D(t), M(t) 1 dla osiggania stanu réwnowagi M(t) z D(t). Mozesz zacza¢ od przejrzenia
kilku przyktadowych realizacji i komentarzy do nich.

2.1 Sprawdz (skorzystaj raczej z tabeli niz z wykresu), ze stan depozytu wykazuje nastepujaca
prawidtowos$¢: jesli wezmiemy wartos¢ D(t) w dowolnym tygodniu, to po siedmiu tygodniach
warto$¢ ta spadnie - w rozsadnym przyblizeniu - do potlowy wartosci sprzed siedmiu tygodni. Jest to
prawidtowos$¢ charakterystyczna dla zaniku wyktadniczego.

2.2 Zbadaj (skorzystaj takze z tabeli), czy zalezno$¢ M(t) ma opisang wyzej wlasnos¢ (przyjmij Mo = 0).
Sprobuj znalez¢ taki tydzien, w ktorym M(t) stanowi - w rozsagdnym przyblizeniu - potowe wartosci
M sprzed okolo trzech tygodni (T = 2,8 tygodnia). PrzeprowadZz podobne proby przy innych
warto$ciach Mo (Mo < Do). Twoje proby zakoncza si¢ zapewne niepowodzeniem.

2.3 Powtorz powyzsze badanie (zacznij od Mo = 0 i tez skorzystaj raczej z tabeli), ale tym razem szukaj
takiego tygodnia, w ktérym M(t) stanowi - w rozsadnym przyblizeniu - potowe wartosci M sprzed
siedmiu tygodni. Przeprowadz podobne proby przy innych wartosciach Mo (Mo < Do). Tym razem,
Twoje proby zakoncza si¢ zapewne sukcesem. Takich tygodni znajdziesz wiele (tak jak w punkcie
1.1), cho¢ nie od samego poczatku procesu, lecz po uptywie kilkunastu (moze dwudziestu kilku)
pierwszych tygodni 1 na pewno po osiggnieciu przez M(t) swojej maksymalnej wartosci.

2.4 Powtorz obserwacje z punktu 5. drugiej czgsci ¢wiczenia (tu sprobuj skorzysta¢ z wykresu). Zwroé
uwage, ze wartos¢ Mo wptywa na przebieg M(t) tylko w pierwszej czesci roku. Po kilkunastu (moze
dwudziestu kilku) pierwszych tygodniach wptyw Mo na przebieg M(t) przestaje by¢ praktycznie
zauwazalny.

Przyvkladowe realizacije.

Ustawmy parametry naszej symulacji tak: Depozyt poczatkowy - 1000 zt, wydatki Janusza - 19% na
tydzien. Otrzymamy takie wykresy:
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Po okoto 20 tygodniach nastepuje wrecz zréwnanie wartosci depozytu i majatku.

Popatrzmy na zawartos$¢ tabeli D(t).
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Zauwazmy pewng prawidtowos¢. Depozyt caty czas maleje, ale w szczegolny sposob. Co siedem dni
warto$¢ depozytu zmniejsza si¢ mniej wiecej o potowe. W tabeli zaznaczono to kolorami zottym (tygodnie
2.,9., 16., itd.) oraz zielonym (tygodnie 5., 12., 19., itd.).

Czy tak samo zachowuje si¢ majatek Janusza? Tak, ale dopiero od chwili, gdy depozyt i majatek zaczynaja
jednakowo male¢, co zaznaczono kolorem niebieskim:
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A teraz, zat6zmy, ze Janusz na poczatku roku dysponowat pewnym kapitatem Mo. Popatrzmy jak bedzie
zmieniat si¢ jego majatek w czasie.

Jako wzorzec wezmy Mo = 0 zt
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Zbadajmy Mo = 100 zt
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Zbadajmy tez Mo = 500 zt
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3. Kilkuelementowa rodzina promieniotworcza.

Przeprogramuj swoj arkusz tak, by uzyskaé ilustracje¢ sytuacji bardziej zblizonej do rzeczywistych
szeregdw promieniotworczych. Oprocz depozytu u Zuzanny i majatku Janusza wprowadz jeszcze dwie
zmienne M i Ms. Przyjmij dla nich parametry A i A3 (uszanuj zasade, ze Ap jest najmniejsze ze
wszystkich A) oraz poczatkowe wartosci Moz | Moz rowne zero. Dla kazdej ze zmiennych przygotuj dwie
kolumny: wartoS$ci tej zmiennej i cotygodniowej jej zmiany. Zmiang te oblicz zgodnie ze wzorem (2),
odpowiednio ,,przesunietym”. Dodaj wykresy nowych zmiennych do juz istniejacego wykresu.

D] My[t] M(t]

t [tydzien]

3.1 Zbada; wplyw wartos$ci poczatkowych na przebieg wykresow M(t). Zauwaz, ze podobnie jak
wczesniej, zmiany te s zauwazalne tylko w pierwszych tygodniach.

3.2 Zbadaj wpltyw warto$ci A na przebieg wykresow M(t). Zweryfikuj hipoteze: ,,Im wieksza wartos¢ A
ma izotop rodziny promieniotworczej, tym jego zawarto$¢ wsrdd innych izotopdw jest mniejsza”.

4. Rzeczywisty szereg promieniotworczy - uranowy ..4n + 2.

Izotop uranu Z8U jest poczatkiem szeregu promieniotworczego, ktorego wszystkie izotopy maja
wspolng ceche: ich liczby masowe A sg podzielne przez cztery z reszta dwa (stad nazwa ,4n + 27). W



tabeli pokazano kilka pierwszych i ostatnich izotopow tego szeregu - zajrzyj do internetu, jesli interesuje
Cig¢ caly szereg czy pozostate trzy szeregi. W tabeli podano tez nazwe przemiany prowadzacej do
nastepnego cztonka rodziny oraz przyblizony czas polowicznego zaniku dla izotopu wyjsciowego. Warto
zwréci¢ uwage, ze szereg ten w kilku miejscach si¢ rozgalezia - niektére izotopy podlegaja zard6wno
przemianie o jak i .

o —> B~ — B~ — o —> o —>
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2U 45100 "olh |244ani | 2P2 |12 2 25105 wlN |g 10
lat min lat lat
B~— o—>
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Zwr6¢ uwage na olbrzymig rozpigtos¢ czasdw polowicznego zaniku izotopéw w tym szeregu. Zastanow
si¢ nad mozliwoscig zaprogramowania ,,lJosoéw” takiej rodziny w arkuszu. Na jakie problemy napotkasz?



Problem komputerowy dla modut Il rozdziat 6 paragraf 1
Multimedialnego Podrgcznika z Fizyki

~Wykres w skali logarytmicznej. Krzywa rezonansowa obwodu RLC.”

I. Z pracowni fizycznej.

W wielu zagadnieniach, nie tylko z zakresu fizyki, mamy do czynienia z zalezno$ciami (funkcjami),
ktorych dziedziny (badz zbiory wartosci) sg bardzo rozlegte. By prawidlowo opisa¢ badane zjawisko,
konieczne jest przesledzenie jego zachowania w zakresie kilku rzedéw wielkos$ci zmiennej niczaleznej.
Przyktadem moze tu by¢ opis glo$nosci styszalnych przez czlowieka dzwigkow (zagadnienie krzywych
izofonicznych, opisane w §5.13 3. tomu e-podrecznika). Zakres styszalnych czgstotliwosci obejmuje trzy
rzedy wielkosci (od kilkunastu hercéw do kilkunastu tysigcy hercow). W takich sytuacjach zastosowanie w
wykresach typowej skali liniowej bywa nieefektywne, gdyz skala taka nie pozwala przedstawi¢ na
wykresie wszystkich istotnych aspektow problemu. Stosuje si¢ wtedy skale logarytmiczna, ktora pozwala
wyeksponowac interesujacy fragment zaleznosci, bez utraty ,,0g6lnego spojrzenia na catos¢”.

Wykonujac proponowane ¢wiczenie przekonasz si¢ o uzytecznosci skali logarytmicznej. Nauczysz si¢
takiego organizowania tabeli i wykresu, by uzyska¢ czytelny obraz badanego zjawiska. Przedstawimy to na
przyktadzie tzw. krzywej rezonansowej obwodu RLC. Zagadnienie to nie jest wprawdzie ujete jako
obowigzkowe w programie nauczania fizyki na poziomie rozszerzonym, ale jest cieckawe 1 pouczajace.
Warto si¢ z nim zapozna¢, gdyz jest ono podstawa wielu zjawisk z zakresu elektrotechniki, radiotechniki i
elektroniki.

1. W rozdziale 3.6 e-podrgcznika opisano podstawowe wlasciwosci obwodow pradu przemiennego.
Ograniczono si¢ tam do omdwienia obwodoéw zawierajacych zrodio napigcia sinusoidalnie zmiennego o
amplitudzie €0 1 czgstosci  oraz tzw. oporu czynnego, czyli opornika o oporze R (paragrafy 3.6.113.6.2
e-podrecznika) . Zaleznos¢ &(t) dana jest rownaniem:

&(t) = €o-sin(wt) Q)

2. W obwdd z napigciem przemiennym mozna takze wlaczyc¢ tzw. E ' -
elementy bierne, czyli kondensator o pojemnosci C (§1.7 e-
podrecznika) oraz zwojnice (cewke indukcyjng) o wspdtczynniku =
samoindukcji L (§4.4 e-podrecznika). Uzyskuje si¢ w ten sposob obwod
RLC (w dalszym ciagu rozpatrujemy jedynie szeregowe polaczenie
opisanych elementow, jak na rysunku obok).

n ~

W obwodzie RLC ptynie prad sinusoidalnie zmienny w czasie, o natezeniu danym rownaniem:
I(t) = lo-sin(ot + @) 2

gdzie:

- lo to amplituda ptynacego pradu,

- ® to czestos¢ zmian pradu (rowna zawsze czesto$ci zmian napigcia),

- ¢ to przesuni¢cie fazowe pomiedzy pradem a napigciem, opisujace fakt, iz przebieg zmian tych
wielkosci nie jest synchroniczny. Brak synchronizacji pradu z napigciem wynika wiasnie z obecnosci w
obwodzie elementoéw biernych L i C.

3. Odpowiednikiem oporu elektrycznego jest cecha elementu biernego zwana jego zawadg 1 oznaczana
symbolem Zc (zawada pojemnosciowa) oraz Z (zawada indukcyjna); zawada wyrazana jest, podobnie
jak opor, w omach. Podstawowa roznica pomiedzy zawadg a oporem polega na tym, ze zawada zalezy



nie tylko od wlasciwosci elementu (jego pojemnosci lub indukcyjnosci) ale takze od czgsto$ci zmian
przylozonego napigcia:

Zc=1/(C-w) oraz ZL=L'® (3)

Nieco nietypowe jest takze wyrazenie podajace wypadkowa zawade elementéw potaczonych szeregowo
- nie jest ona zwykla sumg zawad elementéw sktadowych, lecz wyraza si¢ wzorem:

Zac :\/R2 +(Z, _ZL)Z (4)

4. Z tego wyrazenia wynika zwigzek amplitudy nat¢zenia pradu lo z amplitudg napigcia €0. Ma on postaé
zblizong do prawa Ohma:

€9 €

Zae R*+(Zc-2.)

I, =

(%)

5. Przesunigcie fazowe ¢ wyraza si¢ najprosciej poprzez swoje funkcje trygonometryczne:

COSQ = R ; R = (6)
Zae JR'+(Z 7))
oraz
7 —
tg€0=% )

Ostatni wzor pokazuje, ze przesuniecie fazowe ¢ moze by¢ dodatnie (dla obwoddéw ,,pojemnosciowych”,
w ktorych Zc > Z1) lub ujemne (dla obwodoéw ,,indukeyjnych”, w ktorych Zc < Z.). Wartosci ¢ sa
ograniczone do przedziatu <-m/2; +n/2>, czyli od -90° do +90°.

Na wykresie pokazano sinusoidalny przebieg (t) oraz przesuniety w fazie o ¢ = +n/4 (+45°) przebieg
I(t) w obwodzie ,,pojemnosciowym”.

A

6. Specyficzng cechg obwodu RLC jest mozliwos¢ uzyskania w nim stanu rezonansowego. Polega to na
takim doborze parametrow L, C i @, by zminimalizowa¢ zawadg Zric. Jesli spojrzymy uwaznie na wzor
(3), to zauwazymy, ze gdy Zc = Z. to ZriLc = R. Kazda inna relacja pomi¢dzy Zc i Z, prowadzi do
wzrostu Zric. ROwnos$¢ Zc = Z 0znacza za$, po uwzglednieniu wzoru (2), ze:



2__1
L-C

Przy takim doborze parametréw, nie tylko zawada catkowita obwodu jest minimalna, ale natezenie pradu

w nim ptyngce jest maksymalne, za$ przesunigcie fazowe ¢ = 0. Taki obwdd ,,wyrdznia” czgstotliwosé

dang wzorem (8) - jest on szczegolnie podatny na zasilanie napigciem zmiennym z t3 czestoscia.
Czesto$¢ te nazywa si¢ czestoscig rezonansowg obwodu i oznaczana jest symbolem wo:

@

(8)

Wy = ——= (9)

Ta wlasciwo$¢ obwodu jest wykorzystywana np. w nadajnikach i odbiornikach fal radiowych.

. Odpowiednio programujac arkusz kalkulacyjny zbadasz funkcje Io(®), czyli krzywa rezonansowa
obwodu. Jest to zaleznos¢ amplitudy nat¢zenia pradu w obwodzie RLC od czgstosci napigcia
zasilajacego ten obwdd. Jest ona wyrazona wzorem (5) z uwzglednieniem wzorow (3):

ly=—0 = it (10)
ZRLC \/R2+(1_La))2
Cow

Szczegolnie ciekawym aspektem krzywej rezonansowej jest osigganie przez natgzenie pradu
maksymalnej warto$ci przy o = wo.



1. W pracowni informatycznej.

Wstep.
Przygotuj arkusz kalkulacyjny zgodnie z nastepujacymi wskazowkami. Arkusz ten bedzie nastepnie
kopiowany i odpowiednio modyfikowany dla potrzeb kolejnych czgsci ¢wiczenia.

1. W pierwszej kolumnie przygotuj komorki do wprowadzania warto$ci parametrow zagadnienia (w

nawiasach podano wartosci domyslne i sugerowany zakres dopuszczalnych wartosci):

- amplitudy napigcia zmiennego €o (10 V, nie ma merytorycznej potrzeby zmieniania wartosci tego

parametru);
- oporu R (10 Q, od 0,1 Q2 do 1000 Q);
- wspotczynnika samoindukcji cewki L (0,001 H, od 10 H do 1 H);
- pojemnosci kondensatora C (10° F, od 10° F do 102 F);
- w kolejnej komorce program oblicza warto$¢ czgstosci rezonansowej obwodu wo (wzor (9));

W, = L Al15: ==1/PIERWIASTEK(A9*A13)
JL.-C
- pod nig przygotuj komorke ,,krok ©”; bedzie ona zawierata wielko$¢ stuzaca do zmieniania
warto$ci o dla potrzeb wykresu i bedzie r6zna w réznych czeéciach ¢wiczenia. W pierwszym
arkuszu ,.krok ®” wynosi jedng dziesiata wartosci wo.

Al8: =A16/10

Do zmiany zakresow wartosci R, L i C uzyj paskow przewijania.
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Ustawienie paskéw przewijania.

Poniewaz parametry paskow moga przyjmowac tylko wartosci catkowite dodatnie w celu uzyskania
wilasciwych danych do rozwigzania zadania nalezy wykona¢ dodatkowe czynnosci.

W arkuszu ,,dane wejsciowe” przygotuj tabelg:



R [&] L [H] C[F]
min 0.1 0,000001] 0,000000001
max 1000 1 0,001
przyrost 0.1 0,001 0,000001

Wartosci ustawione w paskach przwewijania

min 1 1 1
max 10000 1000 1000
preyrost 1 1 1

== | = | = [ = | =
mhmm_‘cmmwmmhwm—n

Wartosci maksymalne paskow obliczone sg na podstawie wzoru

(max-min)/przyrost

i danych z komoérek B4:D6

Poniewaz otrzymane wartosci dla L 1 C nie sg liczbami catkowitymi do wynikow zostata dodana liczba

0,001.
Wielko$¢ max dla R zostata powigkszona o 1

2. Kolejne kolumny arkusza to tabela zawierajaca obliczane wg wzordéw warto$ci

B14 - 5
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o [1/s] zawiera 20 wartoSci tej zmiennej. Rozmies¢ je wedlug nastepujgcego przepisu:
- w wierszu 12. kolumny umie$¢ warto$¢ mo;
Clz: =A16

- w dziewieciu komorkach wezesniejszych (do wiersza 2) umies¢ wartosci coraz mniejsze od o,
kazdorazowo o , .krok o”;

C11: =C12-$A$18

- w dziesigciu komoérkach pozniejszych (do wiersza 21) umies¢ wartosci coraz wigksze od 0,
kazdorazowo o , krok o”;

C13: =C12+$A%$18

- wiersz 11 tabeli warto wyr6zni¢ (np. kolorem) - opisuje on stan rezonansowy obwodu.

Takie zorganizowanie kolumny o zapewnia, ze bez wzglgdu na zmiang warto$ci parametréw L i
C, najbardziej interesujaca cecha krzywej rezonansowej - jej maksimum - zawsze znajdzie sig
wewnatrz dziedziny wykresu.

Zc [Q]- kolumna (pomocnicza) zawady pojemnosciowej ZC wypetniona zgodnie ze wzorem (3);
D3: =1/($A$13*C3)

Z. [Q]- kolumna (pomocnicza) zawady indukcyjnej ZL takze wypetniona zgodnie ze wzorem (3);
E3: =$A$9*C3

ZrLc [Q] - kolumna (pomocnicza) zawady catkowitej ZRLC wypetniona zgodnie ze wzorem (4);
F3: =PIERWIASTEK($A$5"2+(D3-E3)"2)

10(w) [A]- kolumna amplitudy nat¢zenia pradu Io(®) wypetniona zgodnie ze wzorem (5).

G3: =3%$A%3/F3

Rozwaz sformatowanie wszystkich komorek zawierajacych liczby jako komorki z kategorii
,haukowe”, zachowujac dwie (gora trzy) cyfry po przecinku. Dzigki temu ich wartosci beda
wyswietlane jako liczby typu x,yy- 10" - ulatwia to ich odczyt.

. Sporzadz wykres zaleznosci Io(®).

0.1E+00

lo(m) [A]
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Czes¢ 1. Wykres w skali liniowej.

1.1. Pobiezny oglad wykresu, uzyskanego na podstawie wartosci domys$lnych parametréw, pokazuje
wprawdzie oczekiwany ksztalt krzywej rezonansowej, ale pozostawia pewien niedosyt. Zwrde
uwage, ze maksimum natezenia pradu w punkcie ® = wo jest wyraznie widoczne, ale malenie tego
natgzenia jest albo istotnie niesymetryczne w obu kierunkach albo ,,niedopracowane graficznie”. Nie
da sie tez w sposob przekonujacy okresli¢ zachowan tego natezenia na koncach dziedziny.

- Mozna sobie wyobrazi¢ (na podstawie wykresu), ze gdy o dazy do zera, to Io(w) takze zbiega do
zera. Brakuje jednak punktu, ktory by o tym jednoznacznie przekonywal. Dostawienie w tabeli
takiego punktu metoda kolejnego odjecia ,.kroku ®” spowodowaloby osiggni¢cie przez zmienng ®
wartosci zero - ta jednak lezy poza dziedzing funkcji (10).

- Trudno sobie wyobrazi¢ jak przebiega Io(w), gdy o staje si¢ duzo wigksze od wo. Mozesz
sprobowac uzupetnié¢ tabele o 10-20 punktow obliczonych metoda dodania ,kroku ®”. Efekt nie
bedzie w pelni zadowalajacy: wraz ze wzrostem informacji o charakterze malenia Io(w) przy duzych
warto$ciach o, coraz mniej szczegotoéw wida¢ w okolicach samego maksimum.

0.1E+00

lo(w) [A]

0.1E+00 -

8.0E-02 -

6.0E-02 -

4.0E-02 -

2.0E-02 -

 [1/s]

0.0E+00 T T T T T T T
0.0E+00 0.2E+04 0.4E+04 0.6E+04 0.8E+04 1.0E+04 1.2E+04 1.4E+04 1.6E+04

1.2. Powrd¢ do ustawien domyslnych i zwigkszaj wartos¢
oporu R kolejno 0 10 Q. Przekonaj sie, ze wykres staje
si¢ coraz mniej wyrazisty, a dla wartosci R powyzej 50
Q) nie mozna wrecz rozpozna¢ charakterystycznego
ksztattu krzywej rezonansowej (rys. 1). Tu nie pomaga
nawet zabieg poszerzenia dziedziny opisany w
poprzednim punkcie - nie da si¢ w ten sposob
odtworzy¢ charakterystycznego  ,,wyplaszczenia"
krzywej dla @ < mo.

rys. 1.



Czes$¢ 2. Alternatywne okreslanie dziedziny wykresu: od skali liniowej do logarytmicznej.

2.1

2.2

Skopiuj poprzedni arkusz do nowego; przywro¢ ustawienia domyslne. W komorce ,,krok o wpisz
liczbe 1,6 (lub zblizona, z okolic 1,2 - 2,0). Liczba ta postuzy do konstrukcji kolumny zmienne;j
niezaleznej ®. Tym razem jednak zastosujemy inng procedurg: zamiast odejmowac ,,krok ®”
(wyrazony jako utamek mo) od wo, bedziemy t¢ ostatnig wielkos¢ dzieli¢ przez bezwymiarowy
wspotczynnik ,.krok @” tylekro¢, ile chcemy wypetni¢ komorek w gore kolumny (w naszym
przyktadzie 9 komorek). Analogicznie, zamiast dodawac ,,.krok ®” do wo, bedziemy te ostatnig
wielko$¢ mnozy¢ przez ,.krok ®” tylekro¢, ile chcemy wypetni¢ komoérek w dét kolumny (w
naszym przyktadzie 10 komorek). Wprowadz te zmiany do kolumny .

C11: =C12/$A$18
=Al6
C13: =C12*$A$18

W ten sposob definiujemy dziedzing zmiennej @ za pomocg ciggu geometrycznego o ilorazie ,,krok
®”. Dla dwudziestu wyrazow ciag ten ma rozpigtos¢ prawie czterech rzedow wielkosci (to dla
ilorazu 1,6 - mozesz sprawdzi¢, ze 1,6 to prawie osiem tysiecy). Nawet niewielkie zmiany
wartos$ci ,.krok ®” spowodujg spore zmiany w rozmiarze dziedziny naszej funkcji - sprawdz to dla
wartosci 1,2 i dla 2,0.

Uzyskany efekt - w postaci wykresu - zdecydowanie nie jest zadowalajgcy. Tak szeroka dziedzina
o, okre$lona za pomocg ciggu geometrycznego, nie nadaje si¢ na o$ zorganizowang w skali
liniowej.

0.1E+00

lo(w) [A]

0.1E+00 -

8.0E-02
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W okienku ,,Formatowanie osi x”, w zaktadce ,,skala” zaznacz ,,skala logarytmiczna”. Przyjrzyj si¢
uwaznie nowej organizacji osi X. Zasadnicza roznica (w porownaniu ze skalg liniowg) sprowadza
si¢ do okreslenia, czemu odpowiadajg jednakowe odstepy na tej osi (np. pomigdzy znacznikami). W
przypadku skali liniowej odpowiadaja one jednakowym réznicom pomi¢dzy wartosciami na osi. W
przypadku skali logarytmicznej odpowiadajg one jednakowym ilorazom wartosci na osi. Dzigki
temu, warto$ci zmiennej ustawione sg ,,co rzad wielkosci” (do przeliczen dla potrzeb skali
logarytmicznej stosuje si¢ na 0got logarytmy dziesigtne), a na osi moze zmiesci¢ si¢ zakres
odpowiadajacy kilku a nawet kilkunastu rzgdom wielkosci.
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Skala logarytmiczna ma jednak powazne ograniczenie: mozemy ja stosowac tylko gdy wartosci
zmiennej sg wszystkie dodatnie. Taka jest bowiem dziedzina funkcji logarytm - nie obejmuje ona
zera ani liczb ujemnych. Wigcej na temat tworzenia skali logarytmicznej znajdziesz w czgsci 3.
¢wiczenia.

Zbadaj wplyw zmian oporu R w takim samym zakresie jak w punkcie 1.2. Przekonaj sie¢, ze wykres
w skali logarytmicznej jest bardziej stabilny i pozwala lepiej pordownywac przebiegi dla ro6znych R.
W razie potrzeby zmien nieco warto$¢ parametru ,.krok ®”, by dopasowaé rozmiar dziedziny.
Zbadaj wplyw zmian wartosci parametrow L i1 C na przebieg i ksztatt krzywej rezonansowe;.
Przeprowadz to badanie na obu wykresach: liniowym i logarytmicznym. Porownaj uzyskiwane
efekty.



Czesé 3. (dla chetnych) Samodzielne tworzenie skali logarytmicznej.

Skopiuj poprzedni arkusz do nowego; przywrdoc ustawienia domyslne. Przygotuj nowg kolumne, ktora
postuzy jako zbior wartosci do osi odcietych wykresu w skali logarytmicznej. Pamigtaj jednak, ze wartos$ci

funkcji lo(w) pozostajg obliczone na podstawie kolumny . Nowa kolumna jest tylko podstawg do
utworzenia wykresu. Wypelnij ja w dwoch wersjach.

L[H
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3.1.  Wersja,bezposrednia”. Do kolumny ,,log(m)” wstaw logarytm dziesi¢tny (funkcja ta nazywa si¢

F

G

® [1/s]

Zc [a]

7L [

ZrLC [0

Io{m) [A]

log(m)

loglm./ @0)

LOG lub LOG10) warto$ci z kolumny zmiennej .

H3:

=LOG(C3)

Sporzadz wykres, w ktorym na osi odcigtych (,,0$ x”’) odlozysz wartosci ,,log(w)” a na osi rzgdnych
wartos$ci z kolumny ,,lo(w)”. Wybierz jednak, przy tworzeniu wykresu, wykres w skali liniowe;j

(nie zaznaczaj skali logarytmicznej w okienku ,,Formatowanie osi”, zaktadka ,,skala”) -
logarytmiczny charakter skali zapewniony jest poprzez kolumng ,,log(®)”.

0.1

0.0 +

lo(w) [A]




3.2.  Wersja ,,rozbudowana”. Jezeli w opisywanym zagadnieniu wystepuje wzorcowa wartos¢ zmiennej,
charakterystyczna dla samego zagadnienia, to mozna t¢ warto$§¢ wykorzysta¢ do utworzenia skali
logarytmicznej. W przypadku krzywej rezonansowej takg wzorcowa wartoscig jest czestotliwosé
rezonansowa wo. Utworz za jej pomocg kolumng ,,log(w/ wo)”.

G3: =LOG(C3/$A$16)

Sporzadz wykres, w ktorym na osi odcietych odtozysz wartosci z tej wlasnie kolumny, a na osi
rzednych warto$ci z kolumny ,,Io(®)”. Zwrd¢ uwage na symetri¢ uzyskanego wykresu. Zaletg
takiego postgpowania jest wyrazne podzielenie dziedziny wykresu (w wers;ji ,,Jogarytmicznej”’) na
cze$¢ ,,ujemng” oraz na cz¢$¢ ,,dodatnig”. Pierwsza odpowiada warto$ciom o < wo (Wtedy iloraz
o/mo jest mniejszy od jednosci, wigc jego logarytm jest ujemny), a druga odpowiada wartosciom
® > o (wtedy logarytm z w/wmo jest dodatni).

|._\
o

10(e) [A]

. log(w/®o)

0,5 1,0 15 2,0 25

-2,5 -2,0

3.3.  Wykorzystaj jeden z wykreséw logarytmicznych i zbadaj wplyw parametréow L i C na przebieg
krzywej rezonansowej. Przekonaj sig, ze:
a) wersja ,,3.1” lepiej nadaje si¢ do opisywania przesuni¢¢ krzywej rezonansowej wzdtuz osi
odcigtych (,,w kierunku prawo-lewo”);
b) zmiany tych parametrow nie wplywajg na wysoko$¢ rezonansu, czyli na warto$¢ Io(m = wo);
¢) zmiany tych parametrow wptywajg na tzw. szeroko$¢ potowkowa rezonansu (to pojecie jest
objasnione w czgsci III ¢wiczenia).



I11. Do pracowni fizycznej.

Zad. 1. Na podstawie analizy wzorow (9) i (10) uzasadnij wyniki spostrzezen z polecen 3.3.a) oraz 3.3.b)
poprzedniej czg¢sci ¢wiczenia.

Zad. 2. Zbadaj zalezno$¢ szerokos$ci potowkowej ‘S,,” rezonansu od warto$ci oporu R w obwodzie RLC.
Wykorzystaj do tego tabele 1 wykresy przygotowane w czesci I tego ¢wiczenia, odpowiednio je
modyfikujac.

‘1 , . . 'y
Szerokos$¢ potowkowa krzywej rezonansowej (rys. 2.)
to odleglo$¢ pomiedzy dwiema warto§ciami czestosci g
1 g

S(Dz(l)g' (Dd,

v

ktore majg wlasciwosci takie, ze:
IO((Dg) = IO((Dd) = 1/Z'Imax,

gdzie Imax jest maksymalng wartos$cig amplitudy
natezenia pradu w obwodzie, osiggang dla ® = wo.

Im wigksza szeroko$¢ poldwkowa, tym obwdd mniej
precyzyjnie wyrdznia czgstotliwo$é wo. W radio-
komunikacji i elektronice ogromne znaczenie ma
konstruowanie obwodow o mozliwie matej szerokos$ci
polowkowe;j.

W badaniu nastawiaj wartosci R w zakresie od 10 Q do okoto 150 Q i dla kazdej wartosci R odczytaj
z tabeli i wykresu czestosci g i ®d, a nastepnie oblicz s,. Postaraj si¢ uzyskaé duza precyzje odczytu
poprzez zageszczenie wartosci o w tabeli oraz wprowadzenie odpowiednich linii pomocniczych na
wykresie. Uwzglednij takze fakt, iz zmiana wartosci R wplywa na wysokos$¢ krzywej rezonansowej,
czyli na warto$¢ Imax = lo(® = wo).

Badanie przeprowadzZ zar6wno na wykresie o skali liniowej jak 1 na wykresie o skali logarytmiczne;.
Sporzadz wykres zaleznosci so(R).

Rozwiazania, wskazowki, komentarze

Zad. 1. Na podstawie analizy wzorow (9) i (10) uzasadnij wyniki spostrzezen z polecen 3.3.a) oraz 3.3.b)
poprzedniej czesci ¢wiczenia.

3.3a) Wzor (9) pokazuje, ze czesto$¢ wo zalezy zarowno od L (Z1), jak i od C (Zc). Maksimum
wykresu przypada dla wartosci ® = wo.

W wersji 3.1 wykres w skali logarytmicznej zawiera na osi odcigtych logarytm z tzw.
liczbowej wartos$ci ®, pozbawionej jednostek. Oznacza to, Ze polozenie maksimum wykresu
(czyli warto$¢ mo) po prostu przesuwa si¢ wzdtuz osi odcigtych w miarg zmian wartosci L badz
C. Przesunigcie to tatwo wida¢ na wykresie.

W wersji 3.2 wykres zawiera na osi rzednych logarytm stosunku o do wo. Maksimum
wykresu zawsze przypada na osi rz¢dnych (w punkcie ,,log(w/mo) = 0”), gdyZ ® = o 0znacza
o/mo = 1, czyli whasnie log(w/mo) = 0. Zmiany wartosci L badz C nie powoduja wiec
przesunig¢cia maksimum wykresu w prawo badz w lewo, lecz jedynie niewielkie zmiany
szerokos$ci potowkowej tego wykresu.

3.3b) Wzor (10) pokazuje, ze amplituda natezenia pradu Ip zalezy od , ale wsrod parametrow
zaleznosci lo(w) wystepuja L oraz C:
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Maksymalng warto$¢ Imax amplituda pradu przyjmuje w stanie rezonansowym, gdy ® = wo.
Zgodnie z rozumowaniem przeprowadzonym w punkcie 6. pierwszej czesci ¢wiczenia, w
stanie rezonansowym Z. = Zc (czyli Lo = 1/Cw); powoduje to, ze:

e
| =l (o=0,)=-2
max 0( O) R

Warto$¢ ta zalezy jedynie od amplitudy napigcia zasilajgcego i od warto$ci oporu, wiec
zmiany wartosci L oraz C nie majg na nig wplywu.

Zad. 2. Zbadaj zalezno$¢ szeroko$ci potdwkowej ‘S,,” rezonansu od warto$ci oporu R w obwodzie RLC.

Wykorzystamy do tego tabele 1 wykresy przygotowane w czesci Il tego ¢wiczenia. Zmodyfikujemy je
W ten sposob, ze wyr6znimy dziedzing tabeli i wykresu w okolicach wg i g, po czym w tych okolicach
zagescimy probkowanie czestotliwosci - zmniejszymy ,.krok o™ 10-krotnie. W tych okolicach
odnajdziemy - z okre$long doktadnoscig - wartosci mq i g, ktore spetniajg warunek:

IO(OJg) = IO((Dd) = Y5 Imax

Wartosci te postuza nam do wyznaczenia s,. Przyktad takiej modyfikacji, wykonanej dla warto$ci
oporu R = 15 Q, przedstawiono ponizej w postaci wykresu 1 tabeli.
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1,58E+01
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1,90E+04

5,27E+01

1,90E+01
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2,71E-01

1,93E+04
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1,93E+01
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2,87E-01
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ClF]
1,00E-06

krok o "+"
3,16E+03

3,16E+02|

krok o "+" pomniejszony
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4,79E+01

4,65E+01

2,09E+01

2,15E+01

3,09E+01

2,92E+01

3,23E-01
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Imax
Yaelmax

6,67E-01
3,33E-01

ad 2,12E+04
wg 4,71E+04

Sw=wg-wd 2,59E+04

Nastawianie réznych wartosci R prowadzi do wykresu zaleznosci so(R), ktora jest zaleznoScig
rosngca: im wigkszy opdr R w obwodzie rezonansowym, tym szeroko$¢ potowkowa rezonansu jest
wicksza.



I. Zadanie ,,0 dziesi¢¢ mniej”.

Powszechnie znana jest reklama, w ktorej pokazuje si¢, Zze niestosowanie si¢ do ograniczenia predkosci
na jezdni moze skutkowac¢ wypadkiem. Brakuje w niej jednak wazkiej (i przemawiajgcej do wyobrazni!)
informacji: z jaka predkos$cig uderzy w przeszkode (inny pojazd, pieszego, itp.) samochod, ktory jedzie z
poczatkowa predkoscia ,,0 dziesig¢ wigksza” od innego samochodu, ktéremu udato si¢ zatrzymac tuz przed
owa przeszkoda.

Ruch obu samochodéw sktada si¢ z dwoch etapow: ruchu jednostajnego 1 ruchu jednostajnie zmiennego
pod wplywem sity tarcia opon o jezdni¢. Do programu przyjmuje si¢ nastepujace zatozenia:

1. Oba samochody i obaj kierowcy sg identyczne i majg jednakowe warunki na jezdni, z wyjatkiem
poczatkowej predkosci vo.

2. Poczatkowe predkosci samochoddéw roznig si¢ o Av:
Vo2 = Vo1 + Av.

3. Obaj kierowcy postrzegaja przeszkode w tej samej chwili to (umownie to = 0) i w tym samym
potozeniu xo (Umownie Xo = 0). Odlegtos¢ s do przeszkody jest dobierana tak, ze przy ustalonych
warunkach i parametrach samochdd (1) zdazy zatrzymac si¢ tuz przed przeszkoda (,,uderzy” w nig z
predkoscia koncowa réwna zero). Samochdd (2), w tych samych warunkach, uderzy wigc w przeszkode
z koncowa predkoscia vz # 0.

4. Obaj kierowcy rozpoczynaja hamowanie po jednakowym czasie reakcji tr. Do momentu rozpoczecia
hamowania samochody przebywaja ruchem jednostajnym, prostoliniowym droge sri:

Sri = Voi'tr

5. Po rozpoczeciu hamowania samochody poruszajg si¢ ruchem jednostajnie opdznionym
prostoliniowym, w ktorym warto$¢ przyspieszenia a (ujemnego) wynika ze wspotczynnika tarcia
statycznego opon o jezdni¢ L, ale nie zalezy od masy samochodu m:

lal = wF/m=pmg/m=pg
6. Samochdd (1) zatrzymuje si¢ po czasie hamowania th, obliczanym z rOwnania:
vi(th) =-a‘th + Vo1 = 0
7. W trakcie hamowania samochdd (1) przebywa droge hamowania sh1 dang wzorem:
Sh1 = -Y2-a-th? + Vo1 -th

8. Tak wigc odlegtos¢ s, zwana calkowita drogg hamowania dla samochodu (1), w jakiej obaj kierowcy
spostrzegli przeszkode wynosi:

S = Sr1 +Sh1
Catkowita droga hamowania s zalezy od voz, tr oraz p. Droga ta nie jest jednak calkowita droga
hamowania dla samochodu (2), gdyz pojazd ten nie zatrzymat si¢ tuz przed przeszkoda.

9. Samochdd (2) uderzy w przeszkode po przebyciu tej samej odlegtosci s, na ktorg sktadajg sie droga sr2
przebyta (ruchem jednostajnym) w trakcie reagowania kierowcy na widok przeszkody oraz droga sh2
(przebyta ruchem jednostajnie opdznionym) w trakcie hamowania. Jezeli sr2 < s (dalej zaktada sig, ze
warunek ten jest spetniony), to: Sh2 =S - Sr2

10. Samochdd (2) uderzy w przeszkode po czasie ty od rozpoczecia hamowania, obliczanym z réwnania
kwadratowego:

Sha = -Yara-ty® + Vo't
11. Samochdd (2) uderzy w przeszkodg z predkoscia v2 dang wzorem:
Vo2 = -a-ty + Vo2

Koncowa predkos¢ vz, zalezna od parametrow: voi, AV, tr oraz p, jest wtasnie wynikiem ,,dziatania”
programu.



I1. Rozwigzanie w arkuszu kalkulacyjnym.

Program ,,0 dziesi¢¢ mniej” pozwala zilustrowa¢ numerycznie oraz za pomocg wykreséw rézne aspekty
zaleznosci catkowitej drogi hamowania oraz koncowej predkosci vz od czterech parametréw zagadnienia,

czyli od vo1, Av, tr oraz p. Wartosci te wprowadzane sg za pomocg pol kombi.

- Uzywane w programie wartosci vo1 odzwierciedlaja przedziat realnie dopuszczalnych predkosci w
ruchu drogowym; jako domyslng warto przyjac¢ ograniczenie predkosci w ruchu miejskim (50 km/h).
Warto tez wyrdzni¢ w programie nastepujace predkosci: 30 km/h (typowe ograniczenie na terenie
osiedli mieszkaniowych), 90 km/h (dopuszczalna predkos¢ na typowych drogach) oraz 120 km/h i 140
km/h (dopuszczalna predkos¢ na drogach ekspresowych i autostradach).

- Domyslng wartoscig Av jest 10 km/h, zgodnie z tytulem programu. Warto dopusci¢ wartosci Av od
bliskich zeru do nawet 100 km/h, by pokaza¢ potencjalne skutki ,,piractwa drogowego™.

- Czas prostej reakcji czlowieka na pojedynczy bodziec jest rzgdu 0,1 - 0,2 sekundy. Kilkuczynnosciowa
reakcja ,,zdja¢ noge z gazu i wdepna¢ w hamulec” trwa co najmniej 0,5 sekundy (ta warto$¢ moze
pojawiac¢ sie jako domys$lna) i moze wydtuzy¢ sig, nawet kilkakrotnie, w zwigzku z czynnikami takimi,
jak zaabsorbowanie wlasnymi mys$lami, rozmowa, rownoleglym wykonywaniem innych czynnosci
(jedzenie, picie, rozmowa przez telefon), zmeczeniem czy niedyspozycja psychofizyczng (wywotang
lekami, alkoholem czy narkotykami).

- Wspdlcezynnik tarcia opon o jezdnie w optymalnych warunkach drogowych moze osigga¢ warto$¢ p =
1, ktéra mozna zaproponowac jako domyslng. Zuzyte opony czy obnizona jako$¢ nawierzchni (np.
drobne nieréwnosci na jezdni) powodujg obnizenie wartosci p 0 ok. 0,2 - 0,3. Mokra nawierzchnia
dodatkowo sprowadza p do okolic 0,5; jeszcze wigksze obnizenie p moze wynikac z obecnosci na
jezdni warstewki wody (tzw. akwaplanacja) lub ubitej warstwy mokrego $niegu. Lod na jezdni
sprowadza wspotczynnik tarcia opon o nawierzchni¢ do okolic u = 0,1.

Wartosci ustalane za pomocg p6l kombi

A B C

1

> [Vt | =[]
3 Vo1 [m/s] 8.3

4

s MlmR e - V0; [km/h] 10 -140

5 4v[mis] 28

7

5 Voz [km/h] 40

g Voz [m/s] 11,1

10 |

CEAEEE = Ay [km/h] 5 - 100

12

13 WSp. tarcia p 0,5

14 a[m/s"2] 7,85

t[s]0,1-25

po0,1-1



1. Rozwigzanie réwnan z zalozen z pkt od I.1 do I.11.,

E F G H I J K L 1]

Samochad 1 Samochéd 2

5 | Sri[m] | th[s] | Sh1[m] Sr2[m] | Shz[m] | tu[s] | Vvz2[m/s] |vz [km/h]

3 17,5 11 4.4 214 233 1.4 -0.1 12.1 43,4
Sr1=v01[m/s] tr[s] =B3*B11
th[s] = vO1[m/s] a[m/s?] =B3*B14
Shi[m] = -0,5 a[m/s?] th?[s]+v01[m/s] th[s] =0,5*B14*F3"2+B3*F3
S[m] = Sr1-Sh1 =E3+G3
Sr2[m] = V02[m/s] tr[s] =B9*B11
Sh2[m] = S[m] - Sr2[m] =H3-13

[

th[s] = (voz[m/s]-wl'zm:z2 — 2aSh )/a =(B9-PIERWIASTEK (B9"2-2*B14*]3))/B14
V2[m/s] = -a[m/s?] tu[s] + vO2[m/s] =-B14*K3+B9
V2[km/h]= 3,6V2[m/s] =3,6*L3

2. Wygenerowanie przez program wykreséow zaleznosci:
a) potozenia x1 1 X2 obu samochodow od czasu (od chwili to do chwili zatrzymania przy przeszkodzie);
b) predkosci vi i V2 obu samochodow od czasu (od chwili to do chwili zatrzymania przy przeszkodzie);
¢) predkosci v1 i V2 obu samochodow od potozenia (od potozenia x1 = X2 = Xg do potozenia x1 = X2 = ).

Tabela danych do wykresow:

Tabela zawiera 20 pozycji.

Wyznaczenie odcinka czasowego:

At=(tr+th)/19

15

16 At

17 0,166
18

Warto$ci poczatkowe wprowadzone do pierwszego wiersza tabeli:

X1=0 E60
V1=V01 F6 =B3
t=0H6 0
X2=0160
V2=V02 J6 =B9
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4

g X1 [m] | V1 [mifs] (V1 [km."h]- X2[m] | vz[mi/s] V2 [km/h]
G 0.0 8.3 301 0.000 0 11.1 40
7 14 8.3 30( 0,166 1.8 1.1 40
g 28 8.3 301 0.333 a7 11.1 40
g 4.2 8.3 301 0.499 5.5 11.1 40
10 5.5 8.3 30( 0,666 74 11.1 40
16 13.9 8.3 30 1.664 18.5 11.1 40
17 158.3 8.3 30 1.831 20,3 11.1 40
18 16.6 8.3 30 1.997 21.9 0.0 0
19 17.9 [ 28 2163 2149 0.0 0
20 19.1 6.5 241 2,330 21.9 0.0 0
21 201 52 19| 2,496 21.9 0.0 0
29 i 209 39 14| 2,663 219 0.0 0
23 214 2.6 91 2.829 219 0.0 0
24 2.7 1.3 5 2,995 219 0.0 0
25 21.8 0.0 0]  3.162 21.9 0.0 0

Wzory wypehiajace pozostate wiersze tabeli:

X1+ = jezeli(ti<tr; vO1At+x1;; -0,5a(At>+v01At+x;)
V1= jezeli(ti<tr; v1;; a(ti-At)+v01;)
h+1 = u475t
X2ix = jezeli(ti<(tr+tu); jezeli(ti<tr;vO2At+x2;; -0,5a(At*+V2iAt+x2;)); S)

V2i+1 = jezeli(ti<(trt+tu); jezeli(ti<tr;v2j;-a(ti-tr)+v02);0)

Wykresy obrazujace przebieg zmian drogi 1 predkosci w czasie.
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I11. Interpretacja wynikow

Wynik naszego do§wiadczenia, a wlasciwie symulacji zalezy od czterech parametroOw przez nas ustalonych
(predkos¢ poczatkowa, czas reakcji, wspdtczynnik tarcia, roznica predkosci) . Wspodtczynnik tarcia zalezy
od warunkow panujacych na jezdni, ale rowniez od stanu ogumienia za ktore odpowiada kierowca. Czas
reakcji zalezy od stanu kierowcy, czy jest wypoczety, czy zmgczony, od warunkow atmosferycznych, od
pory dnia i zapewne od kilku jeszcze czynnikow. Moze on by¢ bardzo krétki, rzedu utamka sekundy, ale
tez moze by¢ bardzo dtugi ponad sekunde. W czasie reakcji kierowcy samochod porusza si¢ po ustalonym
wczesniej torze 1 z ustalong wezesniej predkoscig. Aby lepiej zauwazy¢ wpltyw poszczegolnych
parametroOw na wynik, zmieniajmy najpierw tylko jeden parametr, pozostate zas niech pozostang ustalone.

P.1

Predkos¢ jednego samochodu ustalamy na 30 km/h, a drugiego na 40 km/h. Pozostate parametry:
wspotczynnik tarcia 1, a czas reakcji 0,1 s. Czyli mamy warunki bardzo korzystne. Dobra przyczepno$¢
opon do podtoza i bardzo krotki czas reakceji kierowcy. Popatrzmy na wykresy v(t) 1 s(t) dla obu
samochodow.

45 CY _rl.'l
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Czas reakcji ustalilismy na 0,1 s, czyli za kierownica siedzi sprawny kierowca. W tym czasie samochody
pokonuja odpowiednio: 4 m 1 5 m. Mato? Przejscie dla pieszych ma podobng szerokos¢.
Samochodd poruszajacy si¢ z predkoscia 40 km/h uderzyt w przeszkode z predkoscia 30 km/h.
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Oba samochody pokonuja do przeszkody taka samg droge. Z wykresu mozemy odczytaé, ze jest to okoto
4,5 m. Samochod "1" zatrzymuje si¢ doktadnie przed przeszkoda, natomiast samochdd "2" nie wytracit
predkosci w chwili dotarcia do przeszkody, zatem porusza si¢ dale;.....co skutkuje zderzeniem z
przeszkoda. Oba samochody jada ze stosunkowo niewielka predkoscia, jednak jesli zauwazymy, ze masa
samochodu to ponad 1000 kg, to zderzenie bedzie zawsze dotkliwe dla kierowcy i dla przeszkody. A gdyby
przeszkoda byt pieszy na jezdni ?

pP.2.
Zmniejszmy wspolczynnik tarcia do 0,5, pozostate parametry pozostawmy bez zmiany:

% S=f(t)
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Widzimy, ze tym razem droga hamowania wydtuzyta si¢ do 8,5 m, czyli niemal dwukrotnie. Mowigc droga
hamowania mamy na mysli bezpieczng droge hamowania dla samochodu jadacego z predkoscig 30 km/h,
ktory w naszym modelu zdazy wyhamowac.

a5 v=£(t)
Vikm/h] Vol= 50
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P3.
Ustalmy teraz czas reakcji 0,5 s, wspotczynnik tarcia 0,5. Warunki na drodze ulegty pogorszeniu.
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P.4.
Predkosci samochodéw: 60 km/h 1 70 km/h, wspotczynnik tarcia: 0,5, czas reakcji: 0,5 s.

a0 V=f(t)
Vikm/hl Vol= 50
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Zauwazmy, ze w tym przypadku samochod uderza w przeszkode z predkoscig 40 km/h.
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Droga hamowania wyniosta dla samochodu jadacego z predkoscia 60 km/h w tych warunkach, 30 m.
Samochdd jadacy z predkoscia o 10 km/h wigksza w chwili uderzenia miat predkos¢ 40 km/h, zatem, aby
wyhamowa¢, powinien rozpocza¢ hamowanie znacznie wezesniej.

P.5.
Rozpatrzmy jeszcze ekstremalny przypadek. v2=100 km/h. Pozostate parametry pozostawmy bez zmiany.
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Zwro¢my uwage, ze w tym przypadku, samochdd uderzyt w przeszkode w czasie reakcji kierowcy...
Predkos¢ w chwili zderzenia z przeszkoda wynosita 100 km/h.

Mozna by zwigkszy¢ predko$¢ samochodu jeszcze bardziej. Pogorszy¢ warunki poprzez zmniejszenie
wspotczynnika tarcia. Ale to pozostawiamy czytelnikowi.
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I1. Do pracowni fizycznej.

Na bazie wynikéw dziatania programu przygotowac kilka wykresow (przyktady podano nizej),
obrazujacych zmiany catkowitej drogi hamowania oraz rozmiar zagrozenia w przypadku kolizji, zwigzane
z czynnikami zaleznymi od woli kierowcy. Mozna przy tym podzieli¢ cztery parametry programu na dwie
kategorie.

- Vo1 I u to czynniki niezalezne bezposrednio od woli kierowcy; wynikaja one z okreslonej sytuacji
drogowej (np. ograniczenia predkosci, warunkéw pogodowych) lub technicznej (np. stanu opon).
Oczywiscie kierowca winien uwzglednia¢ te czynniki podczas prowadzenia samochodu.

- AV i t; to czynniki zalezne niemal bezposrednio od woli kierowcy.

Takie wykresy, mozna przedstawi¢, przyktadowo, w formie plakatu na szkolnej wystawie poswigconej
bezpieczenstwu na drodze.

1. Przedstawi¢ w formie wykresu wptyw warto$ci Av na catkowitg droge hamowania s oraz koncowg
predkosc¢ vo przy roznych zestawach voz i 1 (np. na autostradzie przy dobrej pogodzie, co moze
odpowiada¢ vo1 = 140 km/h i p = 0,9 czy w obszarze zabudowanym w deszczu, co moze odpowiadaé vor
=50 km/hip=0,5).

2. Przedstawi¢ w formie wykresu wptyw warto$ci tr na catkowitg droge hamowania s oraz koncowg
predkosc¢ vo przy réznych zestawach voi i 1, odpowiadajagcym okreslonym sytuacjom drogowym.
3. Przedstawi¢ wyniki powyzszych zalezno$ci na wykresach "trojwymiarowych". Dziedzing takiego

wykresu jest iloczyn kartezjanski zbioréw wartosci AV i tr (tworzy on ptaszczyzne, bedacag podstawa
takiego wykresu), za§ wartos¢ (s lub v2) jest odktadana w kierunku prostopadtym do tej ptaszczyzny.



Problem komputerowy dla modut Il rozdziat 3 paragraf 6
Multimedialnego Podrgcznika z Fizyki

»Zderzenie niesprezyste - przekaz pedu i energii kinetycznej”

Wstep: Naukowy spor o zasady zachowania
Uczniowie na lekceji fizyki rozwigzywali nieco zmieniong wersj¢ zadania 6. z §2.2.6 e-podrecznika: ,,Foka
0 masie m = 100 kg ptynie z predkoScig vo = 8 m/s i wslizguje si¢ na fragment lodowej kry, poczatkowo
nieruchomy wzgl¢dem wody (rys. 1.). Oblicz koncowa predko$é, jaka uzyskuje kra (wraz z foka) przy
zatozeniu, ze mozna poming¢ site oporu wody. Masa kry M = 8000 kg.”.

Rys. 1. Foka wslizguje si¢ na kre z predkoscia vo. Poczatkowa predkos¢ kry V = 0.

Okazalo sig¢, ze jedni uczniowie stosowali przy rozwigzywaniu zadania zasad¢ zachowania pedu (w postaci
skalarnej, co jest tu dopuszczalne):

m
m-vo+M-0=(m+M)-V = V=yv,- (1)
m+M
Daje to warto$¢ koncowej predkosci kry V ~ 0,0988 m/s.
Inni uczniowie z kolei stosowali zasade¢ zachowania energii kinetyczne;:
1 1 1 m
“movy +=M-02=Z(m+M)-V? = V=v, - @)
2 2 2 m+ M

To za$ daje warto$¢ predkosci kry V ~ 0,889 m/s.
Sa to dwa istotnie r6zne wyniki, pomiedzy ktorymi nalezy rozstrzygnac. Oto krotki przeglad argumentacji
zwolennikdw obu metod, ktorg przedstawili podczas dyskusji na lekcji.
1. Uczniowie powotywali si¢ na fakt, ze foka i kra stanowig - w warunkach zadania - uktad zamkniety
(izolowany), co upowaznia do stosowania wybranej zasady zachowania.

2. Niektorzy powotywali si¢ tez na III zasade dynamiki Newtona: foka §lizgajac si¢ po krze jest
poddana sile tarcia, ktora spowalnia jej ruch; jednocze$nie foka dziata na kre taka samg sitg tarcia
(lecz przeciwnie zwrocong) 1 wprawia kr¢ w ruch przyspieszony. (rys. 2.)

\/\/\/\/w;aw\/\,\/\'\r\/\/\/\,\/\/\/\

Rys. 2. Predko$¢ foki v maleje pod wptywem sity Fio, z jakg kra dziata na fokg. Analogicznie, predkosé kry V
ro$nie pod wptywem sity Fr_«. Jednak predkos¢ v jest ciggle wigksza niz V, wiec w kazdym odstepie czasu
At droga przebywana przez foke (wzgledem wody) jest dluzsza od drogi przebywanej przez kre.



3. Wnhnioski wyciggane przez zwolennikdw poszczegdlnych rownan byty jednak nieco rozne:

a. stosujacy rownanie (1) twierdzili, ze skoro foka i kra oddziatuja wzajemnie sitami o
jednakowej wartoéci (oraz przeciwnie skierowanymi), to powinny przekazywaé sobie
jednakowe co do warto$ci 1 przeciwnie skierowane pedy;

b. korzystajgcy z réwnania (2) uwazali za$, ze oddzialywanie jednakowymi co do wartosci
sitami pocigga za sobg jednakowe co do wartosci zmiany energii kinetycznych
oddziatujacych obiektow: ile energii kinetycznej utraci foka, tyle uzyska kra.

4. Wszyscy byli zgodni co do tego, ze sila tarcia, o ktorej mowa, to sila tarcia dynamicznego, ktorej
dziatanie ustaje, gdy predkosci foki i kry osiggng jednakowe wartosci. Od tego momentu uktad
»foka + kra” porusza si¢ jako cato$¢ ruchem jednostajnym, a wspolna koncowa predkosé V = v jest
wlasnie szukang w zadaniu predkosciag (rys. 3.).
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Rys. 3. Predkos¢ foki v i predkos¢ kry V uzyskaly jednakowe warto$ci, wigc dziatanie sity tarcia dynamicznego
ustato. Catkowita droga przebyta przez foke jest dtuzsza od drogi przebytej przez kre.

Po wystuchaniu dyskusji, nauczycielka stwierdzita, ze racj¢ maja zwolennicy réwnania (1).
Przypomniata, Ze zasada zachowania pedu obowigzuje w kazdym oddzialywaniu w obrebie zamknigtego
uktadu, za$ zasada zachowania energii mechanicznej tylko wtedy, gdy pomiedzy sktadnikami uktadu
dziatajg wylacznie sity zachowawcze (§2.3.2 oraz §2.3.4 e-podr¢cznika). W przypadku §lizgu foki po krze
wystepuje sita tarcia dynamicznego, ktore nie jest zachowawcze. Wyklucza to stosowanie zasady
zachowania energii mechanicznej do tego zderzenia.

Warunki, w ktorych obowigzywataby zasada zachowania energii Kinetycznej bylyby jeszcze
bardziej specyficzne: przy zachowanej energii mechanicznej musialoby dojs¢ do odtworzenia pierwotnego
stanu energii potencjalnej uktadu. Przyktadem takiego procesu jest zderzenie sprezyste, w ktorym
poczatkowa energia kinetyczna cial zamienia si¢ w energi¢ potencjalng (np. zwigzang z ich
odksztalceniem). W drugiej czgsci zderzenia zgromadzona energia potencjalna zostaje w catosci
przeksztalcona z powrotem w energi¢ kinetyczng, a zderzajace si¢ ciata przyjmuja swoje pierwotne
ksztatty.

Nauczycielka podkreslita jednak, ze argumenty przedstawione przez zwolennikOw réwnania (2) sg
na tyle interesujace i sugestywne, ze warto poswieci¢ troche wysiltku na szczegdtowe objasnienie, dlaczego
sg btedne. Zaproponowata wigc stworzenie, za pomocg arkusza kalkulacyjnego, matematycznego modelu
slizgu foki po krze. Pokazywatby on, jak stopniowo zmieniajg si¢ predkosci, pedy 1 energie kinetyczne foki
oraz kry. Model ten powinien objasni¢, dlaczego w takim zderzeniu zachowany jest catkowity ped uktadu,
za$ jego energia kinetyczna ulega czgsciowemu rozproszeniu. Podstawowa cecha modelu bedzie
ujawnienie w nim roli sity tarcia w przebiegu zderzenia foki z kra.

Uczniowie przystali na te propozycje. Ze wzgledu na stopien skomplikowania problemu
postanowiono jednak podzieli¢ rozumowanie i realizacj¢ informatyczng na trzy czesci. W pierwszej
przedstawiony bedzie zwigzek sity z przyspieszeniem i predkoscia, w drugiej zwigzek sity z pedem i jego
przekazem, zas w trzeciej zwiazek sity z praca 1 z przekazem energii kinetycznej oraz jej rozpraszaniem.



Czes¢ 1. Przyspieszenie i predkosé foki oraz kry.

Postanowiono przyja¢ jako wyjsciowe parametry do opracowywanego modelu dane liczbowe z
rozwigzywanego zadania. Dane te uzupetniono zalozong wartos$cig wspotczynnika tarcia dynamicznego
foki o kre: u = 0,2. Spore rozbieznos$ci pogladéw na temat wartosci i pozostawiono bez rozstrzygnigcia -
spodziewano si¢, ze uzyskane wyniki nie powinny istotnie zaleze¢ od tej wartosci.

Istotg modelu begdzie przedstawienie stanu ruchu foki oraz kry w poszczegdlnych chwilach.
Poczawszy od chwili poczatkowej to = 0, w ramach modelu obliczane beda parametry ruchu (w tym
predkosci, pedy 1 energie kinetyczne) foki 1 kry. Takie obliczenia przeprowadzane beda kolejno dla chwil t;
=to + At, t2 = to + 2At, itd.

W modelu postanowiono wykorzysta¢ matematyczny opis ruchu jednostajnie zmiennego - sita tarcia
pomiedzy foka a kra jest stata w czasie i powoduje ona jednostajnie opdézniony ruch foki i jednostajnie
przyspieszony ruch kry. (rys. 2.). Oba te ruchy koncza si¢ jednoczesnie (i przechodza w ruch jednostajny)
w chwili, gdy predkosci foki i kry si¢ wyrownaja (rys. 3.).

W poszczego6lnych odstepach czasu At zapisaé wigc mozna:

AV = as At i AV = ag At, (3a; 3b)
gdzie przyspieszenie foki:
ar=-F/m=-p-g, 4)
za$ przyspieszenie kry:
ak = +F/M = +u-g-(m/M). (5)
Symbolem F oznaczono tu wartos¢ sity tarcia:
F=pmg (6)

Na koniec ustalono, ze jako odstgp czasu At przyjeta zostanie jedna dziesigta pewnego czasu
charakterystycznego, mozliwego do wskazania w tym problemie. Czas tchar to taki, po ktorym foka
zatrzymataby si¢ wzgledem wody pod wplywem sity tarcia F; wyraza si¢ on wzorem:

Vo M-V

t (7)

char —

Poniewaz model ,.konczy pracg” w chwili, gdy foka zatrzymuje si¢ wzgledem kry, to wszystkie
czasy w nim wystepujace bedg na pewno mniejsze od tchar.

Model bedzie miat postac¢ tabeli, w ktorej w funkcji czasu t przedstawione zostang chwilowe warto$ci
predkosci foki v oraz kry V. Na bazie tabeli zostang sporzadzone odpowiednie wykresy. Parametry modelu
zostang przedstawione w oddzielnych komorkach arkusza, by umozliwi¢ §ledzenie wptywu zmian ich
warto$ci na przewidywania modelu.



W pracowni informatycznej - arkusz ,,Predkosé”.

1. W

pierwszej kolumnie arkusza ,,Pr¢dko$¢” umie§¢ wartosci parametrow zagadnienia. Wszystkie

wartosci wstawiaj w jednostkach SI, wpisuj te jednostki przy oznaczeniu wielkosci.

a)
b)

c)

d)

Dla foki: masa m = 100 kg i poczatkowa predkos¢ vo = 8 m/s.

Dla kry: masa M = 8000 kg i poczatkowa predkos¢ Vo = 0 m/s.

Dla sity: wspoétczynnik tarcia p = 0,2 1 wartos¢ sity zgodnie ze wzorem (6); przyjmij, dla
uproszczenia, g = 10 m/s?.

Dla czasu: tchar zgodnie ze wzorem (7) i wartoS¢ At = 0,1+ tchar. Zapoznaj sie (na tym etapie
pobieznie) z problematyka przedstawiong w punkcie 6b i pozostaw miejsce dla ewentualnych
kolejnych wartosci At’, At”’, itd.

Al B C
2
3 m [&g]
4 100
5 Vo [my's)
G g
7
8 | [Mikg)
9 2000
10 | |Mo fmis)
11 1]
12
13| |uil
14 0.2
15 | |Ftm
16 200
17
18 | |ichar[s]
19 4
20 | A=)
21 04
22 0,04
23 0,004
24 00004
25

2. Przygotuj tabelg:

e L D =

A D El F G H | J K L
foka kra
i 'l a Ay W a AV
Isl [rmis] [mis"2] [rmi's] [mi/s) [ris™2] [mi/s)

W kolumnie t[s] umies¢ biezacy czas. Rozpocznij od czasu t = 0, ktory umiescisz w umownym
,wierszu zerowym” (komorka D5).

W kazdym nastgpnym wierszu umies¢ warto$¢ wiekszg o At od poprzedniej.
D6: =D5+$B$21

Przygotuj w ten sposob kilka wierszy - nie wigcej, niz 10, by czas w kolumnie ‘t’ nie przekroczyt
wartosci tchar.

3. Kolejne trzy kolumny zawiera¢ beda informacje o ruchu foki.

a) W pierwszej z nich umieszczone zostang malejace wartosci v - predkosci foki. W ,,zerowym
wierszu” wprowadz warto$¢ vo z pierwszej kolumny.

F5: =$B$6

Formuta ta nie zostanie przeciggnigta do wiersza pierwszego.

Kolejne wiersze zostang wypetnione formuta:



F6: =F5+H5

b) Druga z nich zawiera¢ bedzie jednakowe, ujemne wartosci af - przyspieszenia foki
obliczonego zgodnie ze wzorem (4).

G5: =-$B$16/$B%4

Formuta z ,,wiersza zerowego” zostanie przeciggni¢ta do wiersza pierwszego i nastepnych.
Uwaga: zamiast tej kolumny mozZna umiesci¢ przyspieszenie foki w jednej komorce w obszarze
przeznaczonym na parametry foki (punkt 1a.) i odwoltywac sie do tej komorki.

€) W trzeciej kolumnie umiescisz AV - jednakowe, ujemne przyrosty predkosci foki, zgodnie ze
wzorem (3a).

H5: =G5*$B$21
Formula z ,,wiersza zerowego” tej kolumny zostanie przeciggnicta do wiersza pierwszego |
nastepnych. Przyrosty te postuza do obliczenia predkosci w kolumnie ‘v’ w kolejnych wierszach.
d) Przygotuj zgodnie z tym przepisem kilka wierszy - nie wigcej, niz liczba przygotowanych
wierszy kolumny ‘t’.
4. Na podobnych zasadach jak wyzej, trzy kolumny zawiera¢ beda informacje o ruchu kry.

a. W pierwszej z nich umieszczone zostang rosngce wartosci V - predkosci kry. W ,,zerowym
wierszu” wprowadz warto$¢ Vo z pierwszej kolumny; formula ta nie zostanie przeciggnicta
do wiersza pierwszego.

J5:  =$B$11
Kolejne wiersze zostang wypetnione formuta:
J6: =J5+L5

b. Druga z nich zawiera¢ bedzie jednakowe, dodatnie wartosSci ak - przyspieszenia kry
obliczonego zgodnie ze wzorem (5).

K5: =+$B$16/$B$9
Formuta z ,,wiersza zerowego” zostanie przeciagni¢ta do wiersza pierwszego i nastgpnych.
Uwaga: zamiast tej kolumny mozna umiesci¢ przyspieszenie kry w jednej komorce w obszarze
przeznaczonym na parametry kry (punkt 1b.) i odwolywac sie do tej komorki.

C. W trzeciej kolumnie umiescisz AV - jednakowe, dodatnie przyrosty predkosci kry, zgodnie
ze wzorem (3b).

L5: =K5*$B$21

Formuta z ,wiersza zerowego” zostanie przeciggni¢ta do wiersza pierwszego 1 nastgpnych.
Przyrosty te postuza do obliczenia predkosci w kolumnie ‘V’ w kolejnych wierszach.

d. Przygotuj zgodnie z tym przepisem tyle samo wierszy, ile w punkcie 3.

5. Sformatuj poszczegolne kolumny tabeli w taki sposob, by wyswietlane w nich liczby zawieraty tyle
cyfr znaczacych, ile jest niezbedne do $ledzenia zmian poszczegdlnych wielkosci w miare uptywu
Czasu.

6. Przeciagnij formuty wierszami az do uzyskania wiersza, w ktorym predkos¢ foki osiagnie wartosé
mniejszg od predkosci kry. Ten ,,wiersz nadmiarowy” jest ewidentnie niezgodny z prawami fizyki -
nie miesci si¢ on w dziedzinie modelu. Wiersz poprzedzajacy ,,wiersz nadmiarowy” bedziemy
nazywac ,,wierszem koncowym” modelu.

a. Sprawdz, czy predkos¢ foki w ,,wierszu koncowym” jest rowna predkosci kry w tym wierszu z
doktadnoscig taka, ktora Ci¢ zadowala. Jesli tak, to przejdz do punktu 7. Jesli za$ nie, to wykonaj
ponizsze polecenia, ktorych celem jest zwickszenie doktadnosci modelu, czyli zmniejszenie
roznicy pomiedzy predkoscia foki a predkoscig kry w ,,wierszu koncowym”.

b. Przygotuj komoérke dla nowego odstepu czasowego At’, ktory bedzie stanowil jedng dziesigta
dotychczasowego odstepu At.



A B C

17

18 tchar [s]

14 4
20 Atgsg

2
22 0,04
23 0,004
24 0,0004
25

At’[s] B22: B21/10 At’[s] B23: B22/10 At’[s] B24: B23/10

W ,,wierszu koncowym” zmodyfikuj komorki, w ktorych obliczane sg Av i AV w taki sposob, by
zawieraly one odstgp At’ zamiast dotychczas uzywanego odstepu At.

c. W ,wierszu nadmiarowym” zmodyfikuj komorke, w ktorej obliczany jest nowy czas t w taki
sposob, by zawierata ona odstep At’ zamiast dotychczasowego odstepu At.

d.  Przeciagnij z ,,wiersza koncowego” do ,,wiersza nadmiarowego” formuly z kolumn ‘Av’ i
‘AV’. W ten sposob ,,wiersz nadmiarowy” staje si¢ ,,wierszem pierwszym’ obszaru tabeli o
doktadnosci obliczen zwigkszonej o jeden rzad wielkosci.

e.  Dopasuyj liczbe wyswietlanych cyfr znaczacych do nowej doktadnosci. Przeciggnij formuty z
»wiersza pierwszego” az do uzyskania wiersza, w ktorym predkos¢ foki ponownie osiagnie
warto$¢ mniejsza od predkosci kry. Rozwaz oznaczenie nowego obszaru tabeli innym kolorem
tta niz obszaru poprzedniego. Dalej postepuj zgodnie z zapisem punktu 6.

8. Sporzadz wykres, na ktorym przedstawisz zaleznos¢ obu predkosci - v i V - od czasu.

9,0 -
predkosci
(m/s)
8,0
foka kra
7,0 S
6,0
5,0 -
4,0
3,0

2,0

1,0

czas (s

,0 o T T T T T T T T
0.0 0.5 1,0 1,5 2,0 2,5 3.0 3.5 4,0 4,5

9. Zmiana warto$ci czterech parametréw modelu: mas foki i kry oraz ich poczatkowych predkosci.
W tym celu przygotuj 4 przyciski (Karta Developer/Wstaw formanty)
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27 mfoki |
28 Vioki |

29 M kry

30 |
3 vk |
32

o

Etykiety na przyciskach zmien wybierajac z menu kontekstowego ,,Edytuj tekst”

14

15 & Wytnij

16 . -

17 53 Kopiuj

13 B wWklg

19

20 Edytuj tekst

21 .

29 Grupowanie 3
23 Kolejnosé r
24

o5 Przypisz makro...

26 :  Formatuj formant...
27 m {?’ —
28 \ foki

29 M Kty
30 |
3 Vky |

32

Otworz Visual Basic, dodaj do biezacego arkusza nowy modut i wpisz w nim procedury.

=l Microsoft Wisual Basic for Applications - Zderzenie niespr.xIsm - [Module1 [Code]]

m. Eile Edit View | Insert Format Debug Bun Tools Add-Ins Window  Help

‘B & - % 3| o= Erocedure. I @ B B W 2 @ Ln2z cos

] - j UserF
Project - ¥EAProject E Userrorm General)
Ca %% Module

+-%% Solver (SOLYER.XI £ Ciass Module
B YBAProject {PERS File...
2B YBAProject (Zders e vweogpremmng
=145 Microsoft Excel Ohjects
{ HH] arkuszl (predkosd)
1 Arkuszz (ped)
1 Arkuszs {energia kin)
1 Arkusz4 (dane wejsciowe)
: @ Ten_skoroszyt
=5 Modules
&; Maodulel

foki™)

5 kry™)

krv™)

Przyciskom przypisz odpowiednie makra wybierajac z menu kontekstowego ,,Przypisz makro”.
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23 0, Kolejnosé 3
24 0
35 Przypisz makro...
26
27
28
29
30
31

Formatuj formant...

Zatwierdz ustawienia klikajac w dowolnej komorce arkusza.
Kliknigcie odpowiedniego przycisku uruchamia funkcj¢ ktora pozwala wprowadza¢ dane z klawiatury.
Danymi moga by¢ tylko liczby. Inne dane beda powodowacé btedne wyniki.



Do pracowni fizycznej.
1. Zmieniaj kolejno wartosci czterech parametrow modelu: mas foki 1 kry oraz ich poczatkowych
predkosci. W kazdym przypadku poréwnaj uzyskang w modelu predkos¢ koncowa, wspolng dla foki i
Kry, z warto$ciami obliczonymi z zastosowania wzorow (1) i (2).

Komentarz fizyczny
Stosujac model teoretyczny uczniowie obliczyli ze wzordéw (1) i (2) predkosci kry wraz z foka.
przypomnijmy wartosci:

Z zastosowaniem zasady zachowania pedu

m
v % 0,0988 —
5

Z zastosowaniem zasady zachowania energii kinetycznej:

m
v ® 0,889 —
5

Teraz popatrzmy jaki jest wynik tej predkosci uzyskany w naszej symulacji:

foka
v a AV W a AV
[mis] | [mis"3] [mis] [rmis] [m/s"2] [mis]

30492 || 01016 -2,0| -0,0008| | 000873 0,025 0,00001
30406 || 01008 -2,0| -0,0008| | 000874 0,025 0,00001
30500 | |o0,7000| -2.,0| -0,0008|| 000875 0,025 0,00001
395040 | | 0,0002| -2,0| -0,0008| | 0,09876| 0,025 0,00001

3,95080 00934 -2,01 -0,0008| [ 009877 0,025 0,000010

Jak wida¢ predkos¢ kry wraz z foka jest zblizona do wartosci obliczonej z zasady zachowania pedu.

Sprawdzmy, czy uzyskamy podobny rezultat (zgodny z rozwigzaniem z zastosowaniem zasady zachowania

pedu) gdy zmienimy parametry. W ponizszej tabeli zapisano zmian¢ masy foki przy statej predkosci, a
nastepnie zmieniono predkos$¢ na 10 m/s, a mas¢ zmieniano podobnie jak poprzednio. Obliczona predkos¢
koncowa kry z fokg wykorzystujac; zasad¢ zachowania pedu i zasade zachowania energii kinetycznej. Jak
wida¢ predkosci znacznie si¢ roznia.

Zasada zach. Zasada zach.
pedu energii
v, m/s vk, m/s m, kg M, kg vk, m/s
8 0,098765432 100 8000 0,888888889
8 0,088998764 90 8000 0,843795065
8 0,079207921 80 8000 0,796029752
[ I R . I
10 0,12345679 100 8000 1,111111111
10 0,111248455 90 8000 1,054743831
10 0,099009901 80 8000 0,99503719

Teraz sprawdzmy jaka predkos¢ uzyska kra z foka gdy zastosujemy przygotowang symulacj¢ w arkuszu
kalkulacyjnym.



F

100
Vo [mis]
10

uil
02
Ft[M] 090 -20/ -010 0,114| 0,025 0,001
200 080 20/ -010 0,115| 0,025 0,001
o070/ 20| -010 0,116| 0,025 0,001
, 060 -20/ -010 0,118| 0,025 0,001
4,75 050 20/ -010 0,119| 0,025 0,001

0,0005
m foki |
M kry I -0,0010 0,00001
v I 01250 =20 -0,0010( | 012335 0,025 0,00001
01280 -2,0( -0,0010( | 012340 0,025 0,00001
01270 -2,00 -0,0010] | 0,12341 0,025 0,00001
0,1260 -2,0( -0,0010( | 0,12343 0,025 0,00001
0,1250 -20( -0,0010( | 012344 0,025 0,00001
4 53800 01240 -2,0( -0,0010( | 012345 0,025 0,00001
4 93850 01230 -2,00 -0,0010] | 0,12346 0,025 0,000013

Widzimy zgodnos$¢ uzyskanego wyniku z wynikiem jaki uzyskano wykorzystujac zasade zachowania pedu.
Moglibysmy zmienia¢ kolejne parametry, rezultat bylby podobny.

Sformutuj wniosek wynikajacy z tych prob poprzez uzupehienie zdania:
,»Wyniki uzyskane za pomocg matematycznego modelu wslizgu foki na kre [dowodzg poprawnosci /
Swiadczq o poprawnosci / nie majg zwigzku z rozstrzyganiem poprawnosci] metody stosowanej przez

2

zwolennikow [rownania (1) / rownania (2) / nie da sig¢ rozstrzygngc¢], gdyz uzyskana w modelu ....”.

2.  Zmieniaj warto$¢ wspotczynnika tarcia pomigdzy foka a kra. Opisz wptyw zmian tego parametru na
uzyskiwang koncowg predkos¢ oraz na przebieg zaleznosci v(t) oraz V(t).

Zwr6éémy uwage, ze zmiana tego parametru nie ptywa na predkos$¢ koncowaq kry z foka. Zwro¢ uwage, ze
we wzorach (1) 1 (2) nie ma wspotczynnika tarcia.

Czy zatem wspotczynnik tarcia nie ma zadnego znaczenia? Aby odpowiedzie¢ na topytanie zwro¢ uwage
na czas przy roznych warto$ciach wspotczynnika tarcia.

Zachecamy do przeprowadzenia symulacji bardzo ekstremalnych np. jaki bytby wynik gdyby masy foki 1
kry byty porownywalne, albo gdyby nie bylo tarcia. warto troche si¢ "pobawi¢ ta symulacja.



Czes¢ 2. Przekaz pedu pomiedzy fokg a kra.
Z pracowni fizycznej.
W §2.2.5 e-podrecznika opisano pojecie popedu sity F. W jednowymiarowym zagadnieniu, jakim
jest wslizg foki na kre, mozemy zapisa¢ wyrazenie na poped I sity F w postaci skalarne;j:
[=F-At (8)

Zgodnie z I1 zasadg dynamiki Newtona zmiana pedu Ap ciata jest rowna popedowi sity wypadkowej
F dziatajacej na to ciato:

Ap=1=F-At (9)

W czesci drugiej matematycznego modelu slizgu foki po krze przedstawione zostang zmiany pgdu
foki oraz kry w zwiazku z dzialajaca sitg i uptywajacym czasem.



W pracowni informatycznej - arkusz ,,Ped”.

1. Skopiuj do pierwszej kolumny nowego arkusza ,,Ped” wartosci parametrow zagadnienia z arkusza
»Predkos¢”. Wykorzystaj dwukrotnie opcje ,, Wklej specjalnie”:
a) za pierwszym razem wybierz ,,Wklej tacze” - dzigki temu wszystkie wartoéci z arkusza
»Predkosci” zostang przeniesione do arkusza ,,Pedy” w taki sposob, ze modyfikacja parametru
zagadnienia w obrgbie pierwszego z nich zostanie automatycznie przeniesiona do drugiego;

b) za drugim razem wybierz ,,Formaty” - dzigki temu zachowasz w arkuszu ,,Ped” wszystkie
formaty, jakie zostaly uzyte w arkuszu ,,Predkosci”.

2. Skopiuj do kolejnej kolumny nowego arkusza ,,Ped” wartosci czasoéw z kolumny ‘t’ arkusza
»Predkosci”. Wykorzystaj dwukrotnie opcje ,,Wklej specjalnie”, by uzyskac te same efekty, co w
przypadku kolumny parametrow zagadnienia.

3. Kolejne dwie kolumny zawiera¢ beda informacje o pedzie foki i jego zmianach.
=] F : H I J KoL M
2 foka kra
3 p Al=-F*at=Ap p Al =+F*At = Ap poatk
4 [kgrmis] [kgrnis] [kgrnis] [kgm/'s] [kgmis]

a) W ,,zerowym wierszu” pierwszej z nich wprowadz iloczyn m-vo - masy foki i poczatkowej jej
predkosci.

F5: =$B$4*$B%6

Formuta ta nie zostanie przeciggnigta do wiersza pierwszego.

b) Druga z nich zawiera¢ bedzie jednakowe, ujemne wartosci Al - popedu sily tarcia F dziatajacej na
foke - obliczonego zgodnie ze wzorem (8).

G5: =-$B$16*$B$21

c¢) Formuta z ,wiersza zerowego” tej kolumny zostanie przeciggni¢ta do wiersza pierwszego i
nastgpnych. Zgodnie ze wzorem (9) obliczony poped Al jest rowny zmianie pedu Ap foki w
biezacym odcinku czasowym At.

d) W kolumnie ‘p’, w wierszu pierwszym, wpisz formutg, ktora zapewni, iz biezaca warto$¢ pedu p
bedzie sumg wartoSci z poprzedniego wiersza i przyrostu Ap, obliczonego w poprzednim wierszu.

F6: =F5+G5
Ta formula moze zosta¢ przeciggnigta do kolejnych wierszy.

e) Przygotuj zgodnie z tym przepisem tyle wierszy, ile jest wierszy czasu. W wierszach, w ktorych w
arkuszu ,,Predkosci” nastgpowalo zmniejszenie wartosci At (by zapewni¢ zadang doktadnos$c
osiggniecia jednakowych predkosci przez foke i krg), wstaw w kolumnie ‘A’ odpowiednio
zmniejszone wartosci At’ 1 dalej, ewentualnie jeszcze mniejsze.

4. Na podobnych zasadach jak wyzej, kolejne dwie kolumny zawiera¢ beda informacje o pgdzie kry i
jego zmianach.

A J |
2 kra
3 p Al = +F*at = Ap
4 [kgm/s] [egm's]

a. W ,,zerowym wierszu” pierwszej z nich wprowadz iloczyn M-Vo - masy kry 1 poczatkowej jej
predkosci.

15:  =$B$9*$B$11

Formuta ta nie zostanie przeciggnigeta do wiersza pierwszego.

b. Druga z nich zawiera¢ bedzie jednakowe, ujemne wartosci Al - popedu sity tarcia F dziatajacej na
kre - obliczonego zgodnie ze wzorem (8).

J5:  =+$B$16*$B$21



Formuta z ,,wiersza zerowego” tej kolumny zostanie przeciagni¢ta do wiersza pierwszego i

nastepnych. Zgodnie ze wzorem (9) obliczony poped Al jest rowny zmianie pedu Ap foki w

biezacym odcinku czasowym At.

W kolumnie ‘p’, w wierszu pierwszym, wpisz formule, ktora zapewni, iz biezaca warto$¢ pedu p

bedzie sumg wartosci z poprzedniego wiersza i przyrostu Ap, obliczonego w poprzednim wierszu.
16: =I15+J5

Ta formula moze zosta¢ przeciggnigta do kolejnych wierszy.

Przygotuj zgodnie z tym przepisem tyle wierszy, ile jest wierszy czasu. W wierszach, w ktérych w

arkuszu ,,Predkosci” nastgpowalo zmniejszenie wartosci At (by zapewni¢ zadang doktadno$c

osiggnigcia jednakowych predkosci przez foke i krg), wstaw w kolumnie ‘A’ odpowiednio
zmniejszone wartosci At’ i dalej, ewentualnie jeszcze mniejsze.

W ostatnim wierszu kolumn ‘AI’ foki 1 kry wstaw formute, ktora zapewni zsumowanie wszystkich
czastkowych popedow sity, obliczonych w modelu. Opisz te dwie komoérki za pomocg komentarza.

W ostatniej kolumnie, catkowitego pedu uktadu, wstaw sume pedow foki i kry z kazdego wiersza.
AF J K LM

kra
p Al = +F*At = Ap poati
[gmnis] [kgmnis] [kgmis]

LS: =F5+I5

Sformatuj poszczegolne kolumny tabeli (ew. pojedyncze komorki lub ich grupy) w taki sposob, by
wyswietlane w nich liczby zawieraty tyle cyfr znaczacych, ile jest niezb¢dne do $ledzenia zmian
poszczegolnych wielko$ci w miare uptywu czasu.

1| b | ma 4

Sporzadz wykres, na ktorym przedstawisz zalezno$¢ obu pedow - foki i kry - od czasu. Uzupehij
wykres o lini¢ przedstawiajacg ped catkowity.

200.0
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pedy (kg*m/s) foKi

kry ——catkowity

czas (s)

0.0
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9.

Zmiana wartos$ci czterech parametrow modelu: mas foki 1 kry oraz ich poczatkowych predkosci.
W tym celu przekopiuj 4 przyciski z ¢wiczenia poprzedniego.
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Wszystkie podtaczone do przyciskéw procedury beda zmieniaty odpowiednie parametry.



Do pracowni fizycznej.

1. Zawarto$¢ kolumny ,,catkowity pedu uktadu nie pozostawia watpliwosci, ze w badanym zjawisku
ped podlega zasadzie zachowania. Zbadaj, czy tak jest dla r6znych wartosci parametrow uktadu -

mas oraz poczatkowych predkosci foki i kry.

Warto pozmienia¢ parametry uktadu, aby zobaczy¢ jaki wplyw te zmiany maja na poszczegdlne ciata
uktadu "foka - kra". Zwro¢my uwage, ze ped foki maleje, a ped kry rosnie. W ostatniej kolumnie mamy
ped catkowity uktadu, ten ped nie ulega zmianie. Warto sie o tym przekona¢ dokonujac samodzielnie

zmian parametrow 1 to w bardzo rdzny sposob.

foka

m [ka]

100

w0 [mis]

Al =-F*at=Ap

[gms]

=+F*At=Ap

[egrmis]

’
[sgmis]
0]

10

Te zmiany pigknie wida¢ na wykresie zaleznosci p(t). Ped foki (linia zotta) maleje, ped kry (linia zielona)
ro$nie. Ped catkowity, to linia pozioma, jest taki sam, przed potaczeniem ciat i juz po potaczeniu.
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W zadaniu rozwazamy przypadek, gdy kra spoczywa, ale przeciez tak nie musi by¢. Przyjmijmy, ze kra

porusza si¢. I tym razem catkowity ped nie ulega zmianie.
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m [ka] Al =-F*at= ap Al =+F*at= Ap
100 [lgmy's] [grmi's] [kgmis]
vo [mis] 16 000

Ciekawie wygladaja tym razem wykresy p(t).
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2. Zinterpretuj warto$ci uzyskane w komorkach utworzonych w punkcie 5. Opisz znaczenie faktu, Zze
jedna zawiera wielko$¢ przeciwng do drugiej, dla rozstrzygnigcia naukowego sporu pomiedzy
zwolennikami rownania (1) a zwolennikami rownania (2).

Popatrzmy na warto$ci zawarte w tych komorkach:



Widzimy, ze catkowity poped sity dziatajacy na fokg wynosi - 790 Ns, a na krg +790 Ns. Popedy maja
jednakowe warto$ci bezwzgledne. Gdyby te warto$ci byly inne oznaczatoby to, ze na uktad "foka - kra"
dziatajg sity zewnegtrzne.



Czes¢ 3. Przekaz energii kinetycznej pomiedzy foka a kra.
Z pracowni fizycznej.
W §2.3.1 e-podrg¢cznika opisano pojecie pracy sity F. W jednowymiarowym zagadnieniu, jakim jest
w$lizg foki na kre, mozemy zapisa¢ wyrazenie na prace AW sity F w postaci wzoru:
AW = F-As-cos(a) (10)
Symbolem As oznaczono tu fragment drogi przebywanej przez ciato, podczas dziatania na nie sity F.
Kat o w jednowymiarowym zagadnieniu moze przyjmowac jedng z dwoch wartos$ci:
e o =0 (wtedy cosa = 1) gdy sita F dziata zgodnie ze zwrotem predkosci ciata;
e 0o =180° (o =m, wtedy cosa = -1) gdy sita F dziata przeciwnie do zwrotu predkosci ciata.
Sita Fr-k, z jaka foka dziata na kr¢ odpowiada przypadkowi ‘a’ - ma ona zwrot zgodny z predkoscia
V 1 przyspiesza kr¢: predkos¢ V rosnie pod jej wptywem. Odwrotnie jest z sitg Fkt, z jaka kra dziata na
foke: ma ona zwrot przeciwny do predkosci v, co odpowiada przypadkowi ‘b’. Dlatego tez ruch foki jest
ruchem opo6znionym a jej predkos¢ v maleje.
Zgodnie z definicja energii kinetycznej (§2.3.3 e-podrecznika) praca sity wypadkowej F dziatajacej
na cialo jest rOwna zmianie jego energii kinetycznej:

AEkin =W = F-As-cos(a) (11)

Fragmenty drogi As przebywane w poszczegdlnych odcinkach czasu At zwigzane s3 z
przyspieszeniem ‘a’ (foki lub kry) oraz z predkoscig (v lub V) na poczatku kazdego odcinka At. Do
obliczenia As w przypadku ruchu jednostajnie zmiennego (taki model ruchu przyj¢to przy obliczaniu
predkosci v oraz V) stuzy wyrazenie znane z §2.1.4 e-podrgcznika:

As="orar A2 + v-At (dlafoki) i  As='YracAt?+ V-At (dlakry) (12a; 12b)
Przyspieszenia ar i ak w tych wzorach obliczane sg zgodnie ze wzorami (4) i (5).

W trzeciej czg$ci matematycznego modelu §lizgu foki po krze przedstawione zostang zmiany energii
kinetycznej foki oraz kry w zwigzku z dziatajaca pomiedzy nimi silg 1 przebywang droga.



W pracowni informatycznej - arkusz ,,Energia Kinetyczna”.

1.

Skopiuj do pierwszej kolumny nowego arkusza ,,Energia kinetyczna” wartosci parametrow
zagadnienia z arkusza ,,Predkos¢”. Wykorzystaj dwukrotnie opcje ,,Wklej specjalnie”, podobnie jak
w punkcie 1. drugiej czg$ci ¢wiczenia.

Skopiuj do kolejnej kolumny nowego arkusza ,,Energia kinetyczna” wartosci czaséw z kolumny ‘t’
arkusza ,,Predkosci”. Wykorzystaj, podobnie jak powyzej, dwukrotnie opcje ,, Wklej specjalnie”.

I=
m
9]
=]
m

2

3 m [kal t
4 100 [s]
5 v [mi's]

i] a

[

5 [Mka]

g 8000
10 0 |Mo [mis]

11 0
12

13| ([l

14 0,2
15 Ft M)

16 200
17

18 tchar [s]

14 4
20 | |atfs]

21 0.4
22 0,04
23 0,004
24 0,0004
25

20

27 mi foki

28 W foki

gg Mkry |
3 — vk |
32

Kolejnych pig¢ kolumn zawiera¢ bgda informacje o energii kinetycznej foki i jej zmianach. Dwie
pierwsze zawiera¢ beda niezbedne informacje do obliczenia czastkowych drog As foki w
poszczegolnych odcinkach czasowych At; trzecia bedzie zawierata czgstkowe drogi As. W czwartej
kolumnie umieszczone zostang wartosci energii kinetycznych foki, za§ w piatej czastkowe prace
AW sity tarcia Fk—f dzialajacej na foke ze strony kry.

AlE F G H | J k
2 foka
3 v a AS Ekin AW =-F*As = AEK
4 [mis] | [mist2) [m] [ [

a) W pierwszej z tych pigciu kolumn, ‘v’, umie$¢ skopiowane wartosci predkosci foki, obliczone w
arkuszu ,,Predkos$¢”. Wykorzystaj dwukrotnie opcje ,, Wklej specjalnie”, podobnie jak wyzej.



b) Do drugiej z nich skopiuj przyspieszenia foki ‘a’, obliczone w arkuszu ,,Predkos¢”. Tu takze
wykorzystaj dwukrotnie opcje ,,Wklej specjalnie”, podobnie jak wyze;j.
c) W trzeciej umies¢ formule pozwalajaca obliczy¢ czastkowe drogi As przebywane przez foke w

zadanym odcinku At, z przyspieszeniem z kolumny ‘a’ i z poczatkowg predkoscig z kolumny ‘v’,
zgodng ze wzorem (12a).

H5: =0,5*G5*$B$21"2+F5*$B$21

d) Kolejna, czwarta kolumna ‘Exin’ zawiera warto$ci energii kinetycznej foki. W ,,zerowym wierszu”
wprowadz iloczyn % m-(vo)? - polowy masy foki i kwadratu poczatkowej jej predkosci; formula ta
nie zostanie przeciaggnicta do wiersza pierwszego.

15: =$B$4*$B$6"2/2

e) Ostatnia kolumna zawiera¢ bgdzie ujemne wartosci AW - pracy sity tarcia F dziatajacej na fokg -
obliczonej zgodnie ze wzorem (10), z uwzglednieniem znaku ‘minus’. Formuta z ,,wiersza
zerowego” tej kolumny zostanie przeciagni¢ta do wiersza pierwszego i nastgpnych. Zgodnie ze
wzorem (11) obliczona elementarna praca AW jest rowna zmianie energii kinetycznej AEkin foki w
biezacym odcinku czasowym At.

J5:  =-$B$16*H5

f) W kolumnie ‘Exin’, w wierszu pierwszym, wpisz formulg, ktora zapewni, iz biezaca warto$¢
energii kinetycznej bedzie sumg warto$ci z poprzedniego wiersza i przyrostu AEkin, 0bliczonego w
wierszu poprzednim. Ta formuta moze zosta¢ przeciggnieta do kolejnych wierszy.

16: =15+J5

g) Przygotuj zgodnie z tym przepisem tyle wierszy, ile jest wierszy czasu. W wierszach, w ktorych w
arkuszu ,,Predkosci” nastgpowalo zmniejszenie wartosci At (by zapewni¢ zadang dokladnosé
osiggnigcia jednakowych predkosci przez foke i kre), wstaw w kolumnie ‘As’ odpowiednio
zmniejszone warto$ci At’ 1 dalej, ewentualnie jeszcze mniejsze.

W analogiczny sposob przygotuj pie¢ kolumn z informacjami o energii kinetycznej kry 1 jej
zmianach. Dwie pierwsze zawiera¢ beda niezbedne informacje do obliczenia czastkowych drog As
kry w poszczegdlnych odcinkach czasowych At; trzecia bedzie zawierata obliczone drogi
czastkowe. W czwartej kolumnie umieszczone zostang warto$ci energii kinetycznych Kkry, za§ w
piatej czastkowe prace AW sity tarcia Fr—k dzialajacej na kre ze strony foki.

A EK L I M 0 P Cl
2 kra
3 v ‘ a ‘ AS ‘ Ekin ‘ AW = F*as = AEk
4 [yl Tmis"2] Il [0 [

b) W pierwszej z tych pigeciu kolumn, ‘V’, umies¢ skopiowane wartosci predkosci kry, obliczone w
arkuszu ,,Predkos¢”. Wykorzystaj dwukrotnie opcje ,,Wklej specjalnie”, podobnie jak opisano
kilkakrotnie wyzej.

¢) Do drugiej z nich skopiuj przyspieszenia kry ‘a’, obliczone w arkuszu ,,Predkos$¢”. Tu takze
wykorzystaj dwukrotnie opcje ,,Wklej specjalnie”.



d) W trzeciej umie$¢ formule pozwalajacg obliczy¢ czastkowe drogi As przebywane przez kre w
zadanym odcinku At, z przyspieszeniem z kolumny ‘a’ i z poczatkowa predkoscia z kolumny ‘V’,
zgodna ze wzorem (12b).

N5: =0,5*M5*$B$21"2+L5*$B$21

e) Kolejna, czwarta kolumna ‘Exin’ zawiera wartosci energii kinetycznej kry. W ,,zerowym wierszu”
wprowadz iloczyn %4-M-(Vo)? - potowy masy kry i kwadratu poczatkowej jej predkosci; formuta
ta nie zostanie przeciaggnieta do wiersza pierwszego.

O5: =$B$9*$B$11"2/2

f) Ostatnia kolumna zawiera¢ bedzie dodatnie wartosci AW - pracy sity tarcia F dziatajacej na kre -
obliczonej zgodnie ze wzorem (10), z uwzglednieniem znaku ‘plus’. Formuta z ,,wiersza
zerowego” tej kolumny zostanie przeciagni¢ta do wiersza pierwszego i1 nastgpnych. Zgodnie ze
wzorem (11) obliczona elementarna praca AW jest rowna zmianie energii kinetycznej AExin kry w
biezacym odcinku czasowym At.

R5: =+$B$16*N5

g) W kolumnie ‘Exin’, w wierszu pierwszym, wpisz formulg, ktora zapewni, iz biezgca wartos$¢
energii kinetycznej bedzie sumg wartosci z poprzedniego wiersza i przyrostu AEkin, 0bliczonego w
wierszu poprzednim. Ta formuta moze zosta¢ przeciagnigta do kolejnych wierszy.

06: =05+P5

h) Przygotuj zgodnie z tym przepisem tyle wierszy, ile jest wierszy czasu. W wierszach, w ktorych w
arkuszu ,,Predkosci” nastepowato zmniejszenie wartosci At (by zapewni¢ zadang doktadnosé
osiggnigcia jednakowych predkosci przez foke i kre), wstaw w kolumnie ‘As’ odpowiednio
zmniejszone wartosci At’ i dalej, ewentualnie jeszcze mniejsze.

W ostatnim wierszu kolumn ‘As’ foki i kry wstaw formute, ktoéra zapewni zsumowanie wszystkich
czastkowych drog, obliczonych w modelu. Uzyskasz w ten sposob catkowita droge przebyta -
odpowiednio - przez foke sf i kre sk, do chwili wyrownania ich predkosci. Podobnie, w ostatnim
wierszu kolumn ‘AW’ foki i kry wstaw formule, ktoéra zapewni zsumowanie wszystkich
czastkowych prac sity, obliczonych w modelu. W ten sposob uzyskasz catkowita prace wykonang -
odpowiednio - przez site dziatajgcg na fok¢ Wt i site dziatajacg na kre Wk, do chwili wyr6wnania
ich predkosci. Opisz kazda z tych czterech komorek za pomoca komentarza.

W ostatniej kolumnie, catkowitej energii kinetycznej uktadu, wstaw sumg energii kinetycznej foki 1
kry z kazdego wiersza.

AEKG R S

Ecatk
11

e L 3] =




RS5: =15+05

7. Sformatuj poszczegolne kolumny tabeli (ew. pojedyncze komoérki lub ich grupy) w taki sposéb, by
wyswietlane w nich liczby zawieraty tyle cyfr znaczacych, ile jest niezbedne do §ledzenia zmian
poszczeg6lnych wielko$ci w miare uptywu czasu.

8. Sporzadz wykres, na ktorym przedstawisz zalezno$¢ obu energii kinetycznych - foki i kry - od

czasu. Uzupeij wykres o lini¢ przedstawiajaca catkowita energi¢ kinetyczna.
3500.,0

energie . .

kinetyczne (J) foki kry — catkowita
3000,0 A
2500,0 A
2000,0 A
1500,0 -
1000,0 -
500,0 -

czas (s)
,0 T T T T 1 1 1
0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0 30,0 35,0

Zwro¢ uwage, ze w przypadku gdy stosunek m do M jest duzo mniejszy od jednosci, to przebieg
zaleznosci Exin foki od czasu jest stabo czytelny; podobnie jest przy koncu wykresu, gdzie wszystkie trzy
linie zlewaja si¢ nieco ze sobg. Rozwaz wigc utworzenie kopii sporzadzonego wykresu i takie dobranie
skali na nowym wykresie, by wyeliminowac¢ te niedogodnosci.

9. Zmiana wartos$ci czterech parametrow modelu: mas foki 1 kry oraz ich poczatkowych predkosci.
W tym celu przekopiuj 4 przyciski z ¢wiczenia poprzedniego.
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29 m foki
30 V foki
3; M kry
e \ kry
34

Wszystkie podtaczone do przyciskéw procedury beda zmieniaty odpowiednie parametry.



Do pracowni fizycznej.

1.  Zawartos¢ kolumny ,,catkowita energia kinetyczna” (punkt 6. arkusza ,,Energia kinetyczna”) nie
pozostawia watpliwosci, ze w badanym zjawisku energia kinetyczna nie podlega zachowaniu.

a) Zbadaj, czy tak jest dla roznych wartosci parametrow uktadu - mas oraz poczatkowych predkosci
foki i kry.

b) Wskaz wiasciwe uzupeknienie zdania: ,,Im stosunek m/M jest wigkszy, tym stosunek koncowe;j
energii kinetycznej uktadu do jego poczatkowej energii kinetycznej jest [wigkszy i zbliza si¢ do
jednosci / wigkszy 1 ro$nie nieograniczenie / mniejszy i zbliza si¢ do zera / mniejszy 1 zbliza si¢
do jednosci / nie da si¢ jednoznacznie okresli¢ tej zalezno$ci / stosunek m/M w ogdle nie
wptywa na stosunek energii kinetycznych].”.

2.  Zinterpretuj warto$ci uzyskane w komorkach utworzonych w punkcie 5. W tym celu wskaz wtasciwe
uzupetnienia ponizszych zdan i ewentualnie uzupelnij brakujace elementy.

a) Calkowita droga przebyta przez foke sf jest zawsze [mniejsza / rowna / wigksza / nie da si¢
jednoznacznie okresli¢] od catkowitej drogi przebytej przez kre sk.

b) Powyzsza relacja wynika z faktu, ze [masa foki jest ........... masy kry / poczatkowa predkosé
foki jest ........... poczatkowej predkosci kry / warto§¢ bezwzgledna przyspieszenia foki jest
........... przyspieszenia kry / warto$¢ sity Fxt jest ........... wartosci Frsk]. Wskaz wlasciwy(e)

czynnik(i) i uzasadnij pokrétce jego (ich) wptyw na relacje pomiedzy St i Sk.

€) Bezwzgledna wartos¢ catkowitej pracy W jest zawsze [mniejsza / rowna / wigksza / nie da si¢
jednoznacznie okresli¢] od catkowitej pracy Wk.

d) Powyzsza relacja wynika bezposrednio z faktu, ze [masa foki jest ........... masy kry / sf i Sk
spetniaja relacje wskazang w punkcie ‘a’ / poczatkowa predkos¢ foki jest ........... poczatkowej
predkosci kry / warto$§¢ bezwzgledna przyspieszenia foki jest ........... przyspieszenia kry /
warto$¢ sity Frf jest ........... wartosci Frok]. Wskaz wlasciwy(e) czynnik(i) i uzasadnij pokrotce
Jjego (ich) wplyw na relacje pomiedzy W 1 W_s.

e) Uzupehij ponizsze zdanie tak, by stanowilo ono ostateczny wniosek ptynacy z uzycia
utworzonego matematycznego modelu:

Uktad ,,foka + kra” nalezy traktowa¢ jako uktad [izolowany / nieizolowany]. Wybor ten
[wynika z faktu / jest niezalezny od faktu / pociaga za sobg fakt], ze energia kinetyczna ukladu w
opisywanym procesie [po prostu znika / jest wyprowadzana poza uktad w formie energii
{kinetycznej / potencjalnej / wewnetrznej} / pozostaje w uktadzie, ale zmienia forme¢ na
{potencjalng / wewnetrzng}].

Rozwiazania, wskazowki, komentarze
1. Zawarto$¢ kolumny ,calkowita energia kinetyczna” (punkt 6. arkusza ,,Energia kinetyczna”) nie
pozostawia watpliwosci, ze w badanym zjawisku energia kinetyczna nie podlega zachowaniu.
Ponizsza tabela pokazuje, ze po kazdym kroku czasowym catkowita energia kinetyczna uktadu jest
mniejsza niz w kroku poprzednim. Tak wigc malenie energii kinetycznej nie jest zjawiskiem ,,nagtym”,
lecz postgpuje w trakcie catego procesu slizgu foki po krze.
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a) Zbadaj, czy tak jest dla roznych wartosci parametréw ukladu - mas oraz poczatkowych predkosci
foki i kry.

Warto po¢wiczy¢ 1 pozmienia¢ parametry uktadu, aby sprawdzi¢ jak dziata symulacja. Latwo si¢
przekonasz, ze kazdy zestaw poczatkowych parametréw uktadu konczy si¢ maleniem catkowitej
energii kinetycznej, cho¢ w r6znym tempie, zaleznym przede wszystkim od mas foki (m) oraz kry
(M).

b) Wskaz wilasciwe uzupetnienie zdania: ,,Im stosunek m/M jest wigkszy, tym stosunek koncowe;j
energii kmetycznej ukladu do Jego pocza}tkowej energu klnetyczneJ Jest [Wlekszv L zbhza 51e do

]ednosc [ w

stesuneleenergn—l«netyeznyeh] ”

Na energi¢ kinetyczng wplyw maja masa i predkos¢ ciata. Na energi¢ uktadu "foka - kra"
wptywaja: masy tych cial 1 predkos¢ poczatkowa foki (zgodnie z warunkami zadania, kra na
poczatku spoczywa.). Zatem poczatkowa energia kinetyczna uktadu to energia kinetyczna foki:

2
mv;
2

Natomiast energia koncowa to taczna energia kinetyczna foki i kry, ktore poruszaja si¢ ze
wspodlng predkosciag V:

E, =

(m+ M)V?

E —
K 2

Wyznaczmy stosunek tych energii:



(m+ M)V?

E: 2 :(m+M)(X)2
E, mv; m A
2

Mozna odnie$¢ mylne wrazenie, ze im wicksza masa kry tym wieksza koncowa energia
kinetyczna uktadu. Ale masa M wptywa takze na koncowa predkosc V, zgodnie ze wzorem (1):
m \Y m
V=yv,- = —=
m+M Vv, m+M

Tak wigc ostatecznie:

i m

E, m+M

Masa kry M znajduje si¢ w mianowniku otrzymanego wyrazenia. Wida¢ wiec, ze w miare
wzrostu tej masy (w poréwnaniu do masy foki m) stosunek koncowej energii kinetycznej do
poczatkowej maleje. Z kolei w miar¢ malenia M wobec m (czyli wzrostu m wobec M), stosunek
energii ro$nie.

W ,,abstrakcyjnej” sytuacji, w ktorej to masa foki m bytaby duzo wigksza w pordwnaniu z M,
utamek po prawej stronie wyrazenia zblizatby si¢ do jednos$ci, pozostajac jednak od jednosci
mniejszy (jego licznik jest na pewno mniejszy od mianownika). Oznaczaloby to, ze warto$¢
koncowej energii zblizalaby si¢ do warto$ci poczatkowe;.

Powyzsze tezy mozesz zilustrowaé poprzez utworzenie W arkuszu kolumny E/Eo.

2. Zinterpretuj wartosci uzyskane w komorkach utworzonych w punkcie 5. W tym celu wskaz wtasciwe
uzupetnienia ponizszych zdan i ewentualnie uzupeinij brakujace elementy.

a) Catkowita droga przebyta przez foke st jest zawsze [mniejsza—+—+éwna | wicksza |/ nie—da—sie
jednoeznaeznie-okreshi€] od calkowitej drogi przebytej przez krg sk.

Aby na to pytanie odpowiedzie¢, wystarczy spojrze¢ na kolumny ,,As” tabeli. Relacj¢ sf> sk
uzyskamy niezaleznie od warto$ci poczatkowych parametrow - zbadaj ten fakt.

Podobnie, argumentem za tg relacja jest rysunek 3. Pokazuje on, ze foka §lizga si¢ po
rozpedzajacej si¢ krze; foka musi wiec przeby¢ dtuzsza droge wzgledem wody niz sama kra - liczac
do chwili wyréwnania obu predkosci.

b) Powyzsza relacja wynika z faktu, ze [
jest wieksza od poczatkowej predkosci kry /
przyspieszentateryHwartosésiby By ejest————— Sei ].

Ogolny dowod tej relacji mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

Vo>Vo =
[Poczatkowa predkos¢ foki musi by¢ wieksza od poczatkowej predkosci kry - inaczej kra
ucieklaby przed foka.]

| poczatkowa predko$é foki

Yor(vo+ V)>% (Vo +V) =

[Do obu stron nierownosci dodajemy koncowa predkosc¢ foki i kry, po czym obie strony

nierOwno$ci mnozymy przez Y.]

Vir > Ve =
[Srednia predkos¢ foki jest wicksza od $redniej predkosci kry.]
Vi At > V' At =

[Czas ruchu foki jest taki sam jak czas ruchu kry - liczac od poczatku $lizgu do chwili wyréwnania

predkosci.]

Ss>Sk W

[Wniosek: droga przebyta przez foke jest zawsze dhuzsza od drogi przebytej przez kre.]



d)

oo oo o0 oo

0,4592032 -0, 007904

0484128 —SIEEEI

0 0,532512

0 0,524288 -0,008180
0 0,516128 -0,008096
0 0,508032 -0,008032
0 0,500000 -0,007968
0

0

Bezwzglgdna wartos¢ catkowitej pracy W jest zawsze [mniejsza++déwna | wicksza / nie-da-sie
jedneznaeznie-okreshi€] od calkowitej pracy Wok.

Aby na to pytanie odpowiedzie¢ wystarczy spojrzeé na kolumny ,,AW” tabeli.

Powyzsza relacja wynika bezposrednio z faktu, ze [masafekiHest———— / st i Sk Spetniaja
relacj¢ wskazang w punkcie ‘a’ / N j Set /

........... i i | warto$¢ sity Frt jest

réwna wartosci Frok].

Wartos$¢ bezwzgledna obu prac wyraza si¢ wzorem:
W =F-s

Sity dziatajgce na foke i na kr¢ maja jednakowe warto$ci, tak wiec relacja sf > Sk jest uzasadnieniem

dla zwigzku W > Wos.



foka
AWV = -F*As = AF
[

AW = -F*As = AEK

F08 0,724
5,44 0,732
-4,80 0,740
416 0,748
352 0,736
288 0,764
224 0,772
-1,80 0,780
01248 0,07544
01184 0,07852
-0,1120 0,07860
-0,1055 0,07868
_0,0992 0,07878
-0 0,07884
_u:m 0,07852
-0,008288 0,0078564
-0,008224 0,0078572
-0,008160 0,0078880
-0,008095 0,0078988
-0,008032 0,0078996
-0, 007968 0,0079004
0 007904 0,0079012

-3199,51587

Uzupelnij zdanie tak, by stanowilo ono ostateczny wniosek ptynacy z uzycia utworzonego
matematycznego modelu:

Uktad ,,foka + kra” nalezy traktowac jako uktad [izolowany / rieizelowany]. ...

Warto przypomnie¢ sobie, jaki uktad nazywamy izolowanym, a jaki nieizolowanym.
Rozpatrywany przez nas uklad jest izolowany, gdyz pominglismy wptyw sil zewnetrznych na foke
i kre. Takimi sitami sg grawitacja (zaktadamy, ze jest ona zrownowazona przez sit¢ wyporu wody)
oraz sita oporu wody (t¢ pomijamy na mocy jawnego zatozenia).

. Wybodr ten [winika—zfakty / jest niezalezny od faktu / peeigga—za——sebag—fakt], ze energia

kinetyczna uktadu...

W ukladzie izolowanym obowiazuja zasady zachowania; w naszym przyktadzie istotne sa
zasady zachowania pgdu i energii (calkowitej). W tej cze$ci zdania rozpatrujemy zwigzek
izolowanego charakteru uktadu z nieobowigzywaniem zasady zachowania energii Kinetycznej,
czyli tylko jednej formy energii. Takiego zwigzku najzwyczajniej w $wiecie nie ma, gdyz energia
moze zmienia¢ form¢ zard6wno w uktadzie izolowanym jak i nieizolowanym.

. energia kinetyczna uktadu w opisywanym procesie [pe-prostu—znika / jest-wyprowadzanapoza

ukk&d%hfeﬂm%enefgn—ﬂeme%yezna—#petenga}nej—kwewne@&nej} | pozostaje w ukltadzie, ale zmienia
forme na {petenejalng/ wewnetrzng}].

Pamiegtajmy, ze energia jest zawsze zachowana. Jesli wiec w uktadzie izolowanym "gdzie$
znika" jakas energia, to musi si¢ "gdzie$ indziej" w tym uktadzie pojawi¢ energia w innej formie.

W warunkach zadania, skoro postanowili§my poming¢ opdr, jaki stawia woda ruchowi kry, nie
ma oddziatywania, ktore by wyprowadzato przeksztatcong energi¢ kinetyczng poza uktad.

Zamiana formy energii odbywa si¢ wylgcznie poprzez prace sity tarcia dynamicznego, jedynej
sity wewnatrzuktadowej zdolnej do wykonywania pracy (sita nacisku foki na kre jest prostopadta
do przemieszczenia, nie wykonuje wigc pracy; podobnie jest z sitg reakcji kry na fokg). Tarcie
dynamiczne jest oddzialywaniem niezachowawczym, ktore przeksztalca energi¢ mechaniczng w



energi¢ wewnetrzng. Ta ostatnia pozostaje w uktadzie, czego skutkiem jest podgrzanie brzucha foki
I powierzchni kry.



Problem komputerowy dla modut Il rozdziat 2 paragraf 7
Multimedialnego Podrgcznika z Fizyki

,Charakterystyka napieciowo-pragdowa ogniwa”

I. Z pracowni fizycznej.

Wykonano do$wiadczenie, ktérego celem jest zbadanie charakterystyki napieciowo-pradowej ogniwa,
poréwnanie wynikéw z przewidywaniami teoretycznymi oraz wyznaczenie sity elektromotorycznej
(SEM) € i oporu wewnetrznego r tego ogniwa (przypomnij sobie te pojecia, omowione w par. 3.2.113.2.7
e-podrgcznika).

Przewidywania teoretyczne.

Drugie prawo Kirchhoffa (patrz par. 3.2.8 e-podrecznika), zastosowane do zamknietego obwodu na rys. 1,
pozwala zapisa¢ dwa rdwnania, przewidujgce wskazania kazdego z miernikow:

| = oraz U=R"/
R+r
Po wyeliminowaniu z nich oporu R, ktory w kazdym pomiarze jest inny, uzyskujemy:
U=¢-rl (1)

Zwigzek ten opisuje charakterystyke napigciowo-pradowa ogniwa, czyli zalezno$¢ napigcia U podawanego
do obwodu przez ogniwo od natgzenia pradu |, czerpanego z tego ogniwa. Jest to zalezno$¢ liniowa, o
postaci y = a'x + b, ktorej wspolczynnik wolny ‘b’ jest rowny SEM ¢, za§ wspolczynnik kierunkowy ‘a’
jest rowny (z doktadnos$cia do znaku) oporowi wewnetrznemu r.

Zmontowano obwdd (rys. 1.) sktadajacy si¢ z:

- ogniwa (np. bateria ptaska ,,3R12” o nominalnej sile
elektromotorycznej 4,5 V); |

- potencjometru R (o regulowanym oporze w zakresie do 30 Q);

|
R
A
- amperomierza (analogowego; w do$§wiadczeniu wykorzystano
dwa jego zakresy: do 0,6 A z podziatka co 0,01 A orazdo 3 A z @
H——

podziatka co 0,05 A, klasa przyrzadu na obu zakresach wynosi

2,0); 4{

- woltomierza (analogowego, o zakresie do 6 V, klasie 1,5, z er
podziatka co 0,1 V i oporze wewnetrznym 6 kQ);
- wylacznika. Rys. 1. Obwod do badania charakte-

rystyki U(l) ogniwa [&; r]
Przebieg i wyniki pomiaréw.
W doswiadczeniu nastawiono kilkanascie roznych potozen potencjometru, nie notujac przy tym wartosci
jego oporu. Dla kazdego potozenia zamknieto na krotki czas obwod, odczytano wskazania miernikdéw, po
czym obwod otwarto (takie postepowanie pozwala zminimalizowa¢ wyczerpywanie si¢ baterii, co mogtoby
zmieni¢ jej SEM 1 opdr wewngtrzny w trakcie pomiaréw). Uzyskane wyniki pomiarow przedstawia
ponizsza tabela. Podano w niej (i zaznaczono réznicg w odcieniu koloru) dwa odczyty dla tego potozenia
potencjometru, w ktorym dokonano zmiany zakresu amperomierza.

1 [A] 0,15 0,18 0,22 0,27 0,30 0,35 0,41 0,51
U V] 45 45 4.4 4,3 4,2 4,2 41 4,0
| [A] 0,57 0,55 0,65 0,75 0,90 1,15 1,50 2,25

U [V] 4,0 3,9 4,0 3,8 3,7 3,4 3,1 2,3



1. W pracowni informatycznej.
Analiza danych z pomiaru.

1. W arkuszu przygotuj tabele
A B C C

|

| [A] U [v]

—_—t ok b A A A b b b
I I N E e e ad a b Rl R ]

2. Whpisz wyniki pomiar6w w dwoch kolumnach: I oraz U. W tabeli umieszczono przyktadowe wyniki

pomiarow.
A E C i

1 |
2 [ 1A U [V]
3 0.15 45
4 0.18 45
5 0.22 4.4
6 0.27 43
7 0.30 42
8 0.35 4.2
9 0.41 4.1
10 0.51 4.0
11 0.57 4.0
12 0.55 3.9
13 0.65 4.0
14 0.75 3.8
15 0.90 37
16 1.15 34
17 1,50 3.1
18 2,25 2.3
19

3. Sporzadz wykres (1) zaleznosci U(I). Wykres winien zawiera¢ same dane pomiarowe, bez
jakiejkolwiek linii taczacej punkty.



4. Skopiuj wykres 1 dodaj do punktéw elementy stuzace analizie wynikow.

D E F G H J M M

5

U]

-+
”oo
+
4 *y
+
+
5 +
2 -
1 4
I [A]
] T T T T
0.0 0.1 0.1 0z 0z 0.2

Rozwaz zmniejszenie rozmiaru punktow, by nie dominowaly one na wykresie. W tym celu wskaz
kursorem dowolny z punktow, kliknij ,,prawa mysza”, wybierz ,,Formatuj serie danych” i otworz

zaktadke ,,Desenie”.

Dodaj do wykresu prostokaty niepewnos$ci pomiarowej (tzw. prostokaty btedow). Polega to na
otoczeniu kazdego punktu prostokatem, wewnatrz ktérego najprawdopodobniej znajduje si¢
prawdziwe potozenie punktu. Trzeba to wykona¢ w dwdch niezaleznych od siebie krokach,
oddzielnie dla osi rzednych, oddzielnie dla osi odcietych. W efekcie pojedynczy punkt pomiarowy
na wykresie moze wyglada¢ nastepujaco:

rz¢dnych;

1
1
1
1
-

Dodaj do punktow stupki btedow z bledem standardowym.

ojektowanie Uktad

Analiza

-

Linia
trendu

Formatowanie

Wiasciwosici

-

*

Analiza

= R EI
o @ o B

s £

Stupki [~
bteddw -

. - kolorem niebieskim zaznaczono stupek niepewnosci natezenia pradu, odtozonego na
1 . .

+ osi odcigtych;
- kolorem zielonym zaznaczono stupek niepewnosci napiecia, odtozonego na osi

. - linig przerywang zaznaczono calty prostokat niepewnosci pomiarowej, ktory nie
©  pojawi si¢ na wykresie.



0.z 0.3

0.0 0.1 0. 0.2 0.2

A

e Zaznacz pionowe stupki btedoéw i ustaw statg warto$¢ btedu 0,14 V, zgodnie z opisem w §3.2.9 e-
podrecznika. Jest to precyzja pojedynczego odczytu napigcia na uzytym w doswiadczeniu
woltomierzu, z uwzglednieniem jego klasy.

Formatowanie stupkdw bieddw

Kaolar lini
Styl linii

Cien

Poswiata i wygladzone krawedzie

Pionowe stupki bteddw
~ Wyswiet

Kierunek
T ® Oba
4 ) Minus
N ) Plus
Styl korca
l ) Bez zakorficzenia
T *) Zakoriczenie
~Wielkose bledu

(®) Stala wartosc:

() Wartogd procentowa:
() Odchylenie standardowe:
() Blad standardowy

() Miestandardowa:

0,14

5,0

| =

1,0

Okresl wartosc




e Zaznacz poziome stupki btedéw 1 ustaw statg wartos¢ btedu 0,012A zgodng z precyzja

pojedynczego odczytu oraz klasy uzytego amperomierza (tak jak opisano to w §3.2.9 e-
podrecznika).

Formatowanie stupkow biedow

| Podome stupki beddn | | Poziome stupki btedow
Kolor linii Wyswiet
- Kierunek
Styl linii
N [ @ Oba
Cien -
Poswiata | wygladzone krawedzie [ O Minus
r ) Plus
Styl konca
l () Bez zakorficzenia
T (¥} Zakoriczenie

Wielkosc bledu

(%) Stala wartosc: 0,012
() Wartos¢ procentowa: |:|
) Odchylenie standardowe: |:|

Pt W 0

e Zwrd¢ uwagg, ze po zmianie zakresu amperomierza (z 0,6 A na 3 A) precyzja ta ulega pogorszeniu.
Zastandw si¢ nad mozliwos$cia uwzglednienia na wykresie roznych rozmiarow stupka niepewnosci
dla r6znych punktow (wskazoéwka: zapoznaj si¢ z opcjami okre$lania niestandardowych wartosci
btedu) - jesli znajdziesz na to rozwigzanie, zastosuj je; oblicz przy tym nowa, zwickszong
niepewnos$¢ pomiaru natezenia pradu. W przeciwnym razie pozostaw jednakowa dla wszystkich
punktow wartos$¢ 0,012 A, ale pamigtaj o tym w trakcie analizy wynikow i1 wyciggania wnioskow.

6. Dodaj do punktéw tzw. lini¢ trendu.

NajedZ kursorem na jeden z punktéw pomiarowych i kliknij ,,prawg mysza”; wybierz ,,Dodaj lini¢
trendu”. Linia trendu to optymalna linia, ktora niekoniecznie taczy punkty, lecz przechodzi
mozliwie blisko pomigdzy nimi. Program Excel pozwala wybra¢ rézne postacie funkcyjne linii
optymalnej - zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi wybierz funkcj¢ liniowa (,,typ linii trendu -
liniowy”).

Formatowanie linii trendu

| Opcje ln trenci l Opgje linii trendu
Kaolor lin Typ trendu/regresii
Stylliii O wykladniczy
Cien

{(®) Liniowy

Poswiata | wygfadzone krawedzie

{:!' Logarytmiczny
() Wielomianowy

O Potegowy

-

) Srednia ruchoma




Rozwaz taki dobor grubosci linii trendu, by zapewni¢ przejrzystos¢ wykresu. W tym celu wskaz
lini¢ kursorem, kliknij ,,prawa mysza”, wybierz ,,formatuj lini¢ trendu” i w ,,Deseniach” dobierz
zadang grubosc.

Rozwaz przedtuzenie linii trendu do jej przecigcia z osig rzednych (osig U). W tym celu wskaz lini¢
kursorem, kliknij ,,prawg mysza”, wybierz ,,formatuj lini¢ trendu” i w ,,Opcjach” wybierz
,,prognoze do tytu” (docen ten oksymoron!); ustaw ja na 0,15 jednostki. Poniewaz najmniejsze
zmierzone nat¢zenie pradu wynosito wtasnie 0,15 A, to ten zabieg przedtuzy lini¢ trendu do osi
rzg¢dnych. Mozesz takze, odpowiednio dobierajgc warto$¢ ,,prognozy do przodu” (teraz docen
pleonazm!), przedtuzy¢ nieco lini¢ trendu poza ostatni punkt pomiarowy.

- 7

Opgje linii trendu
Typ trendu/regresji

0 wykladniczy

{®) Liniowy

D Logarytmiczny
) Wielomianowy
) Potegowy

) Srednia ruchoma

Mazwa linii trendu

® Automatyczna:  Liniowy (Seriel)
() Miestandardowa:

Prognoza
Do przodu: (0,15 okresy
Do tyhs: |0,15 okresy

7. Uzupelnij wynik pomiaru o wartosci i niepewno$ci pomiarowe wspotczynnikow kierunkowego ‘a’ 1
peii) wynik p p p p y g

wolnego ‘b’ prostej optymalne;.

e W arkuszu przygotu;j tabele:

Bl - fe
A B C D

] !

19

20 a: Aa [Q]] b: Ak [V]

21

22

23

Zaznacz obszar:
B21:C22



e W komorke B21 wprowadz funkcjg¢ REGLINP(). Za pomocg rozwini¢tego okna dialogowego
wprowadz jako zmienne:

Argumenty funkcji
REGLINP »ZNanc_
29
Znane_y :::E::n::lE: = 44,5;4,5;4,4:4,3;4,2;4,2;4,1;4;4:3,... K |
olumn
Znane_x | BE1E = 40,15:0,18:0,22,0,27:0,3:0,35:0,41... eU
Stata |1 = PRAWDA arkusza;
Statystyka |1 S| = PRAWDA ,zZnane
X”
= {-1,012476638679574, 5777265500, ., kolumn
Fwraca statystylke opisujacy trend liniowsy, dopasowany do znanych punkkdw danych, dopasowuiace linie prosta pray
uEyciu metody najmnieiszych kwadratdw, [~ I
Znane_y - zhidr juz znanych wartosc v w relacii v = mx + b, arkusza.
Sta%ym
logiczn
ym
Wwnik Formuy = -1,01 ,stata” i
Pormoc dokviczaca bej Funkeii [ oK ] [ Anuluj ] ,,itaiyst
yKa

przypisz wartosci 1.

Funkcja jest funkcja tablicowa, zeby wypeti¢ obliczonymi danymi caly zaznaczony obszar
zatwierdz ja kombinacja klawiszy: CTRL+SHIFT+ENTER.

Dwie gorne to, odpowiednio, warto$ci wspotczynnika kierunkowego ‘a’ i wolnego ‘b’
optymalnej prostej, poprowadzonej na wykresie. Dwie dolne to niepewnosci pomiarowe Aa i Ab
tych wspotczynnikdéw; niepewnosci te sg obliczone na podstawie rozrzutu punktow wokot
optymalnej prostej.



I11. Do pracowni fizycznej.

Kolejnym krokom wykonanym w programie odpowiadajg elementy analizy i interpretacji uzyskanych
wynikow. Ponizej podano pytania, na ktdre fizyk winien odpowiedzie¢ i wyciagna¢ stosowne wnioski
(niektore przyktadowe wnioski zawarto w tekscie). Zwrd¢ uwage na trzy kategorie pytan i wnioskow:

- prowadzace do realizacji zatozonych celow doswiadczenia, stanowigce argumentacje za (lub przeciw)
zgodnosci wynikdéw z oczekiwaniami;
- stanowigce stwierdzenie osiggniecia (lub nie) zatozonych celow;
- stanowigce element podsumowania doswiadczenia 1 dyskusji uzyskanych wynikow.
Pamigtaj, analizujgc wyniki 1 wyciggajac wnioski, ze masz do czynienia z wynikami pomiaréw, ktore sa
obarczone niepewnoscig pomiarowa. Wynik do§wiadczenia nie jest zbiorem punktow czy wykresem
funkcji, sporzadzonym na podstawie wzoru.

1. Wstepna, jakosciowa ocena utozenia punktow pomiarowych na wykresie (1).

1.1 Czy wyniki pomiaréw uktadaja si¢ wzdhuz jakiejkolwiek sensownej linii? Wniosek:
- jesli tak, oznacza to, ze napigcie podawane przez ogniwo do obwodu rzeczywiscie zalezy od
nate¢zenia pradu, jak przewiduje teoria;
- jesli nie - czyli punkty utozyty sie chaotycznie - 0 ..... .
1.2 Czy ktérykolwiek pojedynczy pomiar jawnie odstaje od tendencji wskazanej przez pozostate?
Whiosek:
- jesli tak, oznacza to, ze najprawdopodobniej popetniono btad gruby i wtedy nalezy............ ;
- jesli nie, to ... .
1.3 Czy ulozenie punktéw przypomina oczekiwang lini¢ ,,teoretyczng” (tutaj: lini¢ prosta)? Wniosek:
- jesli tak, oznacza to, ze ....;

- je$li nie, tO ..... .
2. Ocena ilosciowa dopasowania funkcji liniowej do danych pomiarowych - wykres (2).
2.1 Czy wyniki pomiarow ukladaja si¢ losowo wokot zaproponowanej linii prostej optymalnej, niektore
nad nig a inne pod nig? Wniosek:
- jesli tak, oznacza to, ze napigcie podawane przez ogniwo do obwodu jest ........cccvveereveennnee. , zgodnie z
teorig, a stwierdzone drobne odstepstwa wynikajg z niepewnosci pomiarowej;
- jesli nie - czyli punkty uktadajg si¢ wyraznie wokot jakiejs linii krzywej - 1O ............. :
2.2 Czy prosta optymalna przechodzi przez ogromng wigkszo$¢ prostokatow niepewnosci pomiarowej?
Whiosek:

- jesli tak, oznacza to, ze rozrzut punktow wokot prostej optymalnej miesci si¢ w granicach

- jesli nie - czyli prosta optymalna omija sporg czes$¢ prostokatow niepewnosci - to nalezy przypuszczaé
ze ktoérys z uzytych miernikéw ma gorsza/lepsza (wskaz wtasciwe) precyzje, niz wynika to z jego
cech, podanych przez producenta. Taki miernik nalezy wymieni¢ na nowy i

3. Interpretacja i ocena uzyskanych wartosci wspotczynnikow optymalnej funkcji liniowe;j. Opis
wlasciwos$ci badanego ogniwa.
Jesli ocena z punktow 1 1 2 wypadta pozytywnie, to zgodnie ze wzorem (1) wspotczynnik kierunkowy
‘a’ optymalnej prostej (doktadniej: jego warto$¢ bezwzgledna) odpowiada oporowi wewngtrznemu
ogniwa r; niepewno$¢ pomiarowa Aa = Ar. Z kolei wspotczynnik wolny ‘b’ prostej optymalnej jest rowny
SEM ¢ zrodta a niepewnos¢ pomiarowa Ab = Ae.

3.1 Czy uzyskana wartos$¢ €, z uwzglednieniem niepewnosci pomiarowej Ag, jest zgodna z nominalng
warto$cig SEM, podang przez producenta? Wniosek:

- jesli tak, 0ZNacza to, Z€ .......covveeeerveeeereeerieeeree e ;

- jesli nie, to wynik wiekszy, niz podal producent moze oznaczaé, ze producent ..................... , Za$
wynik mniejszy musi oznaczaé, ze producent .............cceeeeverrenennen. .



3.2 Producent nie podatl Zadnej informacji o oporze wewngetrznym ogniwa. Jaki wzorzec nalezaloby
przyjaé, gdzie szuka¢ informacji o nim, by oceni¢ wiarygodno$¢ uzyskanego wyniku?

3.3 Jedng z istotnych cech kazdego zrddta napigcia jest tzw. prad zwarcia. Jest to maksymalne natgzenie
pradu Imax, ktéry moze dostarczy¢ ogniwo, w do$¢ ekstremalnej sytuacji: gdy jego bieguny polaczy
si¢ przewodem o zerowym oporze. Taka czynno$¢ nazywa si¢ ,,zwarciem ogniwa” lub
»spowodowaniem krotkiego spigcia”. W instalacjach czgsto stosuje sie bezpieczniki, zapobiegajace
negatywnym skutkom zwarcia zrodta napigcia.

- Na podstawie wynikéw doswiadczenia (warto$ci wspotczynnikdéw ‘a’ i ‘b’ prostej optymalnej)
oblicz Imax badanego ogniwa i oszacuj jego niepewnos$¢ pomiarows.

- Czy zastosowany w doswiadczeniu amperomierz mogtby postuzy¢ do pomiaru Imax?

- Wykorzystaj czynnos$ci opisane w czesci 11.4 do wskazania wartosci Imax na wykresie U(l).
4. Inne uwagi do organizacji i przebiegu doswiadczenia.

4.1 W trakcie doswiadczenia zmieniono zakres amperomierza. Czy zabieg ten jest widoczny w wynikach
do$wiadczenia?

4.2 Idealny woltomierz powinien mie¢ nieskonczony opdr wewngtrzny, zas idealny amperomierz
powinien mie¢ opOr ZErowy.
- Z czym nalezy porownac opor wewngetrzny uzytego w doswiadczeniu woltomierza, by stwierdzi¢,
ze w przyblizeniu spetnia on rol¢ woltomierz idealnego?

- Uzasadnij teze, ze natezenie pradu Iy ptynacego przez woltomierz nie przekracza 1 mA.

- Warto$¢ ta jest gorng granica bledu systematycznego popetnianego w doswiadczeniu w zwigzku z
przyjeciem, ze amperomierz wskazuje nat¢zenie pradu ptynacego przez ogniwo. Rozstrzygnij, czy
wskazania amperomierza sg Systematycznie zanizone czy zawyzone w zwiazku ze skonczong
warto$cig oporu wewnetrznego woltomierza.

- Wskaz wlasciwe uzupetnienie zdania 1 uzasadnij swoj wybor: ,,Blad systematyczny (o ktorym
mowa wyzej) w pordwnaniu z niepewnoscig pomiarowa wynikajaca z cech uzytego amperomierza
[praktycznie nie wpltywa na wynik dos§wiadczenia i moze by¢ pominigty w analizie / powinien by¢
uwzgledniony w ocenie niepewnosci pomiarowej ostatecznego wyniku dos§wiadczenia /
zdecydowanie dominuje w tym do$wiadczeniu, co podwaza wiarygodno$¢ uzyskanych wynikowl].

- Dlaczego w tym do$wiadczeniu nie jest istotna znajomo$¢ oporu wewngetrznego amperomierza?

Rozwiazania, wskazowki, komentarze

Uwaga: Ponizsze ,,rozwigzania, wskazowki, komentarze” odnoszg si¢ do danych pomiarowych
przedstawionych w tabeli w cze$ci [ ¢wiczenia. Nalezy wigc pamigtac, ze dla wynikow pomiaru
wykonanego przez Ciebie, w Twojej pracowni, wtasciwe moga by¢ nieco inne odpowiedzi.

1. Wstepna, jako$ciowa ocena utozenia punktow pomiarowych na wykresie (1).
1.1 Czy wyniki pomiarow ukladaja si¢ wzdluz jakiejkolwiek sensownej linii?
Tak. Wstepna analiza ulozenia punktow pomiarowych wyraznie wskazuje na pewna tendencje¢ ich
utozenia - jest to tendencja malejgca. Punkty nie sg utozone losowo na wykresie, cho¢ w ich utozeniu

mozna doszukac si¢ nieco chaosu. Trudno wigc jednoznacznie wskaza¢ ksztatt linii, ktora by najlepiej
przyblizata obserwowany trend.

Whiosek: oznacza to, ze napigcie podawane przez ogniwo do obwodu rzeczywiscie zalezy od
natezenia pradu oraz ze jest to zalezno$¢ malejaca, tak jak przewiduje teoria.
1.2 Czy ktoérykolwiek pojedynczy pomiar jawnie odstaje od tendencji wskazanej przez pozostate?

Nie. Zaden pojedynczy pomiar nie odstaje od ogodlnej tendencji w sposob zwracajacy szczegdlng
uwage.

Whiosek: mozna przyja¢, ze w pomiarach nie popetniono biedu grubego, a stwierdzony niewielki
chaos w utozeniu punktow wynika raczej z naturalnej niepewnosci pomiarowe;.
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1.3 Czy ulozenie punktéw przypomina oczekiwang lini¢ ,,teoretyczng” (tutaj: lini¢ prosta)?

Nie mozna tego wykluczy¢, cho¢ widoczny w utozeniu punktow lekki chaos nie pozwala tez tego
potwierdzic.

Whiosek: Nalezy pogtebi¢ analize o elementy ilosciowe, takie jak naniesienie prostokatow
niepewnos$ci pomiarowej i poprowadzenie optymalnej linii prostej.

2. Ocena ilosciowa dopasowania funkcji liniowej do danych pomiarowych - wykres (2).

2.1 Czy wyniki pomiarow ukladaja si¢ losowo wokot zaproponowanej optymalnej linii prostej, niektore
nad nig a inne pod nig?

Tak. Punkty nie lezg wprawdzie doktadnie na linii optymalnej, ale jest to normalne, gdyz wspoirzedne
tych punktow sa wynikiem pomiaru a nie obliczen. Odstepstwa punktow od linii optymalnej maja
charakter losowy 1 nie wskazujg zadnego innego trendu niz liniowy.

Whiosek: napiecie podawane przez ogniwo do obwodu jest liniowg funkcjg nat¢zenia pradu, zgodnie
z teorig, a stwierdzone drobne odstgpstwa wynikaja z niepewnosci pomiarowe;j.

2.2 Czy prosta optymalna przechodzi przez ogromng wigkszos$¢ prostokatow niepewnosci pomiarowe;?
Tak. Zwroé¢my uwage, ze wykreslona linia przechodzi przez obszar niepewnosci kazdego punktu.

Whiosek: rozrzut punktow wokot prostej optymalnej miesci si¢ w granicach niepewnosci
pomiarowej, a linia prosta dobrze opisuje obserwowang w doswiadczeniu prawidtowosc.
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3. Interpretacja i ocena uzyskanych wartosci wspotczynnikow optymalnej funkcji liniowej. Opis
wlasciwos$ci badanego ogniwa.

Ocena z punktéw 1 i 2 wypadta pozytywnie. Rownanie optymalnej linii trendu to:
y=ax+b
Funkcja REGLINP() pozwolila wyznaczyc¢:
a=-1,01+0,03Q oraz b=458+0,03V
Przewidywane przez teori¢ rOwnanie ma postac:
U=-rI+b

W réwnaniu opisujagcym lini¢ trendu zmieniamy 0znaczenia, tak aby odpowiadato ono rownaniu
teoretycznemu. Zgodnie ze wzorem (1) wspotczynnik kierunkowy ‘a’ optymalnej prostej (doktadnie;j:
jego warto$¢ bezwzgledna) odpowiada oporowi wewnetrznemu ogniwa r; niepewnos¢ pomiarowa Aa =
Ar. Z kolei wspotczynnik wolny ‘b’ prostej optymalnej jest rowny SEM ¢ zrodia a niepewnos$¢
pomiarowa Ab = Ae.

3.1 Czy uzyskana warto$¢ €, z uwzglednieniem niepewnosci pomiarowej Ag, jest zgodna z nominalng
warto$cig SEM, podang przez producenta?

Uzyskalismy € = 4,58 £ 0,03 V.

Whiosek: Jest to wynik nieco wigkszy od nominalnej SEM, podanej przez producenta. Mozna
przypuszczaé, ze producent wolat minimalnie zanizy¢ podawang warto$¢ SEM, by nie narazi¢ si¢ na
zarzut niedotrzymania parametrow.

3.2 Producent nie podat zadnej informacji o oporze wewnetrznym ogniwa. Jaki wzorzec nalezatoby
przyjaé, gdzie szuka¢ informacji o nim, by oceni¢ wiarygodno$¢ uzyskanego wyniku?

Nie mamy informacji 0 oporze wewnetrznym ogniwa. Mozemy przyjaé, ze otrzymana wartos¢ jest
wlasciwa, ale mozemy te wartos¢ rowniez zweryfikowac np. skontaktowac si¢ z producentem baterii.
3.3 Na podstawie wynikéw do§wiadczenia (warto§ci wspotczynnikow ‘a’ 1 ‘b’ prostej optymalnej) oblicz

Imax badanego ogniwa i oszacuj jego niepewno$¢ pomiarows.



W naszym obwodzie poptynie prad zwarcia o maksymalnej warto$ci nat¢zenia, gdy opor zewnetrzny
bedzie réwny zero, czyli zakladamy, ze U = 0 V, zatem:

| _ &
max r
Po podstawieniu wyznaczonych wartosci sity elektromotorycznej i oporu wewnetrznego otrzymamy:
Imax = 4,52 A

Jak wida¢, jest to warto$¢ znacznie przekraczajgca oba zakresy uzytego w doswiadczeniu amperomierza.

- Wykorzystaj czynnosci opisane w czesci 11.4 do wskazania wartosci Imax na wykresie U(l).
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Na wykresie warto$¢ nat¢zenia pradu zwarcia mozemy odczyta¢ w punkcie przecigcia wykresu z osig
odcietych. Jak wida¢ wartos¢ ta jest zblizona do warto$ci wyliczonej wezednie;.

Znamy niepewnos$ci wyznaczenia sity elektromotorycznej i oporu wewnetrznego, obliczmy wigc
niepewno$¢ wyznaczenia nat¢zenia pradu zwarcia.

I max = i
r
Niepewnos¢ wzgledna natezenia pradu zwarcia wynosi:
Al As A
T
Stad:
Ae  Ar

Almax:(_—i__). Imax
g r

Po wstawieniu danych liczbowych i obliczeniach otrzymamy:
Almax = 0,16 A
Tak wiec ostatecznie mamy Imax = (4,52 + 0,16) A

4. Inne uwagi do organizacji i przebiegu doswiadczenia.

4.1 W trakcie do$wiadczenia zmieniono zakres amperomierza. Czy zabieg ten jest widoczny w wynikach
doswiadczenia?



Amperomierz uzyty w doswiadczeniu miat nie tylko r6zne zakresy, ale takze rézne doktadno$ci; mogt
takze mie¢ na tych dwoch zakresach rozne opory wewnetrzne. Fakt zmiany zakresu mozemy zauwazy¢
w postaci niewielkiego ,,skoku” w charakterystyce; skok ten przypada na moment przelgczenia zakresu.
Jednak skok ten miesci si¢ w granicach niepewno$ci pomiarowej na obu skalach, wigc nie ma on
znaczenia dla uzyskanych wynikow.

4.2 Idealny woltomierz powinien mie¢ nieskonczony opor wewnetrzny, za$ idealny amperomierz
powinien mie¢ opor Zerowy.
- Z czym nalezy poréwnaé opér wewnetrzny uzytego w do§wiadczeniu woltomierza, by stwierdzié,
ze w przyblizeniu spetnia on rol¢ woltomierz idealnego?

Opor uzytego w doswiadczeniu woltomierza Ry = 6 KQ. Jest on 200 razy wigkszy od
maksymalnego oporu potencjometru uzytego w tym doswiadczeniu. Relacja ta upowaznia do
stwierdzenia, ze uzyty woltomierz moze by¢ traktowany jako idealny.

- Uzasadnij tezg, ze natezenie pradu Iy pltynacego przez woltomierz nie przekracza 1 mA.

Maksymalng warto$¢ natezenia Iv mozemy oszacowac, korzystajac z Il prawa Kirchhoffa dla
oczka zawierajacego ogniwo 1 woltomierz (patrz rys. 1.). Jesli pominiemy opdr r wobec Ry, to
otrzymamy:

&
IV = R_ = 0,75 mA

\

- Warto$¢ ta jest gorng granica bledu systematycznego popetnianego w doswiadczeniu w zwigzku z
przyjeciem, ze amperomierz wskazuje natezenie pradu ptynacego przez ogniwo. Rozstrzygnij, czy
wskazania amperomierza sg systematycznie zanizone czy zawyzone w zwigzku ze skoficzong
warto$cig oporu wewngtrznego woltomierza.

Sposob podiaczenia amperomierza (patrz rys. 1.) powoduje, ze wskazuje on natezenie pradu
ptynacego przez potencjometr. Prad ptynacy przez ogniwo jest wigkszy od wskazan amperomierza,
gdyz jest on sumg tych wskazan oraz nat¢zenia Iv. Tak wigc wskazania amperomierza sg
systematycznie zanizone w stosunku do rzeczywistosci o warto§¢ mniejszg niz 1 mA.

- Wskaz wlasciwe uzupetnienie zdania 1 uzasadnij swoj wybor: ,,Blad systematyczny (o ktorym
mowa wyzej) w pordwnaniu z niepewnoscig pomiarowa wynikajaca z cech uzytego amperomierza
[praktycznie nie wplywa na wynik do§wiadczenia i moze by¢ pominigty w analizie / pewinienbyé

Wybdr ten wynika z pordwnania btedu systematycznego (wynosi on mniej niz 1 mA) z warto$cia
niepewnosci pomiarowej (wynosi ona 0,012 A, czyli 12 mA) i1 stwierdzenia, ze btad systematyczny
jest o ponad jeden rzad wielko$ci mniejszy od niepewnosci pomiarowej pojedynczego odczytu
natezenia pradu.

- Dlaczego w tym doswiadczeniu nie jest istotna znajomos¢ oporu wewnetrznego amperomierza?

Po pierwsze, sposob podtaczenia woltomierza (patrz rys. 1.) powoduje, ze wskazuje on napigcie
panujace na badanym ogniwie (zgodnie z jego przeznaczeniem w tym do$wiadczeniu) niezaleznie
od wilasciwosci amperomierza.

Po drugie, opér wewnetrzny amperomierza sumuje si¢ z oporem potencjometru do wypadkowego oporu w
tej gatezi obwodu. Opor ten nie byt w do§wiadczeniu mierzony,
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Multimedialnego Podrecznika z Fizyki

»Pomiar oporu wewnetrznego woltomierza”

I. Z pracowni fizycznej.

Wykonano do$wiadczenie, ktorego celem jest wyznaczenie oporu wewnetrznego woltomierza.

1.1 Podstawy teoretyczne.

W §3.2.9 e-podrecznika przedstawiono podstawowe informacje o miernikach elektrycznych. Wspomniano
tam m.in., ze opor idealnego woltomierza powinien by¢ nieskonczenie wielki, zas§ w realnych obwodach
stosuje si¢ na ogot woltomierze o oporach wewngtrznych Ry duzo wiekszych od innych oporow w tych
obwodach. Woltomierz wskazujacy napigcie pomigdzy swoimi zaciskami, wskazuje jednocze$nie napiecie
panujace na tym elemencie, z ktorym jest potaczony rownolegle. Dzigki duzemu oporowi wewnetrznemu
woltomierz pobiera prad o nat¢zeniu pomijalnym wobec pradu pltynacego przez badany element.

Nieco inaczej postepuje sie, gdy badanym elementem obwodu jest sam woltomierz. W celu
wyznaczenia jego oporu wewngtrznego taczy si¢ go szeregowo z opornikiem o regulowanym oporze
elektrycznym R, ktory jest rzedu oporu wewngtrznego Ry. Schemat obwodu wykorzystanego w
doswiadczeniu pokazano na rys. 1.

| i O

R Rv . .
Rys. 1. Obwod do wyznaczania oporu
| A wewnetrznego woltomierza.
Przyjmuje sie, ze r « Ry.
o
Er

Oczekiwane wyniki.

Drugie prawo Kirchhoffa (patrz §3.2.8 e-podrecznika), zastosowane do obwodu na rys. 1, pozwala zapisac
dwa rownania, przewidujace wskazania woltomierza, oznaczone symbolem U:

| oraz U =Ryl

"R+R,

W zapisie przyjeto, ze opdr wewnegtrzny zasilacza r jest pomijalnie maty wobec oporu Rv. PO
wyeliminowaniu z tych réownan natgzenia pradu I, ktore w tym doswiadczeniu nie jest mierzone,
uzyskujemy:

R
gV
R+R,

1)

Zwiazek ten opisuje zalezno$¢ napiecia U wskazywanego przez woltomierz od wartosci oporu R,
polaczonego z nim szeregowo. Jest to zalezno$¢ hiperboliczna, a wigc nieliniowa, zblizona do funkcji
odwrotnie proporcjonalnej. Orientacyjny wykres U(R) przedstawia rys. 2.



Rys. 2. Zalezno$¢ - zgodnie ze wzorem (1) - napigcia !

woltomierza od szeregowo potaczonego z nim 0pc 3
Linig ciggta pokazano fragment hiperboli obejmuj
obszar R > 0, czyli dziedzing pomiardw. \
Linig przerywang pokazano fragment hiperboli, \
odpowiadajgcy ujemnym warto$ciom argumentu R, a €
wigc niemajgcym interpretacji fizyczne;j.

R
Linearyzacja wynikow pomiarow.

Pomiar wykonano przede wszystkim w celu wyznaczenia wartosci Ry. Jednak uzyskany wynik bedzie
wiarygodny tylko wtedy, gdy okaze si¢, ze uzyskane dane doswiadczalne uktadaja si¢ zgodnie z
zaleznoscig (1). Jedng ze stosowanych metod rozstrzygania tego problemu jest linearyzacja danych
pomiarowych, czyli odpowiednie przeksztatcenie jednej lub obu zmiennych. Efektem tego przeksztalcenia
jest doprowadzenie teoretycznej zaleznosci pomiedzy zmiennymi przeksztalconymi do postaci funkcji
liniowej.

W przypadku funkcji (1) wykorzystujemy odwrdocenie zmiennej zaleznej U, za§ zmienng niezalezng R
pozostawiamy bez zmian:

1 R+R 1 1
— = e ‘R+= 2)
U €R, eR,, €

Uzyskalismy liniowa zalezno$¢ pomigdzy oporem R (X = R) a odwrotnoscig napigcia U (Y = 1/U).
Y=aX+b (2°)

Wspotczynnik kierunkowy tej zalezno$ci ‘a’ to odwrotnos$¢ iloczynu SEM Zrdédla napigcia i oporu
woltomierza, za$ jej wspotczynnik wolny ‘b’ jest odwrotnoscig SEM zZrodia napigcia:

b:1 = 8:1 (3)
€ b
a:L = RV=9 (4)
eR,, a

Wyrazenie (3) pozwoli poréwnaé otrzymany wspotczynnik wolny ‘b’ z wartoscia SEM zrédta napiecia
uzytego w doswiadczeniu. Wyrazenie (4) pozwoli uzyska¢ warto$¢ oporu Ry badanego woltomierza.



1.2 Przebieg doswiadczenia

Elementy obwodu.

- Obwod z rys. 1 moze by¢ =zasilany bateria lub zasilaczem laboratoryjnym (takiego uzyto
W doswiadczeniu; nastawiono przy tym € = 6 V). Istotne jest, by SEM ¢ zrédla napiecia byta w catym
doswiadczeniu stala. Przyjmuje si¢, ze opor wewnetrzny zrédta r moze by¢ pominigty wobec oporéow R i
Rv.

- W doswiadczeniu uzyto analogowego woltomierza, o zakresie do 6 V, klasie 1,5, z podziatkg co 0,1 V i
oporze wewngetrznym Ry = 6 KQ (wedhug danych producenta).

- Jako opornik regulowany postuzyta opornica dekadowa; wykorzystano dekady ,,x1 kQ” oraz ,x10 kQ”
do nastawiania oporéw R w zakresie od 0 do 30 kQ. Dla wykorzystanych dekad producent opornicy
podaje, ze doktadno$¢ nastawionego oporu nie jest gorsza niz 0,5%.

- Wylacznik w obwodzie nie jest konieczny. W przypadku uzywania baterii, zapobiega on niepotrzebnemu
jej wyczerpywaniu, co mogloby doprowadzi¢ do spadku wartosci jej SEM.

Wyniki pomiaréw.

W doswiadczeniu nastawiono kolejno kilkanascie roznych warto$ci oporu R. Wybrano je tak, by
uzyskiwaé zauwazalne zmiany wskazan woltomierza. Nie sg one roztozone rownomiernie - wynika to z
ksztattu zaleznosci U(R) (rys. 2), ktora przewiduje najwieksze zmiany U w okolicach niewielkich warto$ci
R.

Dla kazdej wartosci R zamknigto na krétki czas obwod, odczytano wskazania U woltomierza,
zanotowano je, po czym obwod otwarto. Uzyskane wyniki pomiardéw przedstawia ponizsza tabela.

R [KQ] 0 1 2 3 4 5 6 7
Uv] 6,0 52 45 41 3,7 33 3,1 2,7
R [KQ] 8 10 12 14 17 20 25 30

UV] 2,5 2,2 2,0 1,9 1,6 1,5 1,2 1,0



1. W pracowni informatycznej.
Analiza danych z pomiaru.

1. Do pustego arkusza wpisz wyniki pomiarow w dwoch kolumnach: ,,R” oraz ,,U”. Sporzadz wykres (1)
zaleznosci U(R). Wykres winien zawiera¢ same dane pomiarowe, bez jakiejkolwiek linii taczacej punkty.

A B G D E F G H | J K L
1
2 RKQ] | U]
3 0 5 U] Wykres 1
4 1 57 .
5 2 45 i
) 3 4.1 °
7 4 37 5%
8 5 33 1 ,
9 B 21 ; o,
10 7 27 ,_ * o .
11 8 25 - M .

1 &

12 10 27
13 12 2 0 -
14 14 1.4 0 5 10 15 20 25 30 35
15 17 16 R [kQ]
16 20 15
17 25 12
18 30 1
19
20
21

2. Dokonaj linearyzacji wynikoéw pomiarow.
2.1 Przygotuj kolumng ,,1/U” zawierajaca odwrotno$ci wartosci wpisanych w kolumnie ,,U”.

2.2 Przygotuj kolumne ,,A(1/U)” zawierajaca niepewnos$ci pomiarowe odwrotnosci napigcia (kolumna ta
przyda si¢ w punkcie 3.1). Wypetnij ja wartosciami zgodnie ze wzorem:

1 AU
A(U) =07 (5)

Wykorzystaj przy tym wartosci z kolumny ,,U” oraz warto$¢ AU = 0,14 V, ktéra wynika z precyzji
pojedynczego odczytu napigcia na uzytym w doswiadczeniu woltomierzu oraz z jego klasy (zgodnie
z opisem w §3.2.9 e-podrecznika).

A B C D E F
1
2 RIKQ] | UM | AU | 0TI (AU 1]
3 0 B 0.14 0.167 0.004
4 1 52 0,14 0.192 0.005
5 2 45 014 0222 0.007
6 3 4.1 0.14 0.244 0.003
7 4 37 0.14 0.270 0.01
8 5 3.3 014 0.303 0.013
9 ] 31 014 0.323 0.015
10 7 27 0.14 0.370 0.019
11 8 25 0.14 0.400 0.022
12 10 22 0.14 0456 0.029
13 12 2 0.14 0.500 0.035
14 14 19 0.14 0.526 0.039
15 17 16 0.14 0,625 0.055
16 20 15 0.14 0,667 0.062
17 05 12 0.14 0833 0.097
18 30 1 0.14 1,000 0.140
19

2.3 Sporzadz wykres (2) zaleznos$ci U (R) - odwrotnoéci napiecia od oporu.

Wykres ten winien takze zawiera¢ same punkty, bez jakiejkolwiek linii tgczacej te punkty.



Wykres 2

1200 1/U [1/V]

1,000 *

0,800 *

a 5 10 15 20 25 30 RIk0)]

3. Skopiuj wykres (2) i wklej jako nowy w tym samym arkuszu. Na nowym wykresie (3) dodasz do
punktow elementy stuzace iloSciowej analizie wynikéw. Rozwaz zmniejszenie rozmiaru punktéw, by nie
dominowaty one na wykresie. W tym celu wskaz kursorem dowolny z punktéw, kliknij ,,prawa mysza”,
wybierz ,,Formatuj serie danych” i otworz zakladke ,,Desenie”.

Dodaj do wykresu (3) prostokaty niepewno$ci pomiarowej (tzw. prostokaty bledow). Polega to na
otoczeniu kazdego punktu prostokatem, wewnatrz ktérego najprawdopodobniej znajduje si¢ prawdziwe
potozenie punktu. Trzeba to wykona¢ w dwoch niezaleznych od siebie krokach, oddzielnie dla osi
rzednych, oddzielnie dla osi odcietych. W efekcie pojedynczy punkt pomiarowy na wykresie moze
wyglada¢ nastepujaco:

- kolorem niebieskim zaznaczono stupek niepewnosci oporu R, odtozonego na osi
odcigtych;

- kolorem zielonym zaznaczono stupek niepewnosci napiecia U, odtozonego na osi

I I rzednych;

r |
! 1
! 1
! 1
! 1

: - linig przerywang zaznaczono caty prostokat niepewnosci pomiarowej, ktory nie pojawi
R si¢ na wykresie.

r-—---

3.1 Dodaj do punktoéw stupki niepewnosci pomiarowej odwrotno$ci napigcia, odtozonej na osi rzgdnych.
W ,Narzedzia wykresow” wybierz ,,Uklad” otwoérz zaktadke ,,Stupki btedéw”, nastgpnie ,,wigcej
opcji stupkow btedu” - wybierz opcje ,,Oba” i dla ,,wielkosci btedu” wybierz ,,Niestandardowa”. Ten
ostatni wybor wynika z faktu, ze warto$ci niepewnos$ci odwrotnosci napigcia A(1/U) nie s3
jednakowe. Wskaz dwukrotnie (raz dla ,,+”, drugi raz dla ,,-”) przygotowang (w punkcie 2.2)
kolumne ,,A(1/U)” jako zawierajaca warto$¢ btedu dla poszczegolnych wartosci 1/U.

3.2 Dodaj do punktow stupki niepewnosci pomiarowej oporu, odlozonego na osi odcigtych.
Postgpowanie bedzie podobne jak w poprzednim punkcie: wartosci niepewnos$ci AR nie s3
jednakowe (nie maja ,,statej wartosci”). Przygotuj wiec kolumneg ,,AR”, ktora bedzie zawierata
iloczyny kazdej wartosci R pomnozonej przez procentowg niepewnos$¢ oporu, podang przez
producenta opornicy dekadowej i rowna 0,5%.

Nastgpnie wybierz ,,Stupki btedow poziome” i opcje¢ ,,Niestandardowa” dla ,,wielkosci btedu”.
W ramach tej opcji wskaz dwukrotnie (raz dla ,,+”, drugi raz dla ,,-”) przygotowang kolumne ,,AR”
jako zawierajaca warto$¢ btedu dla poszczegdlnych wartosci R.
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3.3 Dodaj do punktéw tzw. lini¢ trendu. NajedZ kursorem na jeden z punktéw pomiarowych i kliknij

,prawa myszg”; wybierz ,,Dodaj lini¢ trendu” w menu Narz¢dzia wykresow. Linia trendu to
optymalna linia, ktéra niekoniecznie taczy punkty, lecz przechodzi mozliwie blisko pomigdzy nimi.
Program Excel pozwala wybraé rozne postacie funkcyjne linii optymalnej - zgodnie
z przewidywaniami teoretycznymi dla zlinearyzowanych zmiennych wybierz funkcj¢ liniowa (,,typ
linii trendu - liniowy™).

Rozwaz taki dobor grubosci linii trendu, by zapewni¢ przejrzystos¢ wykresu. W tym celu wskaz
lini¢ kursorem, kliknij ,,prawa mysza”’, wybierz ,,formatuj lini¢ trendu” iw ,Deseniach” dobierz

zadang grubos¢.
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4. Uzupehij wynik pomiaru o wartos$ci 1 niepewnosci pomiarowe wspotczynnikow kierunkowego ‘a’ i
wolnego ‘b’ prostej optymalnej. Wykorzystaj te warto$ci do wyznaczenia oporu wewngtrznego Ry
badanego woltomierza oraz SEM ¢ uzytego ogniwa.

4.1 Przygotuj pod wynikami pomiaroéw i tablicg obliczen tabel¢ do obliczania wspotczynnika a i b
funkcji liniowej Y = a-X + b opisywanej w czgsci ,,Linearyzacja wynikéw pomiarow”.



4L

43

44 ab |

45| Aa. Ab

46

47| ==1ib I .l
48  Rv=bl/a

49

Zaznacz tablice o wymiarach 2x2 (jak wyzej). W komorke w lewym goérnym rogu tablicy wprowadz
funkcje REGLINP(). (Funkcja ta zwraca statystyke opisujaca trend liniowy dopasowany do znanych
punktow danych, dopasowujac lini¢ prosta przy uzyciu metody najmniejszych kwadratow, znany y
to zbidr juz znanych wartosci w realcji y=mx+D.) Krotko, mozemy dzigki tej funkcji arkusza okresli¢
wspotczynnik a i b funkcji liniowej prezentowanej linig trendu. Dalej dziataj zgodnie z ponizszym
opisem.

Za pomocg rozwini¢tego okna dialogowego wprowadz jako zmienng ,,znane y” kolumng ,,1/U”
arkusza; jako zmienng ,,znane x” wprowadz kolumne¢ ,,R” arkusza. Stalym logicznym ,stata” i
,»statystyka” przypisz wartosci 1. Po pojawieniu si¢ w lewej gornej komorce liczby, wcisnij klawisz
F2, a po nim CTRL+SHIFT+ENTER. W zaznaczonej tablicy 2x2 pojawig si¢ cztery liczby. Dwie
gorne to, odpowiednio, warto$ci wspotczynnika kierunkowego ‘a’ i wolnego ‘b’ optymalnej prostej,
poprowadzonej na wykresie (3). Dwie dolne to niepewno$ci pomiarowe Aa i Ab tych
wspotczynnikow; niepewnosci te sa obliczone na podstawie rozrzutu punktow wokot optymalnej
prostej. W opisie komorek uwzglednij odpowiednie jednostki wspotczynnikow.

4.2 Pod tablicg z warto$ciami wspotczynnikow ‘a’ i ‘b’ przygotuj miejsce na wpisanie wartosci SEM ¢ i
jej niepewnos$ci pomiarowej Aeg. Za warto$¢ € przyjmij, zgodnie ze wzorem (3), odwrotnosé
wspotczynnika wolnego ‘b’. Za niepewno$¢ Ag przyjmij niepewno$¢ odwrotnosci wspotczynnika ‘b’,
zgodnie ze wzorem:

Age = A(l) = A—?
b b

4.3 Przygotuj miejsce 1 wpisz warto$ci oporu woltomierza Ry 1 jego niepewnosci ARv. Za warto$¢ Rv
przyjmij, zgodnie ze wzorem (4), iloraz wspotczynnikow wolnego ‘b’ przez kierunkowy ‘a’.
Niepewnos¢ ARv oblicz w dwodch etapach. Najpierw wyraz niepewnos¢ wzgledng Ry jako sume
niepewnosci wzglednych obu wspotczynnikow:

AR, Ab Ab
=— 4+ —
R, a b
a nastgpnie na tej podstawie wyraz bezposrednio ARv:
Ab Ab
— AR, =R, - (2+2)
a b
42
43 [/(vka] 1M
44 a,b 0,0269 0,168
45 Da,Ab 0,0005 0,006
46
47 ==1lb [ exden | 5 05| 0.22|
48 | Rv=bia
49 [Rv £ ARV ey | 6.24] 0.34]
50
51
52 Ae = Ab/b?
53

54 ARV=Rv(Aala+Ablb)

=
hl



I11. Do pracowni fizycznej.

Kolejnym krokom wykonanym w programie odpowiadaja elementy analizy i interpretacji uzyskanych
wynikow. Ponizej podano pytania, na ktére fizyk winien odpowiedzie¢ i wyciagnaé stosowne wnioski
(niektore przyktadowe wnioski zawarto w tekscie). Zwrd¢ uwage na trzy kategorie pytan i wnioskow:
- prowadzace do realizacji zalozonych celéw doswiadczenia, stanowigce argumentacj¢ za (lub przeciw)

zgodnosci wynikdéw z oczekiwaniami;
- stanowigce stwierdzenie osiggniecia (lub nie) zatozonych celow;
- stanowigce element podsumowania doswiadczenia 1 dyskusji uzyskanych wynikow.
Pamicetaj, analizujgc wyniki 1 wyciggajac wnioski, ze masz do czynienia z wynikami pomiardow, ktore sg
obarczone niepewnoscig pomiarowg. Wynik do$wiadczenia nie jest zbiorem punktow czy wykresem
funkcji, sporzadzonym na podstawie wzoru.

1. Wstepna (jako$ciowa) ocena utozenia punktéw pomiarowych na wykresie (1).

1.1 Czy wyniki pomiarow uktadajg si¢ wzdtuz jakiejkolwiek sensownej linii? Wniosek:

- jesli tak, oznacza to, ze napigcie wskazywane przez woltomierz rzeczywiscie zalezy od oporu
szeregowo potaczonego z woltomierzem, jak przewiduje teoria;

- jesli nie - czyli punkty utozyly si¢ chaotycznie lub na linii poziomej - to ..... .
1.2 Czy ktorykolwiek pojedynczy pomiar jawnie odstaje od tendencji wskazanej przez pozostale?
Whiosek:
- jesli tak, oznacza to, ze najprawdopodobniej popetniono btad [przypadkowy/ systematyczny / gruby]
(wskaz wtasciwa nazwe dla pomytki) i wtedy nalezy............ ;
- jesli nie, t0 .....—
1.3 Czy ulozenie punktow przypomina - chocby w przyblizeniu - oczekiwang lini¢ ,.teoretyczng” (rys.
2)? Whniosek:
- jesli tak, oznacza to, ze ....;

- jesli nie, tO ..... .

2. Wstepna (jako$ciowa) Ocena ulozenia punktéw pomiarowych na wykresie (2) - po linearyzacji.
[Odpowiedzi na kolejne pytania sg udzielane przy zatozeniu, ze na pytania 1.1 i 1.3 odpowiedziano
»tak”.]

2.1 Czy dane zlinearyzowane uktadaja si¢ wzdhuz jakiejkolwiek sensownej linii? Wniosek:

- jesli tak, oznacza to, ze napigcie wskazywane przez woltomierz rzeczywiscie zalezy od oporu
szeregowo potaczonego z woltomierzem, jak przewiduje teoria;

- jesli nie - czyli punkty utozyty si¢ chaotycznie lub na linii poziomej - to ..... .
2.2 Czy utozenie punktéw przypomina - cho¢by w przyblizeniu - lini¢ prosta? Wniosek:
- jesli tak, oznacza to, ze ....;
- jesli nie, to dane oryginalne nie sg utozone zgodnie z .... lub zaproponowana procedura linearyzacyjna
jest dobrana w sposob ..... . By rozstrzygna¢ t¢ alternatywe nalezy zbadac ....
3. Ocena dopasowania funkcji liniowej do danych pomiarowych - wykres (3). [Odpowiedzi na kolejne
pytania sg udzielane przy zatozeniu, ze na pytania 2.1 i 2.2 odpowiedziano ,,tak”.]
3.1 Czy zlinearyzowane wyniki pomiaréw uktadaja si¢ losowo wokot zaproponowanej linii prostej
optymalnej, niektore nad nig a inne pod nig? Wniosek:

- jesli tak, oznacza to, ze napigcie wskazywane przez woltomierz jest - zgodnie z teorig - powigzane z
oporem R zaleZnoéciq, 0 ktorej mowa w ........cceeenveeennnnn. , a stwvierdzone drobne odstgpstwa wynikajg

- jesli nie czyh punkty uktadaja si¢ wyraznie wokot jakiej$ linii krzywej - to ............. .

3.2 Czy prosta optymalna przechodzi przez ogromng wiekszo$¢ prostokatow niepewnosci pomiarowej?
Whiosek:

- jesli tak, oznacza to, ze rozrzut punktéw wokét prostej optymalnej miesci si¢ w granicach



- jesli nie - czyli prosta optymalna omija sporg cz¢s¢ prostokatow niepewnosci - to nalezy przypuszczad
ze ktory$ z uzytych przyrzadéw (miernik lub opornica dekadowa) ma gorsza/lepsza [wskaz wlasciwe]
precyzje, niz wynika to z jego cech, podanych przez producenta. Taki przyrzad nalezy wymieni¢ na
NOWY 1 v :

4. Interpretacja i ocena uzyskanych wartosci wspotczynnikow optymalnej funkcji liniowej. Opis
wlasciwosci badanego woltomierza.

Jesli ocena z punktow 1, 2 1 3 wypadta pozytywnie, to wspotczynniki kierunkowy ‘a’ oraz wolny ‘b’

optymalnej prostej pozwalajg okreslic - zgodnie ze wzorami (3) i (4) - SEM ¢ zrddla oraz opér
wewnetrzny Ry woltomierza.

4.1 Czy uzyskana warto$¢ €, z uwzglednieniem niepewnosci pomiarowej Ag, jest zgodna z wartoscig
SEM, nastawiong w do§wiadczeniu? Wniosek:

- jesli tak, oznacza to, ze uzyskana warto$¢ Ry [zyskuje na wiarygodno$ci/traci na wiarygodnoS$ci /ani
jedno, ani drugie] (wskaz wlasciwe), gdyz ............... ;

- jesli nie, oznacza to, ze uzyskana warto$¢ Rv [zyskuje na wiarygodnos$ci/traci na wiarygodnosci / ani
jedno, ani drugie] (wskaz wlasciwe), gdyz ................ .

4.2 Czy uzyskana warto$¢ Ry jest zgodna z informacjg o mierniku podang przez producenta?
- jesli tak, oznacza to, ze ...............
- je$li nie, to wsrod mozliwych przyczyn rozbieznosci mozna wskazac: ................ .
5. Inne uwagi do organizacji i przebiegu doswiadczenia.

5.1 W trakcie doswiadczenia najpierw korzystano z dekady ,,x1 k() opornicy; w pewnym momencie

rozpoczgto wykorzystywanie dekady ,x10 kQ”. Czy zabieg ten jest widoczny w wynikach
doswiadczenia?

5.2 Idealny woltomierz powinien mie¢ nieskonczony opoér wewnetrzny; idealny amperomierz powinien
mie¢ opor zerowy. Wskaz 1 sprecyzuj wlasciwe dokonczenie (dokonczenia) zdania: ,,Na podstawie
uzyskanych wynikow mozna stwierdzi¢, ze badany w do$wiadczeniu woltomierz moze by¢ uznany -
w przyblizeniu - za idealny w obwodzie, w ktorym ...

a) ... nie ma innych woltomierzy, badZz wyst¢pujace w nim woltomierze majg wszystkie [istotnie
mniejszy/poroéwnywalny/istotnie wigkszy| opor wewnetrzny niz Ry.”

b) ... niec ma amperomierzy, badZz wystepujagce w nim amperomierze majg wszystkie [istotnie
mniejszy/poroéwnywalny/istotnie wigkszy] opor wewnetrzny niz Rv.”

C) ... oporniki polaczone z woltomierzem réwnolegle majg [istotnie mniejszy/ porownywalny/istotnie
wigkszy] opor niz Ry.”

d) ... oporniki potaczone z woltomierzem szeregowo maja [istotnie mniejszy/ porownywalny/istotnie
wigkszy] opor niz Ry.”

e) ... [w kazdym realnym obwodzie bez wzgledu na parametry uzytych w nim innych elementow/w
zadnym realnym obwodzie bez wzglgdu na parametry uzytych w nim innych elementow].



Rozwigzania, wskazowki, komentarze

Uwaga: Ponizsze ,,rozwigzania, wskazowki, komentarze” odnoszg si¢ do danych pomiarowych
przedstawionych w tabeli w czesci I ¢wiczenia. Nalezy wiec pamigtac, ze dla wynikow pomiaru
wykonanego przez Ciebie, w Twojej pracowni, wtasciwe moga by¢ nieco inne sformutowania czy
odpowiedzi.

1. Wstepna (jako$ciowa) ocena utozenia punktéw pomiarowych na wykresie (1).
1.1 Czy wyniki pomiaréw uktadaja si¢ wzdtuz jakiejkolwiek sensownej linii?
Tak, wyniki pomiaréw uktadaja si¢ wzdtuz okreslonej linii malejacej, obserwujemy wigc tutaj pewng
prawidtowos¢. Wida¢ zaleznos¢ wskazywanego napigcia przez woltomierz od oporu potgczonego
szeregowo z woltomierzem.

Whiosek: napigcie wskazywane przez woltomierz rzeczywiscie zalezy od warto§ci Oporu szeregowo
potaczonego z woltomierzem, jak przewiduje teoria.

1.2 Czy ktérykolwiek pojedynczy pomiar jawnie odstaje od tendencji wskazanej przez pozostate?

Nie. Zaden pojedynczy pomiar nie odstaje od ogolnej tendencji w sposdb zwracajacy szczegdlng
uwage.

Whiosek: mozna przyjac, ze w pomiarach nie popetniono bledu grubego.

1.3 Czy utozenie punktow przypomina - chocby w przyblizeniu - oczekiwang lini¢ ,,teoretyczng” (rys.
2)?

Tak, utozenie punktow wskazuje, ze moga one pasowac do linii pokazanej na rys. 2.
Whiosek: uzyskana zalezno$¢ jest zatem jakosciowo zgodna zaréwno ze wzorem (1) jak i z wykresem
narys. 2.
2. Wstepna (jakosciowa) ocena utozenia punktow pomiarowych na wykresie (2) - po linearyzacji.
2.1 Czy dane zlinearyzowane uktadajg si¢ wzdhuz jakiejkolwiek sensowne;j linii?
Tak, dane pomiarowe uktadajg si¢ najprawdopodobniej wzdtuz linii proste;.

Whniosek: napiecie wskazywane przez woltomierz rzeczywiscie zalezy od oporu szeregowo
potaczonego z woltomierzem w sposob, jaki przewiduje teoria.

2.2 Czy utozenie punktéw przypomina - cho¢by w przyblizeniu - lini¢ prosta?
Tak; wspomniano juz o tym wcze$nie;j.
Whiosek: warto przeprowadzi¢ ilosciowg analiz¢ danych zlinearyzowanych.
3. Ocena dopasowania funkc;ji liniowej do danych pomiarowych - wykres (3).

3.1 Czy zlinearyzowane wyniki pomiaréw ukltadaja si¢ losowo wokol zaproponowanej linii prostej
optymalnej, niektére nad nig a inne pod nig?

Tak. Punkty nie lezg wprawdzie doktadnie na linii optymalnej, ale jest to zgodne z faktem, ze
wspotrzedne tych punktow sa wynikiem pomiaru. Odstgpstwa punktéw od prostej optymalnej maja
charakter losowy 1 nie wskazujg zadnego innego trendu niz liniowy.

Whiosek: napiecie wskazywane przez woltomierz jest - zgodnie z teorig - powigzane z oporem R

zalezno$cia, o ktorej mowa we wzorze (2) oraz rownowaznym wzorze (1). Stwierdzone drobne
odstepstwa wynikajg z niepewnosci pomiarowe;.

3.2 Czy prosta optymalna przechodzi przez ogromng wigkszo$¢ prostokatow niepewnosci pomiarowe;?
Tak, prosta optymalna przechodzi przez wszystkie prostokaty niepewnos$ci pomiarowe;.

Whiosek: rozrzut punktow wokot prostej optymalnej miesci si¢ w granicach tej niepewnosci, a
rownowazne wzory (1) 1 (2) prawidtowo opisujg zaleznos¢ U(R).
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4. Interpretacja i ocena uzyskanych wartosci wspolczynnikdw optymalnej funkcji liniowej. Opis

wiasciwos$ci badanego woltomierza.

Ocena z punktow 1, 2 1 3 wypadta pozytywnie. Oznacza to, ze wspolczynniki kierunkowy ‘a’ oraz
wolny ‘b’ optymalnej prostej pozwalaja okresli¢ - zgodnie ze wzorami (3) i (4) - SEM ¢ zrédta oraz opor
wewngetrzny Ry woltomierza. Funkcja REGLINP() pozwolita wyznaczy¢:

a = (0,0269 + 0,0005) 1/(V-kQ) oraz b = (0,168 + 0,006) 1/V.

Mozemy wiec uzupehni¢ wzor (3) 1 przeprowadzi¢ obliczenia:

b:} = g:£:5,95V
€ b
s:1 = E:A—b = Ae=0,22V
b e b
Podobnie postepujemy ze wzorem (4):
a:i = RV:E:6,24kQ
eR, a
R, =D = ARv_Aa Ab_\p -034k0
a R, a b

4.1 Czy uzyskana warto$¢ €, z uwzglednieniem niepewnosci pomiarowej Ag, jest zgodna z warto$cig
SEM, nastawiong w doswiadczeniu?

Tak. Uzyskana wartos¢ € = (5,95 £ 0,22) V jest zgodna z nastawiong w do$wiadczeniu warto$cig
SEM -6 V.

Whiosek: Cho¢ odtworzenie warto$ci SEM nie byto celem doswiadczenia, to stwierdzona zgodno$¢
podnosi wiarygodno$¢ wszystkich uzyskanych wynikéw, w tym wartosci Ry.

4.2 Czy uzyskana warto$¢ Ry jest zgodna z informacja o mierniku podang przez producenta?

Tak. Uzyskana warto$¢ Rv = (6,24 + 0,34) kQ jest zgodna z wartoscig podang przez producenta - 6
kQ.



Whiosek: Wskazuje to na petng zgodnos¢ wyniku z oczekiwaniami.

Podsumowujac mozemy powiedzie¢, ze wynik przeprowadzonego do§wiadczenia potwierdza teoretyczne
przewidywania, zgodnie z ktorymi wskazanie woltomierza zalezy od potaczonego szeregowo z tym
woltomierzem oporu. Uzyskany przebieg punktoéw pomiarowych jest w pelni zgodny z przewidywaniami
teoretycznymi (wzory (1) i (2)), za$ wyniki liczbowe uzyskane na bazie parametréw zaleznosci
(wspotczynniki ‘a’ i ‘b’” we wzorze (2)) sa zgodne z oczekiwaniami.

5. Inne uwagi do organizacji i przebiegu do§wiadczenia.

5.1 W trakcie dos$wiadczenia najpierw korzystano z dekady ,,x1 kQ” opornicy; w pewnym momencie

rozpoczgto wykorzystywanie dekady ,x10 kQ”. Czy zabieg ten jest widoczny w wynikach
doswiadczenia?

Nie. Zabieg ten nie spowodowat zadnych ,,skokoéw” w przebiegu zalezno$ci, ani innych
nieoczekiwanych efektow.

5.2 Idealny woltomierz powinien mie¢ nieskonczony opor wewngtrzny; idealny amperomierz powinien
mie¢ opor zerowy. Wskaz 1 sprecyzuj wlasciwe dokonczenie (dokonczenia) zdania: ,,Na podstawie
uzyskanych wynikéw mozna stwierdzi¢, ze badany w do§wiadczeniu woltomierz moze by¢ uznany -
w przyblizeniu - za idealny w obwodzie, w ktérym ...

C) .. oporniki polaczone z woltomierzem réwnolegle maja [istotnie mniejszy/

r

] opor niz Rv.”




Problem komputerowy dla modut |11 rozdziat 2 paragraf 4
Multimedialnego Podrgcznika z Fizyki

|II

»Element nieliniowy w obwodzie - cz.

I. Z pracowni fizycznej.

1.  Element nieliniowy obwodu.

W paragrafie 2.4 trzeciego tomu e-podrecznika opisano doswiadczenie, w ktorym badana jest
charakterystyka napigciowo-pradowa opornika. Uzyskana tam zalezno$¢ I(U) jest liniowa (rys. 1.).
Oznacza to, ze opor elektryczny R badanego opornika jest staty - nie zalezy ani od napigcia ani od
nat¢zenia pradu. Nachylenie (stromizna) linii prostej informuja nas o oporze elektrycznym badanego
elementu - im nachylenie wigksze, tym opor ten jest mniejSzy.

4, 1 4,
lw|-===m=mmmmmmmmmmm o !
1
1
|
2 |
|
1
1
1
1
|
1
|
U Uw U
Rys. 1. Dwie liniowe charakterystyki. Rys. 2. Charakterystyka elementu nieliniowego.
Roéznice w nachyleniu pokazuja, ze opor W miarg¢ wzrostu napigcia, nachylenie linii
elementu ,,1” (stroma linia) jest mniejszy od maleje. Pokazuje to, ze opor elementu wzrasta
oporu elementu ,,2” (mniej stroma linia). w miar¢ wzrostu napigcia i natgzenia pradu.

Napigcie Uy i natezenie ly wyznaczaja
wzorcowy punkt na charakterystyce.

Nieco inny wynik uzyskano by, gdyby badanym elementem obwodu byla Zarowka. Jej wtokno nagrzewa
si¢ w miarg zwigkszania napi¢cia i natezenia pradu, co powoduje wzrost oporu elektrycznego wtokna. W
efekcie natezenie pradu ros$nie, owszem, wraz z napieciem, ale wzrost ten jest nieliniowy i coraz stabszy
(rys. 2.). Zaréwka jest wiec przykladem nieliniowego elementu obwodu.

2. Matematyczny opis charakterystyki I(U) zarowki.

Najprostszy model osiggania przez widkno zaréwki rownowagi termicznej z otoczeniem pozwala
stwierdzi¢, ze zalezno$¢ natezenia pradu ptyngcego przez wtdokno od przylozonego do niego napiecia ma
posta¢ funkcji potegowe;:

|(U) = |w'(U/Uw)a Q)

Wielko$ci Uw i lw to odpowiednio napigcie (dowolnie wybrane z obszaru charakterystyki) i zmierzone
natezenie pradu odpowiadajgce temu napigciu. W praktyce najczesciej przyjmuje si¢ dla Uw tzw. napigcie
znamionowe (nominalne), podawane przez producenta zaréwki. Przyktadowo, dla zaréwki przystosowane;j
do napiecia sieciowego w Polsce, Uw = 230 V. Wtedy lw to tzw. natezenie znamionowe; wynika ono z
podawanej przez producenta mocy znamionowej Pw, zgodnie z rownaniem:

Pw = lw Uw (2)

Wyktadnik o w zaleznosci (1) ma warto$¢ 0,6 w sytuacji ,,wtokna idealnego” (wtokno jest traktowane
jako ciato doskonale czarne, otoczone proznig o temperaturze 0 K). W realnej sytuacji, zaleznie od budowy



zarowki, warto$¢ wyktadnika o moze wynosi¢ ok. 0,3-0,4. Warto$¢ te¢ wyznacza si¢ doswiadczalnie - patrz
»Problem komputerowy ,,Element nieliniowy w obwodzie - cz. II”.

Zaleznos¢ (1) mozna odwroci¢ 1 wyrazi¢ napigcie U zasilajace zardéwke w funkcji natezenia pradu I
przeptywajacego przez zardwke; otrzymamy takze funkcje potegowa:

U(I) = Uw'(I/Iw)lla (3)

3. Szeregowe potaczenie opornika i zarowki.

Jesli potaczymy szeregowo dwa oporniki (elementy liniowe) o statych oporach R1 i Rz i podiaczymy je
do zrodta napigcia o sile elektromotorycznej € (patrz § 2.1 trzeciego tomu e-podrecznika), to Il prawo
Kirchhoffa (patrz § 2.8) pozwala w prosty sposob okresli¢ natezenie pradu I w takim obwodzie:

e-Ui-U2=0 = I=¢/(R1 +Ry) 4)
Uwzgledniamy przy tym, Ze napi¢cia na kazdym z opornikow sg powigzane z ich oporami zalezno$cia
liniowa:
Ui =R: 1 oraz U, =Ry
Sprawa si¢ nieco komplikuje, gdy faczymy szeregowo opornik z zarowka (rys. 3).
Roéwnanie wynikajace z II prawo Kirchhoffa przyjmuje wtedy postaé: R

Z

e-Ur-U=0 = &-RI-U=0 ———)—
Symbolem U oznaczono tu napigcie panujace na zarowce. Wyraza si¢a |
ono poprzez nat¢zenie pradu réwnaniem (3), co daje: s

e-RI-UyIw)"*=0 (5 ||
Wyznaczenie nat¢zenia pradu I z tego rownania w postaci algebraicznego
wyrazenia jest dla dowolnego o niemozliwe! rys. 3. Opornik i zarowka
potaczone szeregowo ze

4. Komputerowe rozwiazanie rownania (5). zrodiem napiecia.

Rownanie (5) mozna jednak rozwigzaé tabelarycznie, graficznie oraz numerycznie. Mozna si¢ przy tym
postuzy¢ odpowiednio zaprogramowanym arkuszem kalkulacyjnym. Koncepcja rozwigzania
tabelarycznego i graficznego wymaga zauwazenia, ze rOwnanie to mozna przedstawi¢ jako rownos¢ dwoch
funkcji; argumentem obu jest natezenie pradu |:

& - R-1= Uy (I/Iw)Y (6)

Po lewej stronie znaku réwnosci stoi liniowa funkcja I; jej warto$¢ dla I = 0 wynosi € 1 jest ona malejaca.
Po prawej stronie widzimy funkcj¢ potegowa, ktdrej warto$¢ dla I = 0 wynosi zero; jest ona rosnaca. Musi
wiec istnie¢ taka warto$¢ 1, dla ktorej obie funkcje sg sobie rowne (ich wykresy si¢ wtedy przetng) - ta
wlasnie warto$¢ jest rozwigzaniem rownania (5). Warto$¢ t¢ znajdziemy - w przyblizeniu - poréwnujac
tabele wartosci oraz wykresy obu funkcji.



1. W pracowni informatycznej.

Rozwiazanie tabelaryczne i graficzne rownania (5).

1. Ustaw parametry zadania:
- wyktadnik o, domyslnie a = 0,6;
- napigcie znamionowe zarowki Uw (w woltach), domys$lnie Uw = 230 V,
- moc znamionowa zarowki Py (w watach), domyslnie Pw = 100 W,
- natgzenie znamionowe Iw (W amperach), obliczane przez program zgodnie ze wzorem (2);
- znamionowy opor elektryczny zarowki Rw (w omach), obliczane przez program zgodnie z prawem
Ohma;
- sit¢ elektromotoryczng zrodia napiecia € (w woltach), domyslnie € =230 V;
- warto$¢ oporu R (w omach), domyslnie R = 500 Q.

A, B

A9:  =AT7/IA5

B11l: =A5/A9




2.

Przygotuj tabele:

A B C D E F G

1 U V] I[A] UR[V] |e-Ur[V]
2 10.0
3 20.0
4 30.0
5 40,0
6 £0.0
7 60.0
5 70.0
9 50.0
10 90.0
11 100.0
12 110.0
13 120.0
14 130.0
15 140.0
16 150.0
17 160.0
18 170.0
19 150.0
20 190.0
21 200.0
22 210.0
23 220.0
24 230.0
25

Pierwsza kolumne tabeli wypelnij wartosciami napigcia. Zacznij od wartosci rzgdu 5% Uw (okoto
10V).W kolejnych wierszach zwigkszaj ja rownomiernie co 10 tak, by uzyskaé¢ okoto 20 wartosci,
konczacych si¢ na Uw. W kolumnie tej znajduja si¢ wartosci funkcji po prawej stronie rownosci (6).

W nastepnej kolumnie (I) przygotuj tabele z wartosciami natgzenia pradu, odpowiadajacymi
napieciom z kolumny ,,U” zgodnie ze wzorem (1). Ta kolumna bedzie zawierata argumenty odkladane
na osi odcietych (0$ ,,x”)

I[A] D1 =$A$9*(C2/$A$5) $A$3

Kolejne dwie kolumny (,,UR” 1,,e - Ur”) zawieraja: napi¢cia na oporniku, zgodnie z formutg Ur = R:1
oraz funkcje po lewej stronie rownosci (6).

UR[V] El:  =D2*$A$15
e-UR[V] FL. =$A$13-E2

Zablokuj przy tym mozliwo$¢ zmiany przez uzytkownika parametrow obliczanych przez program.



Wypehiona tabela

A B C D E F |
U V] I[A] UR[V] £-UR[V]
10,0 0,066 331 196,9
20,0 0,100 50,2 179.8
300 0128 640 1660
40,0 0,152 76,1 1539
50,0 0,174 870 1430

60,0 0,194 871 132.9
70.0 0,213 106.,5 1235
80.0 0,231 1154 1146
90,0 0,248 123.8 106,2
100,0 0.264 131.9 98.1
110,0 0,279 1397 80,3
120,0 0,294 1471 82,9

130.,0 0,309 154 4 75,6
140,0 0,323 161.4 68,6

150,0 0,336 168.2 61,8
17 160,0 0,350 174.9 551
18 170.,0 0,363 181.,3 48,7
18 180,0 0,375 1877 423
20 150.0 0,388 193.8 36,2
21 200,0 0.400 199.9 A
22 210,0 0,412 205,8 242
23 220,0 0.423 2117 18,3

24 230,0 0.435 217 4 12,6



6. Przedstaw na wspolnym wykresie funkcje U(I) oraz g-Ur (I).
250,0
U; e-Ug
*
A .
*
200,0 - . .
*
L ] *
o *
*
150,0 - ¢ .
. *
. *
° *
L ]
° *
100,0 - s
* L ]
. L ]
L ]
hd .
»* L ]
50,0 - . e
. B N
* L ]
* ® °
. . A
0,0 T T T T
0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500
7. Znajdz na wykresie punkt przeciecia obu funkcji i odczytaj - orientacyjnie - warto$¢ natezenia pradu [
tego punktu. Warto$¢ ta jest rozwigzaniem rownania (5) - okresla ona natezenie pradu ptynacego w
obwodzie z rys. 3 z zadanymi przez Ciebie parametrami. Mozesz takze znalez¢é wiersz, w ktorym
warto$ci z kolumn ,,U” 1 ,,& - UR” sg najbardziej do siebie zblizone. Warto$¢ z kolumny ,,I” w tym
wierszu jest rozwigzaniem rownania (5).
8. Zaproponuj i wykonaj modyfikacj¢ (uzupetnienie) arkusza, dzigki ktéremu bedzie mozna odczytaé

tabelaryczne 1 graficzne rozwigzanie roOwnania (5) z lepsza doktadnoscia.

Rozwiazanie numeryczne réownania (5).
Do doktadnego wyznaczenia doktadnego rozwigzania uzyj narzedzia Solver

1.

21
22
23

24
25
26

Przygotuj tabelg:

H I J K L 1]

U] I[A] Ur [\] £ - Ur[\W]

g€-UrR[V]-U




2. Do komorek wprowadz wzory:
J24:  =$A3$9*(124/$A$5)"$A$3
K24: =J24*$A$15
L24: =3$A$13-K24
M24: =L24-124

Komorke 124 pozostaw pustg. Tu zostanie wpisany wynik rozwigzania

3. Z Dane/Analiza uruchom Solver i wprowadz parametry:

Parametry dodatku Solver,

Idskaw cel; ,r.,q. )

[

Ma: () Maks ) Min (%) Wearkose: o

Przez zmienianie komarek zmiennyvch:

| 1474

[#

Podlegajgcych ograniczenion:

Ciodaj

Zmien

Llsur

Resetuj wszystko

Zatadujfzapisz

Iskaw wartosci nieujemne dla zmiennych bez ograniczen

Whebierz metode rozwigzyvwania: Migliniowa iSRG b

Opije

Metoda rozwigzywania

W przvpadku ghadkich nigliniovwsch problemow dodatky Solver wwbierz aparat nieliniowy GRG, Dla
limicanych problemdw dodatku Saolver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku problemde,
krare nie sq gtadkie, wybierz aparat ewolucyiny.

Pomoc Rogwigs | | Zamknij

x]




Otrzymane rozwigzanie:

A G | J K L M
1
21
22
23 U V] I[A] UR[V] |e-Ur[V]| €-UR[V]-U
24 98.9)  0.262 131.1 95.9 0.0
25

26




I11. Do pracowni fizycznej.

Wykorzystaj przygotowany arkusz do rozwiazania nastepujacych dwéch problemow.

1. Zar(')yvka ma nominalne parametry Uy = 230 V i Py = 100 W. Wyktadnik zaleznosci I(U) tej zarowki o =
0,6. Zarowke t¢ wlaczono do domowej instalacji w Stanach Zjednoczonych, gdzie napi¢cie sieciowe

wynosi 110 V.

a) Oblicz moc P z jaka §wieci¢ bedzie ta zardwka.

b) Oblicz opor elektryczny R zardwki podiaczonej do napigeia 110 V i poréwnaj ten opor z jej oporem

nominalnym Ru.

¢) Porownaj moc P z mocg P’ obliczong przy zatozeniu, ze opdr zardwki nie zmienia si¢ wraz z

napigciem.

2. Zaréweczka do latarki ma nominalne parametry Uy = 6 V i Py = 6 W. Wyktadnik zaleznosci I(U) tej
zarowki o = 0,4. Zarowke te zasilono ptaska bateriag o SEM € = 4,5 V i oporze wewnetrznym r = 0,8 Q.
a) Oblicz moc P z jaka §wieci ta zarOweczka.

b) Uzytkownik, niezadowolony z uzyskanego efektu, polaczyt szeregowo dwie identyczne ptaskie
baterie i zasilil nimi zaroweczke. Zbadaj, czy uzyskat on w ten sposéb §wiecenie z nominalng moca.

Rozwiazania i komentarze

Zadanie 1

Dane zapisane w tabeli w arkuszu kalkulacyjnym moga by¢ przydatne do analizy r6znych problemow.
Sprobujmy obliczy¢ jaka bedzie moc zaréwki 100 W gdy podiaczymy ja do sieci energetycznej w USA.

Wykorzystamy znane wzory na moc:

I zaczerpniemy dane z tabeli.

P=U?%R oraz P=U"I

G

0,66258
2,00855
3,84264

6,0882
8,70137
11,6487
14,9071
18,4578
22,2856
26,3776

30,723
35,3123

40,137
45,1898

50,464
55,9535
£1,6529
§7,5572
73,6616

79,962
86,4542
93,1347
100

& |B] ¢ D : F

1 U V] Al | urv] |2-uRr pva|Prw
2 @ 10,0 0,066 33,1 1969
3 0,6 2000 0,100 50,2 1798
2 Uw V] 300 0128 640| 1660
5 230] ap0| 0,152 76,1 1539
£ Pw W] 500 0174 g70| 1430
7 100| 60,0 0,194 97,1 1329
2 Iw[A] 70,00 0213 1085] 1235
) 0,43 80,0 0231 1154 11486
10 Rw [ 90,00 0,248 1238 1062
11 529,0 1000] o264 1318 98,1
12 &M 1100 0278 1397 90,3
13 230] 1200] 0,294 1471 82,9
14 * R0 130,0] o308 1544 75,6
15 00 500,0| 1400 0323 1814 68,6
16 1500] 0338 1882 61,8
17 1600] 0350 1743 55,1
18 1700] 0383 1813 487
19 1800] o375 1877 42,3
20 190,0] o388 1932 36,2
21 2000 o400 1999 30,1
22 2100] o0412] 2058 24,2
23 2200 o0423] 2117 18,3
24 2300 0435 2174 12,6
25 sga| 0262 1311 98,9

o]
o

25,9346



A B C D E F G

1 UVl I[Al | RV |z-uRr pva|PIW]

2 10,0] o088 33,1| 196,5| 086252
3 200 0,100 so2|  179,8| 2,00855
4 3000 o128 g20| 186,0| 384282
5 a0 0,152 75,1 1533\ 60882
6 500 0,174 87.0] 143,0| 870137
7 60,0 0,194 97,1 132,9| 11,6487
8 Iw[A] 700] 0213 1065] 1235] 143071
9 0,43 800 0231 1154 1146| 184578
10 | Rw [0 90.0] 0248 1238] 1062| 222856
11 1000 0264 1319 98,1| 26,3776
12 1100/ 0279 1397 00,3 30723
13 1200 0204 1471 £2,8| 353123
14 1300 o308 1544 75,6 40,137
15 1200 0323 1614 52,6| 45,1808
16 1500 0338 1882 51,8| 50484
17 1600 o350 1748 55,1| 55,3535
18 1700 0383 1813 137| 51,6529
19 1200 0373 1877 123| 67,5572
20 1900 o382 1338 36,2| 73,8818
21 2000 o400 1998 30,1] 79,962
22 2100 0412 2058 242| =8,4542
23 2200] o423 2117 12,3] 83,1347
24

25 983 o0282] 1311 98,3| 25,2346
26

Policzmy teraz opér elektryczny podlaczonej zaréwki do instalacji o napigciu 110 V:

U, U, L5500 LS, 0 AURR | L ST
1000 o264 1319 08,1 26,3776 R[]
1100 0279 1397 00,3 30,723 393,842

1200] 0204 1471 82,8| 353123
130,0] 0308 1544 75,6 40,137
1200 0323 1514 52,6| 45,1898
1500 0338 1882 518| 50484
1600 0350 1748 55,1| 55,8535
1700 0383 1813 237| 81,6529
1200 0375 1877 233| 67,5572
1900 0328 133¢ 36,2| 738818
2000 0400 1999 30,1] 73982
2100 0412 2058 242| 254542
2200 o0423] 2117 18,3 93,1347

529

ogo| o0262] 1311 9g9| 259345

Widac¢ stad, Zze opdr zardwki podlaczonej do instalacji o napigciu 230 V jest wigkszy niz opor zarowki
podiaczonej do instalacji 110 V. Jest to zgodne z tym, co napisaliSmy wczesniej: zarowka ma nieliniowg
charakterystyke pradowo - napieciowa. Zwré¢my uwage, ze zwiekszajac napigcie od 110 V do 230 V czyli
2,09 razy, obserwujemy wzrost natezenia pradu tylko 1,56 razy. Spowodowane jest to tym, ze wskutek
przeptywu pradu elektrycznego przez wtdkno Zzardwki wzrasta temperatura wtokna, zatem wzrasta opor:

528,7Q2>393.8Q



¢) Gdyby zarowka miala charakterystyke liniowa, czyli opor jej widkna nie ulegal zmianie pomimo zmiany
napigcia, to moc zarowki powinna zmienia¢ si¢ kwadratowo wraz z napigciem, zgodnie z rbwnaniem:

UZ
w 2
L ZRW _(Yu —437
Pl Ul U|
R|

W powyzszym rownaniu przyjeliSmy R” = Rw, Uy =230 V i U = 110 V. Uzyskany wynik oznacza, ze
moc P’ wynositaby ok. 22,9 W.

Obliczona przy zatozeniu zadania moc jest wiec mniejsza od mocy obliczonej w tabeli, ktéra wynosi ok.
30,7 W. Przy stalej wartosci oporu, moc malataby wiec silniej wraz ze spadkiem napie¢cia zasilajacego
zardwke niz ma to miejsce w rzeczywistosci, gdy jej opor takze maleje wraz ze spadkiem napiecia.

Zadanie 2
W tym zadaniu rol¢ opornika szeregowo polaczonego z zardweczka odgrywa wewnetrzny opor r uzyte;j
baterii ptaskie;j.

a) Zbudujmy w arkuszu tabele analogiczng jak poprzednio, ale uwzglednijmy podane wartosci wielkos$ci
fizycznych.

A [B] C D E F G H [0 ] K [ L ] M [ N T o T P ]

1 U V] I[A] UrVl [=-urpv| PeW1 | Rilq]

2 @ 025 0,280 0,22 428

3 0.4 050 0370 0,30 420

4| Uwv] 075 0435 0,35 415 500 Ve U,

5 5 1000 0488 0,39 411 450 ' v

5  Pww 1,25| 0,524 0,43 4,07

7 B 150] 0574 0,46 404 4,00 4 een.

g | WIAI 175| 0611 0,49 401 IR

9 1,00 2000 0644 052 3,08 350 . *

10| Rwlial 225| 0675 0,54 3,96 3.00 4 .

11 6,0 2500 0705 0,56 3,94 .

12| €M 275 0732 0,59 3,91 2,50 4 c

13 4.5 300] 0758 061 3,89 200

14| rigl 325 0783 0,63 3,87 .

15 0,8 3500 0,806 0,64 3,86 150 A .
| 16 | 375| 0829 066 3,837 *
| 17| 380/ 0833 067| 3834 317 456 1.00 1 .
| 18| 385 0837 067 3830 322 480 0.50 4 .
119 | 400/ 0850 0,68 3,82 AT
| 20| 425 0871 0,70 3,80 0,00 ' ' '
21 250 0801 071 279 0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000
22

Jak wida¢, zaroweczka o parametrach podanych w zadaniu, zasilana ptaska bateria, §wieci¢ bedzie z
mocg okoto 3,2 W, czyli niewiele ponad potowe mocy nominalnej. Jest to zrozumiate - efektywne napiecie
zasilajace t¢ zarowke wynosi ok. 3,82 V, podczas gdy nominalne jej napigcie wynosi 6 V. Stan ten zacheca
do ,,eksperymentu” polegajacego na zasileniu tej zarowki dwiema bateriami ptaskimi. Musimy jednak
pamigtac, ze moze si¢ to skonczy¢ przewoltowaniem zaréwki (zasilenie jej napieciem wickszym od

nominalnego), co moze doprowadzi¢ do jej przepalenia.



b) Aby dowiedziec¢ si¢ jaka bedzie moc zaréweczki, gdy SEM € zwigkszymy do 9 V, nalezy zmodyfikowac
tabele. Pamigtajmy, Zze druga bateria ma takze opor wewnetrzny, wigc wypadkowy r = 1,6 Q.

A [B] c D E F G H [0 K P

1 UVl I[A] UVl |e-urpvl| P:IWI | Relq

2 @ 050 0370 0,59 8,41

3 04 1,00 0488 0,78 8,22

4 | UwDv] 1,50 0574 0,92 8,08 10.00

5 6 200 0644 1,03 797 = T.U',]U“

5 Pww] 2,50 0,705 1,13 787 2001

7 6 3000 0758 121 779 5.00 4 ..

g | IwlA] 3,50 0806 1,29 7.71 trtea.,,

g 1,00 400 0350 1,36 7,64 7,00 -

10 | Rwial 4500 0,891 143 757

11 6,0 500 0930 1,49 7,51 6.00 1

12| &M 550 0966 1,55 745 500

13 9 500 1,000 1,60 7,40

14 [ rie 6,50 1,033 1,65 7,35 4,00 4

15 16 7,00 1,084 1,70 7,30

16 722| 1077|172l 7err]  wmrl 70 3,00 1

17 | 725 1,079 173 7274 782 6,72 200 |
18| 728 1,080 173 7271 757 6,74
19| 750 1,003 175 7.25 1.00 4
20| 800 1122 1,80 7.20 11A]
21| 850 1140] 184|716 0,00 '

22 9,000 1,178 1,88 712 0000 0200 1,400
—

Uzyskana tabela oraz wykres pokazuja, ze teraz zarowka jest zasilana pradem o nat¢zeniu ok. 1,08 A,
przy efektywnym napieciu zasilajacym ok. 7,28 V. Swieci wigc ona z moca okoto 7,87 W, czyli ok. 30%
wieksza od mocy nominalnej. Nalezy zatem przypuszczacé, ze ,,zywot” owej zarowki bedzie krotszy, niz
przewidziat to producent, cho¢ nie powinno doj$¢ do gwaltownego jej przepalenia natychmiast po
wlaczeniu latarki.
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»Element nieliniowy w obwodzie - cz. |

I. Z pracowni fizycznej.

1. Element nieliniowy obwodu.

W paragrafie 2.4 trzeciego tomu e-podrgcznika opisano do§wiadczenie, w ktorym badana jest
charakterystyka napieciowo-prgdowa opornika. Uzyskana tam zalezno$¢ I(U) jest liniowa (rys. 1.).
Oznacza to, ze opor elektryczny R badanego opornika jest staty - nie zalezy ani od napigcia ani od
natezenia pradu. Nachylenie (stromizna) linii prostej informujg nas o oporze elektrycznym badanego
elementu - im nachylenie wigksze, tym opor ten jest mniejszy.

A A
T 1 T
ly|-=====mmmmmmmmmmm oo !
2 i
U Uw U
Rys. 1. Dwie liniowe charakterystyki. Rys. 2. Charakterystyka elementu nieliniowego.
Roéznice w nachyleniu pokazuja, ze opor W miarg wzrostu napigcia, nachylenie linii
elementu ,,1” (stroma linia) jest mniejszy od maleje. Pokazuje to, ze opor elementu wzrasta
oporu elementu ,,2” (mniej stroma linia). W miar¢ wzrostu napigcia i natgzenia pradu.

Napiecie Uy 1 natgzenie Iy wyznaczaja
wzorcowy punkt na charakterystyce.

Nieco inny wynik uzyskuje si¢, gdy badanym elementem obwodu jest zarowka. Jej wtokno nagrzewa si¢
w miare zwigkszania napiecia 1 natezenia pradu, co powoduje wzrost oporu elektrycznego widkna. W
efekcie natezenie pradu ros$nie, owszem, wraz z napigciem, ale wzrost ten jest nieliniowy 1 coraz stabszy
(rys. 2.). Zardwka jest wiec przyktadem nieliniowego elementu obwodu. W tabeli 1. zamieszczono wynik
badania charakterystyki zaroweczki choinkowe;.

Tabela 1. Charakterystyka napigciowo-pradowa zaréweczki choinkowe;.

UIVI| 05 1 2 3 4 5 6 7
I[A] | 009 | 0123| 0166| 0202| 0227| 0250| 0273| 0,288
8 9 10 11 12 13 14 15 16
0,304 | 0320| 0335| 0348| 0362| 0371| 0,391| 0402| 0413

2. Matematyczny opis charakterystyki I(U) zaréwki.

Najprostszy model osiggania przez wtokno zarowki rOwnowagi termicznej z otoczeniem pozwala
stwierdzi¢, ze zalezno$¢ nat¢zenia pradu ptynacego przez wtdkno od przytozonego do niego napigcia ma
posta¢ funkcji potegowe;:

1(U) = lw(U/Uw)* )



Wielko$ci Uw i lw to odpowiednio napigcie (dowolnie wybrane z obszaru charakterystyki) i zmierzone
natezenie pradu odpowiadajace temu napigciu. W praktyce najczesciej przyjmuje sie dla Uy tzw. napiecie
znamionowe, podawane przez producenta zarowki. Dla zaréweczki choinkowej uzytej w doswiadczeniu
napi¢cie znamionowe Uw = 15 V. Wtedy lw to tzw. natezenie znamionowe (obliczone dla naszej
zaroweczki Iw = 0,4 A); wynika ono z podawanej przez producenta mocy znamionowej Py (nasza
zardweczka ma Pw = 6 W), zgodnie z rownaniem:

PW = Iw'UW (2)

Wyktadnik a w zaleznosci (1) ma wartos¢ 0,6 w sytuacji ,,wtokna idealnego” (wtokno jest traktowane
jak ciato doskonale czarne, otoczone préznig o temperaturze 0 K). W realnej sytuacji, zaleznie od
konstrukeji zarowki, warto§¢ wyktadnika oo moze wynosi¢ ok. 0,3-0,4. Warto$¢ t¢ wyznacza si¢
doswiadczalnie, co jest jednym z celow wykonanego doswiadczenia.

3. Linearyzacja funkcji potegowe;.

Pomiar wykonano nie tylko w celu wyznaczenia wyktadnika a - chodzilo takze o zbadanie, czy uzyskana
charakterystyka moze by¢ uznana za funkcj¢ wyktadnicza. Jedng ze stosowanych w takiej sytuacji metod
postgpowania jest linearyzacja danych pomiarowych, czyli odpowiednie ich przeksztatcenie. Efektem tego
przeksztalcenia jest doprowadzenie teoretycznej zaleznosci pomiedzy nowopowstalymi zmiennymi do
postaci funkcji liniowe;j.

W przypadku funkcji potegowej (1) wykorzystujemy logarytmowanie zmiennych:

| UL,
I__(U_W) 3)

w

llorazy /1w oraz U/Uw oznaczamy symbolem, odpowiednio, I’ oraz U’; sg to wielko$ci bezwymiarowe.
Po zlogarytmowaniu (typowo wybiera si¢ logarytm naturalny, ktérego podstawg jest liczba e =2,71828...)
obu stron rownania (3) otrzymamy:

In(I’) = a:In(U”) 4)

Uzyskalismy liniowg zalezno$¢ (Y = a-X + b) pomiedzy ,,zlogarytmowanym napigciem” (X = In(U’)) a
»zlogarytmowanym natezeniem pradu” (Y = In(I’)). Wspolczynnik kierunkowy tej zaleznosci ‘a’ to
szukany wyktadnik a, za$ jej wspotczynnik wolny ‘b’ powinien wynosi¢ zero.



1. W pracowni informatycznej.
cz. 1. Analiza danych z pomiaru.

1.1. Do komorek arkusza wprowadz parametry zaréwki:
- nominalne napi¢cie Uw,

- nominalng moc Py;

A, B

Uy [W]
15

Pw [W]
B

r | e | L PO —

- oblicz nominalne nate¢zenie pradu Iw zgodnie ze wzorem (2).
IW[A] A7: =A5/A3

A B
6 wlA]
7 0.4
8

9
1.2. Przygotuj tabele na dane z pomiaru.
A B c D E

1 upg | oA

Uwe [W]
15

Pw W]
B

lw [A]
0.4

alala|la|la|la|alala]a
I N e e g =g e e R A e

1.3. Wykonaj pomiary i wpisz otrzymane wyniki do tabeli.
1.4.  Sporzadz wykres zaleznosci I(U).

1.5.  Skopiuj wykres 1 wklej jako nowy w tym samym arkuszu. Na nowym wykresie dodaj lini¢ trendu,
zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi nalezy wybra¢ funkcj¢ potegowa (,,typ linii trendu -
potegowy’”). Wsrod opcji wybierz ,,Wyswietl rownanie na wykresie”.

cz. 2. Analiza danych przeksztalconych.
2.1. Do nowego arkusza skopiuj tabele z danymi pomiarowymi. Uzupehij ja kolumnami
U] P[] X=InU) Y=InIl)



A B E D E F € H

1 U [V] I [A] Uq g [X=mnu)| Y=
2 Uw[Vv] 0.5] 0,096

3 15 10 0,123

1 Pw[W] 20 0.166 |
5 6 3.0 0202

6 IwlA] 40 0227

7 0.4 50 0.250

8 6.0 0273

9 70 0.288

10 5.0 0304

11 90 0,320

12 10,0 0.335

13 1.0 0.348

14 120 0.362

15 3.0 0.371

16 140 0.391

17 1500 0.402

18 16.0] 0413

19

U’ (zawiera zmierzone napi¢cia podzielone przez Uw) oraz I’ (zawiera zmierzone natezenia pradu
podzielone przez lw).

U’[] E2:C2/A3 T[] F2:=D2/A7

Zwrdo¢ uwage, ze uzyskane liczby sg niemianowane, w wigkszos$ci mniejsze od jednosci. Wynika to z
faktu, ze niemal wszystkie zmierzone warto$ci napigcia 1 natezenia pradu sa mniejsze, odpowiednio, od
Uw i lw. W kolejnych dwodch kolumnach umies¢ logarytmy naturalne kolumn U’ i I’, zgodnie ze wzorem
(4).

X =In(U’) G2: In(E2) oraz Y = In(I") H2: =In(F2)

Typowe oznaczenie logarytmu naturalnego w aplikacjach informatycznych to ,,In”. Zwrd¢ uwage, ze
uzyskane liczby sa w wigkszosci mniejsze od zera. Wynika to z faktu, ze niemal wszystkie
logarytmowane liczby sag mniejsze od jednos$ci. Skutkiem tego bgdzie nieco ,,niecodzienny” wyglad
wykresu zaleznosci Y (X).

2.2. Sporzadz ten wykres tak, by zawierat on same punkty, bez jakiejkolwiek linii taczace;.

Skopiuj wykres 1 wklej jako nowy w tym samym arkuszu. Na nowym wykresie dodaj lini¢ trendu.
Zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi nalezy wybra¢ funkcje liniowa (,,typ linii trendu - liniowy”) -
spodziewamy si¢ bowiem, ze przeksztatcone (zlinearyzowane) zmienne taczy zalezno$¢ liniowa.

2.3. Pod tabelg przygotuj miejsce na wynik funkcji REGLINP().

A B c D E F G H

19

20 atha b + Ab
21
22
23
24
25
26

Zaznacz obszar G21:H22.
W komorke G21 wprowadz funkcje REGLINP(). Uzupelnij parametry:




Argumenty funkcji ! |

REGLINP
1-1,43051107180207;-1, 176025825, ..

Znane_y Hz:H1g

Znane_x |G2:G18 1-3,40119736166216;-2, 708050201 102

) ) |
| ) B8
I

PRAMWDSA

Stata | prawda

il
L)

#
I

Stabyskvka prawda PRAWDE

{0,4264443505530561-0,0020851 7 1 42

Zwraca skakystyke opisujacy trend liniowey, dopasowany do znanych punkkow danych, dopasowoige linie prostg pray
uZyciu metody najmniejszych kwadratdw,

Statystyka - wartosc logiczna: zwraca dodatkowe stabystki regresji = PRAWDA; zwraca
wspidtczynniki m i skatg b = FALSE lub pominieta,

Wiynik Formuty = 0,426444381

Pomoc dokyczaca ke Funkcii 04 ] [ Anuluj

Parametry funkcji:
»zhane y” kolumn Y arkusza;

»znane x” kolumne X arkusza

Aby wynik funkcji pojawit si¢ we wszystkich komdrkach zaznaczonego obszaru zatwierdz wprowadzone
dane CTRL+SHIFT+ENTER.

W zaznaczonej tablicy 2x2 pojawia si¢ cztery liczby.

| A | B8 | € | D | E | F | G | H |
19
20 atha | bxAb
21 0.426] 0,002
22 0.003]  0.004
23
24

Dwie gorne, to odpowiednio, wartos$ci wspotczynnika kierunkowego ‘a’ i wolnego ‘b’ optymalnej proste;,
poprowadzonej na wykresie. Dwie dolne to niepewnos$ci pomiarowe Aa i Ab tych wspotczynnikow;
niepewnosci te sg obliczone na podstawie rozrzutu punktow wokot optymalnej proste;.

Funkcja REGLINP oblicza statystyke dla linii, korzystajac z metody najmniejszych kwadratow do
obliczania linii prostej, ktora najlepiej pasuje do danych, a nastgpnie zwraca tablice opisujaca te linig.

Roéwnanie dla linii jest nastepujace:
y=mx+b
Parametry funkcji:
znane_y  Argument wymagany. Jest to zestaw znanych warto$ci y spetniajacych zaleznos¢

y=mx +b.



Znane_X Argument opcjonalny. Jest to zestaw znanych wartosci x spelniajgcych zalezno$é
y=mx +b.

Jesli argument znane X jest pominigty, przyjmuje si¢, ze jest on tablicg {1;2;3;...} o takim samym
rozmiarze co znane._y.

stala Argument opcjonalny. Wartos$¢ logiczna okreslajaca, czy stata b ma by¢ wymuszana jako rowna 0.
Jesli stata ma warto§¢ PRAWDA lub jest pominigta, to stata b jest obliczana normalnie.

Jesli stata ma wartos¢ FALSZ, to stata b jest ustawiana jako rowna 0, a warto$ci m sg
dostosowywane tak, aby wypetni¢ réwnanie y = mx.

statystyka Argument opcjonalny. Wartos¢ logiczna okreslajaca, czy majg by¢ zwracane dodatkowe
statystyki regres;ji.

Jesli argument statystyka ma wartos¢ PRAWDA, to funkcja REGLINP zwraca dodatkowe
statystyki regresji

Jesli argument statystyka ma warto§¢ FALSZ lub jest pominigty, to funkcja REGLINP zwraca tylko
wspolezynniki m i statg b.



I11. Do pracowni fizycznej.

Kolejnym krokom wykonanym w programie odpowiadajg elementy analizy i interpretacji uzyskanych
wynikow. Ponizej podano pytania, na ktore fizyk winien odpowiedzie¢ i wyciagna¢ stosowne wnioski
(niektore przyktadowe wnioski zawarto w tekscie).

1.2. Wstepna ocena utozenia punktow pomiarowych.

Czy wyniki pomiaréw uktadajg si¢ wzdtuz sensownej linii? [ Wniosek: jesli tak, oznacza to, ze
natezenie pradu zalezy od napigcia; jesli nie, to .....].

Czy ktoérykolwiek pojedynczy pomiar jawnie odstaje od tendencji wskazanej przez pozostate?.
[Wniosek: jesli tak, oznacza to, ze najprawdopodobniej popetniono btad gruby i wtedy nalezy............ ;
jeslinie, to .....].

Czy ulozenie punktéw przypomina oczekiwang lini¢ ,,teoretyczng” pokazang na rys. 2.7 [Wniosek: jesli
tak, oznacza to, ze ....; jesli nie, to .....].

1.3. Ocena dopasowania funkcji potegowej do danych pomiarowych.
Czy wyniki pomiarow uktadaja si¢ losowo wokot zaproponowanej linii optymalnej, niektore nad nig a
inne pod nig? [Wniosek: jesli tak, oznacza to, ze natezenie pradu JESt ........ccovvervririnennnn , tak jak
przewiduje teoria, a stwierdzone drobne odstepstwa wynikajg z niepewnosci pomiarowej; jesli nie, to

..... 1.

Czy wyktadnik funkcji potegowej ma warto$¢ zblizong do przewidzianej w punkcie 2. wstepu
teoretycznego? [ Wniosek: jesli tak, oznacza to, Ze........cccocoververneennnnn, ; jesli nie, to .....].

1.4. Podsumowanie pierwszej czgsci analizy. Podaj argumenty §wiadczace za tym (takze argumenty
ewentualnie §wiadczace przeciwko), ze charakterystyka I(U) badanej zardweczki moze by¢ uznana za
funkcje wyktadnicza. Podaj takze argumenty przemawiajace za tym, ze uzyskana w tej czesci wartosé
wyktadnika o nie jest jeszcze ostatecznym wynikiem pomiaru.

2.2. Wstepna ocena utozenia punktow pomiarowych po linearyzacji.

Czy wyniki pomiaréw uktadajg sig, ,,w sensownym przyblizeniu”, wzdtuz linii prostej? [Wniosek: jesli
tak, oznacza to, Z€ .................. ; jeslinie, to .....].

2.3. Ocena dopasowania funkcji liniowej do danych przeksztatconych.

Czy wyniki pomiaréw uktadaja si¢ losowo wokot zaproponowanej prostej optymalnej, niektore nad nig
a inne pod nig? [Wniosek: jesli tak, oznacza to, ze przeksztatcone natezenie pradu jest
.................................. , tak jak przewiduje teoria, a stwierdzone drobne odstepstwa ..........ccceeceeeiienieeinnns)
jesli nie, to .....].

2.4. Interpretacja i ocena uzyskanych wspotczynnikow optymalnej funkcji liniowej.

Jesli ocena z punktu 2.3 wypadta pozytywnie, to zgodnie ze wzorem (4) wspolczynnik kierunkowy ‘a’
optymalnej prostej odpowiada wyktadnikowi o zaleznosci I(U); niepewnos$¢ pomiarowa Aa = Aa.. Z kolei
wspotczynnik wolny ‘b’ prostej optymalnej powinien wynosi¢ zero.

Czy uzyskana warto$¢ ‘b’, z uwzglednieniem niepewnosci pomiarowej Ab, pozwala stwierdzi¢, ze b =
0? [Wniosek: jesli tak, oznacza to, ze uzyskane wyniki sg zgodne - w tej czesci - z przewidywaniami
teorii; jesli nie, to .....].

Czy uzyskana warto$¢ o, z uwzglednieniem jej niepewnosci pomiarowej, jest zgodna z przewidziang w
punkcie 2. wstepu teoretycznego? [Wniosek: jesli tak, 0znacza to, Ze .........cceveevvennnnne ; jesli nie, to .....].

3. Usystematyzuj powyzsze wnioski, podsumuj je i wykorzystaj przy sporzadzaniu sprawozdania z badania
charakterystyki napigciowo-pradowej zarowki.
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»Przejscie $wiatta przez pryzmat - cz.

I. Z pracowni fizycznej.

1. PrzejScie Swiatla przez pryzmat. Kat odchylenia.

W paragrafie 8.10 trzeciego tomu e-pod-i
opisano bieg $wiatla monochrom-matyczne
pryzmacie. Przeczytaj raz jeszcze o0 pt
do$wiadczenia pokazowego z pryzmatem. Prz
sobie takze rysunek, zastosowane tam oznac
wyprowadzenie zwigzku pomig¢dzy katem padania
na §cianke pryzmatu o a katem odchylenia tej w
pierwotnego kierunku &. Zwigzek ten zawie
parametry opisujace cechy pryzmatu: jego kat fam
jego wspodlczynnik zatamania Swiatla n.

e=(atd)-¢ (1)

By zobaczy¢ zalezno$¢ od wspotczynnika zatar Rys. 1. Bieg $wiatta przez pryzmat it zatamania

Swiatla przy wyjsciu z pryzmatu - o - zalezy od kata padania o, a takze od ¢ 1 od n. Okaze sig¢, ze

wyeliminowanie kata 6 ze wzoru (1) znacznie skomplikuje posta¢ zalezno$ci €(a), wprowadzajac do niej
funkcje odwrotng do funkcji sinus, o ktérej mogto nie by¢ mowy na lekcjach matematyki.

2. Funkcja ..arcussinus”.

Jesli ograniczymy dziedzing funkcji sinus do katéw z przedziatu <-m/2; m/2> (inaczej méwigc: <-90°;
90%), to funkcja ta bedzie réznowartoéciowa. Wiadomo wiec, ze kazdemu katowi z tego przedziahu
odpowiada jedna warto$¢ funkcji sinus z przedzialu <-1; 1>. Oznacza to rowniez, ze zagadnienie odwrotne,
czyli ,,co to za kat, ktdrego sinus wynosi tyle to a tyle?”, tez ma jednoznaczng odpowiedz.

Tak wiec istnieje funkcja odwrotna do funkcji sinus (z dziedzing <-n/2; n/2>) - nazywa si¢ ,,arcussinus”,
oznaczana jest symbolem ,arcsin” lub ,sin® a w aplikacjach informatycznych czesto uzywane jest
oznaczenie ,,asin”. Argumentem funkcji arcsin sg liczby z przedzialu <-1; 1> a zbiorem wartosci sg katy
(wyrazone w radianach!) z przedziatu <-n/2; n/2>. Obowigzuje rownowaznos¢:

a = arcsin(u) < u=sin(a) )

Oto przyktad: wiadomo, ze sin (n/6) = 0,5 [sin (30°) = %4]. Wobec tego, arcsin(0,5) = 1/6. Wykonujac
¢wiczenie, zapoznasz si¢ z wykresem funkcji arcsin.

Zwro¢ tez uwageg, ze ogromna wigkszo$¢ aplikacji informatycznych przewiduje operowanie katami
wyrazonymi w radianach. Przypomnijmy, Zze miara kata pelnego to 2n radianéw. W zwigzku z tym,
pomiedzy miarami ofj | ofq tego samego kata, wyrazonego, odpowiednio, w radianach i w stopniach,
zachodzi proporcjonalny zwiazek:

% _ )
27 360

z ktorego wynika, ze:

_ T
A = 180 " Aqy

Zwiazek ten nalezy uwzglednia¢ przy programowaniu arkusza, by umozliwi¢ uzytkownikowi podawanie
i odczytywanie katow w wygodnej dla niego mierze (W stopniach).



3. Zalezno$¢ ().

Wystepujacy we wzorze (1) kat & (mozna wyrazi¢ poprzez kat y z wykorzystaniem prawa Snella (§8.1
trzeciego tomu e-podre¢cznika):
sin 1 : : o
M ==—=3In(d) =n-sin(y) = o =arcsin(nsin(y))
sin(6) n 3)
Zauwazmy tu, ze istnieje potrzeba sprawdzania, czy argument funkcji arcsin jest niewigekszy od jednosci.
W przeciwnej sytuacji nast¢puje catkowite wewnetrzne odbicie (§8.1 trzeciego tomu e-podrecznika). Takie
sprawdzenie nalezy przewidzie¢ w programie.

Kat y zwigzany jest z katem tamigcym ¢ oraz z katem [ (kat zatamania $wiatta przy wejsciu do
pryzmatu):

¢p=B+y =>y=9-p
Wzér (3) przybiera wtedy postac:

§=arcsin(n-sin(p—P)) ()

Wreszcie kat f mozna wyrazié przez o - kat padania $wiatla na pryzmat:

sin(a)
sin(p)
Zauwazmy, ze W tym miejscu nie ma potrzeby sprawdzania, czy argument funkcji arcsin jest mniejszy od

jednosci - jest to niejako zagwarantowane poprzez fakt, ze argument ten jest ilorazem liczby niewigkszej
niz jeden (sin(a)) przez wspotczynnik zatamania n, czyli liczbg¢ niemniejsza niz jeden.

=n=sin(p) = %-sin(a) = f= arcsin(%-sin(a))

Gdy uwzglednimy ten zwigzek we wzorze (4) oraz przypomnimy sobie wzér (1), to ostatecznie
uzyskamy jawng zalezno$¢ kata odchylenia € od kata padania o, z parametrami n oraz o:

e=a—g@+arcsin(n-sin(e— arcsin(% -sin(«)))) (5)

Zaleznos¢ ta bedzie przedmiotem komputerowej analizy.



1. W pracowni informatycznej.
cz. 1. Wykres funkcji a(u) = arcsin(n-u)

1.1. W pustym arkuszu przygotuj komorke na wprowadzanie wartoSci parametru N oraz
czterokolumnowg tabele. Dopus¢ mozliwos¢ zmiany n w zakresie od % do 2 (domys$lnie n=1). W
pierwszej kolumnie tabeli wprowadz warto$ci zmiennej U W przedziale <-1; +1>, w krokach co 0,1. W
drugiej kolumnie tabeli umie$¢ wartosci iloczynu n-u. W trzeciej umies¢ wartosci funkcji arcsin(n-u),
czyli a, wyrazone w radianach, za§ w ostatniej kolumnie te same warto$ci wyrazone w stopniach.

Przygotuj suwak do zmiany warto$ci zmiennej n, przy wpisywaniu formul, pamie¢taj o adresowaniu
bezwzglednym.

A B c D E F A B G D E F
1 1
arcsin(n®u) arcsin(n*u) aresin(n*u) | arcsin(n*u)
g n ] u 4 nu (rad) (deg) 2 n u n*u (rad) (deg)
: 10 09 3 1 -1 1| -1.5707963 90/
5 | > -0;8 4 10 -0,9 -0,9] -1,1197695| -64,1580672
6 07 5% > 038 -0.8] -0.9272952[ -53.1301024
6 -0,7 -0,7| -0,7753975| -44.427004
7 -06 -0,6| -0,6435011| -36,8698976
8 -0.5 -0,5| -0,5235988 -30
9 -0.4 -0,4| -0,4115168| -23,5781785
10 -0,3 -0,3| -0,3046927| -17 4576031
11 -0,2 -0,2| -0,2013579| -11,536959
12 -0.1 -0,1| -0,1001674| -5,73917048
13 0 0 0 0
14 0,1 0,1] 0,10016742| 573917048
15 0,2 0,2| 0,20135792 11,536959
16 03 0,3] 0,30469265) 17.4576031
17 0,4 04| 041151685 23,5781785
18 0,5 0,56] 0,52359878 30
19 08 0.6) 0,64350111] 36.8698976
20 0,7 0,7 0,7753975| 44427004
21 0.8 0,8| 0,92728522| 531301024
22 09 0,9] 1,11976951| 64.1580672
23 1 1] 1,57079633 90

1.2 Zaproponuyj i zrealizuj sposdb wyr6zniania takiego zakresu zmiennej u, dla ktérego warto$¢ iloczynu
n-U miesci¢ si¢ bedzie w przedziale <-1; +1>.

1.3 Sporzadz wykres zaleznosci o = arcsin(n-u) w dopuszczalnej dziedzinie funkcji arcsin. Wykorzystaj
opcje wykresu, za pomoca ktérej punkty zostang potaczone mozliwie gladka linia.

U arcsin(n*u) f
/

, /

N

-15 -1 05 a5 1 15

! B
3

1.4 Zaproponuj i zrealizuj sposob uzupelnienia tabeli, by zapewni¢ bardziej gladki przebieg wykresu w
okolicach jego najwickszej stromizny.



0,1 0,1] 0,10016742| 573917048 | - - - oA - -
0.2 02| 020135792 11,536959| = . w1
03 0.3] 0,30469265| 174576031 oy .

04 04| 0,41151685] 235781785 arcsin(n*u) —
05 0.5] 052359878 30 (deg)

06 0,6] 0,64350111] 26,8698976

07 07| 0.7753975] 44,427004 - , I
08 0,8] 0,92729522] 53,1301024 P

0.81 0,81 094415212 54,0959314| . e P |
082 0.82| 0,96141102] 550847938 ° 0

0,83 0,83] 0,97910768] 56,098738 ' ' ' 2 ' 1 =——arcsin{n®u
0,84 0.84| 099728322 57,1401196 15 = } o 0.5 ! (dee)

0,85 0,85] 1,01598529] 58,2116694 -40

0,86 0,86] 1,03526967| 59,3165829 ~ &8

0,87 0,87] 1.05520232] 604586395 / 0 |
0,88 0,88] 1,0758622| 61,6423634 ! 100

0,89 0,89] 1,09734517| 628732469 - AN
09 0,9] 1,11976951] 64,158067

1.5 Zbadaj wplyw zmiany warto$ci parametru n na przebieg wykresu, oddzielnie dla n z przedziatu <1; 2> i
dla n z przedziatu <0,5; 1>.

cz. 2. Zaleznos¢ kata odchylenia € od kata padania a.

2.1. W innym arkuszu przygotuj trzy komorki na wprowadzanie wartosci parametrow n oraz ¢ (w
stopniach i po przeliczeniu w radianach), opisujacych wlasciwosci pryzmatu. Dopus¢ mozliwosé
zmiany n w zakresie od 1 do 3 (domyslnie n = 1,5 - jest to typowo podawany wspotczynnik zatamania
szkla) oraz ¢ w zakresie od 1° do 60° (domyslnie ¢ = 30°).

Przygotuj suwak do zmiany wartosci n i ¢.

2.2 Przygotuj tabele, ktora bedzie zawierata wartosci liczbowe funkcji (5). W pierwszej kolumnie tabeli
wprowadz wartosci kata o w przedziale <0; 85%>, w krokach co 5°. Zdecyduj, czy wartosci funkcji &(a)
wpiszesz od razu do nastepnej kolumny zgodnie ze wzorem (5), czy postanowisz zamie$ci¢ kolumny
pomocnhicze, zawierajace warto$ci pozostatych katow: B, y 16, z ewentualnym przeznaczeniem po
dwie kolumny na kazdy z katow (dla jego miary w stopniach i w radianach). W kazdym przypadku, w
ostatniej kolumnie tabeli umie§¢ wartosci kata odchylenia e.

Pamigtaj o odpowiednim adresowaniu komorek.

B (rad) = - _ _

P ¥(d (rad) = - (d =

N a (deg) | a (rad) arcsml?lnla}fn B (deg) i‘Pfg; ¥ (rad) arc?si-rr:n*lsinﬂ 5 (deg) i'_,_eag_lq,
1,5 0 0,0000 0,0000 0,0 30,0 0,524 0,848 48,6 18,6
15 5 0,0873 0,0581 3.3 26,7 0,465 0,739 423 17,3
< > 10 0,1745 0,1160 6.6 23,4 0,408 0,637 36,5 16,5

15 0,2618 01734 9.9 201 0,350 0.541 31,0 16,0
20 0,3491 0,2300 13.2 16,8 0,294 0,448 257 15,7

fi 25 0,4363 0,2856 16,4 136 |0238] 0,361 207 | 157

30 30 05236 03398 19,5 105 | 0184 0278 159 | 159

< > 35 06109 03924 225 75 0131 0,198 13 | 163
40 06981 04429 254 46 |0081| 0121 69 | 169

45 07854 0,4909 28.1 19 |0.033] 0,049 28 | 178

50 08727 05360 30.7 07 |-0012] 0019 11 | 189

55 09599 05777 331 31 |-0054] 0081 47 | 203

60 1,0472 0.6155 353 -5.3 -0,092 -0,138 -7.9 221
65 1,1345 0.6488 37,2 -1.2 -0,125 -0,188 -10.8 242
70 1,2217 06770 38,8 -8.8 -0,153 -0,231 -13.3 28,7
75 1,3080 0,6997 401 -10.1 -0.176 -0,266 -15.2 29.8
80 1,3963 07162 41,0 -11.0 [-0,193 -0,291 -16.7 33,3
85 1,4835 0,7263 41,6 -116  [-0,203 -0,307 -17.6 374

2.3 Sporzadz wykres zaleznosci e(a). Wykorzystaj opcje wykresu, za pomoca ktoérej punkty zostang
potaczone mozliwie gtadka linig.



€ (deg) =a+6-¢
40,0 -
350 4
30,0 A
25,0 A
20,0
15,0
10,0 A
5.0 4
0,0

o (deg)

Q 20 40 B0 80 100

2.4 Zinterpretuj pojawiajace si¢ ujemne wartosci katow v i 6 - naszkicuj bieg Swiatta w pryzmacie w takich
warunkach. Czym rézni si¢ w takiej sytuacji Twoj szkic od rys. 1?7

2.5 Zbadaj wplyw zmiany wartos$ci parametru n na przebieg wykresu. Przekonaj si¢, ze istniejg wartosci n,
przy ktorych na wyjSciu z pryzmatu nastepuje zjawisko catkowitego wewnetrznego odbicia.
Zweryfikuj nastepujace dwie hipotezy:

,»Im wiekszy wspotczynnik zatamania pryzmatu, tym wickszemu odchyleniu ulega w nim §wiatlo”.

,»Im wigkszy wspotczynnik zatamania pryzmatu, tym kat minimalnego odchylenia przypada na coraz to
wieksze katy padania alfa”.

2.6 Zbadaj wptyw zmiany wartosci parametru ¢ na przebieg wykresu. Przekonaj sig, ze istniejg wartosci ¢,
przy ktorych na wyjSciu z pryzmatu nastepuje zjawisko catkowitego wewngtrznego odbicia.
Zweryfikuj nastepujace dwie hipotezy:

,»Im wiekszy kat tamigcy pryzmatu, tym wigkszemu odchyleniu ulega w nim $wiatto™.

»Im wiekszy kat tamigcy pryzmatu, tym kat minimalnego odchylenia przypada na coraz to wigksze katy
padania alfa”.



I11. Do pracowni fizycznej.

1. Wykorzystaj arkusz z czesci 1. do zademonstrowania znanego przyblizenia sin(x) = x. Uzupetnij przy
tym odpowiednio tabele oraz wykres.
2. Wykorzystaj drugi arkusz do rozwigzania nast¢pujacych problemow.
2.1 Jaki kat o zapewnia minimalne odchylenie £? Zbadaj, czy w tej sytuacji p = y i a = d tak, jak
przewiduje to opis do§wiadczenia pokazowego w §8.10.
2.2 Jaki kat a zapewni y = 0?
2.3 Jaki zakres katéw a spowoduje, ze kat y przekroczy warto$¢ kata granicznego catkowitego
wewnetrznego odbicia?

2.4 Zinterpretuj mozliwo$¢ nastawienia kata padania a < 0. Naszkicuj bieg $wiatla w pryzmacie w
takich warunkach. Czym ro6zni si¢ w takiej sytuacji Twoj szkic od rys. 1? Uzupelnij tabelg oraz
wykres tak, by zilustrowac takg sytuacje. Rozstrzygnij, czy jest mozliwe, by swiatto nie trafito na
przeciwlegla $ciang pryzmatu.

Wskazowki, rozwigzania, komentarze

Zad. 1.
W niektérych problemach fizycznych, dla uproszczenia rozwazan, zastepujemy sinus kata wartoscig tego
kata wyrazonego w radianach. Wykorzystujemy wtedy fakt, ze zachodzi przyblizona rownos$¢:

sin(X) =~ X
Przyblizenie to jest tym lepsze, im mniejszy jest sam kat (oznaczony tu symbolem x). Wykorzystamy teraz

arkusz kalkulacyjny, aby zademonstrowac to przyblizenie i okresli¢, na ile jest ono doktadne. Zbudujmy
tabele, w ktorej ograniczymy katy x do 30°.

X [deq] X [rad] sinx (x-sinx)/x

0,0| 0,000000| 0,000000 -

0,5| 0,008727| 0,008727| 0,001%

1,0] 0,017453| 0,017452| 0,005%

15| 0,026180| 0,026177| 0,011%

2,0| 0,034907| 0,034899| 0,020%

2,5| 0,043633| 0,043619| 0,032%

3,0| 0,052360| 0,052336| 0,046%

3,5| 0,061087| 0,061049| 0,062%

4,0 0,069813| 0,069756| 0,081%

4,5| 0,078540| 0,078459| 0,103%

50| 0,087266| 0,087156| 0,127%

6,0| 0,104720| 0,104528| 0,183%

70| 0,122173| 0,121869| 0,249%

8,0| 0,139626| 0,139173| 0,325%

9,0/ 0,157080| 0,156434| 0,411%

10,0| 0,174533| 0,173648| 0,507%

12,0| 0,209440| 0,207912| 0,729%

14,0| 0,244346| 0,241922| 0,992%

16,0| 0,279253| 0,275637| 1,295%

18,0| 0,314159| 0,309017| 1,637%

20,0| 0,349066| 0,342020| 2,018%

25,0] 0,436332| 0,422618| 3,143%

30,0| 0,523599| 0,500000| 4,507%

W ostatniej kolumnie tabeli pokazaliSmy odchylenie pomi¢dzy wartoscia kata X a warto$cia jego sinusa,
odniesione do wartosci kata 1 wyrazone w procentach. Pozwoli nam to okresli¢ doktadnos$¢ przyblizenia.



Zauwazmy, ze dla katow bardzo matych, rzedu jednego stopnia i mniej, doktadno$¢ przyblizenia jest
lepsza niz jedna setna procenta, wigc az do pigtego miejsca po przecinku. Doktadno$¢ lepsza niz jedna
dziesigta procenta utrzymujemy az do x = 4,5°. Roéwnos¢ z doktadnoscia do 1% jest spetniona nawet przy
katach rzedu 14°,

Ponizszy wykres ilustruje graficznie omawiane przyblizenie. Pokazano na nim dwie linie, y = x oraz y =
sinx, ktore z poczatku sg praktycznie nierozroznialne. W zadanej skali wykresu, dopiero dla x > 10° widac,
ze linie te przestajg si¢ pokrywac.

0,6

—Yy =X

0,5 ——y = sinx

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0 T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 X [deg]

Zad. 2.1.

Gdy rozwazamy zagadnienia zwigzane z pryzmatem pojawia si¢ 5 katow 1 jeszcze wspoOlczynnik
zalamania. Zagadnienie to zostalo omowione wyzej. Co ciekawe zmiana jednego kata ma wptyw na
pozostate. Zwr6émy uwage, ze mozemy tak dobra¢ kat padania a, aby kat & odchylenia promienia
wychodzacego z pryzmatu byl mozliwie najmniejszy (oczywiscie kat tamiagcy ¢ pryzmatu 1 wspotczynnik
zalamania materiatu z ktérego wykonano pryzmat pozostawiamy niezmienione).

Zwr6¢my uwage, ze w tabeli zapisanej w arkuszu minimalne odchylenie promienia zapewnia kat o =
20°, a takze o = 25% odchylenie to wynosi & =15,7°. Natomiast katy B i y oraz o i & wprawdzie maja
wartosci bliskie, ale jednak wyraznie si¢ roznigce.



p (rad) =

S d & (rad) = deg) =

a (deg) a (rad) EIrCSII'Iﬂ.‘;II‘Iﬂu.}fI‘I B (deg) prfgﬁ} 7 (rad) arcsi(;?n*}sinﬂ & (deg) ;EL':_Q_} ?
0 0,0000 0.0000 0.0 300 | 0524 0,848 486 | 186
5 0,0873 0.0581 33 267 | 0465 0,739 423 | 173

10 0,1745 0.1160 6.6 234 | 0408 | 0637 365 | 165
15 0,2618 0.1734 9.9 201 | 0350 | 0541 310 | 160

20 0.2300 132 | 168 | 0294 257 | 157

25 0,2856 164 | 136 | 0238 207 | 157
30 0,5236 0.3398 195 105 |0184| 0278 159 | 159
35 0,6109 0.3924 225 75 |0131| 0198 113 | 163
40 0.6981 0.4429 254 46 | 0081 0.121 69 | 169

Oznacza to zapewne, ze wlasciwe minimum odchylenia przypada na kat pomiedzy 20° a 25°.
Zmodyfikujmy wiec nieco tabele i wprowadzmy kat a = 23,2°.

e (deg) =

a (deqg) & (deg) u.[—l-ﬁg—}q:
0,0000 | 0,0000 0,0 300 | 052 | 0848 486 | 186
0,0873 0,0581 3.3 26,7 | 0465 | 0,739 423 | 113
10 | 01745 0,1160 6.6 234 | 0408 | 0,637 36,5 | 16,5
15 | 02618 | 0,734 5,9 201 | 0350 | 0541 3,0 | 160
20 | 03491 | 0,2300 13,2 | 168 | 0,294 | 0,49 25,7 | 157
N 02657 152 | 148 | 025 [NNORONN 225 | 157
30 | 05236 | 0,3398 195 | 105 |o018 | 0278 159 | 159
35 | 0,6109 0,3924 22,5 75 | 0131 | 0,198 1,3 | 16,3

Widzimy nadal roznice, ale sg one juz niewielkie. Tak postgpujac mozemy szuka¢ metoda prob i1 btgdow
takiego kata o, przy ktorym wartosci o i 6 oraz f3 i y osiagng wartosci dowolnie bliskie.

Zad. 2.2.
Czy mozna znalez¢ taka wartos¢ kata a aby kat y = 0 ? Tak; sp6jrzmy na tabele 1 wprowadzmy drobniejszy
podziat katow padania.

B (rad) = _ R

a (deg) | o (rad) arcsin:.?in:u.}fn B (deqg) Zgjfg; ¥ (rad) ar;i[;?:’?si_n S & (deqg) ;[_:_jig_} ;
0,0000 0,0000 0,0 30,0 0,524 0,848 48,6 18,6
0,0873 0,0581 3.3 26,7 0,465 0,733 42,3 17,3
10 0,1745 0,1160 6,6 23,4 0,408 0,637 36,5 16,5
15 0,2618 0,1734 9,9 20,1 0,350 0,541 31,0 16,0
20 0,3491 0,2300 13,2 16,8 0,294 0,449 25,7 15,7
23,2 0,4049 0,2657 15,2 14,8 0,258 0,393 22,5 15,7
30 0,5236 0,3398 19,5 10,5 0,184 0,278 15,9 15,9
35 0,6109 0,3924 22,5 7.5 0,131 0,198 11,3 16,3
40 0,6981 0,4429 254 4,6 0,081 0,121 6,9 16,9
48,55 0,8474 0,5232 30,0 0,0 0,000 0,001 0,0 18,6
50 0,8727 0,5360 30,7 -0,7 -0,012 -0,013 -1,1 18,9

Dla kata a = 48,55° kat y = 0°. A co oznacza taka sytuacja? Ot6z w takim przypadku promien §wiatta
wewnatrz pryzmatu bedzie biec wzdluz prostej prostopadtej do ptaszczyzny na ktora pada.



Zad. 2.3.

Ciekawym zjawiskiem jest zjawisko calkowitego wewngtrznego odbicia. Interesuje nas przypadek takiego
odbicia wewnatrz pryzmatu, przy przechodzeniu przez $ciank¢ CB (rys. 1.). Zadajmy pytanie pod jakim
katem P powinien pada¢ promien aby to zjawisko zaszlo to znaczy aby promien wychodzacy zalamywat
sie pod katem 6 = 90°. Oczywisci na warto$¢ kata B ma wplyw warto$¢ kata o. Wykorzystajmy arkusz
kalkulacyjny aby przeanalizowac t¢ sytuacje.

p (rad) =
A 7 (deg) | _ &(rad)= | _ e (deg) =
a (deqg) | « (rad) arc:smﬂ.?ln:u.}fn B(deg)| _ o—P v (rad) arcsin{n"siny) & (deg) a+d—o
-17,879 | -0,3120 -0,2061 -11,8 41,8 0,730 1,570 89,9 42,1
3 0,0873 0,0581 3.3 26,7 0,465 0,733 42,3 17,3
10 0,1745 0,1160 6,6 23,4 0,408 0,637 36,5 16,5

Okazuje si¢, ze kat B powinien by¢ ujemny, zatem kat o takze powinien by¢ ujemny i mniejszy od ok. -
17.9°. Co to oznacza? Kat padania o. = 0 oznaczatby promien padajacy wzdtuz normalnej do $cianki AC
(rys. 1.), czyli wzdtuz linii AD. Katy o < 0 oznaczajg padanie promienia jak na schemacie ponizej:

a<0

é

C

W takim przypadku wykres zaleznosci €(a) tak bedzie wygladac.

£ (deg) =a+6-¢

a (deg)

-40

Zad. 2.4,

Na powyzszym schemacie przedstawiono interpretacj¢ katow padania o < 0. Widaé, ze w takiej sytuacji
mozna uzyskac kat zalamania 3 na tyle duzy (co do wartosci bezwzglednej!), ze promien zatamany bedzie
biegl rownolegle do przeciwleglej Scianki pryzmatu, zaznaczonej pogrubiong linig. Oznacza to, ze kat vy

-20

40

jest rtowny 90°. Przedstawiono to na kolejnym schemacie.

100




Katy padania wicksze co do wartosci bezwzglednej od kata o przedstawionego na schemacie spowoduja,
ze zalamany promien nie trafi na przeciwlegta Scianke.



Problem komputerowy dla modut |1 rozdziat 8 paragraf 10
Multimedialnego Podrgcznika z Fizyki

I”

,Przejscie swiatta przez pryzmat - cz. |

I. Z pracowni fizycznej.

1. PrzejScie Swiatla przez pryzmat. Kat odchylenia.

W paragrafie 8.10 trzeciego tomu e-pod-recznika
bieg $wiatta monochroma- tycznego w pry
Przeczytaj raz jeszcze o0 przebiegu doswia
pokazowego z pryz- matem. Przypomnij sobie ry
zastosowane tam oznaczenia. Zapoznaj si¢ takze z
zawartym w pierwsze] czesci problemu kom- pute
»Przejscie $wiatta przez pryzmat” 1z wyprowac
zalezno$ci kata odchylenia ¢ od kata padania o §w
pryzmat. Zwiazek ten zawiera dwa parametry of
cechy pryz- matu: jego kat tamigcy ¢ i jego wspot
zatlamania $wiatta n.

E=a—@+ arcsin(n . sin(¢ —arc Ryg. 1. Biegré"‘fi?‘ﬂ? przez pryzmat
n

Zwiazek ten postuzy nam do doswiadczalnego wyznaczenia wspdlczynnika zatamania n pryzmatu.

2. Pomiar.

W doswiadczeniu analogicznym do opisanego w §8.10 =zmierzono kat padania wigzki
monochromatycznego $wiatta na pryzmat; uzyskano o = 26,5° + 0,5°. Zmierzono nastepnie kat odchylenia
tej wigzki od pierwotnego kierunku; uzyskano & = 24,5% + 0,5°. Zmierzono wreszcie kat tamigcy pryzmatu;
uzyskano ¢ = 45,0° + 0,5°. Celem pomiaru jest wyznaczenie wspolczynnika zatamania materiatu, z ktorego
wykonano pryzmat.

Gdy przyjrzymy sie wzorowi (1), to stwierdzimy, ze przy znanych wartosciach a, € i @, zawiera on tylko
jedng niewiadoma - n. Jednak algebraiczne rozwigzanie tego rownania ze wzgledu na n (czyli tzw.
wyliczenie n z tego wzoru) jest niemozliwe - roOwnanie jest zbyt skomplikowane. Dlatego tez nalezy
zastosowac inng procedure, ktora pozwoli w przyblizeniu wyznaczy¢ warto$¢ n, spetniajaca to rOwnanie.

Odpowiednie zaprogramowanie arkusza kalkulacyjnego pozwoli wyznaczy¢ warto$¢ n w sposob
tabelaryczny, graficzny oraz z zastosowaniem narzedzia ,,Solver”.

3. Rozwiazanie tabelaryczne i graficzne - badanie zalezno$ci g(n).

Wzor (1) mozna potraktowac jako zalezno$¢ kata odchylenia € od wspotczynnika zalamania n; kat
padania a i kat tamigcy ¢ pelnig wtedy role parametrow tej zaleznosci. Mozemy wigc, przy zmierzonych (a
wigc ustalonych) wartosciach a I ¢, stabelaryzowaé wartosci funkcji €(n) i rozpoznaé, dla jakiej wartosci n
funkcja przyjmuje zmierzong w doswiadczeniu warto$¢ €. Ta metoda pozwala wyznaczy¢ n z dowolng
doktadnoscia - wystarczy tabelaryzowaé funkcje z coraz drobniejszym krokiem.

Mozemy takze wykresli¢ funkcj¢ €(n) 1 sprawdzi¢, w jakim punkcie przecina si¢ ona ze statg funkcja o
wartos$ci € zmierzonej w doswiadczeniu (rys. 2a); odcigta tego punktu jest rozwigzaniem zagadnienia. Cho¢
metoda ta nie pozwala, na og6él, na osiggnigcie dowolnie duzej dokladnosci, to dzigki niej tatwo
rozstrzygniemy inng kwesti¢: sprawdzimy, czy zalezno$¢ €(n) jest monotoniczna w interesujgcym nas
przedziale zmiennos$ci n (tzn. czy jest to funkcja rosngca czy malejaca). Jest to o tyle istotne, ze w
przypadku funkcji niemonotonicznej (czyli takiej, ktora raz jest rosngca, raz malejgca), punktow przeciecia
z funkcja statg moze by¢ kilka (rys. 2b). Wtedy konieczne bedzie rozstrzygniecie, ktore sposrod punktow
przecigcia sg wlasciwymi rozwigzaniami zagadnienia.
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rys. 2a. Przecigcie funkcji statej rys. 2b. Przecigcia funkcji stalej
z monotoniczng funkcja &(n) z niemonotoniczng funkcja &(n)

Dodatkowa korzys$cig zastosowania metody graficznej jest mozliwos¢ wskazania procedurze
numerycznej, takiej jak ,,Solver”, odpowiedniego punktu do rozpoczecia poszukiwan rozwigzania
zagadnienia.

4. Rozwigzanie numeryczne - narzedzie ,,Solver”.

Narzedziem do analizy warunkowej jest dodatek Solver, opisany w zajeciach Temat 5: Solver. Jest on
podobny do funkcji Szukaj wyniku, ale moze uwzgledni¢ wigcej zmiennych. Aby mie¢ mozliwosé
uzywania Solvera nalezy najpierw zainstalowa¢ ten dodatek Excela.

Plik/‘Opcje /Dodatki’. Narzedzie Solver znajduje si¢ w grupie Dane/Analiza



1. W pracowni informatycznej.

cz. 1. Rozwigzanie tabelaryczne i graficzne.

1.1 W pustym arkuszu (mozesz tez wykorzysta¢ drugi arkusz z pierwszej czgsci ¢wiczenia, odpowiednio
go modyfikujac) przygotuj szes¢ komorek na wprowadzanie wartosci katow o = 26,5%, e =24,5% i ¢ =
45° zmierzonych w do$wiadczeniu (uzytkownik wprowadza kat w stopniach, program przelicza na
radiany).

—

2

3 @ (deg)
- 45
5 e (rad)

& 0.785
T @ (deq)
a8 26.5
) @ (rad)
10 0 463
11 = (deg)
12 245
13 z (rad)
14 0428

1.2 Przygotuj tabele, ktora bedzie zawierata wartosci liczbowe funkcji (1). W pierwszej kolumnie tabeli
wprowadz warto$ci wspotczynnika zatamania n w przedziale <1; 3>, w krokach co 0,1. Jest to
przedzial, w ktorym zawierajg si¢ wspotczynniki zatamania wigkszo$ci znanych substancji. Zdecyduj,
czy wartosci funkcji €(n) wpiszesz od razu do nastepnej kolumny zgodnie ze wzorem (1), czy
postanowisz zamieéci¢ kolumny pomocnicze, zawierajgce wartosci pozostatych katow B, y i 9, z
ewentualnym przeznaczeniem po dwie kolumny na kazdy z katéw (dla jego miary w stopniach 1 w
radianach). W kazdym przypadku, w przedostatniej kolumnie tabeli umie$¢ wartosci kata odchylenia e,
obliczonego dla zadanej warto$ci wspotczynnika zatamania. W ostatniej kolumnie umies¢ wartos¢ kata
odchylenia & zmierzonego w doswiadczeniu. Kolumna ta poshuzy do wykreslenia funkcji statej.
Pamigtaj o adresowaniu bezwzglednym przy kopiowaniu komorek.

B (rad) = 7(deg) | 6 (rad) = - z(deg)= | =(deg)
. arcsin(sin{a)/n) P (deg) =g-p 1 (rad| arcsin(n*siny) b (deg) a+8—¢ |Zmierzone
1 0 463 265 165 0323 0323 165 0.0 245
11 0418 239 211 0,368 0407 233 48 245

1.3 Sporzadz wykres zaleznosci &(n). Ogranicz dziedzing wykresu do takich wartosci n, dla ktorych
mozliwe jest wyliczenie kata € (nie zachodzi catkowite wewnetrzne odbicie - §8.1 - przy wyjsciu
swiatta z pryzmatu). Wykorzystaj opcje wykresu, za pomocg ktorej punkty zostang potaczone mozliwie
gladka linig. Przekonaj si¢, ze zalezno$¢ g(n) jest monotonicznie rosngca. Na tym samym wykresie
umies¢ linie, odpowiadajaca funkcji statej o wartosci € zmierzonej w doswiadczeniu.



—— (fdeg) =

30,0 atd-|

20,0 —=— g (deg) zmierzone

1.4 Wyszukaj w tabeli wiersz, w ktorym obliczona warto$¢ € jest najblizsza warto$ci zmierzone;j.
Wspoélczynnik zalamania w tym wierszu jest przyblizonym wynikiem do$wiadczenia. Zaproponuj i
wykonaj takie uzupehienie tabeli, by méc odczyta¢ wynik do§wiadczenia z wigkszg precyzjg. Oszacuj
niepewno$¢ pomiarowa n na podstawie zaproponowanej przez siebie procedury.

Np. (w przyktadowym arkuszu kalkulacyjnym jest to zestaw wierszy zazotconych, pod wykresem -
pozwalajg one stwierdzi¢ bezposrednio (tzn. bez interpolacji), ze n = 1,480 +0,005).

14 0,224 18,6 264 | 0461 | 0672 185 2002 | 245
147 0,313 179 71 | 0413 | 0721 413 2280 | 245
148 0,311 178 272 | 0415 | 0731 419 2337 | 245
147 0,208 177 | 273 | 0477 | 0741 424 2395 | 245
1,48 0,208 175 275 | 0419 | 0751 430 2452 | 245
149 0,304 174 | 276 | 0481 | 0761 436 2511 | 245
15 0,302 173 | 277 | 0483 | 077t 447 2570 | 245
15 0,302 172 277 | 0483 | 0771 447 2570 | 245
54 0,29 167 283 | 0493 | 0824 477 2873 | 245
16 0,283 16,2 266 | 0503 | 0880 504 394 | 245
165 0,274 157 293 | 0512 | 0940 53,9 3538 | 245
17 0,266 57 208 | 050 | 1005 578 /1 | 245

1.5 Odczytaj z wykresu rzedna punktu przecigcia funkcji e(n) z wartosciag zmierzong. Zaproponuj i
wykonaj takie uzupelnienie wykresu, by médc odczyta¢ wynik doswiadczenia z wigkszg precyzja.
Oszacuj niepewno$¢ pomiarowg n na podstawie zaproponowanej przez Siebie procedury (w
przyktadowym arkuszu jest to czerwona lub niebieska linia. Wykres z ‘n’ na skali co 0,005 - pozwala to

stwierdzi¢, ze n = 1,48 +0,005).

70,0 4

Etdeglsaa 25,80
a 25,60 -
500 7 T 2540 e
400 4 25,20 /
25,00 /

300 1 24,80 /

20,0 1 24,60 //

10,0 A 24,40

n 24,20 /
00 ' ' - ' ' 24,00 ,/
1 1,2 14 1,6 1,8 2 23.80
1465 147 1475 148 1485 149 1485 15 1505

F.0



cz. 2. Rozwigzanie numeryczne .

Korzystajac z wiadomosci opisanych w temacie 5, wykorzystaj solvera do rozwigzania numerycznego tego
zadania.

W tym celu w nowym arkuszu lub ponizej (jak w arkuszu przyktadowym) skopiuj nagtowek tabeli i
formuty pierwszego wiersza. Pierwszg komoérke dla warto$ci n pozostaw pusta.

A B C D E F G H | J K
55 Rozwiazanie numeryczne
56
B (rad) = 7(deg) | 8 (rad) = 5 2 (deg) =
57 0 arcsin{sin{e)/n) B (deg) =g-p 7 (rad) arcsin{n*siny) 3 (deg) a+d-¢
58 =ASIN(SIN(AS10)/CE0) #ARG! #ARG! | #ARG! #ARG! #ARG! #ARG!
a9
60

Nasze zadanie polega na dobraniu takiej warto$ci n aby warto$¢ ¢ (deg) wynosita 24,5.
Zastosujemy solver
e Wskaznik ustawiamy na komorce celu J58 1 wywotujemy solvera.

e Ustawiamy parametry solvera.

o Ustaw cel J58,
o ha wartos¢ 24,5,
o zmieniajac komorki C58.

Nastepnie klikamy rozwigz

Po zainstalowaniu dodatku Solver, wybieramy w arkuszu kalkulacyjnym z menu Dane->Solver oraz
uzupetniamy okno dialogowe jak ponizej:

A B C D E F G H J K
55 Rozwiazanie numeryczne
56
B (rad) = 7 (deg) ] 8 (rad) = " z (deg) =
57 n arcsin(sin({e)/n) P (deg) =¢—p f (rad) arcsin{n*siny) 8 (deg) a+d—@
58 =ASIN{SIN{AS10)/CE8) EARG! EARG! EARG! ZARG! ZARG! #ARG!
59 -
&0 Solver - Parametry g|
= onsoc (BE
Eg Ré'r\'na:_ _ _O Maks OMn @ Wartosé:  [245
> Komdrki zmigniane:
b
6t sCsss &
66 Warunki ograniczajace:
67 SCE58 <= 1,5 Dodai
6o
Brzywrdd wszystka
10
7
72

Poszczegodlne komorki zostaty uaktualnione oraz wskazana szukana warto$c¢ n.

p (rad) = 7 (deg) 8 (rad) = 5 2 (deg) =
f arcsin(sin{a)/n) P (deq) =p-P 7 (rad) arcsin(n*siny) 5 (deg) at+té-gp
1479573 0,306 176 274 0479 0,750 430 245

Rozwigzanie numeryczne daje nam doktadniejszy wynik ale zgodny z odczytanym z wyKresu.



I11. Do pracowni fizycznej.

1. Wykorzystaj oba arkusze do bardziej wiarygodnego (niz w punktach 1.4 i 1.5 czesci ,,W pracowni
informatycznej””) oszacowania niepewnosci pomiarowej An wyznaczonego wspélczynnika zatamania.
Chodzi o to, by w oszacowaniu uwzgledni¢ nie tylko ,,arytmetyczng” precyzj¢ wyznaczenia wartosci n.
Nalezy takze uwzgledni¢ niepewno$¢ pomiarowa, z jakg zmierzony zostat kazdy z trzech katéw a, ¢ oraz
. Przyjmijmy, Ze niepewnosci te wynikaja z podziatki przyrzadu pomiarowego oraz ze przy pomiarze
nie popetniono pomyiki (btedu grubego).

1.1 Wszystkie trzy niepewnosci - Aa, Ag i Ag - skladajg si¢ na ostateczng niepewno$¢ An. Przyjmiemy, ze
niepewno$¢ An jest sumg trzech przyczynkow:

AN = Ang + An; +An,,

gdzie Ane jest przyczynkiem do An pochodzacym od niepewnosci Aa, a przyczynki Ang i Ang
pochodza, analogicznie, od Ae 1 Ap. Mimo ze wartosci Ao, Ae 1 Ap s3 w naszym doswiadczeniu
jednakowe, ich przyczynki moga by¢ rézne. Trzeba wigc oszacowac kazdy z tych przyczynkow. Sposob
postepowania pokazemy szczegoétowo na przykladzie kata e.

Czarny punkt na wykresie (rys. 3) oznacza warto$¢ ‘n’ uzyskang dla kata odchylenia & = 24,5°.
Znajdujemy warto$¢ ng (,,n dolne”), ktora odpowiadataby katowi odchylenia € - Ae = 24,0° oraz wartosé
ng (,n gorne”), ktéra odpowiadataby katowi odchylenia & + Ae = 25,0°. W ten sposdb znajdujemy
przedziat 2-Ang, odpowiadajacy przedziatowi 2-Ae. Ostatecznie, znajdujemy przyczynek do niepewnosci
pomiarowej n, wynikajacy z niepewnosci pomiarowej €:

Ang=Y:(ng - Ng). (2)

Rys. 3. Wyznaczenie wartosci ng etAs
i ng ograniczajacych przedziat
niepewnosci ‘n’ na podstawie
. . s
przedziatu niepewnosci ‘€’. aAs

1
| »

Ng n
4 2.Ang 9

v

Analogiczne postgpowanie pozwala wyznaczy¢ przyczynki Ane i Ane. Pomocna w tym moze byé
nastepujaca tabela. Wypelnij jej komorki warto$ciami ng i ng dla poszczegdlnych katow; obliczysz je
korzystajac z zaprogramowanego arkusza. Przyjmij przy tym zasadg, ze przy poszukiwaniu wartosci ng i Ng
dla jednej ze zmiennych (np. dla ¢) pozostate dwie zmienne (czyli € i o) zachowuja swoje wartosci
Zmierzone.

kat odchylenia ¢ kat padania o kat tamigcy ¢
Wartosg mqksymglna 1 25,0° 27 00 45,50
odpowiadajgce jej ng
warto$¢ minimalna i 24,0° 26,00 44,5

odpowiadajace jej ng

Przyczynek do nie- pewnosci

pomiarowej Ang="s(ng-ng) | Ana=Y%:(ng-Nnd) | Ang=Y:(ng- No)

Calkowita niepewno$¢

pomiarowa n An = Ang + Ang + Ang




1.2 Rozstrzygnij, czy tak uzyskana niepewnos$¢ jest wicksza czy mniejsza od niepewnosci oszacowanej
z precyzji odczytu wyniku z tabeli czy od precyzji dziatania narzedzia ,,Solver”. Gdyby okazalo sie,
ze ta ostatnia niepewnos¢ jest wicksza, to nalezy polepszy¢ precyzje rozwigzania tabelarycznego
czy narzedzia ,,Solver”.

1.3 Rozstrzygnij, czy ktorakolwiek z niepewnosci przyczynkowych Ang, Ana, Ane jest istotnie wigksza
od dwoch pozostatych (np. o rzad wielkosci). Gdyby tak byto, nalezaloby rozwazy¢ powtorzenie
doswiadczenia 1 zwrdcenie szczegdlnej uwagi na precyzje pomiaru tej wielkosci, ktora daje
najwiekszy przyczynek do niepewnosci An.

1.4 Wyszukaj w tablicach fizycznych warto$¢ wspotczynnika zatamania materialu, z ktérego zrobiony
jest pryzmat uzyty w doswiadczeniu. Rozstrzygnij, czy uzyskana przez Ciebie warto$¢ n jest
zgodna z warto$cig tablicowa.

2. W porozumieniu z nauczycielem fizyki przeprowadz ponownie opisane do$§wiadczenie. Tym razem
jednak nastaw i zmierz co najmniej 8-10 roznych katow padania o oraz odpowiadajgce im katy
odchylenia «.

2.1 Dla kazdego z nich wyznacz n oraz An, stosujac powyzsza metode.

2.2 Ocen rozrzut zmierzonych wartosci n - wyznacz $rednig warto$¢ oraz odchylenie standardowe serii.

2.3 Poréwnaj uzyskany rozrzut (odchylenie standardowe) z wartosciami An, uzyskanymi dla
pojedynczego pomiaru.

2.4 Sformutuj wniosek z tego porownania, uzupehiajac odpowiednio zdania: ,,W tym do$wiadczeniu
btedy przypadkowe popelniane przy ustalaniu biegu $wiatta przez pryzmat [sa pomijalne / sg
porownywalne / s3 dominujace] wobec btedéw zwigzanych z samym pomiarem katéw. W

przypadku planowania podobnego doswiadczenia w przysztosci, nalezy wigc zwrocié szczegolng
UWAEZE NA cvvveereeieeeieeniree e [jak rowniez na / a nie NA] ..........cccve.ee. .

Wskazowki, rozwigzania, komentarze

Zad. 1.
Celem tego doswiadczenia bylo wyznaczenie wspotczynnika zalamania materialu z ktérego wykonano
pryzmat. W wyniku analizy teoretycznej wyprowadziliSmy wzor (1)

e=a—@+arcsin(n-sin(p — arcsin(% -sin(a))))

W réwnaniu powyzszym mamy trzy katy, ktore mozemy mierzy¢ oraz wspotczynnik zatamania. Jak
powiedziano wczesniej nie potrafimy tego rOwnania rozwigzac¢ analitycznie dlatego rozwigzalisSmy je w
sposob przyblizony. WyznaczyliSmy warto$¢ wspotczynnika zatamania metodg tabelaryczng i graficzng.
Tak wyznaczona wartos¢ to:

n = 1,48, z precyzja odczytu rzedu 0,005.
Nastegpnie wyznaczyliSmy te warto$¢ wykorzystujac narzedzie Excela, Solver. Tym razem otrzymaliSmy
wartosc:

n=1,479573

Jak wida¢ wartosci wspotczynnika zalamania uzyskane dwiema metodami sg bardzo zbliZzone.

1.1 Zastanéwmy si¢ teraz, ktéra metoda byta doktadniejsza. Na warto$¢ wspdiczynnika zatamania wptyw
ma pomiar wartosci trzech katéw: a, € 1 @. Na poczatek oszacujmy wptyw kazdego z pomiarow. W tym
celu wypehijmy tabele:

kat odchylenia ¢ kat padania o kat tamiacy @




warto$¢ maksymalna i 25,0° 27,0° 45,5°
odpowiadajace jej ng 1,49 1,49 1,48
warto$¢ minimalna i 23,95° 26,0° 44,5°
odpowiadajace jej nd 1,47 1,46 1,48
Przyczynek do nie- Ang ="-(ng - Ng) | Ana='2"(ng-Ng) | Ane = Y2-(ng - Nq)
pewnos$ci pomiarowej =0,01 = 0,015 =0

Catkowita niepewno$¢
pomiarowa n

An = Ang + Ang + Any = 0,025

Warto$¢ wspotczynnika zalamania wynosi wigc:

n=1,480 + 0,025

1.2 Uzyskana niepewnos$¢ An = 0,025 jest pieciokrotnie wigksza od precyzji odczytu wyniku z punktow 1.4
1 1.5 czgsci ,,W pracowni informatycznej” (tam uzyskaliSmy n = 1,480 + 0,005). Co to znaczy? Otoz
uwzglednienie niepewnosci Aa, Ag i A oraz ich wptywu na An pokazato, ze dokonany odczyt wartosci
n z doktadnoscia siegajaca trzech cyfr po przecinku (+ 0,005) byt wystarczajaco doktadny, skoro
naturalna niepewno$¢ wyniku w tym do$§wiadczeniu powoduje, ze niepewna jest juz druga cyfra po
przecinku (+ 0,025).

Mozemy tez stwierdzi¢, ze warto$¢ wspotczynnika zatamania uzyskana przy pomocy narzg¢dzia
Solver jest wrecz ,,nadmiernie doktadna”. Precyzja siggajaca szostej cyfry po przecinku (n = 1,479573)
jest w tym do$wiadczeniu zupehie zbgdna, zwazywszy opisang powyzej naturalng niepewnos¢
pomiarowa, wystepujaca w tym doswiadczeniu.

1.3 Przyczynki Ana i Ang sa tego samego rzgdu. Ciekawe jest, ze przyczynek Ane wyszedt rowny zero (w
tej skali) - oznacza to, ze wynik doswiadczenia (warto$¢ n) jest znacznie mniej ,,czuly” na niepewnos¢
pomiaru kata ¢ niz na niepewno$¢ pomiaru pozostaltych dwoch katéw. Tak wiec gdybySmy chcieli
powtorzy¢ pomiar i uzyska¢ wynik dokladniejszy, nalezatoby zwrdci¢ uwage przede wszystkim na
pomiar katow o i & i szukaé sposobu doktadniejszego ich wyznaczenia, np. z doktadnoscia do 0,1°.

1.4 Uzyty w do$wiadczeniu pryzmat wykonany byl z przezroczystego tworzywa sztucznego (tzw.
pleksiglasu). Tablicowa warto$¢ wspotczynnika zatamania tego tworzywa wynosi od 1,48 do 1,49, co
doskonale zgadza si¢ z uzyskanym wynikiem.



