1. Przedmiot: Matematyka

2. Dzial programowy: 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa

i kombinatoryka
3. Temat: Tabelki dla par zdarzen losowych
4. Klasa: Klasa II1

5. Zgodno$¢ z podstawa programowq: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla po-

ziomu podstawowego, a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;

2) korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym.
6. Pomoce (srodki) dydaktyczne

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng

lub rzutnikiem multimedialnym),

* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki

(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:

e Zapisuje zbidr zdarzen elementarnych dla dos§wiadczenia losowego polegajacego

na rzucie dwiema rozroznialnymi, szesciennymi kostkami,
* Rozwaz rdzne zdarzenia losowe dla tego do§wiadczenia,
* Tworzy tabelke dla pary zdarzen losowych,
* Konstruuje drzewko stochastyczne dla danego doswiadczenia losowego.
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-

nia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji

Zapiszmy zbior zdarzen elementarnych dla zdarzenia losowego polegajacego na rzucie dwie-

ma rozroznialnymi, szeSciennymi kostkami do gry:

1 2 3 4 5 6
(1,1 (1,2) (1,3) (1,4) (1,5 (1,06)
2, 1) 2,2) 2,3) 2,49 (2,5 (2,0
3,1 3,2) 3,3 (3,49 (3,5 @3,0)
4,1 4,2) 4,3 44 45 Ao
S, 1) (5,2) (5,3) (5,4 (5,5 (5,0)
6 (6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)
Rozwazmy teraz nastepujace zdarzenia losowe:
A — Suma wynikéw na obu kostkach jest liczbg podzielng przez 3.
A’ — Suma wynikéw na obu kostkach nie jest liczbg podzielng przez 3.
B — Suma oczek na obu kostkach wynosi 8 lub wigce;.
B’ — Suma oczek na obu kostkach wynosi mniej niz 8 oczek.
Ustalmy teraz liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniom losowym AN B, AN B, A’ N B
iA'nB.
A4=1(1,2),(1,5),(2,1),(2,4), (3, 3), (3, 6), (4, 2), (4, 5), (5, 1), (5, 4), (6, 3), (6, 6)}
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B=1{(2,6),(3,5),(3,6),(4,4),(4.5),(4,6),(5,3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), (6, 2), (6, 3), (6, 4),
(6,5), (6, 6)}
Utworzmy dla nich tabelki czestosci.

B | Nynp | Naing | N

B’ | Nanps | Naing: | Mg

Ny Ny, 36
A | A’
B |5 (10|15
B 7 |14]21
12 | 24 | 36

Utwoérzmy tez tabelki prawdopodobienstw dla tych zdarzen.

A A
B | P(AnB) | P(A'nB) | P(B)
B’ |P(AnB) | P(A'nB) | P(B)
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Rozwazmy teraz kilka przyktadow.

Przyktad 1.

Czy na podstawie nastepujacych danych : P(4") = 0,5; P(B") = 0,4; P(AU B) = 0,7 mozna
uzupehni¢ tabelke prawdopodobienstwa?

Wpiszmy dane do tabelki.

A4
B |0402]06
B 0110304
0505/ 1

Majac P(A") i P(B") mozemy oczywiscie wpisa¢ P(A) i P(B), ktore wynoszg odpowiednio 0,5
10,6. Jak wida¢, dla wypelnienia tabelki brakuje tylko jednego z czterech wynikow:

P(ANB),P(A' nB),P(ANB") lub P(4' n B").



Wiemy ,ze P(AUB) =0,7,astad P(ANB) = P(A) + P(B) —P(AUB),czyliP(ANB) =
0,4. Teraz uzupetnienie jest juz mozliwe, co przedstawia powyzsza tabelka.

Przyktad 2.

W kolekcji znaczkow Darka az 80% stanowia znaczki polskie. Znaczki nieostemplowane
stanowig 75% wszystkich znaczkéw, a znaczki polskie lub nieostemplowane to 90% kolekcji.
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany znaczek jest:

a) polski i nieostemplowany,

b) zagraniczny i nieostemplowany,

c) polski lub ostemplowany,

d) zagraniczny lub nieostemplowany?

Opiszmy zdarzenia.

A — Wylosowany znaczek jest polski .

A’ — Wylosowany znaczek jest zagraniczny.

B — Wylosowany znaczek jest nicostemplowany.
B’ — Wylosowany znaczek jest ostemplowany.

A A’
B 10,65(0,10 | 0,75
B’10,15]0,10| 0,25
0,80 10,20 | 1

Wiadomo, ze P(AUB) =0,9. Zatem P(ANB) =P(A) + P(B) — P(AUB), czyli 0,8 +
0,75 - 0,9 = 0,65. Po tych rachunkach uzupelnimy tabelke 1 odczytujemy odpowiedzi:
Ad.a)P(ANB) = 0,65.
Ad.b) P(A'n B) = 0,10.
Ad.c)P(AUB")=10,8+0,25-0,15 = 0,90.
Ad.d)P(A'UB) =0,2+0,75—- 0,10 = 0,85.
Warto sprawdzi¢, jak to zadanie rozwigzuje si¢ bez stosowania tabelki!
W zakresie rozszerzonym uczen takze:
a) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;
b) korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.

Prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia A4, przy zatozeniu, ze zaszlo zdarzenie B, na-

(A

zywamy iloraz PTZ)B) (dla zdarzen losowych 4 1 B w pewnym do$§wiadczeniu losowym, w

ktorym P(B) > 0). Liczbe te oznaczamy symbolem P (A|B). Zatem

P(ANB)

P(AIB) =—5 o

! Dobrowolska M., Karpinski M., Lech J.: Matematyka Ill. Podrecznik dla liceum i technikum. Zakres podstawo-
wy z rozszerzeniem, GWO, Gdansk 2004, str. 171, zadanie 13.



Przyktad 3

Nowa mas¢ na pewng chorobe skory przetestowano na 20% pacjentow majacych te chorobe.
Pacjenci ci zostali wybrani w sposob losowy. Wyniki byly nastepujace:

21 pacjentow leczonych nowa mascig wyleczono w ciggu jednego tygodnia, za$ 3 nie wyle-
czono w ciggu jednego tygodnia; 59 pacjentéw leczonych dawnym sposobem leczenia wyle-
czono w ciggu jednego tygodnia, zas§ 37 nie wyleczono.

Rozwazmy nastepujace zdarzenia losowe:

A — Wyleczono pacjenta w ciggu jednego tygodnia.

A’ — Nie wyleczono pacjenta w ciggu jednego tygodnia.

B — Leczono pacjenta nowg mascig.

B’ — Leczono pacjenta dawnym sposobem leczenia.

Zapiszmy wyniki w tabeli czestosci.

A|A
B |21| 3| 24
B’ |59137] 96
80|40 | 120
Odpowiadajaca tej tabeli tabela prawdopodobienstw jest nastepujaca:
A | A
B 21 | 3 | 24
12011201120
B 59 | 37 | 96
120 | 120 | 120
80 | 40 |
1201120

Majac t¢ tabele, obliczmy kilka prawdopodobienstw warunkowych.
21 120 21 84
120 24 24 96
P(AB) = 59 120 59
IB)=120""96 ~ 96
Czy nowa mas¢ jest skuteczniejsza niz poprzednie metody leczenia?
Przyktad 4
Rozwazmy ponownie rzut dwiema rozréznialnymi, szeSciennymi kostkami do gry i rozwaz-

my nastepujace zdarzenia losowe:

P(A|B) =

A — Suma wynikow jest rowna 8.

B — Wyniki r6znig si¢ o 2 oczka.

Mamy wowczas:

A4=1(6,2),(5,3),(4,4),3,5), (2, 6)},
B=1{G,1),(4,2),(1,3),(5,3),(2,4),(6,4),3,5), (4, 0)}.
Tabelka dla tej pary zdarzen jest nast¢pujaca:

4 | A
2

Bl Ao |8
Bl ===
36 | 36 | 36
5311
36 | 36




Fragment drzewka dla tej pary zdarzen jest nastepujacy:
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Mamy tu dla gatezi AB:

za$ wynik po prawej stronie to P(A N B) = P(A) - P(B|A).
Uwaga ta pozwala na obliczenie w nieco inny sposob prawdopodobienstwa warunkowego,
np. dla gatezi 4’B:

316
36 ~ T 36 S X T3y

Podane przyktady nie wyczerpuja wszystkich mozliwos$ci zastosowan tabelek dla par zdarzen
losowych. Z wieloma innymi zastosowaniami tabelek spotkamy si¢ podczas rozwigzywania
zadan z rachunku prawdopodobienstwa (o ile bedziemy pamigtac o ich istnieniu).



