Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: 6. Trygonometria

Temat: Wyznaczanie okresow funkcji trygonometrycznych

Klasa: Klasa II

Zgodno$¢ z podstawa programowg: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla za-
kresu podstawowego, a ponadto:

1) wykorzystuje okresowos¢ funkeji trygonometrycznych;
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2) postuguje si¢ wykresami funkcji trygonometrycznych (np. gdy rozwiazuje
nierownosci typu sin x > a, cos x < a, tg x a);
3) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katow, sume i réoznice sinusow
i cosinusow katow;
6. Pomoce (srodki) dydaktyczne
¢ stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
* zna definicj¢ funkcji okresowe;,

* podaje przyktady funkcji okresowych,
* zna okresy zasadnicze podstawowych funkcji trygonometrycznych,
* wyznacza okresy réznych funkcji trygonometrycznych,
* prowadzi rozumowania pozwalajgce uzyskiwac¢ ogdlne wzory.
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).

8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-
nia

9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach

Plan lekcji
Na wstepie przypominamy definicje funkcji okresowej i podajemy przyktady funkcji okresowych.

Funkcje nazywamy okresowg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba T > 0 taka, ze dla kazdego x
z dziedziny funkcji x + Tix — T naleza do dziedziny funkcji i zachodzi rdownos¢

fx+T) = f(x).
Liczbe T >0 nazywamy okresem funkcji f. Najmniejszy okres (o ile istnieje) nazywamy okresem zasad-
niczym funkcji f.

Uwaga
Jesli pewna funkcja f jest okresowa i ma okres T, to jej okresem sg réwniez kazda z liczb:
2T,3T, -, kT, gdziek € C.
Istotnie, korzystajac z definicji, mamy:
fx+T)=fx),
fx+2T) =fx+T+T)=f[(x+T)+T]=f(x+T)=f(x),
flx+3T)=fl(x+2T)+T] = f(x + 2T) = f(x), itd.
Z Uwagi wynika, ze dziedzina funkcji okresowej nie moze by¢ zbiorem ograniczonym.
Przyktady funkcji okresowych
1. Funkcja stata f(x) = k.
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Funkcja ta jednak nie ma okresu zasadniczego, gdyz nie ma najmniejszej dodatniej wartosci p, dla

ktérej bytby prawdziwy zwigzek zapisany w definicji.
2. Funkcja f(x) = x — [x] (w GG wprowadzamy: y = x-floor (x)).
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Jest to funkcja ,mantysa”. Jest ona okresowa — kazda liczba catkowita dodatnia jest jej okresem.
Okresem zasadniczym jest 1.
3. Funkcja okresowa okreslona na zbiorze C liczb catkowitych: ,y jest resztg z dzielenia x przez
p”, gdzie p jest liczbg catkowitg (np. p = 5) (w GG wprowadzamy: Ciag[ (i, Reszta-
Dzieleniali, 51), i, -5,141)
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4, Okresowosc¢ réznych funkcji trygonometrycznych
Przypominamy, ze:



funkcja okres zasadniczy

y =sinx 2m
y = cosx 21
y =tanx T

5. Woyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = sin(mx).
Aby rozwigza¢ zadanie zapytajmy, dla jakich T € R\{0} i dla kazdego x € R:
sinm(x + T) = sinmx
g
sin(mx + nT) = sinmx
g
nT = 2w
g
T=2
Pokazalismy, ze okresem zasadniczym podanej w zadaniu funkcji jest 2. Zobaczmy to jeszcze na wy-
kresie:
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6. Woyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = sinx - cos x.

. .. 2sinxcosx 1 . . 1 . . . . .
Poniewaz sinx - cosx = —, =3sin 2x, wiec f(x) = > sin 2x. Aby rozwigzaé zadanie zapytaj-

my, dla jakich T € R\{0} i dla kazdego x € R:
1 1
Esin 2x+T) = Esin 2x
g
L (2x + 2T) L 2
2 sin(2x =3 sin 2x
g
2T = 2n
g
T=m
Pokazalismy, ze okresem zasadniczym podanej w zadaniu funkgcji jest . Zobaczmy to jeszcze na wy-
kresie:



f(x) = sin(x) cos(x)

7. Woyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = sinx + cos x.
Zaréwno funkcja sinus jak i cosinus majg okres zasadniczy 2m, a zatem wspdlnym okresem funkcji f
jest 2 (NWW).
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8. Woyznacz okres zasadniczy funkcji f (x) = sin 3x.
Aby rozwigza¢ zadanie zapytajmy, dla jakich T € R\{0} i dla kazdego x € R:
sin3(x + T) = sin 3x
g
sin(3x + 3T) = sin 3x
g
3T =27
g
T = §T[
Okresem zasadniczym danej funkcji jest T = %n.
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9. Woyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f (x) = sin 4x + cos 3x.

. L .2 , . . .2
Okresem zasadniczym funkcji sin 4x jest Tn = g, zas$ okresem zasadniczym funkcji cos 3x jest ?ﬂ Po-

niewaz NWW (3n 4”) 1zn

. )= = 21, wiec okresem
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zasadniczym danej funkcji jest 2m.
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10. Wyznacz okres zasadniczy funkcji f (x) = cos 5x + tan 7x.

Funkcja cos 5x ma okres zasadniczy z?ﬂ Aby wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji tan 7x zapytajmy, dla

jakich T € R\{0} i dla kazdego x +# %+ km k € C.

tan7(x + T) = tan 7x
()

tan(7x + 7T) = tan 7x
()

7T

=T
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T ==

Poniewaz NWW (14n 5”) 7om
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= — = 2, wiec okresem zasadniczym funkcji f jest 2.
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11. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji h(x) = f(x) + g(x), gdzie f(x) =sinx i g(x) =
1 —sinx.
Funkcje fi g s3 okresowe o okresie 2m, ale funkcja f(x) = sinx + 1 — sinx = 1nie ma okresu zasad-
niczego (funkcja stata).
12. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = [sinx + 2|.
Funkcja g(x) = sinx + 2 ma okres zasadniczy 2m, a wiec i funkcja f ma taki okres zasadniczy
(Isinx + 2| = 2, wiec|sinx + 2|=sinx +2 ).
13. Wyznaczy¢ okres zasadniczy funkcji f(x) = (sinx + 2)2. Okresem zasadniczym tej funkcji
jest oczywiscie 2m, co wida¢ na ponizszym wykresie.

g(x) = (sin(x) +2)?
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14. Okresem zasadniczym funkcji f (x) = |sin x| jest i, co widaé na ponizszym wykresie.



f(x) = [sin ()]
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Przejdzmy teraz do pewnych uogélnien.

Dla podstawowych funkcji trygonometrycznych o okresie zasadniczym T = 2m, mamy:

f(x): sinx, cosx okres zasadniczy

T
(kx) _

! | ;{ |

x z

If ()l %

[f(x)]*, n — parzyste .
[f(x)]"*, n — nieparzyste T

Dla podstawowych funkcji trygonometrycznych o okresie zasadniczym T = 1, mamy:

f(x): tanx okres zasadniczy
T
f (kx) m
|f ()l T

[f(x)]", n — parzyste

T
[f(x)]"*, n — nieparzyste T

Ponadto:

Jezeli f(x) jest funkcjg o okresie T, to funkcja g(x) = af (kx + b) tez jest okresowa i ma
okres zasadniczy %

Jezeli f(x) i g(x) sa funkcjami okresowymi o okresie T, to funkcje f(x) + g(x), f(x) - g(x),

% moga nie mieé okresu zasadniczego lub majg okres zasadniczy mniejszy lub rowny T.

Jezeli dwie funkcje f(x) i g(x) s funkcjami okresowymi o okresach réwnych odpowiednio T;
i T, iistnieje NWW (T, T,), to okresem kazdej z funkcji f(x) £ g(x), f(x) -g(x),% jest

liczba NWW (Ty, T,).

Na zakonczenie wykazmy jeszcze, ze jesli a jest liczbg rzeczywista niewymierng, to funkcja f(x) =

cos(ax) + cos(x) nie jest okresowa.



Zatéimy, ze podana funkcja przy danym zatozeniu jest okresowa, tzn. przypusémy, ze dla kazdego x
rzeczywistego istnieje takie T € R\{0}, ze:
cos[a(x + T)] + cos(x + T) = cos(ax) + cos x.
Zauwazmy, ze:
cos[a(x + T)] + cos(x + T) = cos(ax) + cos x.
[
cosaTl + cosT = cos0 + cos0
[
cosaTl + cosT =2
[
cosalT =1icosT =1
[
aT = 2km
T =2Iln
k,lecC
l#0
[

a=7

Ostatnia réwnos¢ jest niemozliwa, gdyz liczby niewymiernej nie mozna przedstawi¢ w postaci ilorazu
dwdch liczb catkowitych.
A jak wyglada wykres tej funkcji (np. dlaa = V2i a=\/§)? Popatrzmy:
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f(x) = cos <\6 ><> - cos (x)

h(x) = cos (\/g x) + cos (x)

Zadanie domowe
Wyznacz okresy zasadnicze nastepujgcych funkcji:
1. f(x) = 3sinx + sin 2x.

2. fx)= 3cos(§+§).



