Przedmiot: Matematyka

Dzial programowy: 4. Funkcje, 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej

Temat: Odleglos¢ punktéw, prostych i punktu od prostej

Klasa: Klasa II

Zgodno$¢ z podstawa programowg: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla za-

kresu podstawowego, a ponadto:

2) szkicuje wykres funkcji okreslonej w roznych przedzialach réznymi wzorami;
odczytuje wlasnosci takich funkcji z wykresu;

3) stosuje wektory do opisu przesuniecia wykresu funkcji;

4) oblicza odleglos¢ punktu od prostej;

6. Pomoce (srodki) dydaktyczne

kWb =

e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng
lub rzutnikiem multimedialnym),
* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
* stosuje warunek rownoleglosci wektorow;

* sprawdza przynalezno$¢ punktu do prostej;
* zapisuje rownania liniowe w postaci ogdlnej i1 kierunkowej;
* rozwigzuje uklady rownan pierwszego stopnia metodg wyznacznikows;
* rozwigzuje zadania zwigzane z odlegloscia punktow w ukladzie wspotrzed-
nych,
* potrafi przewidywa¢ zmiany zwigzane ze zmianami wartosci parametru w rowna-
niu krzywej;
* nabywa umiejetnosci stosowania metod geometrii analityczne;.
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-
nia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji

Przypomnijmy kilka faktow:

1. Dwa wektoryu = [aq,a,] i U = [by, by] sq réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:
a

a;
@ b2| = ayby — ayhy = 0.
Warunek ten jest réwnowazny warunkowi, ze jeden z wektoréw U i ¥ jest iloczynem drugiego przez
pewng liczbe k.

2. Niech beda dane w uktadzie wspétrzednych xOy dwa rézne punkty M = (x1,y1) i N =
(x2,v2). Punkt P = (x,y) lezy na prostej MN wtedy i tylko wtedy, gdy wektory MP i MN 53
rownolegte, co zachodzi, gdy ich wspoétrzedne spetniajg warunek réwnolegtosci (*).

Wykonajmy teraz rysunek.



Niech p bedzie prostg przechodzacg przez dany punkt P, i rownolegta do danego niezerowego wekto-
ra d (rys.). Punkt P ptaszczyzny lezy wtedy i tylko wtedy na prostej p, gdy wektor P.Tj jest réwnolegty

do wektora d. To zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektor ﬁ jest iloczynem wektora d przez pew-

na liczbe t, tj.gdy PyP =t-a.
Poniewaz ﬁ = 0P — O—P(; , wiec powyzszg rownos¢ mozemy zastgpi¢ réwnoscia 0P = O—P(; + td.
Wprowadzajgc oznaczenia O—P(; = Uy, 0P = U, otrzymujemy
(**) U =1, + td.
Rownanie (**) nazywamy rownaniem parametrycznym prostej p w postaci wektorowej.
Niech teraz Py = (xq, Vo), P = (x,v),ad = [m,n]. Wéwczas i, = [x, yol, U = [x,y]. Poniewaz dwa
wektory sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy rowne s odpowiednie ich wspdétrzedne, wiec rownanie
wektorowe (**) jest rwnowazne uktadowi réwnan
{x =Xxg+t-m
y=yottn
Powyzszy zapis jest przedstawieniem parametrycznym prostej w postaci skalarnej. Krétko: jest to
uktad réwnan parametrycznych prostej.

Na przyktad uktad réwnan

{ x=4-3t

y=-=-2+7t
jest uktadem réwnan parametrycznych prostej przechodzacej przez punkt Py = (4, —2) i réwnolegtej
do wektora @ = [—3,7]. Rugujac parametr t z powyzszych réwnan, otrzymujemy réwnanie stopnia
pierwszego wzgledem x i y:

7x +3y—22=0.

Aby uzyskac wykres prostej danej w postaci parametrycznej, wystarczy w polu wprowadzania wpisaé
c=Krzywal[4-3t, -2+7t, t, -5, 5](wg schematu Krzywa[ <Wyrazenie>, <Wyrazenie>, <Zmienna - Para-
metr>, <Warto$¢ Poczatkowa>,<Wartos¢ Koncowa>]). Mozemy tez uzyskaé¢ ten wykres metoda
»punkt po punkcie”, co pozwoli pokazaé punkty dlat=0it = 1. W tym celu w polu wprowadzania
wpisujemy t i klikamy enter, co powoduje wprowadzenie suwaka dla t. Nastepnie w polu wprowa-
dzania wpisujemy (4-3t, -2+7t). Otrzymujemy w ten sposob punkt A dla t = 1, czyli punkt A = (1, 5);

dla t = 0 otrzymujemy punkt Py = (4, -2). Zauwazmy, ze PyA = d. Moze to wygladaé to nastepujgco:
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Po tym wstepie mozemy zaproponowaé poszukiwanie réwnan innych krzywych, réznych od znanej
paraboli i hiperboli, np. podery czy krzywej Agnesi'.
Wedtug Matego stownika matematycznego’:
podera (krzywa spodkowa) danej krzywej K wzgledem punktu A — miejsce geometryczne punktow
przeciecia stycznych do krzywej i prostych prostopadtych do nich, opuszczonych z punktu A.
W tym samym stowniku na stronie 169. znajdujemy okreslenie miejsca geometrycznego :
miejsce geometryczne — zbidr wszystkich punktéw posiadajgcych okreslong wtasnos$é, np. okrag jest
m. g. punktéw ptaszczyzny jednakowo oddalonych od ustalonego punktu. Azeby dowies¢, ze figura
jest m. g. punktédw o pewnej wtasnosci, nalezy pokazaé, ze:

1. kazdy punkt tej figury ma te wiasnoséi

2. kazdy punkt o tej wtasnos$ci nalezy do tej figury.
Uzywajac GeoGebry mozemy tatwo utworzyé podere np. okregu K: x? + y2 = 9 wzgledem punktu
A = (4,0). Rysujemy okragg K oraz zaznaczamy punkt A. Nastepnie na okregu wybieramy punkt B
i prowadzimy styczng do tego okregu przez ten punkt. Dalej prowadzimy prostg prostopadtg do tej
stycznej przez punkt A. Proste te przecinaja sie w punkcie C. Dla punktu C wtaczamy Slad wtgczony,
a dla punktu B — Animacja wtgczona. W ten sposdb punkt C zakresli krzywga spodkowa (punkt C jest
spodkiem wysokosci trojkata prostokatnego ACB) okregu K.
Efekt powinien by¢ nastepujacy:

! http://pl.wikipedia.org/wiki/Lok_Agnesi
2 A. B. Empacher, Z. Sep, A. Zakowska, W. Zakowski, Maty stownik matematyczny, Wiedza Powszechna, War-
szawa 1970, str. 206
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Zastandwmy sie teraz, jakim réwnaniem opisana jest uzyskana krzywa spodkowa?
Niech punkt stycznosci B ma wspoétrzedne (h, k). Poniewaz punkt B jest punktem lezgcym na okregu,

wiec h? + k? = 9. Prosta OB ma réwnanie y = %x. Prosta styczna w punkcie B do okregu jest do

niej prostopadta, ma wiec réwnanie y — k = —%(x — h), czyli (@) xh + yk = 9. Ustalmy jeszcze
réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A i prostopadtej do wyznaczonej stycznej. Jest ona réw-
nolegta do prostej OB, ma wiec rdwnanie: y = %(x — 4),a po przeksztatceniach: (b) yh + (4 —
x)k = 0. Punkt C jest punktem przeciecia prostych (a) i (b). Mozemy wiec napisac:

{ xh+yk =9

yvh+ (4 —x)k=0
Uktad ten pozwala obliczyé h i k.

wely 2t

9 vy
= = 4 —
Wa =1, 4"5' 94— x),
x
Wk = |y 0 = —9y
B = Wy B 9(4 — x)
W 4x —x2—y?
I = W, -9y
T W 4x —x2—y?
Podstawiajac te wartosci do réwnania h? + k? = 9, otrzymujemy:

9(4 — x) 2+< —9y )2_9
4x — x2 — y?2 4x —x2 —y2) 7

a po przeksztatceniach, mamy:

(*)9(4 — x)? +9y? — (4x — x?> —y?)2 = 0.
Pozostaje juz tylko skorzysta¢ z GeoGebry. Wpiszmy wiec to réwnanie w Polu wprowadzania i zo-
baczmy wykres. Jest tak, jak by¢ powinno! Podera naszego okregu jest wiec miejscem geometrycz-
nym punktéw przeciecia stycznych do okregu i prostych prostopadtych do nich, opuszczonych z punk-
tu A. Wspotrzedne tych punktdéw spetniajg rownanie (*).
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Zmieniajgc potozenie punktu A otrzymujemy oczywiscie inng krzywa spodkowg dla tego samego
okregu.
Popatrzmy jeszcze na krzywe spodkowe deltoidy, czyli hipocykloidy o trzech ostrzach.

tadne, ,matematyczne kwiatki”.

Przejdzmy teraz do rownania krzywej Agnesi. Odpowiedni plik GG moze wygladac nastepujaco:



b
KRZYWA (LOK) AGNESI
C =(0,2r) D
f
F E
R B
- 0= (0,0)
—_—.
a [ctrl + f usuwa $lad]
S e

Zadang krzywa kresli §lad punktu E, poruszany przy pomocy suwaka a. Aby znalez¢ jego wspoétrzedne,
znajdziemy najpierw wspotrzedne punktow B i D. Zauwazmy, ze okrag ¢ o srednicy 2r (r > 0)ma row-
nanie x? + (y — )% = r?, prosta f ma réwnanie y = 2r, a prosta e ma réwnanie y = mx, meR.

Zatem:
B y =mx y _27::; B 2rm  2rm?
. = = = ] .
x4+ (y—-r)?=r"|x= _ 1+m2’'1+m2
lil-m
= y=ear 2r
p: {V=2 2r=>D=(—,2r).
y=mx (x=— m
. , _2r. _2rm?
Punkt E ma wiec wspdfrzedne x = Sy =T skad

2r\*
_ (5) -2 _ 8
2?2 xZ+4r?
1+($)
Wynik ten mozemy tez otrzymaé, korzystajac z podobieristwa tréjkatow i twierdzenia Euklidesa.
A tak moze wygladac ta krzywa, gdy otrzymane réwnanie wpiszemy do pola wprowadzania (uprzed-
nio tworzgc suwak a) i wykorzystamy kolory dynamiczne (HSL) dla $ladu krzywej.




