Modut fizyka z matematyka. Nieinercyjne uklady odniesienia. 1

Wprowadzenie: Jas i Matgosia kreca si¢ na karuzeli symetrycznej dwuramiennej. Sie-
dza na karuzeli zwréceni do siebie twarzami, symetrycznie wzgledem osi obrotu karuzeli.
Jas ma dropsa, ktorego chce da¢ Matgosi, poniewaz nie moze zatrzymac karuzeli, posta-
nowit rzuci¢ dropsa Matgosi. Zawsze rzucat bardzo celnie, ale wyrzucony cukierek nie
dotart do Matgosi, ponadto jego tor lotu wygladal bardzo dziwnie.

Zalozenia:

- Karuzela obraca sie ze stala predkoscia katowa w przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara,

- Jas rzuca dropsa w kierunku Matgosi w taki sposob, ze wypadkowy wektor predkosci
dropsa jest rownolegly do ramienia karuzeli i wynosi vy = const > 0,

- zaniedbujemy site grawitacji i oporu powietrza,

- ramie karuzeli wynosi r.

Etap 1. Wyznaczamy zaleznosci miedzy wspotrzednymi w dwoch réznych plaskich kar-
tezjariskich uktadach odniesienia. Uktad OXY jest ukladem nieruchomym, ktérego
srodek O pokrywa sie z osia obrotu karuzeli. Uktad O’ X'Y” jest uktadem zwigza-
nym z Jasiem, ktorego srodek pokrywa sie z siodetkiem Jasia, a o§ O’ X’ pokrywa
sie z ramieniem karuzeli. Srodek uktadu porusza sie po okregu o srodku w punkcie
O i promieniu r przeciwnie do ruchu wskazowek zegara z predkoscia katowa w.
Twarz Jasia jest stale skierowana rownolegle do osi O’ X’ w jej ujemnym kierunku.
Sytuacje obrazuje rysunek:
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Rysunek 1: Uklady odniesienia

Kat obrotu ¢ mierzymy miedzy osia O X, a promieniem wodzacym 7. Interesuje nas
postac¢ przeksztalcenia (2',y") = f(z,y), a wiec sposob przeliczania wspotrzednych
punktu z jednego uktadu do drugiego. Wobec rysunku 1 zachodzi relacja
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Poniewaz wektory 7 i 7 w ukladzie kartezjariskim O XY mozna zapisa¢ w postaci:

o {xo ]; . [rcos(gp) } )

Yo rsin(p)

gdzie: r = ||7]| jest dlugoscia wektora, to wstawiajac relacje wzoru (2) do wzoru
(1) otrzymujemy przedstawienie

; [ 20 — reos() 1 | 3

r = )
Yo — 7"3@”(90)

Pozostaje przedstawi¢ sktadowe wektora 7 w ukladzie O’X'Y". To zadanie mozemy
zrealizowaé¢ np. na dwa nastepujace sposoby:

- Sposob 1. (Wymaga znajomosci iloczynu skalarnego i pojecia rzutu prostopadte-
go w ujeciu analitycznym.) Wersory osi (reper) uktadu wspotrzednych O’ X'Y”’
wyrazaja si¢ wzorami

C el R il ER CA R RS R T

Wowezas skladowe wektora 7 (punktu P) w ukladzie wspohrzednych O’ X'Y”
wyrazaja sie wzorami:

) = (¢1]r7) = (zg — reosp)cosp + (Yo — rsing)sing = ocosp + yosing —

Yo = —(wo — reosp)sing + (yo — rsing)cosp = —rosing + yocosyp.

(5)

- Sposob II. (Wymaga znajomosci twierdzenia sinuséw.) Rozpatrzmy trojkat
ANOPO', przy czym kat w wierzchotku O oznaczymy przez pg — , gdzie
©o jest katem jaki tworzy wektor 7y z osig OX. Kat w wierzchotku O’ ozna-
czymy przez «, wowcezas z tw. sinusow dla AO PO’ mamy

r! To r

. 0 .
sin(po — @)  sina = sin(o = ¢) (6)

Zatem wysokos¢ trojkata AOPQO’ jest rowna (dodatnia czesé osi OY')
Yo = r'sina = rosin(po — ) = ro(singgcosp — singcospg) (7)

Wobec okreslenia kata ¢y mozemy zapisa¢ xo = rocospg i yo = r0Sinpg, €O
uwzgledniajac we wzorze (7) otrzymujemy

Yo = —ToSINY + YoCosp (8)
W nastepnym kroku wyznaczymy sktadowa xj = —r + d, gdzie d jest odcin-
kiem taczacym wierzchotek O z punktem przeciecia wysokosci opuszczonej
z wierzchotka P na bok OO’ (—r wynika z polozenia punktu P po ujemne;
stronie osi OX'). Wowczas % = cos(po — @), a stad uwzgledniajac relacje na
Zo 1 Yo otrzymujemy:

;1;6 = —7r+d=—r-+ 7’0608(@0 - QD) = —T + Tpcosyp + yOSin@ (9)
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Ostatecznie na mocy powyzszych rozwazan otrzymaliémy wzory na transformacje
wspotrzednych miedzy uktadami OXY i1 O’ XY’ w postaci:

Ty = TCOSY + YoSing —

. 1
Yo = —ToSing + yocosyp (10)
Transformacje odwrotne majg postac
xo = (x4 + r)cosp — y,sing (11)

Yo = (xf + 1)sing + yycose

Etap II. (Modelowanie doswiadczenia.) Jas i Malgosia kreca sie na karuzeli z predko-
$cig katowa w, zatem ¢ = wt, t — czas. Jas rzuca cukierek do Malgosi (p. zalozenia)
tak, ze wektor predkosci v jest rownolegly do ramienia karuzeli, zatem

Ty = { *5’0 ] (12)

Przy czym przyjmujemy, ze Jas rzucit cukierek w chwili {5 = 0, co odpowiada
nastepujacej sytuacji na rysunku 1:

- Ramie karuzeli pokrywa si¢ z osia OX w uktadzie OXY, siodetko Jasia znajduje
sie w punkcie (r,0) w tym ukladzie, oraz Ja$ siedzi skierowany twarza w
kierunku srodka uktadu OXY'.

- W uktadzie OXY cukierek porusza sie po osi z predkoscia vy, zatem w kazdej
chwili czasu t > 0 cukierek znajduje sie w punkcie P(r — wvgt, 0).

W konsekwencji trajektoria cukierka (w czasie jednego obrotu karuzeli ¢ € [0, 2;”])
w uktadzie OXY jest odcinkiem PyP o poczatku w punkcie Py(r,0) i koricu w
punkcie P(r— Q’Lﬂ, 0). Pytanie, jak wyglada trajektoria cukierka w uktadzie O’ X"Y”
dla czasu t € [0, %“]7 Korzystajac z powyzszych rozwazan i wzoru (10) otrzymuje-
my roéwnanie trajektorii cukierka w uktadzie O’ XY’ w nastepujacej postaci:

2'(t) = (r — vot)cos(wt) —r
A (0 N (13)
y'(t) = (vot — 1)sin(wt)
Wykonujemy przyktadowe wykresy trajektorii za pomoca komputera. Wykresy mo-
zemy wykonaé¢ za pomoca programu umozliwiajacego kreslenie krzywych zadanych
parametrycznie lub za pomoca arkusza kalkulacyjnego, tablicujac funkcje 2'(t) i
y/(t) z malym krokiem dla ¢ € [0, 27], a nastepnie wykonujac wykres. Przykladowe
wykresy trajektorii prezentujemy ponizej:



Modut fizyka z matematyka. Nieinercyjne uklady odniesienia. 4

1° Trajektoria dla r = 3, w =1, vy =2 t € [0, 27].
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Rysunek 2: Trajektoria 1

20 Trajektoria dlar =3, w=1,vy =11t € [0, 27].

Rysunek 3: Trajektoria 2

3% Trajektoria dlar =3, w=1,vy =41t € [0, 27].
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Rysunek 4: Trajektoria 3

Pytanie, co widzial Ja§ w kazdym z trzech wykreslonych przypadkéw?
Pamietajmy, ze Jas siedzi nieruchomo na karuzeli z twarza skierowana w kierunku
ujemnej czesci osi O’ X', Zakladamy, ze pole widzenia Jasia wynosi 180°.
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Przyktadowe omoéwienie trajektorii.

Ad 1° Cukierek zatoczyt pelny tuk nie dolatujac do Maltgosi (Malgosia w ukladzie
Jasia ma state wspotrzedne (—2r,0)), po czym przelecial Jasiowi koto prawego
ucha i zniknal z pola widzenia. Cukierek po chwili pojawit sie po lewej stronie
Jasia, zataczajac szeroki tuk oddalat sie.

Ad 2° Cukierek caly czas pozostawal w polu widzenia Jasia. Na poczatku drops
szybko oddalat sie w lewo od Jasia, po czym oddalajac sie coraz wolniej prze-
mieszczal sie w prawo az do ramienia karuzeli. Nastepnie cukierek przemiesz-
czal sic w lewo zblizajac si¢ do Jasia, dalej przemieszczajac sie w lewo zaczal
sie oddala¢. Po czym ponownie zmienil kierunek i oddalajac sie przelecial za
Maltgosia blisko jej prawego ucha,

Ad 3° Cukierek zatoczyt pelny huk przelatujac Jasiowi przed nosem i zniknal z
pola widzenia. Cukierek po chwili pojawil sie dalek po lewej stronie Jasia,
zataczajac szeroki tuk szybko sie oddalal.

Etap III. (Analiza modelu.) Zaktadajac, ze jedynym parametrem modelu jest vy,
odpowiedzie¢ na nastepujace pytania:

1) Czy Jas mogl rzucié¢ cukierek tak by sam go ztapal? Podaj warunki kiedy jest
to mozliwe.

2) Czy Jas mogt rzucié cukierek tak by ztapalta go Malgosia? Podaj warunki kiedy
jest to mozliwe.

Przykladowe rozwiazanie:

Ad 1) Rozwazamy sytuacje w uktadzie OXY'. Poniewaz drops porusza sie ruchem
jednostajnym wzdtuz osi OX, to ztapanie dropsa przez Jasia jest mozliwe
tylko wowczas, gdy cukierek znajdzie sie¢ punkcie P(—r,0) w tej samej chwili
co Jas. Jas znajdzie sie w punkcie P, gdy kat obrotu karuzeli wyniesie 7+ 2k,
k € N. W konsekwencji

2k
u)zf:7r—|—2k‘7r:>t:774_77T (14)
w
Z drugiej strony cukierek znajdzie sie w punkcie P, gdy r — vgt = r. Zatem
na mocy wzoru (14) mamy

2r 2rw
r—uvit=r—uvyy=-—=—— 15
’ Tt r+2kn (15)
Nalezy podkresli¢, ze na wykresie trajektorii sytuacja, gdy Jas tapie cukierek
oznacza, ze trajektoria przechodzi przez srodek uktadu wspoétrzednych dwa
razy. Ponizej prezentujemy wykresy trajektoriidlaw =1,r=3ik =1,2.
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Rysunek 6: Trajektoria k=2

Ad 2) Sytuacje rozpatrujemy ponownie w uktadzie OXY'. Korzystajac z rozwazan
z poprzedniego punktu, wiemy ze Matgosia musi znalez¢ siec w punkcie P, aby
ztapaé¢ dropsa musi zatem wykonaé¢ petny obrot. W konsekwencji

2
ot = =t = KT ke N (16)
w

Biorac pod uwage wzor (15) mamy vy = =2. Ponizej prezentujemy wykresy

km*
trajektoriidlaw =1, r=31ik =1,2.

Rysunek 7: Trajektoria k=1
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Rysunek 8: Trajektoria k=2

Etap IV (Rozbudowa modelu) Przeprowadzi¢ dyskusje i odpowiedzie¢ na nastepujace
pytania:

- 7Z jaka predkoscia musi Jas rzucié¢ dropsa (podaé¢ posta¢ wektora), aby drops
poruszal sie ruchem jednostajnym wzdtuz osi OX w uktadzie OXY? W roz-
wazaniach uwzgledni¢ fakt, ze Jas obraca si¢ na karuzeli.

- 7 jaka sita musi Jas dziata¢ na cukierek, aby drops poruszat si¢ ruchem jedno-

stajnym wzdtuz osi OX w uktadzie OXY? W rozwazaniach uwzgledni¢ fakt,
ze Jas obraca sie na karuzeli.
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