Przedmiot: Matematyka

Dziat programowy: 7. Planimetria

Temat: Jednokladnos$¢ i niektore jej wlasnoSci

Klasa: Klasa IT

Zgodno$¢ z podstawg programowg: Uczen:

1) stosuje twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa do
obliczania dlugosci odcinkow i ustalania réwnoleglo$ci prostych;

2) znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych w jednokladnosci (odcinka,
trojkata, czworokata, itp.);

3) rozpoznaje figury podobne; wykorzystuje (takze w kontekstach praktycz-
nych) ich wlasnosci.
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6. Pomoce (srodki) dydaktyczne
¢ stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
* operuje roznymi definicjami jednoktadnosci,

* postuguje si¢ pojeciem ,,ztozenie przeksztalcenia”; sktada jednoktadnosci,
* ustala rGwnania jednoktadnosci,
* stosuje wlasnosci jednoktadnosci,
* oblicza pola figur jednoktadnych,
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-
nia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
Wyobrazmy sobie, ze z punktu O ,,oswietlamy” kwadrat ABCD, ktéry np. na $cianie daje ob-
razA’B’C’D".
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Mowimy, ze powstaty w ten sposob kwadrat 4°’B’C’D’ jest jednokladny do kwadratu ABCD
w skali &£. Punkt O nazywamy Srodkiem jednokladnosci, a liczbe £ nazywamy skalg jedno-
kladnosci.

O kwadracie ABCD méwimy, ze zostal przeksztalcony przez jednoktadnos¢ o srodku O 1 skali
k. Kwadrat A’B°C’D’ jest obrazem kwadratu ABCD w tej jednoktadnosci.

Powyzsza konstrukcja zostata wykonana tak, ze obraz i oryginat lezg po samej stronie punktu
0. Mozna jednak zrobi¢ to inaczej. Popatrz na ponizszy rysunek.

Teraz pomniejszony obraz czworokata ABCD lezy po przeciwnej stronie punktu O w stosun-
ku do oryginatu. Rysunek powyzszy zostal wykonany tak, ze np. |0A'| = EIOAI. O naryso-
wanym czworokacie A’B’C’D’ bedziemy mowic, ze jest jednoktadny do czworokata ABCD
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Pokazalismy, ze przeksztatcajac dang figur¢ w pokazany wyzej sposob, otrzymujemy obraz
tej figury powiekszony lub pomniejszony (mozna to zrobi¢ na dwa sposoby!), ale o niezmie-
nionym ksztalcie. Inaczej: jednoktadno$¢ jest przeksztatceniem, ktore skaluje dang figure
wzgledem ustalone go srodka.

Powyzsze uwagi pozwalajg sformutowac definicj¢ jednoktadnosci.

Jednoktadnos$cig o $rodku O i skali k # 0 nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny, w
ktorym obrazem dowolnego punktu P # O jest taki punkt P’, ze:
1) P’jest punktem prostej OP;

2) iloraz% = |k|,tzn. |OP'| = |k| - |OP|;
3) P’ nalezy do potprostej OP, gdy k > 0, za$ do potprostej dopetniajacej potprosta
OP, gdy k<0.

Jednoktadnosé o $rodku O i skali kK oznaczamy symbolem: J&.

Stosujac pojecie wektora, mozemy powyzsza definicje zapisa¢ nastepujaco:



Jednoktadnos$cig o $rodku O i skali k # 0 nazywamy przeksztatcenie ptaszczyzny, w
ktorym obrazem dowolnego punktu P jest taki punkt P’, ze

OP' = k- OP.
Jednoktadno$é o $rodku O i skali k oznaczamy symbolem: J&.

Rozwazmy teraz nastgpujace zadanie:

.. ky gk kik
Wykaz, ze ], - |, =], 2.

Jednoktadnos¢ ]glprzeksztalca dowolny punkt P # O plaszczyzny na taki punkt P’ # O, ze

B

OP' =k, - OP.
Jednoktadnosé ]gzprzeksztalca punkt P’ # O na taki punkt P"" # O, ze
OP" =k, - OP'.

Punkty P'i P leza na prostej wyznaczonej przez punkty P i0.%aczac powyzsze warunki
mozemy napisac:

0P”=k2'0—P')=k2'k1'm)),
co oznacza, ze punkt P"jest obrazem punktu P w jednoktadnosci o $rodku O i skali k; - k.

Sformutowanie tego twierdzenia mozemy poprzedzi¢ ¢wiczeniami z zastosowaniem progra-
mu GeoGebra.
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Obrazem trojkata ABC w jednoktadnosci o srodku Z; 1 skali & jest trojkat 4A’B’C”, za$ obra-
zem trojkata A’B’C’ w jednoktadnosci o srodku Z, 1 skali k; jest trojkat A’’B’’C’’°. Rysujac
proste: AA”’, BB’’, CC’’ uzyskamy s$rodek Z3 jednoktadnosci, ktéra przeksztatca trojkat ABC
na trojkat 4’ ’B’’C’’ 1 ktorej skala jest rowna k4 - k,. (Trojkat ,,zielony” pokrywa si¢ z trojka-
tem A" ’B"’C’"’ wowczas, gdy ks = ky - ky!)

Skale k; 1 k, mozemy wybiera¢ dowolnie (tu w zakresie od -5 do 5), ale nie zawsze uzyskamy

efekt pokrycia si¢ trojkatow: A ’B’°C’’ 1 ,,zielonego”, gdyz nie zawsze pozwala na to przyjeta
doktadnos¢ (Opcje — Zaokraglanie). Dobry efekt uzyskamy, przyjmujac np.:

k] =4 k1:2 k1:-2,5
k2:-0,2 k2:-1,2 k2:0,6

Analizujgc powyzsza konstrukcje mozemy zauwazy¢, ze srodki jednoktadnosci: Z;,Z, Z; leza
na jednej prostej! Czy tak jest rzeczywiscie?

Wykonajmy nastgpujgce ¢wiczenie (rownania jednoktadnosci):
Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach 4 =(1,2), B=(2, 1)1 C=(3, 2).

a) Oblicz wspotrzedne wierzchotkdw trojkata A°B’C’, ktory jest obrazem trojkata ABC w
jednoktadnosci o srodku w punkcie O; = (0, 0) 1 skali k; = 2.
b) Oblicz wspoétrzedne wierzchotkow trojkata 4°’B’’C’’, ktory jest obrazem trojkata

A’B’C’ w jednoktadnosci o srodku w punkcie O, = (6, -2) i skali k, = — %

c) Oblicz wspotrzedne punktu wspdlnego Os prostych AA’’ 1 CC*’ oraz wspoOtrzedne
wierzchotkéw trojkata A;BC;, ktory jest obrazem trojkata ABC w jednoktadnosci o
srodku w Os 1 skali k3 =-1. Co zauwazyltes?

d) Sprawdz, czy punkt Oz nalezy do prostej O,0..

Definicja ,,wektorowa” jednoktadnosci pozwala uzyska¢ rownania jednoktadnosci J&, gdzie O
=(a,b)ik+0.

Niech P = (x, ) jest dowolnym punktem ptaszczyzny oraz P’ = JX(P), P’ = (x’, y’). Zgodnie z
definicja jednoktadnosci obrazem dowolnego punktu P jest taki punkt P’, ze OP' =k - OP.

Poniewaz

—_ RN

OP' =[x"—a,y' —b],0P = [x—a,y—b],k-ﬁ = [k(x — a), k(y — b)],
wigc

{x’—a=k(x—a)
y' —b=k(y—Db)

1 ostatecznie



{x’=kx+a(1—k)
y' =ky+b(1—-k)

Rozwigzanie moze wygladac nastepujaco:

Korzystajac z wzordw, ktore wezesniej uzyskalismy, mamy:
A=(2-140-(1-2),2:240:(1-2)) =(2,4)
B'=(2-240:(1-2),2:1+0-(1-2)) =(4,2)

C'=(23+0-(1-2),2:240:-(1-2))=(6,4)

A" = 12+6(1+1> L4 2(1+1> = (8,—5)
2 2]’ 2 2))
B" = 14+6 (1+1> 12 2(1+1> =(7,-4)
2 2)’ 2 2))
C" = 1 6+6 (1+1> 1 4 -2 (1+1> = (6,-5)
2 2)" 2 2))

Poniewaz A = (1, 2), A = (8, - 5), wigc

y-2=""2(- ),
czyli
y=—x+3.
Poniewaz C = (3, 2), C’’ = (6, -5), wiec
-5-2
y-2=—7F—5(x=-3),
czyli
7
y = —gx +9.

Punkt przecigcia si¢ tych prostych O; = (4,5; -1,5).

Zatem
Ai=(-1-1+45-1+1),-1-2-15-(1+1)) =(8,-5)
Bi=(-1-2+45-(1+1),-1-1-15-(14+ 1)) = (7,—-4)

C,=(-1-3+45-(1+1),-1-:2-15-(1+1)) =(6,-5)



Wida¢, ze A, = A",B; = B",C; = C"'. Oznacza to, ze jednoktadnos¢ ]531 dziata tak samo, jak
1

jednokladnos¢ 3, iJ,7 . przy czymky = —1=2- (=) = ky - kz.

Punkty O; 1 O, wyznaczajg prosta p o rOwnaniu y = — %x. Punkt 05 € p.

Przy pomocy GeoGebry mozemy tez pokaza¢ inne wtasnosci jednoktadnosci, np.:

1) W jednoktadnosci obrazem odcinka jest odcinek do niego rownolegty.
2) W jednoktadnosci odpowiadajace sobie katy sa przystajace.
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Wybierajac narzedzie Wektor miedzy dwoma punktami narysuj np. wektor BB'.
Wybierajgc nastepnie narzedzie Przesun obiekt o wektor wskaz tréjkat poly2

i wektor BB'.

Wybierajgc opcje Cofnij mozesz wybrac inne wektory
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Przesuwajac o wektor trojkat 4’B°C’ (Trdjkat poly2), ktory natozony jest na trojkat ABC
(Trojkat polyl) pokazemy, ze pewne katy sg przystajace, a odcinki rownolegte.

Przejdzmy jeszcze do pdl figur jednoktadnych.
Rozwazmy dowolny trojkat ABC 1 przeksztalémy go przez jednoktadnos¢ o skali k.




Pole trojkata ABC jest rowne P; = % - |AC| - hy, za$ pole trojkata A’B’C’, ktory jest obrazem

trojkata ABC, jest rowne P, =%- |A'C'| - hyr =%-k -|AC| -k - hy, =%- |AC| - hy, - k2.

Zatem

1

2
P, k=

1
5" |AC| - hy

StwierdziliSmy wigc, ze stosunek pol trojkatow jednoktadnych jest rowny kwadratowi skali
jednoktadnosci. Wniosek ten dotyczy réwniez pdl dowolnych wielokatow, tzn. jesli P, jest

polem

obrazu w jednokladnosci o skali k pewnego n — kata o polu Py, to P, = k? - P;,.

Zadania

1.

a) Narysuj kwadrat ABCD o wierzchotkach: 4 = (-6, -6), B = (-3, -6), C = (-3, -3), D

= (-6, -3).

b) Skonstruuj kwadrat 4’B’C’D’, ktéry jest obrazem kwadratu ABCD w jednoktad-
nosci o srodku O; = (0,0) i skali k; = —g oraz kwadrat A’B’’C"’D"”’, ktory jest

obrazem kwadratu 4’B’C’D’ w jednoktadnosci o skali k, = —1,5 i §rodku O, =
(5, -2).

¢) Poprowadz proste A4°, BB’, CC’, DD’. W jakim puncie te proste si¢ przecinaja?

d) Poprowadz proste A’A°", BB”’, C’C”’, D’D”. W jakim punkcie te proste si¢ prze-
cinaja?

e) Poprowadz proste A4’’, BB”’, CC"’, DD’’. Czym jest punkt G przecigcia si¢ tych
prostych? Jaka jest skala jednoktadnosci przeksztatcajacej kwadrat ABCD na
kwadrat 4°’B’’C’’D"’? Sprawdz swoja odpowiedz odpowiednim rachunkiem. Po-
daj pole kwadratu 4’B"’C"’D"".

Dany jest prostokat o polu 16 cm”. Jego obraz w pewnej jednoktadnosci o $rodku O

i skali k ma pole rowne 80 cm?. Oblicz skalg tej jednoktadnosci.

Oblicz powierzchni¢ prostokatnego pokoju, ktory na planie w skali 1 : 200 ma wymia-

ry 213 cm.

Trojkaty ABC 1 A’B’C’ sg jednoktadne. Oblicz |4 'B’|, |B’C’|, |A'C’| jezeli wiadomo, ze

|AB'|: |[AC’| : |BC’|=6:4:31|A'B’|+|B’C’|+|4°C’| =26.

Stosunek obwodéw jednoktadnych trojkatow ABC 1 A’B’C’ jest rdwny g Roéznica

|AB|- |A’B’| = 4. Oblicz |AB|i|4A’'B’|.

Wyznacz wspotrzedne srodka jednoktadnosci, w ktorej obrazem okregu o rownaniu

(x — 16)? + y? = 4 jest okrag o rownaniu (x — 6)? + (y — 4)? = 16, a skala jedno-

ktadnosci jest liczbg ujemng (arkusz maturalny (pr)/2008)

Odcinki AB 1 CD s3 réwnolegte. Wykaz, ze istnieja dwa $rodki jednoktadnosci tych

odcinkéw, gdy |AB| # |CD| oraz jeden, gdy |AB| = |CD|. Znajdz te $rodki. Jak sg one

polozone wzgledem danych odcinkow?



8. Z rownan jednoktadnosci wyznacz x 1 y. Jaka skalg¢ ma jednoktadno$¢ odwrotna?
9. Rozwaz réwnania jednoktadnosci dla k = 0, 1 1 -1. Jakim przeksztatceniem jest wtedy
jednoktadnosc¢?



