Przedmiot: Matematyka

Dzial programowy: 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej

Temat: Stosowanie metod geometrii analitycznej w dowodzeniu twierdzen

Klasa: Klasa II

Zgodno$¢ z podstawag programowa: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla za-

kresu podstawowego, a ponadto:

1) bada rownoleglosé i prostopadlosé prostych na podstawie ich rownan;

2) wyznacza rownanie prostej, ktora jest rownolegla lub prostopadla do innej
prostej;

3) oblicz odleglos¢ punktu od prostej;

ok W=

4) tworzy lancuch argumentow i uzasadnia jego poprawnos¢.
6. Pomoce (srodki) dydaktyczne
¢ stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
* oblicza odlegtos¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych;

* stosuje wzor na odlegto$¢ punktéw do rozwigzywania zadan;
* wyznacza wspotrzedne srodka odcinka w uktadzie wspotrzednych;
* zna pojecie symetralnej odcinka;
* stosuje wzor na wspotrzedne srodka odcinka do rozwigzywania zadan;
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym);
* stosuje twierdzenie Pitagorasa do rozwigzywania zadan.
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-
nia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach

Plan lekcji

Twierdzenie 1

Dany jest czworokat ABCD. Wykaz, ze czworokat , ktérego wierzchotkami sg srodki bokédw czworoka-
ta ABCD, jest rownolegtobokiem.

Wykonajmy rysunek pomocniczy.




Rys. 1
Wykazmy, ze HE i GF sg réwnolegte. PoprowadZmy w tym celu przekatng AC. Wykorzystujac twier-
dzenie:

Jezeli w dowolnym trdjkacie potaczymy srodki dwdch bokéw, to powstaty odcinek jest rownolegty do
trzeciego boku i jego dtugos¢ jest rowna potowie dtugosci trzeciego boku,

stwierdzamy, ze odcinek HE jest réwnolegty do AC i jego dtugosé jest réwna potowie dtugosci prze-
katnej AC. Analogicznie wykazujemy, ze odcinek GF jest réwnolegty do AC i ma dtugos$é rdwng poto-
wie dfugosci AC .Oznacza to, ze Boki HE i GF sg réwnolegte i maja takg sama dtugosc.

Korzystajgc z drugiego rysunku wykazujemy analogicznie, ze boki HG i EF sg rowne i rownolegte. Za-
tem czworokat ABCDE jest rownolegtobokiem, cnw.

Przejdzmy do geometrii analitycznej. Wybierzmy cztery punkty tak, by punkty A i C lezaty na osi x, za$
punkt B na osi y. w ten sposob otrzymujemy czworokat o wierzchotkach A = (a,0), B = (0,b), C = (c,0)
i D=(d, e).

Rys.2
Srodki bokéw majg wspdtrzedne:
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Obliczmy teraz wspétczynniki kierunkowe prostych MN, NP, PQ i MQ.
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Boki MQ i NP sg rodwnolegte.
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Boki MN i QP sg rownolegte (co widac na rysunku!). czworokat MNPQ jest wiec rownolegtobokiem.
Konfrontujgc dowdd syntetyczny mamy mozliwo$é refleksji, jaki sposéb dowodzenia wybieraé, synte-
tyczny czy analityczny? Od czego taki wybdér moze zalezec?

Twierdzenie 2

Dwie proste prostopadte majg takie wspodtczynniki kierunkowe, ze jeden z nich jest odwrotno-

$cig drugiego z przeciwnym znakiem.

Rys.3

Udowodnimy ten fakt stosujgc metody geometrii analitycznej. W tym celu wybierzmy dwa punkty
A = (x4,y4) i B = (xg,yg) takie, ze prosta AB nie jest rownolegta do osi x oraz dowolny punkt
P = (x,y) na osi lezacy na osi symetrii odcinka AB (rys. powyzej). Wobec tego

|AP| = |BP|,

skad

VO = x)% + (7 —ya)? = (x —x5)2 + (v — yp)2.
Poniewaz obie liczby sg nieujemne, wiec
(x—x)?+ @ —ya)? =@ —xp)*+ (@ —yp)°

x2 = 2xx, + x5 +y2 = 2yya+ vz =x% —2xxp + x5 +y* +y? — 2yyp + v
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(Mamy przy okazji gotowe réwnanie symetralnej odcinka o koricach A, B!)

Wspodtczynnik kierunkowy osi symetrii odcinka AB wynosi zatem

Xp — Xp
m=—-———-
VB —Ya
Zas$ wspodtczynnik kierunkowy prostej AB wynosi
m' = Y —Ya
Xg — XA.

Mnozac otrzymane wspotczynniki, mamy:

Xp —Xa YB ~Ya _

YB—Ya Xp — X4

m-m' =— -1,

a po przeksztatceniu
, 1
m =—-—,
m

Komentarz moze by¢ nastepujacy: jesli proste sg prostopadte, to wspdtczynnik kierunkowy jednej
prostej jest odwrotnoscig wspdtczynnika kierunkowego drugiej prostej z przeciwnym znakiem, cnw.
Rozwazmy jeszcze

Twierdzenie 3

Przekatne rownolegtoboku dzielg sie na potowy.

Wykonajmy najpierw stosowny rysunek.
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Rys.4




Na powyzszym rysunku dany jest rownolegtobok, ktérego wierzchotek A w uktadzie xOy ma odcietg
a, za$ wierzchotek C ma rzedna g. Niech y = mx bedzie réwnaniem prostej OA. Wobec tego punk A =
(a, ma), zas punkt C = (0, g). Ponadto
* odcieta punktu B jest rowna a, gdyz prosta AB jest réwnolegta do osi y;
* prosta CB jest rownolegta do OA, zatem jej wspdtczynnik kierunkowy wynosi m.
Prosta CB ma wiec rownanie y = m x+ g, co oznacza, ze B = (g, ma + q).
Wspodtrzednymi Srodka przekatnej OB sg liczby:
_xgtxp a+0 a _yptyo (ma+q)+0 ma+gq
¥TTp T T YT T Tz Tz
Wspodtrzednymi Srodka przekatnej AC sg liczby:
_Xptxe a+0 a _Yatyc ma+tq
XTT Tt T YT T o T
Wspodtrzedne sg takie same, zatem przekatne dzielg sie na potowy, cnw.

Zwroémy uwage, ze w dowodach z zastosowaniem metod geometrii analitycznej duza role odgrywa
dobrze dobrana interpretacja geometryczna, np. wybdr potozenia punktéw w uktadzie xOy. W zasa-
dzie jest on dowolny, gdyz zawsze mozna dobraé odpowiednio uktad. Wybér punktéw na rysunku?2.
moze sugerowad, ze jest to jaki$ przypadek szczegdlny. Nic podobnego! Narysujmy najpierw dowolny
czworokat, a potem uktad wspétrzednych. Wyglada to tak:

Wykonujac taki rysunek, umiescilismy 3 punkty na osiach uktadu wspdtrzednych, co bardzo upraszcza
rachunki, ktdre sg nieodtgcznym elementem dowodu z zastosowaniem metod geometrii analityczne;j.



