1. Przedmiot: Matematyka
2. Dzial programowy: 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
i kombinatoryka.
3. Temat: Prawdopodobienstwo calkowite i wzor Bayesa.
4. Klasa: Klasa III
5. Zgodno$¢ z podstawg programowg: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla za-
kresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;
2) korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym.
6. Pomoce (srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng
lub rzutnikiem multimedialnym),
* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
* stosuje wzor okreslajacy prawdopodobienstwo warunkowe,

* poznaje prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen,
* ilustruje zadanie za pomocg tzw. drzewka,
* stosuje tabelke dla pary zdarzen losowych,
* komentuje 1 uzasadnia otrzymany wynik.
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-
nia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
Rozwazmy nastepujacg sytuacje: w urnie znajdujg sie trzy identyczne kule ponumerowane liczbami 1,
2, 3. Z urny losujemy jedng kule i nie zwracajac jej do urny, losujemy drugg kule (losowanie bez zwro-
tu).

Niech
E; — Pierwsza wylosowana liczba jest liczbg nieparzystg;
E, — Druga wylosowana liczba jest liczbg nieparzysta.
Powyzsze zdarzenia s3 zalezne, gdyz prawdopodobiedstwo wylosowania liczby nieparzystej za drugim
razem, ze wzgledu na zmiane liczby kul, ulega zmianie. Inaczej: dwa zdarzenia E; i E; nie majg takiej
samej przestrzeni zdarzen elementarnych.
Obliczmy P(E,|E;), tj. prawdopodobieristwo warunkowe zdarzenia E,, gdy zaszto zdarzenie Eq:
1
P(E2|E1) = E
Obliczmy teraz prawdopodobienstwo zdarzenia ztozonego
E — Obie wylosowane liczby sg nieparzyste.
Mozliwe wyniki losowan zilustrujmy na diagramie kartezjariskim. Wyglada on nastepujaco:
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P(E) = P(Ey) - P(Ez|Eq).
Whniosek:

Jezeli dwa zdarzenia E; i E; sg zalezne, to prawdopodobienstwo ich iloczynu jest rowne iloczynowi
prawdopodobienistwa zdarzenia E; i prawdopodobierstwa warunkowego zdarzenia E,, gdy zaszto
zdarzenie E;.

P(E1 N Ez) = P(E1) ) (E2|E1)

Przejdzmy teraz do nastepujacego problemu:

Dla uzyskania informacji dotyczacych rozprzestrzeniania sie (rozwoju) choroby, przeprowadza sie
testy diagnostyczne, nieinwazyjne i niezbyt drogie, w celu otrzymania pierwszej informacji, ktéra —
w przypadku pozytywnego wyniku — bedzie poddana dalszym, bardziej pogtebionym analizom.
Zatéimy, iz wiadomo, ze prawdopodobieAstwo poprawnego zadziatania testu w przypadku oséb
chorych (czyli z pozytywnym wynikiem testu) wynosi 99%, podczas gdy prawdopodobienstwo po-
prawnego zadziatania testu w przypadku oséb zdrowych (czyli z negatywnym wynikiem testu) wynosi
99,5%. Jesli rowniez wiadomo, ze prawdopodobienstwo zapadalnosci na te chorobe (zachorowania)
wynosi 0,5%, ile wynosi prawdopodobienstwo, ze cztowiek z pozytywnym wynikiem testu jest fak-
tycznie chory?

Tekst ten przeczytato dwoje ucznidw. Ich wstepny komentarz byt nastepujacy:

! Zadanie w tej postaci pochodzi z podrecznika:

Bergamini M., Trifone A., Barozzi G.: Matematica.verde 2, Zanichelli editore S. p. A., Bologna 2010.

Zadania analogiczne: 1) Dobrowolski M., Karpifiski M., Lech J.: Matematyka Iil, Gdarisk 2008, 6/184; 2) Ptocki
A.: Rachunek prawdopodobieristwa dla nauczycieli, PWN, Warszawa 1981, 10.3./208.



Anka: ,Jesli test ma wynik pozytywny, prawdopodobienstwo, ze pacjent jest chory wynosi co naj-
mniej 90%!”

Bogdan: , Ale choroba jest mato rozpowszechniona; chce powiedzieé, ze rzadko zdarza sie, ze osoba
poddana testom okazuje sie chora, zatem prawdopodobiefAstwo powinno wynosi¢ znacznie ponizej
99%, powiedziatbym powinno by¢ znacznie nizsze od 90%”.

Kto, wedtug ciebie, ma racje?

Skonstruuj odpowiednie drzewo probabilistyczne, tabelke dla par zdarzen, a nastepnie uzyj twierdze-
nia o iloczynie zdarzen zaleznych.

Ustalmy, co oznacza zwrot ,pozytywne zadziatanie testu”. Otdz: pozytywne zadziatanie testu w przy-
padku osoby chorej (CH) oznacza wynik pozytywny (D), za$ pozytywne zadziatanie testu w przypadku
osoby zdrowej (Z) oznacza wynik negatywny (N).

Losowo wybrana osoba jest osobg chorg: P(CH) = 0,005;
Test daje wynik pozytywny (dodatni, D) w przypadku osoby chorej (CH): P(D|CH) = 0,99;
Test daje wynik negatywny (N) w przypadku osoby zdrowej (2): P(N|Z) = 0,995.

Losowo wybrana osoba jest osobg zdrowg: P(Z) = 0,995;
Test daje wynik pozytywny (D) w przypadku osoby zdrowej (2): P(D|Z) = 0,005;
Test daje wynik negatywny (N) w przypadku osoby chorej (CH): P(N|CH) = 0,01.

0,005 0,995

0,99 0,005 0,995

D N D N
P(CHNnD) = P(CH)-P(D|CH) = 0,005%0,99 = 0,00495

P(CHNN) =P(CH)-P(N|CH) = 0,005%x0,01 = 0,00005
P(ZNnN)=P(Z)-P(N|Z) =0,995%0,995 = 0,990025

P(ZnD)=P(Z)-P(D|Z) =0,995x0,005 = 0,004975

CHOROBA

TEST CH 4 SUMA

D 0,00495 0,004975 0,009925
N 0,00005 0,990025 0,990075
SUMA 0,005 0,995 1

Zgodnie z poleceniem, musimy obliczy¢ P(CH|D). Korzystajagc z wyniku z tabelki oraz ze wzoru



P(D n CH) = P(D) - P(CH|D),

mamy:
P(D nCH) _0,00495

- ~ 0,498741(~ 0,5 = 50%),
P(D) 0,009925 ( 2

P(CH|D) =

zas$ korzystajac z drzewa mamy:
P(CH|D) = 0.005°0.99 0,498741
D) = 0,005-0.99 + 0,995- 0,005 '

Odpowiedz brzmi zatem:

Prawdopodobienistwo, ze cztowiek z pozytywnym wynikiem testu jest faktycznie chory wynosi okoto
50%.

Racje miat wiec Bogdan.

Jaka bedzie odpowiedz, gdy prawdopodobieistwo zapadalnosci na dang chorobe wyniesie 0,01%
(wykorzystaj arkusz kalkulacyjny)? Co powiesz o zawodnosci (niezawodnosci) testu?

A B C D E F G
1
2 TEST
3 Dane Zdarzenia przeciwne
4 P(CH) 0,005 P(Z) 0,995
5 P(D|CH) 0,99 P(N|CH) 0,01
6 P(N|Z) 0,995 P(D|2Z) 0,005
7
8 CH z SUMA
9 D 0,00495 0,004975 0,009925
10 N 0,00005 0,990025 0,990075
11 SUMA 0,005 0,995 1
12
13 P(CH|D) 0,498741
14

Jakie wnioski wyciggniesz, zmieniajac liczbe P(CH)?



