1. Przedmiot: Matematyka
2. Dzial programowy: 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
i kombinatoryka.
3. Temat: Prawdopodobienstwo calkowite i wzor Bayesa.
4. Klasa: Klasa III
5. Zgodno$¢ z podstawg programowg: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla za-
kresu podstawowego, a ponadto:
1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe;
2) korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie calkowitym;
3) Kkorzysta ze wzoru Bayesa.
6. Pomoce (srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng
lub rzutnikiem multimedialnym),
* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
* stosuje wzor okreslajacy prawdopodobienstwo warunkowe,

* oblicza prawdopodobienstwo warunkowe z zastosowaniem wzoru Bayesa,
* ilustruje zadanie za pomocg tzw. drzewka,
* stosuje tabelke dla pary zdarzen losowych,
* komentuje 1 uzasadnia otrzymany wynik,
e zamienia utamek okresowy na zwykty,
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-
nia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
1. Sytuacja pierwsza
W dwéch urnach A i B znajduja sie kule. W pierwszej urnie jest 10 kul czerwonych, 8 niebieskich i 6
zielonych, a w drugiej sg 4 kule czerwone, 6 niebieskich i 10 zielonych. Losujemy jedng kule z przy-
padkowo wybranej urny. Okazato sie, ze jest to kula zielona. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest
to kula z urny B?
Rozwigzanie
Opiszmy zdarzenia losowe:
A — Wybrana kula pochodzi z urny A.
B — Wybrana kula pochodzi z urny B.
Z — Wybrana kula jest zielona.
Skorzystamy ze wzoru Bayesa:
P(B)-P(Z|B)

PBIZ) = 5@ P@Ia) + PB) - PEIB)

Przejdzmy do arkusza kalkulacyjnego.



A B & D E F G H | J
1 WZOR BAYESA
2
3 Urna A Urna B
4 C N zZ Razem C N z Razem
5 10 8 6 24 4 6 10 20
6

Niech prawdopodobiefistwa P(A4) i P(B) beda rézne. Wiadomo jednak, ze musi byé¢ P(A) + P(B) =
1. Niech wiec P(4) = 0,2,skad P(B) =1 — P(4A) = 0,8.
Wpiszmy warto$é P(A) do komérki B9, a do innych nastepujace formuty:

C9: =B5/SES5
D9: =C5/SES5
E9: =D5/SESS
G9: =1-B9
H9: G5/5J$5
19: =H5/SJS5
J9: =15/8J$5

E12: =C9*B9/(C9*B9+HI9*GI)
E13:=1-E12

E15: =D9*B9/(D9*B9+19*G9)
E16:=1-E15

E18: =E9*B9/(E9*B9+J9*G9)
E19: =1-E18

(prawdopodobienistwo wylosowania kuli czerwonej z urny A)
(prawdopodobienstwo wylosowania kuli niebieskiej z urny A)
(prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej z urny A)

(prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej z urny B)
(prawdopodobienstwo wylosowania kuli niebieskiej z urny B)
(prawdopodobienstwo wylosowania kuli zielonej z urny B)

(zwraca wartos¢ P(C|A))
(zwraca wartos¢ P(C|B))

(zwraca wartos¢ P(N|A))
(zwraca wartos¢ P(N|B))

(zwraca wartos¢ P(Z|A))
(zwraca wartos¢ P(Z|B))

Arkusz kompletny wyglada nastepujaco:



A B C D E F G H | J

1 WZOR BAYESA

2

3 Urna A Urna B

4 C N Z Razem C N Z Razem
5 10 8 6 24 4 6 10 20
6

7

8 P(A) p(Cc|A) | P(N|A) | P(Z]|A) P(B) p(c|B) | P(N|B) | P(z|B)
9 0,2| 0,416667| 0,333333 0,25 0,8 0,2 0,3 0,5
10

11 ODPOWIEDZI

12 Wylosowana P(C|A) 0,342466

13 kula czerwona p(C|B) 0,657534

14

15 Wylosowana P(N]|A) 0,217391

16 kula niebieska P(N|B) 0,782609

17

18 Wylosowana P(Z|A) 0,111111

19 kula zielona P(z|B) 0,888889

20

Z arkusza odczytujemy (z komorki E19), ze prawdopodobienstwo, ze kula zielona pochodzi z urny B
WYnosi g.
Zauwazmy, ze dzieki arkuszowi mamy mozliwo$¢ zmiany wartosci P(A) (w komérce B9), ktéra spo-
woduje automatyczng zmiane odpowiedzi. Sprawd? wyniki dla P(4) = 0,5.

2. Sytuacja druga
W kazdej z trzech urn A, B, D znajduja sie dwa rodzaje kul: w urnie A jest 5 kul czerwonych i 15 nie-
bieskich, w urnie B jest 10 kul czerwonych i 20 niebieskich, zas w urnie C jest 20 kul czerwonych i 20
niebieskich. Zaktadamy ponadto, ze wybér kazdej urny jest jednakowo prawdopodobny.
Poniewaz mamy trzy urny, to musimy zmodyfikowaé poprzedni model. Mamy tu: P(4) = P(B) =

P(D) = % Przejdzmy do arkusza kalkulacyjnego.
A B C D E F G H I J K L

1 WZOR BAYESA

2

3 Umna A Umna B Urna D

4 C N Razem C N Razem C N Razem
5 5 15 20 10 20 30 20 20 40

6

Wpiszmy teraz formuty pozwalajgce obliczy¢ prawdopodobienstwa warunkowe w naszym modelu.
Wprowadzamy najpierw wartos¢ P(A) do komérki B9, a do innych nastepujace formuty:

C9: =B5/D5

D9: =C5/D5

F9: =B9

G9: =F5/H5

H9: G5/H5

J9: =B9

K9: =J5/L5

L9: =K5/L5



Otrzymujemy:

7
8
9
10

P(A) P(CIA) | P(N|A) P(B) P(C|B) | P(N]|B) P(D) P(CID) | P(N|D)
0,333333 0,25 0,75 0,333333| 0,333333] 0,666667 0,333333 0,5 0,5

Wprowadzamy w koncu formuty zgodnie ze wzorem Bayesa, dzieki ktérym rozwigza¢ mozemy rdzne

przypadki naszego problemu:

E12: =C9*B9/(C9*B9+G9*F9+K9*J9)
E13: =G9*F9/(C9*B9+G9*F9+K9*)9)
E14: =K9*)9/( C9*B9+G9*F9+K9*)9)

E16: =D9*B9/(D9*B9+HI*F9+L9*)9)
E17: =H9*F9/( D9*B9+H9*F9+L9*)9)
E18: =L9*)9/( D9*B9+HI*F9+L9*]9)

Otrzymujemy:

B C D E F G H | J K L

1 WZOR BAYESA
2
3 Umna A UmnaB Urna D
4 N Razem C N Razem C N Razem
5 5 15 20 10 20 30 20 20 40
6
7
8 P(A) | P(c|A) | P(N]A) P(B) p(C|B) | P(N|B) P(D) | P(c|D) | P(N|D)
9 0,333333 0,25 0,75 0,333333( 0,333333| 0,666667 0,333333 0,5 0,5
10
11 ODPOWIEDZI
12 Wylosowana P(C|A) 0,230769
13 kula czerwona P(C|B) 0,307692
14 P(C|D)  0,461538
15
16 Wylosowana P(N|A)  0,391304
17 kula niebieska P(N|B) 0,347826
18 P(N|D) 0,26087
19
Cwiczenia

Wykorzystujgc poprzedni model, rozwigz nastepujgce zadania:

1.

Urny A, B, D zawierajg odpowiednio 10 kul czerwonych i 10 niebieskich, 6 czerwonych i 6

niebieskich, 12 kul czerwonych i 12 niebieskich. Przyjmijmy, ze P(4) = 0,3,P(B) = 0,2,

P(D) =1—P(A) — P(B). Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze wylosowana kula czerwona

pochodzi z urny B.

W wytwodrni ozddb choinkowych trzy pracownice malujg bombki. Doswiadczona pani Karoli-

na maluje 60% wszystkich bombek, nabierajgca wprawy pani Ludwika — 30%, a poczatkujaca

pani Maria 10% wszystkich bombek przeznaczonych do malowania. Odpowiednio 1%, 5% i

30% ozdabianych przez panie bombek ttucze sie przy malowaniu.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze bombka przygotowana do malowania zostanie sttuczo-
na.

b) Bombka zostata sttuczona podczas malowania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ma-
lowata jg pani Karolina, a jakie, ze malowata jg pani Maria?



