1. Przedmiot: Matematyka
2. Dzial programowy: 7. Planimetria, 4. Funkcje, 8. Geometria na plaszczyznie kar-
tezjanskiej
3. Temat: Symetrie i przesuniecia w ukladzie wspolrzednych
4. Klasa: Klasa II
5. Zgodno$¢ z podstawg programowq: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla za-
kresu podstawowego, a ponadto:
1) znajduje obrazy niektorych figur geometrycznych w jednokladnosci (odcinka,
trojkata, czworokata, itp.);
2) rozpoznaje figury podobne i jednokladne; wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) ich wlasnosci; oblicz odleglo$¢ punktu od prostej;
3) oblicza wspolrzedne oraz dlugos¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz
mnozy je przez liczbe. Interpretuje geometrycznie dzialania na wektorach;
4) stosuje wektory do opisu przesuni¢cia wykresu funkcji;
5) na podstawie wykresu funkcji = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = |f(x)|, y =
cf(x), y = f(cx);
6) szkicuje wykres funkcji okreslonej w roznych przedzialach ré6znymi wzorami;
odczytuje wlasnosci takiej funkcji z wykresu.
6. Pomoce (srodki) dydaktyczne
¢ stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywna
lub rzutnikiem multimedialnym),
* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
* wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez dwa dane punkty (w postaci kie-
runkowej lub ogdlne;j);

* bada rownolegtos¢ 1 prostopadto$¢ prostych na podstawie ich rownan kierunko-
wych;
* wyznacza rOwnanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadia do prostej danej
w postaci kierunkowej 1 przechodzi przez dany punkt;
* rozwigzuje, stosujac interpretacje geometryczng, elementarne réwnania i nierow-
nos$ci z wartoscig bezwzgledna;
* stosuje podstawowe wlasnosci wartosci bezwzglednej;
* oblicza wspotrzedne punktu przecigcia dwdch prostych;
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym);
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-
nia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach

Plan lekcji

1. Symetrie



Niech punkt P = (x, y)bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny xOy; punkt P, = (x, - y) jest puntem sy-
metrycznym do punktu P wzgledem osi x, punkt P, =(- x, y) jest punktem symetrycznym do punktu P
wzgledem osi y, punkt P; = (-x, -y) jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem poczatku ukta-
du wspotrzednych, zas punkt P, = (y, x) jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej o
rownaniu y = x (zobacz rysunek).

Co powiesz o tréjkatach POL i P,ON, POL i P,ON, POL i P3ON oraz POL i P,OH?

Przykiad 1.1.

Dana jest prosta p o rownaniu y = 2x + 2. Napisz rownanie obrazu prostej p w symetrii wzgledem
osi x, y, poczatku uktadu wspétrzednych oraz wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

% Narysujmy najpierw dang prosta i jej obraz symetryczny wzgledem osi x. W tym celu wy-
znaczmy dwa rdzne punkty lezgce na prostej p:

S
0 2
-1 0
Obrazy tych punktéw w symetrii wzgledem osi x s3 nastepujace:
S
0o -2
-1 0

Narysujmy te proste i wprowadZmy oznaczenia punktéw.



Znajdzmy réwnanie prostej wyznaczonej przez punkty A; i B:
Y=Ya, X=X y—(=2) x-0

Yg—Ya, Xp—xi, 0-(=2) T -1-0

a stad
y=—-2x—2.
Obserwacja.
Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczyto w miejsce y wpisa¢ (- y), by
uzyskac réwnie prostej symetrycznej do prostej p wzgledem osi x.
** Narysujemy teraz prosta symetryczng od prostej p wzgledem osi y.

X v
0
1 0

N




Réwnanie obrazu prostej p w symetrii wzgledem osi y jest nastepujace:

Y=Ya _ X~ X4 y—2 x-0
VB, —Ya Xp —X4 0-2 1-0

a stad

y=-—2x+ 2.

Obserwacja.
Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczyto w miejsce x wpisaé (- x), by
uzyskac rownie prostej symetrycznej do prostej p wzgledem osi y.

«» Rozwazmy teraz symetrie prostej p wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

x vy
0 -2
1 0

Réwnanie obrazu prostej p w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych jest nastepujace:

Y —=Ya, _ X Xa y—(=2) x-0

VB, —Ya, Xp, —Xa, 0-(=2) 10

a stad

y =2x—2.

Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczyto w miejsce x wpisa¢ (- x), w
miejsce y wpisac (- y,) by uzyskac¢ rownie prostej symetrycznej do prostej p wzgledem poczatku ukta-
du wspodtrzednych.

R/

%+ Pozostato nam jeszcze rozwazy¢ symetrie prostej p wzgledem prostej o rownaniu y = x.

Wyznaczmy punkty symetryczne do punktéw A i B proste;j p.



Y—Ya, _ X7 Xa y—-0 x—2

VB, —Ya, X, —%Xa, —1—-0 0-2

a stad

! 1
y=zx-1

Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczy w miejsce x wpisac y, a w miej-
sce y wpisa¢ x, a nastepnie wyznaczyé y, by otrzymac rownanie prostej symetrycznej do prostej p
wzgledem prostej o réwnaniu y = x.

Mozemy teraz skorzysta¢ z GeoGebry i nieco poeksperymentowaé z symetriami danej prostej wzgle-
dem osi uktadu wspétrzednych.

Ponizej przedstawiony jest obraz pliku .ggb, dzieki ktéremu mozemy zmienia¢ wspétczynniki a i b w
réwnaniu prostej p: y = ax + b w dowolnie ustalonym zakresie oraz obrazy symetryczne tej prostej
wzgledem osi uktadu wspoétrzednych (kolorem niebieskim oznaczono obraz prostej p w symetrii
wzgledem osi x, zas kolorem zielonym jej obraz wzgledem osi y).

Oprécz suwakow dla a i b oraz trzy pola wyboru Pokaz/Ukryj obiekt, pozwalajgce na ogladanie row-
nan prostych. Poczagtkowo obiekty te powinny by¢ ukryte, gdyz to uczniowie powinni zauwazy¢, ze
proste bedgce obrazami prostej p sg prostymi rownolegtymi.



Vit Kolor niebieski - symetria ledem osi x
c:y=17x+1
Vd Kolor zielony - symetria wzgledem osiy

ry=-17Tx-1
Ve

Przykiad 1.2.

Dana jest prosta p o réwnaniu y = 2x + 2. Na podstawie jej wykresu wykonaj wykresy funkcji
y = [2x + 2| orazy = 2|x| + 2.

% Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej mamy:
~ 12 +2|_{2x+2,je2e1i2x+220
y=lex T l-2x—2,jezeli2x +2 < 0

lub tez

2x + 2,jezelix = —1

y=l2x+2]= {—Zx —2,jezelix < -1




Jak wida¢, wykres funkcji tworzg dwie pdtproste o wspdlnym poczatku w punkcie B.

Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze wykres danej funkcji mozemy otrzymaé szybciej: wykonujemy
wykres funkcji y = 2x + 2, a nastepnie czes¢ tego wykresu lezagcg pod osig x odbijamy symetrycznie
wzgledem osi x, a oryginat (potprostg) usuwamy.

*»* Przejdimy teraz do drugiej czesci éwiczenia.

2x+2 dlax=0

y=2|x|+2={_2x+2 dlax <0

Korzystajac z poprzednich danych rysujemy proste o réwnaniachy = 2x + 2iy = —2x + 2, a na-
stepnie wybieramy do wykresu funkcji dwie potproste o wspdlnym poczatku A, lezgce powyzej punk-
tu A.



Obserwacja.
Przedstawiony przyktad pokazuje, ze wykres danej funkcji mozemy otrzymac szybciej: wykonujemy

wykres funkcji y = 2x + 2, a nastepnie czes¢ tego wykresu lezaca po prawej stronie osi y odbijamy
symetrycznie wzgledem osi y, a czes¢ oryginatu (potprostg lezgca ponizej punktu A) usuwamy.




2. Przesuniecia (translacje)

Niech punkt P = (x, y) bedzie dowolnym punktem ptaszczyzny; obrazem tego punktu w przesunieciu
poziomym jest punkt P; o wspdtrzednych (x + a, y), obrazem w przesunieciu pionowym jest punkt P,
o wspotrzednych (x, y + b), jesli zas wykonamy oba przesuniecia rownoczesnie, to otrzymamy punkt
Ps o wspotrzednych (x + a, y + b).

44
y
34
P,
- 2 P,
A v
14 Pid
o lO 1
3 b 37 0 1 2 3
s J
p s - P,

Obserwacja.
Jesli a > 0, to translacja pozioma przesuwa punkt P o a jednostek w prawo, jesli zas a < 0, to trans-

lacja pozioma przesuwa punkt P o a jednostek w lewo; jesli b > 0, to translacja pionowa przesuwa
punkt P w gore, jesli zas b < 0, to translacja pionowa przesuwa punkt P w dot.

Przykiad 2.1.

Dana jest prosta p o réwnaniu y = 2x + 2. Napisz rownanie obrazu prostej p przesunietej o dwie
jednostki w prawo, przesunietej o dwie jednostki w dét oraz przesunietej o dwie jednostki w prawo i
jedna jednostke w dét jednoczesnie.

R/

% Narysujmy najpierw dang prosta i jej obraz po przesunieciu o dwie jednostki w prawo.

W tym celu wyznaczmy dwa rézne punkty lezgce na prostej p:

S
0 2
-1 0
Obrazy tych punktéw w tym przesunieciu sg nastepujace:
S
2 2
1 0

Narysujmy te proste i wprowadZmy oznaczenia punktéw.



-

Prosta przechodzaca przez punkty A; i B; ma réwnanie:

Y=Ya,  X—Xp y—2 x—2

VB, —Ya, Xp, —Xa, 0—2 1-2

a stad
y=2x—2.

Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w rownaniu prostej p wystarczy w miejsce x wpisa¢ x — 2, by

otrzymac rownanie prostej przesunietej. Rzeczywiscie: y = 2(x —2) +2 =2x — 4+ 2 = 2x — 2.

*» Narysujmy teraz dang prostg i jej obraz po przesunieciu o jedng jednostke w dét.

W tym celu wyznaczmy dwa rézne punkty lezgce na prostej p:

X v
0 2
-1 0
Obrazy tych punktéw w tym przesunieciu sg nastepujace:
X v
0 1
-1 -1

Narysujmy te proste i wprowadZmy oznaczenia punktéw.



W

Prosta przechodzaca przez punkty A; i B; ma réwnanie:

Y=Ya, _ X=Xy, y—1 x—0

yBl_yAl xBl—xAl,—l—l_—l—O,

a stad

y=2x+1.

Obserwacja.

Przedstawiony przyktad pokazuje, ze w réwnaniu prostej p wystarczy w miejsce y wpisa¢ y + 1, by
otrzymaé réwnanie prostej przesunietej. Rzeczywiscie: y+ 1 = 2x 4+ 2,skady = 2x + 2 — 1, czyli
y=2x+1.

«» Narysujemy teraz prostg p i jej obraz w przesunieciu o 2 jednostki w prawo i o jedng jednost-
ke w dét.

W tym celu wyznaczmy dwa rézne punkty lezgce na prostej p:

X vV
0 2
-1 0
Obrazy tych punktéw w tym przesunieciu sg nastepujace:
X v
2 1
1 -1

Narysujmy te proste i wprowadZmy oznaczenia punktéw.



Prosta przechodzaca przez punkty A; i B; ma réwnanie:

Y—Ya, X=Xy y—1 x-2

VB, —Ya, Xp, —%Xa, —1—-1 1-2

a stad
y=2x—3.

Obserwacja.
Obowigzuje nastepujaca reguta praktyczna: dane sg liczby rzeczywiste a i b

1) aby otrzymac przesuniecie poziome o a wystarczy w miejsce x wpisa¢ x — a w rédwnaniu danej
krzywej (jesli a > 0 przesuniecie bedzie w prawo, jesli zas a < 0, to przesuniecie bedzie w le-
wo);

2) aby otrzymac przesuniecie pionowe o b wystarczy w miejsce y wpisa¢ y — b w rownaniu danej
krzywej (jesli b > 0 przesuniecie bedzie w gore, jesli zas b < 0, to przesuniecie bedzie w doét).



