Przedmiot: Matematyka

Dzial programowy: 4. Funkcje, 5. Ciagi

Temat: Pole odcinka paraboli

Klasa: Klasa III

Zgodno$¢ z podstawa programowg: Uczen: spelnia wymagania okreslone dla za-
kresu podstawowego, a ponadto:

1) szkicuje wykres funkcji kwadratowej, korzystajac z jej wzoru;
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2) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej
funkcji lub o jej wykresie;
3) oblicza granice ciagow, korzystajac z granic ciagow typu %’n% oraz z twier-
dzen o dzialaniach na granicach ciggéw.
6. Pomoce (srodki) dydaktyczne
e stanowiska komputerowe (lub komputer nauczyciela z tablica interaktywng
lub rzutnikiem multimedialnym),
* bezplatne oprogramowanie GeoGebra wspomagajace nauczanie matematyki
(http://www.geogebra.org/cms/pl/download/)
7. Cele: Uczen:
* poznaje okreslenie odcinka paraboli,

e utrwala pojecie funkcji kwadratowej 1 jej wykresu,
* poznaje notacj¢ sigmowa,
* poznaje wzor na sum¢ kwadratéw kolejnych liczb naturalnych,
e prowadzi rozumowanie pozwalajgce uzyskiwaé wzor ogolny,
* wykorzystuje wlasno$¢ wartosci bezwzgledne;.
* postuguje si¢ programem GeoGebra (lub arkuszem kalkulacyjnym).
8. Metody nauczania: Praca z komputerem, elementy wykladu, prezentacja, ¢wicze-
nia
9. Formy pracy: Praca indywidualna i w parach
Plan lekcji
Na ptaszczyZznie dana jest parabola y i prosta r, ktdra przecina parabole w dwdch réznych punktach A
i B. Czes$¢ ptaszczyzny ograniczona parabolg i prostg jest odcinkiem paraboli.

Jak wida¢, mamy dwie mozliwosci:
1° prosta r nie jest prostopadta do osi symetrii paraboli;



2° prosta r jest prostopadta do osi symetrii paraboli (prosty odcinek paraboli).

Obliczmy najpierw pole prostego odcinka paraboli. Wybierzmy tak uktad wspoétrzednych, aby o$ y
pokrywata sie z osig symetrii paraboli. Parabola taka ma rownanie
y = ax>.
Niech B’ bedzie rzutem prostokgtnym punktu B na o$ x , zas | niech bedzie dtugoscig odcinka OB’,
ktéry podzielimy na n réwnych czesci. Odciete punktéw podziatu sg zatem réwne:
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Utwdorzmy teraz prostokaty o wysokosciach odpowiadajgcych kolejnym odcietym punktéow podziatu

odcinka OB’, tzn. o wysokosciach:
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Prostokat o numerze i ma wiec pole:
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Suma pél P wszystkich tych prostokatéw jest réwna:
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Uwaga.
Powyzszg sume mozemy zapisac za pomocg mato wygodnego wyrazenia z kropkami:
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Czy nie warto wiec zastosowa¢ notacji sigmowej?
Widaé, ze réznica pomiedzy polem P sumy prostokatéw a polem S figury ograniczonej odcinkami OB’,

B’B oraz tukiem OB paraboli y jest zawsze dodatnia, ale jest tym mniejsza, im wieksze jest n. Zatem

pole S uzyskamy, gdy n — co:
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W ponizszej tabeli umieszczamy kolejne liczby naturalne i oraz sume kwadratéow i sume kwadratéw
pomnozong przez 6.

i i Ziz 621’2 6 ) i?
1 1 1 6 1-2-3
2 5 30 2-3-5
3 9 | 14 84 3-4-7
4 |16| 30 180 | 4-5-9
5 |25| 55 330 |5-6-11
6 |36 91 546 | 6-7-13
7 |49 | 140 840 |7-8-15

Obserwujac ostatnig kolumne mozna zauwazy¢ (indukcja), ze
62 i?=nn+1)2n+1),

czyli
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Uwzgledniajgc powyzsze, mamy
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Zatem
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S=1limP =§l-al2 =§|OB'| -|B'B|.
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Pole, ktdre nas interesuje, jest zatem réwne

2 ! A

3 |OB’'| - |B'B|,
czyli pole prostego odcinka paraboli jest réwne

4
§IOB’| - |B'B|.

Wynik ten oznacza, ze pole odcinka paraboli stanowi cztery trzecie pola prostokata o podstawie OB’
i wysoko$ci B’B. Stwierdzenie to nazywane jest twierdzeniem Archimedesa.

Pozostato nam rozwazy¢ przypadek, gdy prosta nie jest prostopadta do osi symetrii paraboli. Wyko-
najmy stosowny rysunek.



Niech x4 i xg (x4 < 0 < xp) oznaczajg odpowiednio odciete punktow A i B. Odcinek A’B’ ma dtugosé
(xg — x4), |AA’| =ax?, |BB’| = axk.
Pole trapezu ABB’A’ jest wiec rowne % (ax3 + ax2)(xg — x4) = %a(xf + x2) (xp — x4).

Pole tréjkata krzywoliniowego S; jest rowne § pola prostokata o bokach OA’ i A’A, czyli wynosi

1 2
S, = ng(axB).

Pole tréjkata krzywoliniowego S, jest rowne § pola prostokata o bokach OB’ i B'B, czyli wynosi
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Sz = —ng(axA)-
Pole odcinka AOB paraboli wynosi zatem:
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Kazda parabole mozemy przesung¢ tak, aby jej wierzchotek znajdowat sie w poczatku uktadu wspot-
rzednych, czyli pole odcinka paraboli mozna zawsze wyrazi¢ wzorem

%(xB —x4)3.
W przypadku a ujemnego powyzszy wzér zapiszemy w postaci
% (xp — x4)°.
Uzywajgc GeoGebry, mozemy utworzy¢ plik, dzieki ktéremu bedziemy mogli obserwowaé, jak zmie-
nia sie suma podl prostokatow w zaleznosci od liczby n punktéw podziatu odcinka OB’, oblicza¢ pole
prostokata OB’BC, poréwnywac sume pol prostokgtdw z trzecig czescig pola prostokata OB’BC oraz
oblicza¢ pole odcinka paraboli.
Efekt koricowy moze by¢ nastepujacy:
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