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Wprowadzenie: Krzy$ bawi sie w ogrodzie strzelajac z procy do celu. Siedzac na drze-
wie strzelal do tarczy opartej o pobliskie drzewo. Strzelat wielokrotnie wypuszczajac
kamienie pod réznymi katami, a mimo to wielokrotnie trafit do celu. W pewnej chwili
wystrzelit dwa kamienie jeden po drugim (pod r6znymi katami) i ze zdumieniem zauwa-
zyl, ze trafity w cel niemal jednoczesnie. Szybko zszedl z drzewa i pobiegl do rodzicow
majac w gtowie dwa pytania: czy mozna tak wystrzeli¢ z procy, by oba kamienie trafity
w cel jednoczesnie, a moze da sie zestrzeli¢ pierwszy kamieri za pomoca drugiego?

Zalozenia:
- Zaniedbujemy site oporu powietrza, ruch rozpatrujemy w polu grawitacyjnym ziemi.

- Krzy$ siedzi nad ziemig na wysokosci H > 0, kazdy strzal z procy oddaje doktadnie
z tego samego punktu.

- Pierwszy strzal Krzy$ oddaje, w chwili ¢ = 0, celujac proca pod katem o € (0, %)
wzgledem poziomu z predkoscig poczatkowa ¢, natomiast drugi strzal oddaje
poziomo po czasie tg > 0 z predkoscia poczatkowa v, w obu przypadkach masa
kamieni jest jednakowa i rowna 1, a przyspieszenie poczatkowe kamieni jest rowne

0.
- Odlegtos¢ Krzysia od tarczy wynosi d > 0.
- Stala grawitacji wynosi G.

Etap 1. (Modelowanie matematyczne do$wiadczenia.) Zakladamy, ze poziom gruntu
pokrywa sie z osia OX kartezjanskiego uktadu wspotrzednych. Krzy§ w omawia-
nym uktadzie wspolrzednych oddaje strzaty z porcy z punktu o wspoélrzednych
(0, H), a tarcza znajduje sie w punkcie o wspotrzednych (d,0). Sytuacje obrazu-
je rysunek: Wobec przyjetych zalozen poczatkowe wektory predkosci mozemy, w
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Rysunek 1: Kamienie

kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, zapisa¢ w postaci:

5 coso . 1
Ul:vl{sina]; 02202[0]7 (1)
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gdzie: vy 1 vy oznaczaja dhugosci wektorow poczatkowych. WprowadZmy oznacze-
nia: niech Pi(t) dla ¢ > 0 oznacza trajektorie pierwszego kamienia, a P(t) dla
t >ty oznacza trajektorie drugiego kamienia. R6wnania trajektorii obu kamieni w
polu grawitacyjnym mozna przedstawi¢ w postaci parametrycznej (wzgl. czasu t)

nastepujaco:
x1(t) = vitcosa
Al = 2 L t>0 2
10 { yl(t):vltsina—G%_f_H ’ Z (2)
Jfg(t) = UQ(t - to)
= L 21> 0, 3
OB B I PR ®

Etap 2. (Rozwiazanie problemu.) W pierwszym kroku wyznaczamy jakie warunki
muszg by¢ spelnione, aby kamienie trafity w cel. Niech ¢ oznacza czas, po ktérym
zderza sie kamienie, wowczas Py(t') = P»(t') = (d,0). Na podstawie wzoru (3)
mamy

d
{ Ug(t/—to): N (t/_t()):g e :\/ad (4)
~§(t' —t0)’ + H = (t' —to) = /& ‘T V2H
Z drugiej strony na podstawie wzoréw (2) i (4) mamy ¢’ = ,/% + t

{ vit'cosa = d
=

—S("2 +vt'sina+ H=0

1 <\/% + t0> C(z)soz =d (5)

—%( %—i—tO) —I—U1< %—l—tO)sinajLH:O

Mnozac pierwsze rownanie przez sina, drugie rownanie przez cosa, a nastepnie
odejmujac stronami od drugiego pierwsze réwnanie, otrzymujemy

t0:\/g(d-tga+H)—\/% (6)

t’:\/é(d-tgaJrH), (7)

ponadto predkos¢ poczatkowa pierwszego strzatu, na mocy pierwszego réwnania
wzoru (5) wynosi:

A w konsekwencji

d

8
\/%(d-tga—i—H)a)soz )

v =

Zapiszemy ostatecznie rownania trajektorii obu kamieni. I tak dla pierwszego ka-
mienia rownanie trajektorii, na mocy wzoréw (2), (7) i (8) ma postaé

= (d-tga+H)
Pi(t) = V(din Cafn Ogtg\/%(d-tga—i—H) (9)
2

yl(t) = /%(d-tgoc-l—H)
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Podobnie rownanie trajektorii drugiego kamienia ma na mocy wzorow (4), (6), (7),

postac
VGdt dy/2(dtga+H)
xo(t) = — +d
Py(t) = 1) =i V2l 5 C >t > .
yg(t):—%<t—\/%(d-tga+H)+ %) +H
(10)

Obecnie udzielimy odpowiedzi na drugie z pytan Krzysia. Przyjmijmy, ze Krzy$
wystrzelit pierwszy kamien z predkoscia poczatkowa v; pod katem o wzgledem po-
ziomu. Jaka powinna by¢ predko$é v, drugiego kamienia i jakie powinno by¢ op6z-
nienie ¢y, by drugi kamien zestrzelil pierwszy? Zakladamy, ze drugi strzat Krzys
oddal rownolegle do poziomu. Wyznaczamy punkt przeciecia trajektorii obu ka-
mieni, zatem musi istnie¢ ¢’ dla, ktorego P;(t') = Py(t'), ponadto punkt przeciecia
trajektorii musi nastapi¢ dla y;,y2 > 0. Zatem poréwnujac stronami wzory (2) i
(3) otrzymujemy dla pierwszej wspolrzednej relacje:

valo (11)

21(t') = 2a(t') = t'(v1cosa — vg) = —votg =t/ = —————
Vg — V1COSQY

Poniewaz t' > tq, to —2— > 1, a stad

V2 —V1CoSQx —

Vg > V1C0SQ (12)
7, drugiej strony mamy relacje:
G2
() =gty =t = —22 > 00t >t (13)

Gty — visina

Konsekwencja wzoru (13) jest nastepujaca nier6wnosc:

V1 SINQ <ty < 21)182'71&. (14)
G
Poréwnujac stronami wzory (11) i (13) otrzymujemy
. Gty 201 V981N
v9(Gty — visina) = — (Vg — vicoSQ) = tg = ) 15
2(Gto — 01 ) 2 (v2 ! ) 0 G(vg + v1cosa) (15)

Zauwazmy, ze na mocy warunku (12) t, dane wzorem (15) spelnia nieréwnosé
(14) (sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem). Wstawiajac to dane wzorem (15) do
rownania (11) otrzymujemy czas zderzenia kamieni.

p 2uv3sina

1
G(v3 — vicos?a) (16)

W dalszych rozwazaniach musimy dla czasu ¢’ zagwarantowaé spelienie nastepu-
jacego warunku y;(t') = y2(t') > 0, co oznacza zderzenie kamieni w powietrzu,
wzglednie na powierzchni gruntu. W tym celu na mocy wzoru (3) otrzymujemy

warunek

G 2H
—§(t’—t0)2—|—H20:>t’—t0§ o (17)
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Nastepnie korzystajac z rownan (15) i (16) dostajemy nieré6wnosé:

vivgsin(2a) 2H

th—ty = <\ —
7 G2 —v2cos?(a)) — V G

(18)

Mnozac stronami nieréwnosé (18) przez G (vs —vicos?(a)) (mianownik jest wigkszy
od 0 na mocy nieréwnosci (12)) otrzymujemy nier6wnos¢ kwadratowa w funkcji
vy 0 dodatnim wspoétczynniku przy najwyzszej potedze vo W postaci:

V2G Hvi — vpvisin(2a) — V2G Hvicos* (o) > 0 (19)
Wyznaczmy miejsca zerowe lewej strony nieréwnosci. I tak
A = 4v?sin(2a) (visin?(a) + 2GH) > 0 (20)

W konsekwencji pierwiastki rownania (19) przyjmuja postac:

_ wicos(a)

()1 =~z

(v2)s = vicos(a)
V2GH

Pierwszy z pierwiastkow (vq); < 0, a drugi (ve)s > 0. Wobec tego predkosé¢ vy musi
spetnia¢ warunek

(vlsz’n(a) — \Judsin®(a) + 2GH)
(vlsm(a) + \/ visin?(a) + 2GH>

(21)

; vicos(a)
' T VRGH

W przypadku réwnosci kamienie zderza sie na poziomie gruntu.

(Ulsm(g> + \Jutsin(a) + 2GH) (22)

Etap 3. (Analiza problemu.) Na poczatek zauwazmy, ze warunek (22) jest mocniejszy
niz warunek dany wzorem (12), rzeczywiscie

vicos(a)

- V2GH

Uy (vlsin(a) + ¢/ v?sin®(a) + ZGH) >

(23)

%/2_(;)\/0%32'712(&) + 2GH > vycos(a)

Rozwazmy nastepujace przypadki dla predkosci vy drugiego kamienia:

- Uy > %é(;) (vlsin(a) + /visin?(a) + 2GH>,

- %é_(;) <vlsin((x) + /visin?(a) + 2GH> > vy > vycos(a),

- vy < v1cos(a)

Rozpatrzmy nastepujace przyktady ilustrujace powyzsze trzy przypadki:

Przyktad 0.1. Zaktadamy, ze Krzys wystrzelit pierwszy kamien w chwili t =
0 z predkosciq poczqtkowq vi pod kqtem o = 7§, a nastepnie w chwili tg > 0
wystrzelit poziomo drugi kamuen z predkoSciq vo. Wiedzqgce, ze Krzys strzela z procy
na wysokosci H = 2m, a cel znajduje si¢ w odlegtosci 34m od drzewa (na ktorym
siedzi Krzys) oraz G = 9%, wyznaczyé parametry obu strzatow, tak by kamienie

trafity w cel jednoczesnie.
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Rozwiazanie: Na podstawie wzorow (4) i (8) otrzymujemy wartosci predkosci
poczatkowych obu kamieni v; = 177 oraz vy = 54, OpoZnienie drugiego strzatu
to = 2v/2 — % wyznaczamy na podstawie wzoru (6), a czas zderzenia obu kamieni,
wyznaczony na podstawie wzoru (7), wynosi t’ &~ 2,162. Réwnania trajektorii obu
kamieni mozemy zapisa¢ w postaci:

— 17¥2
n()=1rgt t>0.

xo(t) = 51(t — 22 + %) 2
{yz(t)z—g(t—2ﬂ+§)z+2 t>2v2-2

Wykresy obu trajektorii przedstawia ponizszy rysunek:

A

\ 4

35

Rysunek 2: Kamienie

Wyznaczy¢ rownania trajektorii obu kamieni w postaci uwiklanej, tzn. y; = f(x1),
Y2 = g(x2). Zauwazmy, ze w tym przypadku nier6wnosé (22) staje sie rownaniem.

OJ
Rozwazmy kolejny przyktad

Przyklad 0.2. Krzys strzela z procy pierwszym kamieniem z predkosciqg poczqt-
kowq vy = 16" pod katem o = %. Z jakq predkoSciq poczatkowq vy musi wystrzelic
poziomo Krzys, aby zestrzelié pierwszy kamien nad ziemig?

Rozwigzanie: Na mocy nieréwnosci (22) otrzymujemy vy > 244/3 = 41,57.
Przyjmijmy zatem predkos¢ poczatkowa drugiego kamienia vy, = 427, wowczas
to = 1,34. Réwnania trajektorii obu kamieni maja postac:

yi(t) = —5t° + 8t +2
wo(t) = 42(t — 1,34)
>
{ y2(t> = _g(t — 1,34)2 19 t>1,34.
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Rysunek 3: Kamienie

Wykresy obu trajektorii przedstawia powyzszy rysunek:
Czas zderzenia kamieni wynosi ¢ ~ 1,99s. Wyznaczy¢ réwnania trajektorii obu
kamieni w postaci uwiktanej, tzn. y; = f(x1), y2 = g(22).

O

W kolejnym przykladzie rozpatrzymy przypadek, gdy Krzys wystrzelit drugi ka-
mien z predkoscia poczatkowa nie speliajaca nieréwnosci (22), ale spelniajaca
warunek (12).

Przyktad 0.3. Przyymujemy, ze Krzys wystrzelit pierwszy kamien zgodnie z za-
tozeniami poprzedniego przyktadu, ale drugi kamien wystrzelit z predko$ciq poczqt-
kowq vo = 207

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze predkosé poczatkowa drugiego kamienia spetnia wa-
runek (12), rzeczywiscie vg > 16? = 8v/3 ~ 13,86. Czas opoOznienia drugiego
kamienia wynosi ty ~ 1,05. Réwnania trajektorii maja postac:

{ z1(t) = 8v/3t

>
yi(t) = =32 + 8t + 2 =

{ z5(t) = 20(t — 1,05) > 134

ya(t) = —2(t — 1,05)* 4 2

Wykresy obu trajektorii przedstawia ponizszy rysunek:
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Rysunek 4: Kamienie

Jak mozna zauwazyé¢ na powyzszym rysunku trajektorie obu kamieni przecinaja
sie dla czasu t' =~ 2ls, jednakze punkt przeciecia trajektorii znajduje sie poni-
zej poziomu gruntu. Wobec tego zderzenie kamieni nie jest mozliwe. Wyznaczy¢
wspotrzedne “teoretycznego” punktu zderzenia kamieni.

0

W ostatnim przyktadzie rozpatrzymy sytuacje, gdy predkos¢ drugiego kamienia vy
nie spetnia warunku (12).

Przyktad 0.4. Korzystajgc z zatozen przyktadu 0.2 rozwazmy przypadek, gdy
Krzys strzela drugim kamieniem z predkosciq vy = 107 z opdZnieniem to = 0, 75s.

Rozwiazanie: Predkos¢ poczatkowa drugiego kamienia nie spelnia warunku (12),
gdyz vy < 8V/3 . W tym przypadku réwnania trajektorii kamieni maja postac

{ z1(t) = 8v/3t £ 0.

yi(t) = =5t + 8t + 2

2a(t) = 10(t — 0, 75)
>
{ p(t) = -2 —0, 757 +2 =13

Wykresy obu trajektorii przedstawia ponizszy rysunek:
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Rysunek 5: Kamienie

W tym przypadku trajektorie kamieni nie przecinaja sie.
OJ

Etap 4. (Rozbudowa modelu) Przeprowadzi¢ dyskusje i odpowiedzie¢ na nastepujace
pytania:

- 7 jaka energia dziataja kamienie z przykitadu 0.1 na cel zakladajac, ze cel w
kazdym przypadku jest ustawiony prostopadle do wektora predkosci kazdego
z kamieni.

- Czy mozna wystrzeli¢ trzy kamienie, aby trafity w cel jednoczesnie?

- Czy mozna wystrzeli¢ dwa kamienie (pod réznymi katami), aby trafity w cel
jednoczesnie przy zalozeniu, ze predkosé¢ poczatkowa (w sensie dtugosci wek-
toréw) obu kamieni jest jednakowa. Jakie moga by¢ zastosowania praktyczne
takiego rozwiazania?



