Problem komputerowy Nr 1.3.4
,Funkcja wyktadnicza”

Z pracowni fizycznej (i nie tylko)

1. Wspolng cecha proceséw przebiegajacych jednostajnie jest zmiana okreslonej wielkos$ci
fizycznej o t¢ samg warto$¢ w jednakowych odstepach czasu. Zwigzane z tym jest istnienie
wielkosci fizycznej ,,pochodnej”, stalej w czasie, opisujgcej tempo zmian owej zasadniczej
wielkosci. Zalezno$¢ tej wielkosci od czasu jest w takiej sytuacji opisywana funkcja
liniowa.

Przedstawmy to na najlepiej znanym przyktadzie, jakim jest ruch jednostajny. Potozenie
X (wielko$¢ fizyczna ,,zasadnicza”) zmienia si¢ w takim ruchu zawsze 0 tyle samo
W jednakowych odstepach czasu. Wielkoscia ,,pochodng”, zwigzang z potozeniem, jest
wtedy stata predkos¢ v. Zalezno$¢ polozenia od czasu jest funkcjg liniowa o postaci:

x(t)=v-t+xo (Xo oznacza tu poczatkowe potozenie ciata)
To samo mozemy zapisa¢, uzywajac poj¢cia zmiany potozenia AX:

Ax=v-At (1)

2. W wielu procesach (nie tylko z zakresu zainteresowania fizyki, chemii czy biologii, lecz

takze nauk spotecznych i ekonomicznych) zmiana okreslonej wielko$ci zalezy od aktualnej
warto$ci tej wielkos$ci. Najprostszym przykladem takiej sytuacji jest proporcjonalna
zalezno$¢ od tej wielkosci. Oznacza to, ze istnieje staly wspotczynnik proporcjonalnosci A,
opisujacy zwigzek pomiedzy wartoscig wielkosci a jej zmiang w czasie.
Przedstawimy taka sytuacje na przyktadzie zaczerpnigtym ze §wiata finanséw. Wyobrazmy
sobie rodzenstwo, Zuzanne 1 Janusza, z ktérych kazde dostato na urodziny niematg kwotg
pienigdzy Mo. Zuzia, zapobiegliwa, przekazata swoje pieniagdze rodzicom w zamian za
obietnice cotygodniowego doplacania jej sumy, bedacej pewnym utamkiem A posiadanej
juz kwoty. Janusz, odwrotnie, postanowit wydawac swoje pieniadze zgodnie z zasada, ze
co tydzien wydaje taki sam utamek A posiadanej jeszcze kwoty. Opis ten wskazuje, ze
majatek Zuzi Mz bedzie rost w miare uptywu czasu, za$ majatek Janusza M; bedzie malat.
Widac tez, ze oba te procesy nie sa jednostajne, gdyz cotygodniowe zmiany AMz i AM; nie
sg stale - zalezg one od zmieniajacych si¢ wartosci Mz i M.

Wspdlny opis matematyczny obu tych procesow wynika z definicji utamka A:
AM
A= ﬁ ,  gdzie At oznacza uptyw kolejnego tygodnia.
Mozna to takze zapisac jako ,,wzdr na zmiang AM™:
AM = A-M-At (@)

Zwroéémy uwage, ze utamek A nie jest liczba, lecz wielko$cig mianowana: [A] = 1/tydzien.
Ogodlniej, jednostka A to odwrotnos$¢ jakiej$ jednostki czasu; w naszym przyktadzie At
zostala wybrana jako jeden tydzien.
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Czym wigc r6znig si¢ sytuacje Zuzanny i Janusza w $wietle wzoru (2)? Roznica sprowadza
si¢ do znaku wspoétczynnika A: w przypadku Zuzi A > 0, za§ w przypadku jej brata A < 0.
Réznica ta jest na tyle istotna, ze na ogédt podajemy A jako wielko$¢ dodatnig, uzupetniajac
wzor (2) odpowiednim znakiem (,,+” dla przypadkow takich jak Zuzi, ,,-” dla sytuacji
takich, jak u Janusza):

AM = +)-M-At ©)

Wzor (3) jest podstawa procedury do obliczania kolejnych wartosci funkcji Mz czy M,
w kolejnych tygodniach.

3. Funkcja wyktadnicza. W matematyce rownanie (2 lub 3) moze by¢ zastosowane do
zdefiniowania tzw. funkcji wykladniczej. Jesli funkcja f(x) ma wilasnos¢ taka, ze
jednakowym zmianom Ax jej argumentu X, odpowiadaja zmiany Af wartosci funkcji
proporcjonalne do wartosci f(x), to taka funkcja jest tym bardziej zblizona do funkcji
wyktadniczej, im zmiany AX sg mniejsze:

jesli dla dowolnego x i dowolnie matego AX
Af =+0-f(x)'Ax  lub  f(x + AX) - f(X) = £A-f(x)-AX
to
f(x) = Fore**™ 4).

We wzorze tym Fo oznacza wartos¢ funkcji f dla x = 0 (wielkos$¢ ta jest zwana czgsto
warto$cig poczatkowa funkcji), za§ niewymierna liczba e = 2,7182818459... jest
»,haturalng” podstawg tej funkcji wykladniczej. Znak przy stalym, dodatnim
wspolczynniku A okres$la, czy funkcja wyktadnicza jest rosngca (znak ,,+7), czy malejaca
(znak ,,-”). W kalkulatorach 1 aplikacjach komputerowych funkcja wyktadnicza (ang.:
exponential function) o podstawie e bywa oznaczana symbolem EXP(x).

W przedstawionej wyzej historyjce majatek Zuzi Mz rosnie wykladniczo (w pewnym
przyblizeniu) w czasie (mozna uzy¢ okreslenia ,,ro$nie w postgpie geometrycznym”), zas
majatek Janusza M; maleje wyktadniczo (takze w przyblizeniu) w czasie (mozna tez
powiedzie¢ ,,podlega wyktadniczemu zanikowi”).

W pracowni informatycznej
1. - Wykladniczy wzrost majatku Zuzi.

1. Zaprojektuj arkusz kalkulacyjny w taki sposob, by uzyskaé czterokolumnowsg tabelg
obrazujaca wzrost majatku Zuzi. Tabela winna zawiera¢ kolumny:

- ,biegnacego” czasu (liczonego w tygodniach),

- majatku Mz(t), obliczonego zgodnie z procedura wynikajaca ze wzoru (3) AM =
TA-M-At,

- cotygodniowych zmian majatku AM (jest to kolumna pomocnicza);

- kolumne majatku M(t) obliczonego zgodnie ze wzorem (4) f(x) = Fo-e*™*,

2. Zapewnij uzytkownikowi mozliwo$¢ wprowadzania wlasnych wartosci trzech

parametrow zagadnienia (At, A, Mo); jako wartosci domyslne przyjmij te, ktore podano
w tekscie.

3. Przedstaw wyniki obliczen na wspolnym wykresie Mz i M w funkcji czasu.



2. - Wykladniczy zanik majatku Janusza.

Skopiuj arkusz z czeSci 1., zapisz jako nowy arkusz i wprowadz w nim niezbg¢dne
modyfikacje, by przedstawiat on wyktadniczy zanik majatku Janusza.

Rozwiazania

Zaprojektuj arkusz kalkulacyjny, wpisujac wartosci state, nazwy komorek i1 nagtowki kolumn
zgodnie z podang trescia.

W tym przyktadzie wprowadzimy nazwy komorek, odwotujemy si¢ wtedy nie do komorki
P48 ale np. komorki zysk — tak nazwanej komorki P48.

11 1949

7
12 6l 8 2144
13 9 2358
1; Jezeli chcemy np. utworzy¢ nazwe komorki A12, to
16 | Nazna: wzor zaznaczamy komorke 1 zmenu podrecznego
1; L ik skoroszyt v wybieramy Nazwij zakres, pojawi si¢ okienko
Pry | dialogowe , w ktorym wpisujemy planowang nazwe
20 komorki — tu wzor, wybieramy OK. i zawarto$¢
21 o S,
2 komorki mozemy wykorzystywac wpisujac do formut
23 | odwatuie sie do: =7uzannal $A512 3 WzOr a nie A12
Sg [ o [ Anuy |
26 i AL Po wprowadzeniu nazw: kwota poczatkowa M=AS, %

a7 a0 anc 4

przyrost gotowki w tygodniu dM=A7, a przyrost
tygodni dt=A9, wprowadzamy warto$ci poczatkowe w komoérek C5, D5, E5 oraz F5. Kolejny
krok to wypelnienie komorek w wierszu 5. Jak we wzorcu ponize;.

A B C D E F
1 Majatek Zosi
kolejne majatek
L tygodnie Zosi przyrost funkcja
2 dt M, did Mt}
4 | kwota poczgtkowa 0 1000 100 1000
5 1000 Ca+dt 'MI+E4 'Dﬁ‘dwl*dtl M*E}(P{dM*GE}!

Pamigtajac, ze formuly wpisujemy ze znakiem =.
Nastepnie kopiujemy do odpowiednich komorek 1 tak przygotowang tabele wykorzystujemy
do narysowania wykresu zalezno$ci przyrostu majatku Zosi w czasie.

Zaznaczamy dane w kolumnie dt i M, oraz M(t) i wstawiamy wykres Punktowy. Mamy dwa
wykresy funkcji majatek Zosi liczony zgodnie z procedura(3) i majatek Zosi liczony zgodnie
ze wzorem (4)



Aol B c D E F G H J K L M N o)

1 Majatek Zosi
kolejne  majatek
2 tygodnie  Zosi  przyrost funkcja
3 a M, M(t)
4  kwota poczatkowa 0 1000 100 1000
1 1100 110 1105

6 % przyrostwtyg 2 1210 121 1221 83000
7 10% 3 1331 133 1350
8 tygodnie 4 1484 146 1492
9 1 1611 161 1649 ey
10 6 1772 17 182
1 7 1949 195 2014
12 8 2144 214 2228
13 9 2358 226 2460 25000
14 10 2594 259 218
15 11 2853 285 3004
16 12 3138 314 3320
17 13 2452 345 3669 20000
18 14 3797 380 4055 ——
19 15 “77 418 4482 g
20 16 4595 459 4953 . v
21 17 5054 505 5474 100
2 18 5560 556 6050
23 19 6116 612 6686
24 20 6727 673 7389 10000
25 21 7400 740 8166

22 8140 814 9025
27 23 8954 805 9974
2 24 9850 985 11023 5000
29 25 10835 1083 12182
30 26 11918 1192 13464
31 27 13110 1311 14880
2 28 14421 1442 16445 ¢ % 3 = e

29 15863 1586 18174

31 19194 1919 22198

32 21114 211 24533

33
34 30 17449 1745 20086
35
38
3 33 23225 2323 21113

[ 3 osi02] 2810 33115
Druga cze$¢ zadania podobna, nalezy wigc skopiowaé arkusz do nowego arkusza
I wprowadzi¢ niezbgdne modyfikacje w komoérce F5, przyrost ma by¢ ujemny czyli
wprowadzamy =M*EXP(-dM*C5). Natomiast komérka D5 =M-E4. Po przygotowaniu tabeli
danych wykonujemy wykres.

kolejne  majatek
tygodnie Janusza przyrost funkcja

dt M, dM Mit)
0 10000 100 1000
1E_ | o o5 Tytut wykresu
2 810 81 819 1200
3 729 73 741
4 656 66 670
5 590 59 607
6 53 53 549 1000
7 478 48 497
8 430 43 449
9 287 29 407
10 249 35 368 200
11 24 M 333
12 282 28 301
13 254 25 273
14 229 23 247 H
15 206 21 223 g 80 —_—m
16 185 19 202 =
17 167 17 183 v
18 150 15 165
19 135 14 150 400
20 122 12 135
21 109 11 122
22 98 10 111
23 89 9 100 200
24 80 8 91
25 72 7 82
26 85 8 74
27 58 [ 67 0 ‘ : : ‘ ! ‘ : :
28 52 5 61 a s 10 15 20 25 30 35 40
R R R
N 38 4 45
32 34 3 41
33 3 3 a7
34 28 3 2
35 25 3 30

3. Zwrd¢ uwage, w obu arkuszach, ze majatek Mz czy M; obliczony zgodnie z procedurg (3)
nieco rozni si¢ od majatku M(t) obliczonego na bazie funkcji wyktadniczej. Wykorzystaj
przygotowane arkusze do zilustrowania nastgpujacej tezy: Roznica pomigdzy warto§ciami
uzyskanymi za pomoca procedury (3) a wartosciami funkcji wyktadniczej o tej same;j
wartosci A jest tym mniejsza, im odcinek czasu At wykorzystany w procedurze (3) jest
mniejszy.

4. Wykorzystaj arkusz Zuzanny dla zilustrowania nast¢pujgcej tezy: Dla trzech chwil
ty, o > t1i t3 > to takich, ze to - t1 = t3 - to, f(ta)/f(t2) = f(t2)/f(t1), gdy funkcja f(t) jest funkcja
wyktadnicza. Inaczej mowigc: jednakowym zmianom wartosci argumentu funkcji



wyktadniczej odpowiadaja tyle samo krotne zmiany wartosci tej funkcji. Zbadaj stusznos¢
tej tezy dla kilku trojek t1, t2 i ts.

5. Procedura (3) w wersji Zuzanny jest podstawg do naliczania tzw. procentu sktadanego,
obowigzujacego przy typowych lokatach bankowych. W wersji tu opisanej odpowiadatoby
to lokacie z cotygodniowa kapitalizacja odsetek (uwaga: uzyta tu stopa procentowa, czyli
tzw. oprocentowanie, A = 0,1/tydzien, bytaby dla lokaty bankowej szokujagco wysoka).
W porozumieniu z nauczycielem matematyki lub podstaw przedsigbiorczos$ci zmodyfikuj
arkusz Zuzanny tak, by rozwigza¢ nast¢gpujace zadanie: Zatozono dwie lokaty bankowe;
pierwsza z roczng kapitalizacja odsetek i z oprocentowaniem Ar = 6%/rok oraz druga
Z miesigczng kapitalizacja odsetek i oprocentowaniem 0,5%/miesigc. Zbadaj, ktéry z tych
wariantoOw jest korzystniejszy dla oszczedzajgcego.

6. W porozumieniu z nauczycielem matematyki wykorzystaj oba arkusze dla zilustrowania
nastepujacej tezy: Kolejne wartosci Mz tworzg cigg geometryczny rosnacy, za$ kolejne
wartosci Mj tworza cigg geometryczny malejacy. Wyraz ilorazy kazdego z tych ciagow za
pomoca wielkosci A.

Rozwigzania

Zadanie 3.

W rozwigzaniu tego zadania wykorzystujemy przygotowany arkusz kalkulacyjny, w ktorym
obliczaliSmy zysk Zuzanny i ,strat¢” Janusza. Uzupelniamy istniejacy arkusz o dane
w kolumnie G a takze wprowadzimy zmiang parametru dt (liczba tygodni — odcinek czasu) za
pomocg suwaka.

A B c D E F 8 H J K L 0] N o P
dt M, dm MO M, -MEe
kwota poczatkowa 0 1000 100 1000 0 14 1 1
T 0 s s W komorce G3 wpisujemy
% przyrost w tyg 2 1210 121 1221 -11,4028 33000 M M - - .
10% 3 1331 123 1350 18,8588 _ kol
tygodnie 4 B4 148 1402 27,7247 z (t) Y tej olumnie
1 5 1611 161 1649 382113 . . , S

o wmm ie wsm|w bedziemy oblicza¢ rdznice
7 1949 195 2014 65035
8 2144 214 2228 819521 : Lt :
9 238 236 2460 101655 pOIIll@dzy wartosciami
10 2504 259 2718 124539 | 25000 .
11 2853 285 2004 -151.049
2 ae a4 a0 181669 uzyskanymi za pomoca
13 3452 345 669 217.025 , . .
W arer a0 4055 257702 | z00e0 procedury (3) a warto$ciami
15 4177 418 4482 304441
16 4505 450 4953 358,050 ——m . : : .
17 5054 505 5474 419477 -.-M(zﬂ funkCJl Wyk{adnlcze_] (0] tej
18 5560 556 6050 48973 |00
19 6116 612 6686 -569.985 . I 7
® o o 1 orsee samej wartosci A. W komorce
21 7400 740 8168 -76592 |
22 8140 814 9025 884739
22 8954 895 9974 -1019.88 go00 G4 Wplszemy fOfmul@
24 9850 985 11023 117344 . -
25 10835 1083 12182 -1347,79 :D4-F4 | kop'ujemy do
26 1918 1192 13464 -154556 -
27 13110 1311 14880 -1769.74 , .
28 14421 1442 16445 202385 konca tabeli dany(:h.
20 15863 1586 18174 231105
30 17449 1745 20086 -2636,13
31 19194 1919 22198 -300361 0
2 21114 2111 24533 -341875 e E 5 r a z b * .

Kazda zmiana odcinka czasu,
u nas wartos$ci komorki A9, nazwanej dt bedzie powodowala zmiany wykresu i pokazywata
zmiany interesujacej nas réznicy. Aby zmiany prezentowaly si¢ ptynnie zastosujemy w
arkuszu suwak. Mozliwo$¢ wstawienia suwaka daje nam znajdujaca si¢ na wstazce opcja
Deweloper. Zdarza si¢, ze jest ona niewidoczna na wstazce, wtedy nalezy wykonad
nastepujace kroki.

Klikamy myszka w lewym gornym rogu na Przycisk pakietu Office



41

H [y B

asd |
9)
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» Kliknij tutaj, aby otworzyc¢, zapisac lub Io?/-
- = wydrukowaé dokument i zobaczy¢ =

W wszystkie mozliwe czynnosci lgg
dotyczace dokumentu, =
Sc | Wy

3 @ Nacisnij klawisz F1, aby uzyska¢ dalsza pomoc.
4 | kwota poczatkowa 0 1000

mll

dm

Wybieramy Opcje programu Excel i zaznaczamy Pokaz karte Deweloper na wstazce,
nastepnie OK

r M9 ¢
@ : B Opcje programu Excel PX
Wid
1

Niedawno uzywane dokumenty i di ‘ i @ Zmienianie najbardziej popularnych opgji programu Excel
J Nowy B | ormuy
1 exp o] 5 Sprawdzanie Najczesciej uzywane opdje w pracy z programem Excel [
"‘; Otidns 2 Prob_T1_R3_p04_funkgja exp (1) = I 9% Zaplsywanie Pokaz minipasek narzedzi przy zaznaczaniu G
- 3 Prob_T3_R2_p04_element nieliniowy czll ol Zaswansowne zz‘kaa:f‘gjw{zw"wm
H Zapisz 4 Prob_T3_R2_p04_element nieliniowy czll = ||= Dostosowywanie Zawsze uwa‘ acionek Clearype L
5 5 Prob_T3_R2_p04_element nieliniowy czl = (= Dodatki Slichat oloriwe Niebleski [ )
= & Prob_T3_R2_p04_element nieliniowy czl = [k s i e e e ]
‘d. Zapiszlako: | rab TS p06 funkda exp el B R i (IR doiiriones]
8 Prob_T1_R3_p06_funkcja exp czIl = P e ‘
%b Drukui  * | g prop 13_R8_p10_pryzmat cat = e ‘:v‘k tekstu posstauowego V] B
1 Prob_T3_R8_p10_pryzmat czl = Widok domyéiny dia nowych arkuszy: ‘T v
ﬁ Przygotyj > grafik_basen_2015_1 = Dokanastepuc icbe akusz: 3
plan_wydatkow_1400_2015 = Personalizowanie kopii pakietu Microsoft Office [
_ﬁ Wyslij » plan_wydatkow_1400_2014-p = Nazwauntkowniks: [wser |
plan_wydatkow_1400_2015 = Wybierz jezyki, ktérych chcesz uzywaé w pakiedie Microsoft Office:
L/ Publikuj 4 plan_wydatkow_1400 (2) =
— plan_wydatkow_1400 (1) =
4"‘ Zamknij plan_wydatkow_1400_2014 = -
s . l‘_] Opcje programu Excel ‘ |X Zakongaz progra’m Excel } B
17 12 24RD UE 2RRG 217 NIR —TTT AT RITA T o

Na wstazce programu Excel pojawi si¢ opcja Deweloper, mozemy wstawi¢ do zmiany
parametru suwak.

W tym celu wybieramy ze wstazki Deweloper, nastepnie Wstaw -> Formanty formularza -
>Pasek przewijania i wybieramy miejsce gdzie chcemy umie$ci¢ suwak. W naszym
przyktadzie suwak umieszczony jest na komorkach A11-B11.

Po ustawieniu suwaka, wybieramy ze wstazki Wlasciwosci 1 ustawiamy parametry suwaka
we wlasciwosciach uzupetniajagc Formant danymi: warto$¢ biezaca, minimalna, maksymalna,
zmiana przyrostowa 1 tacze komorki. (u nas komodrka o nazwie dt). Zatwierdzamy
przyciskiem OK.
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Narzedzia gtowne

Narzedzia gtowne Wsta

7 Wstawianie 7 Uktadﬂstrony Formuty Dane Recenzja EZarejestruj makro
E 3] zarejestruj makro s B Wiasciwosci @ Uzyj odwotan wzg
o M‘;k'ra {5 Uzyj odwotar wzglednych ) &l Wyséwietl kod (e 3§\ Bezpieczenistwo m
I Iryi |
Basic 3\ Bezpieczenstwo makr projektowania % Uruchom okno dialogowe | Kod
= Fornanty formularza ERTY . | Pasekprzewiania 1~ (*
G4 v L||=EBE glmEe : —
A B C ("] Ax{& abl CH 28 I — = B
' Fouma Pasek przewijania (formantfor;n Iarza)‘ R
- jjani u
3 dt = f T —wr;=m(t) 3 .
[T A [a] = <% |
747! kwota poczatkowa 0 E© A& 3‘ 1000 ol 4  kwota poczatkowa
A 1000 1 1100 110 1104 5 1000
6 % przyrost w tyg.
7 10%
8 | tygodnie
9 4
10 o] O o}
11 o¢ || >0
o— —0
12
O\ + exp - | tE
[~
~—/ Narzedzia gtowne Wstawg pper
=== Formatowanie obiektu
P 3 *--| Zargjestruj makro 05ci maj
—— 5 Uz odwatan wzal| | Rozmiar | Ochrona | Whasciwosci | Sie¢ web } Formant ozszerz
Visual Makra
Basic U Bezpleczenstwa md | wartoéd biezaca: 1“ . dane
i Wartosé minimalna: |4 I [N
A9 ~a Wartoéé maksymalna: 10 =
A B . Zmiana przyrostowa: |y o
1 Majatek kzcl,l Zmiana strony: 10 s
0 g
2 | tyod tacze komdrki: |$A$9
[¥] Cieri 3-w
3 (
4 | kwota poczatkowa
5 1000 =
6 | % przyrost w tyg.
7| 10%
8 | ... tygodnie _____
<) - Foi——
10 o( | o >o 90—
1155 o o [ ox |[ anug |
12 |
9 2358 236 2460 |

Po zatwierdzeniu zmian mozemy zmienia¢ dane przyrostu czasu suwakiem. Przesuwaj
suwakiem 1 patrz jak zmieniajg si¢ interesujace nas roéznice w kolumnie G oraz warto$ci Mz
I M(t) a takze wykresy tych zaleznosci. Czy potwierdzaja one tez¢ przedstawiong w zadaniu?

W arkuszu Janusz wypelnij kolumn¢ G jak u Zuzanny, zmiany wprowadzane w warto$ciach
dt widoczne sg rowniez na wykresie zaleznosci Mj i M(t).

Zadanie 4



Chcac zbada¢ stuszno$¢ tezy przedstawionej w zadaniu 2 nalezy w kolumnie H wpisa¢ iloraz
warto$ci funkcji M(ts)/M(t3) dla chwil t4 i t3 a wpisang formute =F4/F3 kopiowa¢ w kilku
miejscach kolumny jak pokazano nize;.

H6 - [&]
A B C D E E G H | J K
Majatek Zosi
kolejne majatek
tygodnie Zosi przyrost funkcja ~ zad. 1 zad. 2 35000 T
dt M, dm MO M, - M)
kwota poczatkowa 0 1000 100 1000 0
1000 1 1100 110 1105 -5,17092 30000
% przyrost w tyg 2 1210 121 1221 -11.4028' .|
10% 3 1331 133 1350 -18,8588 1,105171
tygodnie 4 1464 146 1492 27,7247 1,105171
1 5 1611 161 1649 -382113 1,105171 25000
6 1772 177 1822 -50,5578 1,105171
& 2 7 1949 195 2014 650356 1,105171
8 2144 214 2226 -81,9521
9 2358 236 2460 -101655 20000
10 2594 259 2718 -124539
11 2853 285 3004 -151,049 1,105171
12 3138 314 3320 -181,689 1,105171
13 3452 345 3669 -217,025 FA7/F16 | 15000
14 3797 380 4055 -257,702 1,105171
15 477 418 4482 -304,441 1,105171
16 4595 459 4953 -358,059
17 5054 505 5474 419477 10000
18 5560 556 6050 -489,73
19 6116 612 6686 -569,985
20 6727 673 7389 -661,556
21 7400 740 8166  -765,92
2 8140 814 9025 -884,739 2000
23 8954 895 9974 -1019,88
24 9850 985 11023 -1173,44
25 10835 1083 12182 -134779
26 11918 1192 13464 -154556 0T T
27 13110 1311 14880 -1769,74 9 2 -
28 14421 1442 16445 -2023.65
Zadanie 5
Schowek Czcionka & Wyrownanie Liczba
G14 | £e| =G13+H13
A B c D E F G H . .
1 Zadanie 3 Kopiujemy do kolejnego arkusza arkusz
lokata z lokata z - - -
odsetkarmi oxkselkarid Zuzanny i modyfikujemy do potrzeb
2 lata po roku odsetki miesigce | co miesigc | odsetki . . « .
zadania, zmieniajagc nazwy kolumn oraz
3 dt M, dm, dt M, dM,,, . .
4 kwota poczatkowa 0| 1000.00 60,00 0| 1000.00 5.00 WpI'OW&dZEl_]QC formuly _]ak obok.
5 1000 1| 1060,00 63,60 1] 1005,00 503 , -
6 % roczny %miesieczne 2] 1123.60 67,42 2] 1010,03 505 W komoérce D4 formuk; —AS, w E4
7 6% 0,5% 3 119102 71,46 3101508 5.08 - * * . -
8 | kapitalizacja po 12 miesigcach 4 1262.48 75.75] 4 1020.15 510 fo uiq R D4 A$7 A$9 1 koplujemy
9 1 5| D8+E8 |D9"AST'A$9 5] 102525 513 W ko|umn|e
10 kapitalizacja co miesiac lokata roczna 6% z italizacj 6 1030,38 515 . . . . .
1 1 dsetek co s s18  Podobnie postgpujemy obliczajac odsetki
12 0 1000 5.00 8] 104071 520 . - . .
13 1] 1005.000 503 of iossil s oraz kapital obliczane 1 doliczane co
14 2 1010 505 10[__1051.14 526 o
15 3 1015 5.08| 11]__1056.40 528 miesiac.
16 4 1020 510 12[ 106168 531 €819C . lok Kanitali .
17 5 1025 513 13| 1086.99 533
7 T T Spra\.)vdzajq‘c okatg roczng w kapitalizacji
19 7 1036 5.18| 15 1077.68 5239
19 It L sl tores 531 miesigezne) piszemy takg samg formufe
21 9 1046 523 17| 1088.49 544 1 A 1alq
4 A iz 7 toese 244 jak w komorce E4 ale dzielimy przez 12,
23 11 1056 5.28| 19| 1099.40 550 TQ111 Taqt 0
2 L1 o 190 109940 550 bo dopisujemy co miesiac 6%/12.
25 13 1067 533 21 111042 555 Widad : :
26 14 1072 536 22| 111597 558 1dac, ze IOkaty majq roczne
27 15, 1078 5239 23] 112155 561 H H
z —— a2 s se oprocentowanie  jednakowe.  Jednak
29 17 1088 544 25]  1132.80 566 : : facd
2 e e—o 282 dopisywanie  odsetek co  miesigc
31 19 1099 550 27| 114415 572 : . : :
32 20 1105 552 28] 114987 575 powoduje, ze JeSt to warlant
33 21 1110 556 29| 115562 578 ini
34 22 1116 558 30] _ 1161.40 5381 korZyStmeJSZy-
35 23 1122 561 31| 1167.21 584
36 24 1127 5,64] 32| 117304 5387

Do pracowni fizycznej

Zapoznaj si¢ z tre$cig paragrafu 1.3.4 e-podrecznika; dotyczy on zagadnien zwigzanych
Z prawem zaniku promieniotwoérczego. Wykonujac ponizsze polecenia zwrd¢ uwage na
analogi¢ pomig¢dzy tym prawem a zanikiem majatku Janusza.
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1. Wykorzystaj arkusz Janusza dla zilustrowania nastgpujacej tezy: Dla wykladniczego zaniku
istnieje staly czas T12 (zwany czasem polowicznego zaniku) taki, ze dla dwoch chwil ty i to
=11 + T2 stosunek f(t2)/f(t1) = 1/2. Zbadaj stusznos¢ tej tezy dla kilku par t1 i to.

Czas polowicznego zaniku mozemy odczyta¢ z wykresu:

Majatek Janusza

Majatek, zt 1200 5

1000

—_
—Mit)

200

L1] 5 10 15 20 25 30 35 40
czas, tydzien

Potowa majatku Janusza to 500 zi. Czas po ktorym majatek ulegnie zmniejszeniu do potowy,
czas potowicznego zaniku majatku, wynosi okoto 7 dni.

Sprobujmy t¢ wartos$¢ odczytac z tabeli:

kolejne  majatek
tygodnie Janusza przyrost | funkcja

dt M, dM Mt} My - M)
0 1000 100 1000 0
1 900 90 905 -4,837418
2 810 81 819 -8,730753
3 729 73 741 -11.81822
4 656 66 670 -14.22005
5 590 59 607 -16.04066
6 531 53 549 -17,37064
7 478 48 497 18,2884
8 430 43 449 -18.86175
9 387 39 407 -19,14917



Wida¢, Ze ten czas wynosi okoto 6,5 tygodnia. Alena wykresie pokazano dwie liniie. Dla linii
czerwonej, czyli tej do ktorej zastosowano wzor funkcji wyktadniczej czas potowicznego
zaniku wynosi niemal 7 tygodnia. Natomiast dla linii niebieskiej ktéra odzwierciedla
ubytek majatku Janusza w naszym przypadku, ten czass jest nieco krotszy, wynosi okoto
6,5 tygodnia.

Bedziemy badac przebieg procesu opisany funkcja wyktadnicza (czerwong).
tl =2 tydzien , M =819
T1/2 =7 tygodni, M = 407

t; = 2 tydzien

Ty/, = 7 tygodni

M(2) = 819
M(7 +2) = M(9) = 407
M(9) 407 1

M(2) 819 2

Zachecamy do sprawdzenie tej zalezno$ci dla innych czasow.

2.%) Wykorzystaj arkusz Janusza dla zilustrowania nastepujacej tezy: Dla wyktadniczego
zaniku istnieje staty czas Tu taki, ze dla dwoch chwil t1 i t2 = t1 + Tu stosunek f(t2)/f(t1) =
u, gdzie ue(0; 1). Zbadaj stuszno$¢ tej tezy dla kilku par t1 i t2.

Zadanie podobne do poprzedniego. Ale tym razem, ustalmy nasz czas staly:

t = 3 tygodnie

M(2) =819

M(5) = 607
M(5) 607
—=—=0,74
M(2) 819

M(4) =670

M(7) = 497
M(7) 497
——=—=0,74
M(4) 670

3. Wykorzystaj arkusz Janusza dla rozwigzania nastg¢pujacego zadania: Janusz dostal na
urodziny kwote 100 zt. Postanowil na swoje biezgce potrzeby wydawaé co tydzien 5%
posiadanej jeszcze kwoty. Po pewnym czasie Janusz stwierdzil, ze pozostato mu juz tylko
10 zt. Jak dawno temu Janusz mial urodziny? Okresl doktadno$¢ uzyskanego wyniku.
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Zapiszmy dane poczatkowe w arkuszu:

3

4 | kwota poczatkowa
5 100

6 U przyrost w tyg.
[ 5%

B tygodnie

9 1

10

11 < >
12

13

Tabela z majatkiem Janusza wyglada tak:

kolejne = majatek
tygodnie Janusza przyrost  funkcja

dt M, dM Mt} M- M)
0 100 5 100 0

1 95 4,75 95 -0,122942

2 9025 45125 90 -0,233742

3 857375 4 86 -0,333298

4 51 4 82 -0,42245

5 77 4 78 -0,501985

6 74 4 74 -0,572633

7 70 3 70 -0,635079

8 66 3 67 -0.689961
J4 I | lg -U_ fgogd|
35 17 1 17 -0,769056
40 16 1 14 2244393
45 15 1 11 4.449103
50 14 1 8 6,031074

rr A d - T AT AOAN

Po okoto 45 tygodniach jego majatek spadnie do okoto 10 zt.

4. Jeden z wykresow w §1.3.4 pokazuje krzywe zaniku czterech réznych izotopow,
roznigcych si¢ czasem potowicznego zaniku (czas ten jest podany w tabeli 1.).
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N/N

100%

90%

80%

70%

60%

50%

40%

30%

20%

10%

0%
0 5 1 1 2 t [lata

W tekscie stwierdzono, ze cho¢ wykresy te nie pokrywaja si¢, to powinny mie¢ jednakowy
»ksztalt”. Nie jest to na pierwszy rzut oka oczywiste. Przygotuj arkusz kalkulacyjny, by
zawieral tabele, na podstawie ktorej wygenerowano powyzszy wykres. Zaproponuj taka
organizacj¢ wspolnego wykresu, by zilustrowaé teze, iz krzywe zaniku maja jednakowy
ksztatt.

Dlaczego te wykresy maja pozornie rozny ksztatt? Aby odpowiedzie¢ na to pytania spojrz
do tabeli, gdzie podano czasy potowicznego zaniku tych izotopow.
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lzotop Ty, rozpad Warto wiedzieé
1ac 5730 lat; produkowany w gornych warstwach atmosfery ziemskiej,
B stosowany do datowania radioweglowego w skali archeologiczne;
238 4,5 miliarda lat; wykryto na jego przyktadzie zjawisko promieniotworczosci
o naturalnej; stosowany do datowania w skali geologicznej
214p, 139dni; najtrwalszy izotop polonu, odkryty przez Marie Sktodowska-Curie
o (wraz z radem 22%Ra) jako jeden z produktow przemiany 222U
235 700 milionow lat; | jest uzywany jako paliwo w reaktorach jadrowych i bombie
o atomowe]
314 12,3 lat; stosowany do znakowania zwigzkdw chemicznych i jako paliwo w
B reaktorze termojadrowym i bombie wodorowe;
59Co 5,3 lat; stosowany w radioterapii, przy sterylizacji zywnosci, do radiografii
B, 2y strukturalnej
s0g, 28,8 lat; produkt rozszczepiania 22°U w bombie atomowej, niebezpieczny
B ze wzgledu na mozliwos¢ gromadzenia sie w tkance kostnej

Czy teraz potrafisz da¢ odpowiedz ?

. (*) W porozumieniu z nauczycielem fizyki wyszukaj zagadnienia, w ktorych wystepuje
wykladniczy zanik okreslonej wielkosci fizycznej (przyktady: zanik predkosci ciata
w osrodku lepkim pod wplywem hamujacej sity proporcjonalnej do predkosci; zanik
tadunku na oktadkach kondensatora roztadowywanego przez opornik). Dla wybranego
zagadnienia przygotuj arkusz opisujacy taki zanik, analogiczny do arkusza Janusza.
Uzupehij przygotowany arkusz o kolumne i wykres, obrazujace zmiany w czasie innej
wielkosci charakterystycznej dla wybranego zagadnienia (np. w zagadnieniu
Z hamowaniem ciata w o$rodku lepkim zbadaj przebyta droge; w zagadnieniu
Z kondensatorem zbadaj natezenie pradu w obwodzie).
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