Problem komputerowy Nr 1.3.03
»SzZereg promieniotworczy”

I. Z pracowni fizycznej.

1. Naturalne szeregi promieniotworcze.

W paragrafie 3.3 pierwszego tomu e-podrecznika oméwiono problematyke wystgpowania na
Ziemi naturalnych izotopéw promieniotworczych. Podlegajg one przemianom o lub B, z bardzo
roznymi czasami polowicznego zaniku Ti (to ostanie pojecie jest omowione w §3.4, wraz
Z pojeciem stalej zaniku promieniotworczego A). Tak jak cata ziemska materia, izotopy te
powstaly w wybuchu masywnej gwiazdy na dlugo przed uformowaniem Uktadu Stonecznego.
Z kolei od czasu powstania Stonca i planet - w tym Ziemi - min¢to na pewno 4,5 miliarda lat.
Gdy wigc zadajemy pytanie o obecno$¢ na Ziemi izotopow dlugozyciowych (o czasach
potowicznego zaniku poréwnywalnych z wiekiem Ziemi), np. uranu 28U (T2 = 4,5 mld lat) czy
toru 232Th (T2 = 13,9 mld lat), to odpowiedz jest oczywista. Od poczatku uformowania Ziemi
jakas czes¢ jader atomowych takich izotopow ulegla przemianie, pozostate jeszcze nie.

Istnieja jednak na Ziemi naturalne izotopy krotkozyciowe, ktorych czasy potowicznego zaniku
sa rzedu lat, dni, godzin, sekund a nawet mniej. Jak to jest mozliwe, ze jadra atomowe takich
izotopéw nie ulegly praktycznie catkowitemu rozpadowi od czasu uformowania Ziemi?
Odpowiedz na to pytanie wigze si¢ z istnieniem tzw. szeregébw (,,rodzin”’) promieniotworczych
i wystepowaniem w nich rownowagi promieniotworczej pomig¢dzy izotopem poczatkowym
w szeregu (,,ojcem rodziny”) a pozostalymi izotopami. Przyblizymy sobie to pojecie na
przyktadzie zaczerpnigtym ze $wiata finansoéw.

2. Dwuosobowa rodzina ,.promieniotworcza”.

Przypomnij sobie pierwsza historyjke¢ o Zuzannie i Januszu, rodzenstwie, ktore dostato prezent
urodzinowy w postaci niematej gotowki. Janusz postanowil wtedy, ze bedzie co tydzien wydawat
takg samg cze$¢ A swoich biezacych zasoboéw (A = 0,1/tydzien). W efekcie, po roku Janusz byt
praktycznie bez grosza. Rodzice, widzac te sktonnosci syna, w kolejne urodziny zmienili zasady:
kwote w wysokos$ci Do nalezng Januszowi przekazali w depozyt jego siostrze. Zalecili jej, by pod
koniec kazdego tygodnia przekazywala bratu zawsze takg sama cze$¢ Ap pozostajacego depozytu
D (ustalono, ze Ap bedzie réwne 10% na tydzien - tak jak Janusz ustalit w poprzednim roku dla
swoich wydatkoéw). Przekazanymi srodkami Janusz moze dysponowa¢ dowolnie.

Nieco upokorzony Janusz (kto by nie byt w jego sytuacji?) postanowit, Ze zrobi wszystkim na
zlo$¢ 1 bedzie wydawat w kazdym tygodniu okreslong czg$¢ swojego majatku M, ale znacznie
wigksza niz w poprzednim roku. Ustalit wigc sobie, Ze tempo wydawania przez niego pieni¢dzy
wynosi¢ bedzie Ay = 0,25/tydzien (oznacza to, ze Janusz wyda - w kazdym tygodniu - jedng
czwartg pieniedzy, jaka mial na poczatku tygodnia!).

Na podstawie tego opisu mozemy sformutowac nastepujace dwa rownania, ktore pozwolg

zaprogramowac¢ arkusz przedstawiajagcy w funkcji czasu stan zarzadzanego przez Zuzanng
depozytu D(t) oraz stan majatku Janusza M(t):

AD = -Ap'D-At 1)
AM = -AD - A M-At )
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Pierwsze réwnanie opisuje wykladniczy zanik depozytu w funkcji czasu. Cotygodniowa
zmiana wysokosci depozytu AD jest bowiem ujemna. W drugim rownaniu uwzgledniono dwa
przyczynki do zmiany majatku M, jakim dysponuje bezposrednio Janusz. Pierwszy sktadnik po
prawej stronie rownania (2) jest dodatni (bo AD jest ujemne); opisuje on fakt, ze ile pieniedzy
ubylo z depozytu, tyle zostaje przekazane przez Zuzke Januszowi. Drugi czton, ujemny, opisuje
wydawanie pieniedzy przez Janusza. Na tej podstawie mozemy przewidywaé, ze majatek
Janusza M(t) moze zar6wno rosna¢ jak i malec.

Warto zwréci¢ uwage, ze stosunek Ay/Ap rowny 2,5 oznacza, ze czas potowicznego zaniku
majatku Janusza powinien stanowi¢ 40% (odwrotnos¢ 2,5) czasu potowicznego zaniku depozytu
u Zuzanny. Tak byloby, gdyby Janusz wydawal posiadany majatek w oderwaniu od tego
depozytu. Okaze si¢ jednak, ze charakter zaniku M(t) bedzie inny niz oczekiwany; wigze si¢ to
Z osiaggnigciem przez ten majatek swoistej rownowagi z depozytem D(t), od ktérego pochodzi.

3. Co jeszcze tak dziata?

W trzeciej czeéci ¢wiczenia objasnimy szczegdlowo, na czym polega rOwnowaga w szeregu
promieniotworczym. Réwnowaga ta nie jest jednak wylaczng cecha takich szeregow. Wystepuje
ona zarowno w przyrodzie jak i w technice, w wielu ukladach, w ktérych wyodrgbnia si¢
poduktad ,,nadrzedny” (zasilajacy, sterujacy) oraz ,,podrzedny” (zasilany, sterowany). Ten ostatni
ma pewne cechy wilasne, wynikajace z jego fizycznych wlasciwosci albo technicznej konstrukeji.
W naszym przyktadzie takim zasilanym podukiadem jest majatek Janusza. Jego cecha wiasna
jest czas potowicznego zaniku M(t), wynikajacy z podjetej przez Janusza decyzji o wartosci Aj.
Jednak istnienie poduktadu zasilajgcego - u nas jest to depozyt - powoduje, ze poduktad zasilany
»zatraca” wlasng ceche, przejmujac ja od ukladu zasilajacego. Jest to niezalezne od stanu
poczatkowego obu uktadow, jesli tylko stan ten pozwoli na osiggnigcie rdwnowagi.

Mozna to zilustrowa¢ na przyktadzie dwoch stozkowych lejkow.
Tempo wyptywu wody z kazdego z nich jest tym wieksze, im wigcej jest
w nim wody. Jednak tempo to zalezy takze od innych cech lejka, w tym
od szeroko$ci wylotu. Nie ma watpliwosci, ze czas charakterystyczny t1
wyptywu wody z lejka na rys. 1 jest dluzszy od tak samo rozumianego
czasu T2 lejka na rys. 2. - gdy lejki te napelnimy do tego samego poziomu
1 gdy woda z nich wyptywa niezaleznie. Gdy jednak bedziemy zasila¢
lejek 2 woda z lejka 1 (rys.3), to po osiggnigciu stanu rOwnowagowego,
woda z lejka 2 wyplywac bedzie w takim samym tempie jak z lejka 1.

Rys. 1. Lejek z Rys. 2. Lejek z
wylotem waskim wylotem szerokim

Rys. 3. Lejek z
waskim wylotem
zasila woda lejek z
wylotem szerokim
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rys. 2a. Przecigcie funkcji statej rys. 2b. Przecigcia funkcji statej
z monotoniczng funkcja &(n) z niemonotoniczng funkcja &(n)
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1. W pracowni informatycznej.

1. W pustym arkuszu przygotuj pie¢ komorek na wprowadzanie wartosci parametrow
zagadnienia (w nawiasie podano proponowane wartosci domys$lne): kroku czasowego
(At = 1 tydzien), wspétczynnika cotygodniowej wyptaty z depozytu (Ap = 0,1/tydzien, czyli
10% na tydzien), poczatkowej wartosci depozytu (Do = 1000 zl), wspotczynnika
cotygodniowego wydatkowania pienigdzy przez Janusza (Ay = 0,25/tydzien), poczatkowe]
warto$ci majatku Janusza (Mo = 0).

2. Przygotuj tabele zawierajaca:
- kolumng biegnacego czasu, z krokiem At, powinna ona obejmowac okoto roku;
- kolumng stanu depozytu D(t);
- kolumng (pomocniczg) tygodniowej zmiany depozytu AD, obliczanej wedlug wzoru (1);
- kolumne stanu majatku Janusza M(t);
- kolumne (pomocniczg) tygodniowej zmiany majatku AM, obliczanej wedlug wzoru (2);

t D (1) AD M (t) AM
[tydz] [z] [z [zh] [z]
0 =A7 =-D2*$A35*SAS3 =SAS11 =-$F2*$AS9*SA$3-E2

=C2+8AS3=D2+E2 =-D3"SA$5"SAS3 =F2+G2 =-SF3*SAS9*SAS3-E3

3. Sporzadz wspolny wykres zaleznosci D(t) oraz M(t). Zwrd¢ uwage, ze majatek Janusza
Z poczatku ro$nie, po czym zaczyna male¢. Objasnij ten fakt.

1200
D(t) M(t)

1000

800 -

600 ——

0 10 20 30 40 50 60
t [tydzien]

4. Zmieniaj warto$¢ poczatkowa depozytu. Przekonaj si¢, Ze zmiana ta nie wplywa znaczaco na
przebieg majatku M(t).

5. Zwickszaj majatek poczatkowy Janusza (w granicach Mo < Dg). Opisz zmiany w przebiegu
M(t) wywotane zwigkszaniem Mo.
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6. Zmieniaj wartos¢ wspélczynnika Ap (w granicach Ap < Aj). Opisz skutki zwigkszania
i zmniejszania Ap dla przebiegu M(t). Czy uwazasz, ze sytuacja, w ktorej M(t) staje si¢ wicksze
niz D(t), jest paradoksalna lub wrecz niemozliwa w rzeczywisto$ci?

7. Zmieniaj warto$¢ wspotczynnika Ay (W granicach Ap < Aj). Opisz skutki zwigkszania
I zmniejszania A; dla przebiegu M(t). Czy uwazasz, ze sytuacja, w ktorej M(t) staje si¢ wigksze
niz D(t), jest paradoksalna lub wrecz niemozliwa w rzeczywistosci?

Przygotuj suwaki do ptynnej zmiany wskazanych wartosci. Jak tworzy¢ suwaki opisane jest
w tresci lekeji 24.

A B

SUWAKI
At [tydz]
1
A [1/tydz] 10
0,1 < >
Do [z1]
1000 < >
Al [1tydz] 25
0,25 < >
Mo [zi]
11 0 £/l >

S @ NG ;s WwN =

lscr)\niZej wykresy zaleznos$ci D(t) oraz M(t) po zmianie wartosci poczatkowych.
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I11. Do pracowni fizycznej.
1. Zapoznajmy sie z dzialaniem modelu.

Przyjrzyjmy si¢ tabeli zapisanej w arkuszu, a nast¢pnie popatrzymy jak dziata nasz model.

Ustalmy depozyt dla Janusza, ktéry jest u Zuzanny na 1000 ziotych. Ustalmy tygodniowa
wyplate dla Janusza w wysokosci 10% aktualnego depozytu. Majatek Janusza bedzie wzrastat:
100, 190, 271, ... Gdyby Janusz nie wydawal pienigdzy, to po pewnym czasie caly depozyt
znalaztby sie w jego kieszeni. Zwrd¢my jednak uwage (tabela), ze nawet po roku, jeszcze
skromna cz¢$¢ jego majatku znajduje si¢ u Zuzanny.

40 15 7 985 1
41 13 7 987 1
42 12 7 A 988 1
43 1 7 989 1
44 m " o 990 1
45 g " 4 991 1
46 g8 7 992 1
47 7 7 A 993 1
48 & 7 994 1
49 & 7 A 994 1
50 5 74 995 1
51 5 T 0 995 0
52 4 " 0 996 0
1200
D(t) M(t)
1000 = =
_ ///——

/N

200

T
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T T = |' =
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t [tydzien]
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Dajmy teraz szanse¢ Januszowi wydawac pienigdze. Ustalamy, ze Janusz jest oszczedny, nie
wydaje wszystkich pienigedzy, ktore otrzyma. Mamy mozliwo$¢ obserwacji jak zmienia si¢ jego
majatek gdy tygodniowo wydaje od 1% do 30% kwoty, ktérg posiada. W kazdym przypadku
obserwujemy wzrost majatku Janusza, ale tylko do pewnego czasu. Popatrzmy na kilka
przypadkow:

Janusz bardzo oszczedny - A; = 1% na tydzien

W 27 tygodniu jego majatek osigga maksimum réwne 782 zt (tabela).

1200

D(t) M(t)

1000

BOO

N\ T

400

N

D T T T "‘I“ T - 1
0 10 20 30 40 50 &0

t [tydzien]

Janusz mato oszczedny - Ay = 30% na tydzien

A teraz zatozmy, ze Janusz wydaje w kazdym tygodniu 30% kwoty, ktora posiada. W tym
przypadku, maksimum zostaje osiaggnig¢te juz po 5 dniach (a wigc wczesniej niz w przypadku
,,08zczgdnego” Janusza). Warto§¢ w maksimum wynosi jedynie 213 zlotych i jest nizsze niz W
poprzednim przyktadzie - jak zreszta mozna bylo oczekiwac.
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1200

D{t) M{t)
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H 10 20 30 40 50 &0

t[tydzien]
Widac¢ stad, ze na poczatku obserwujemy wzrost majatku Janusza, jednak w zwigzku z tym, ze

wydaje on pienigdze, to pewnym czasie jego majatek zaczyna male¢. Nie moze rosngé w
nieskonczono$¢ gdyz depozyt pozostawiony w gestii Zuzanny topnieje.

2. Osiaganie rOwnowagi.

W obu ostatnich przyktadach mozemy zaobserwowac ciekawg prawidtowos¢. Nastepuje ona
po osiagnigciu maksimum i polega na tym, Ze co pewien okres czasu majatek Janusza maleje o
potowe. Jest to zwigzane z osigganiem przez funkcje M(t) swoistej rownowagi z funkcjg D(t).

Przypomnijmy (§3.4 1. tomu e-podrgcznika), ze czas potowicznego zaniku Ti2 zwigzany jest
z parametrem A zwigzkiem odwrotnie proporcjonalnym:

In(2)
Ty =
A

Poniewaz In(2) ~ 0,693, to dla domy$lnych wartosci Ap i Ay uzytych w arkuszu uzyskamy
przyblizone warto$ci czasoOw potowicznego zaniku Tp ~ 7 tygodni i T; ~ 2,8 tygodnia.
Osigganie rownowagi pomigdzy majatkiem Janusza a depozytem u Zuzanny mozesz
przesledzi¢ wykonujac ponizsze polecenia. Po stwierdzeniu kazdej prawidlowosci, zapisz
wniosek z niej wynikajacy dla tempa zaniku D(t), M(t) 1 dla osiggania stanu rownowagi M(t) z
D(t). Mozesz zacza¢ od przejrzenia kilku przyktadowych realizacji i komentarzy do nich.
2.1 Sprawdz (skorzystaj raczej z tabeli niz z wykresu), ze stan depozytu wykazuje nastepujaca
prawidtowos¢: jesli wezmiemy wartos¢ D(t) w dowolnym tygodniu, to po siedmiu
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tygodniach warto$¢ ta spadnie - w rozsadnym przyblizeniu - do potowy wartosci sprzed
siedmiu tygodni. Jest to prawidtowo$¢ charakterystyczna dla zaniku wyktadniczego.

2.2 Zbadaj (skorzystaj takze z tabeli), czy zalezno$¢ M(t) ma opisang wyze] wiasnosé
(przyjmij Mo = 0). Sprobuj znalez¢ taki tydzien, w ktorym M(t) stanowi - w rozsadnym
przyblizeniu - potow¢ wartosci M sprzed okoto trzech tygodni (T; ~ 2,8 tygodnia).
PrzeprowadZz podobne proby przy innych wartosciach Mo (Mo < Do). Twoje proby
zakoncza si¢ zapewne niepowodzeniem.

2.3 Powtorz powyzsze badanie (zacznij od Mo = 0 i tez skorzystaj raczej z tabeli), ale tym
razem szukaj takiego tygodnia, w ktorym M(t) stanowi - w rozsagdnym przyblizeniu -
potowe warto$ci M sprzed siedmiu tygodni. Przeprowadz podobne proby przy innych
warto$ciach Mg (Mo < Do). Tym razem, Twoje proby zakoncza si¢ zapewne sukcesem.
Takich tygodni znajdziesz wiele (tak jak w punkcie 1.1), cho¢ nie od samego poczatku
procesu, lecz po uptywie kilkunastu (moze dwudziestu kilku) pierwszych tygodni i na
pewno po osiggnieciu przez M(t) swojej maksymalnej wartosci.

2.4 Powtorz obserwacj¢ z punktu 5. drugiej czegsci ¢wiczenia (tu sprobuj skorzystac
z wykresu). Zwro¢ uwage, ze wartoS¢ Mo wpltywa na przebieg M(t) tylko w pierwszej
czgsci roku. Po kilkunastu (moze dwudziestu kilku) pierwszych tygodniach wptyw Mo na
przebieg M(t) przestaje by¢ praktycznie zauwazalny.

Przyktadowe realizacje.
Ustawmy parametry naszej symulacji tak: Depozyt poczatkowy - 1000 zt, wydatki Janusza
- 19% na tydzien. Otrzymamy takie wykresy:

1200 O } 8
D{t) Mit)

1000

BOO

600 [1 {1

400

. //“\

N 1)

H 10 20 30 40 50 &0
t [tydzien]
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Po okoto 20 tygodniach nastepuje wrecz zrownanie wartosci depozytu i majatku.

Popatrzmy na zawarto$¢ tabeli D(t).

t D {t)

[tyd=z] [=t]

0 1000
1 goo
2 g0 "
3 72a ©
4 esa
8 531 :
7 atg T
g g0 T
] g7 "
10 asg I
11 alqa I
13 254 :
14 a9 I
15 208 T
16 185 7
17 |7 T
18 150 "
20 122 :
21 w09 I
e} o
23 gz *
24 g0 [
25 72
27 g :
28 gz
29 a7 T
a0 42 r
21 ag ©
a2 g F
24 28 :
a5 25 F

Zauwazmy pewng prawidtowos¢. Depozyt caly czas maleje, ale w szczegdlny sposob. Co siedem
dni warto$¢ depozytu zmniejsza si¢ mniej wiecej o potowe. W tabeli zaznaczono to kolorami
z6ttym (tygodnie 2., 9., 16., itd.) oraz zielonym (tygodnie 5., 12., 19., itd.).

Czy tak samo zachowuje si¢ majatek Janusza? Tak, ale dopiero od chwili, gdy depozyt 1 majatek
zaczynaja jednakowo male¢, co zaznaczono kolorem niebieskim:
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h|

b B . B |
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b |

r
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|

240

211
197
182
168
155
142

EE]
a0
82
T4

&7
61

50
45
41
37
33
30

24
22

aida A lda R TR R el A A A A

A teraz, zalozmy, ze Janusz na poczatku roku dysponowat pewnym kapitatem Mo. Popatrzmy jak

bedzie zmieniat si¢ jego majatek w czasie.

Jako wzorzec wezmy Mo = 0 zt

17 187 "
18 150 "
19 125 F
20 122 "
22 a8
23 gg "
24 s T
Zbadajmy Mg
18 185
17 167
15 150
19 125
20 122
22 a8
23 59
24 80
25 72

-17 154
-18 142
-14 120
-12 119
=11
-10 o9
-8 90
-8 82
100 zt
-18 171
=17 157
-15 144
-14 132
-12 120
-1 [EE
-10 100
-9 91
-8 82
-7 75

Zbadajmy tez Mo = 500 zt
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20
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24
25

282
254
2239
208

167
150
135
122
108
58
85
20
T2
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b I B B B . I B |
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3. Kilkuelementowa rodzina promieniotworcza.

Przeprogramuj swoj arkusz tak, by uzyskacé ilustracje sytuacji bardziej zblizonej do
rzeczywistych szeregdw promieniotwdrczych. Oprocz depozytu u Zuzanny i majatku Janusza
wprowadz jeszcze dwie zmienne Mz i Ms. Przyjmij dla nich parametry A» i A3 (uszanuj zasade,
ze Ap jest najmniejsze ze wszystkich L) oraz poczatkowe wartosci Moz i Moz réwne zero. Dla
kazdej ze zmiennych przygotuj dwie kolumny: wartos$ci tej zmiennej i cotygodniowej jej
zmiany. Zmian¢ t¢ oblicz zgodnie ze wzorem (2), odpowiednio ,,przesunietym”. Dodaj
wykresy nowych zmiennych do juz istniejacego wykresu.
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3.1 Zbadaj wptyw wartosci poczatkowych na przebieg wykresow M(t). Zauwaz, ze podobnie
jak wczesniej, zmiany te sg zauwazalne tylko w pierwszych tygodniach.
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3.2 Zbadaj wptyw warto$ci A na przebieg wykresow M(t). Zweryfikuj hipotezg: ,,Im wigksza
wartos¢ A ma izotop rodziny promieniotworczej, tym jego zawarto$¢ wsrdd innych
izotopOw jest mniejsza’.

4. Rzeczywisty szereg promieniotwOrczy - uranowy ..4n + 2.

Izotop uranu 2%U jest poczatkiem szeregu promieniotworczego, ktorego wszystkie izotopy
maja wspolng ceche: ich liczby masowe A sg podzielne przez cztery z reszta dwa (stad nazwa
»an +27). W tabeli pokazano kilka pierwszych i ostatnich izotopow tego szeregu - zajrzyj do
internetu, jesli interesuje Ci¢ caly szereg czy pozostate trzy szeregi. W tabeli podano tez nazwe
przemiany prowadzacej do nastgpnego cztonka rodziny oraz przyblizony czas potowicznego
zaniku dla izotopu wyjsciowego. Warto zwroci¢ uwage, ze szereg ten w kilku miejscach sie¢
rozgalgzia - niektore izotopy podlegaja zar6wno przemianie o jak 1 3.
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Zwro¢ uwage na olbrzymig rozpigto$¢ czasoOw potowicznego zaniku izotopéw w tym szeregu.
Zastandéw si¢ nad mozliwos$cig zaprogramowania ,,losOw” takiej rodziny w arkuszu. Na jakie
problemy napotkasz?
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