Problem komputerowy Nr 3.8.10
,,Przejscie $wiatla przez pryzmat - cz. 11”

I. Z pracowni fizycznej.

1. Przej$cie $wiatla przez pryzmat. Kat odchylenia.

W paragrafie 8.10 trzeciego tomu e-pod-
recznika opisano bieg $wiatta monochroma-
tycznego w pryzmacie. Przeczytaj raz jeszcze
0 przebiegu doswiadczenia pokazowego z pryz-
matem. Przypomnij sobie rysunek i zastosowane
tam oznaczenia. Zapoznaj si¢ takze z opisem
zawartym w pierwszej cze$ci problemu kom-
puterowego ,,Przejscie $wiatla przez pryzmat”
I Z wyprowadzeniem zalezno$ci kata odchylenia €
od kata padania o §wiatlta na pryzmat. Zwigzek
ten zawiera dwa parametry opisujace cechy pryz-
matu: jego kat tamigcy ¢ i jego wspodtczynnik
zalamania Swiatla n. Rys. 1. Bieg §wiatla przez pryzmat

e=a—g@+arcsin(n-sin(e — arcsin(% -Sin(@)))) 1)

Zwiazek ten poshuzy nam do doswiadczalnego wyznaczenia wspoOlczynnika zatamania n
pryzmatu.

2. Pomiar.

W doswiadczeniu analogicznym do opisanego w §8.10 zmierzono kat padania wiazki
monochromatycznego $wiatla na pryzmat; uzyskano a = 26,5° = 0,5°. Zmierzono nastepnie kat
odchylenia tej wigzki od pierwotnego kierunku; uzyskano & = 24,5% + 0,5%. Zmierzono wreszcie
kat lamigcy pryzmatu; uzyskano ¢ = 45,0°+ 0,5°. Celem pomiaru jest wyznaczenie
wspotczynnika zatamania materiatu, z ktérego wykonano pryzmat.

Gdy przyjrzymy si¢ wzorowi (1), to stwierdzimy, ze przy znanych warto$ciach o, € 1 o,
zawiera on tylko jedng niewiadomg - n. Jednak algebraiczne rozwigzanie tego réwnania ze
wzgledu na n (czyli tzw. wyliczenie n z tego wzoru) jest niemozliwe - rownanie jest zbyt
skomplikowane. Dlatego tez nalezy zastosowac¢ inng procedure, ktoéra pozwoli w przyblizeniu
wyznaczy¢ warto$¢ n, spetniajaca to rOwnanie.

Odpowiednie zaprogramowanie arkusza kalkulacyjnego pozwoli wyznaczy¢ warto$¢ n
W sposob tabelaryczny, graficzny oraz z zastosowaniem narzedzia ,,Solver”.

3. Rozwiazanie tabelaryczne i graficzne - badanie zaleznosci g(n).

Wzor (1) mozna potraktowac jako zalezno$¢ kata odchylenia € od wspdtczynnika zatamania n;
kat padania a 1 kat tamiacy ¢ pelnig wtedy role parametrow tej zaleznosci. Mozemy wigc, przy
zmierzonych (a wigc ustalonych) wartoSciach o I @, stabelaryzowaé wartosci funkcji €(n)
i rozpozna¢, dla jakiej warto$ci n funkcja przyjmuje zmierzong w doswiadczeniu warto$¢ €. Ta
metoda pozwala wyznaczy¢ n z dowolng dokladno$cia - wystarczy tabelaryzowaé funkcje
z coraz drobniejszym krokiem.
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Mozemy takze wykresli¢ funkcje g(n) 1 sprawdzi¢, w jakim punkcie przecina si¢ ona ze stalg
funkcjag o warto$ci € zmierzonej w doswiadczeniu (rys. 2a); odcig¢ta tego punktu jest
rozwigzaniem zagadnienia. Cho¢ metoda ta nie pozwala, na ogot, na osiagnigcie dowolnie duzej
doktadnosci, to dzigki niej tatwo rozstrzygniemy inng kwestie: sprawdzimy, czy zalezno$¢ €(n)
jest monotoniczna w interesujagcym nas przedziale zmiennos$ci n (tzn. czy jest to funkcja rosngca
czy malejaca). Jest to o tyle istotne, ze w przypadku funkcji niemonotonicznej (czyli takiej, ktora
raz jest rosngca, raz malejaca), punktow przeciecia z funkcja stata moze by¢ kilka (rys. 2b).
Wtedy konieczne bedzie rozstrzygnigcie, ktore sposrod punktow przeciecia sg wiasciwymi
rozwigzaniami zagadnienia.

A A

e e

1

1

1

1

! n n
rys. 2a. Przecigcie funkcji stalej rys. 2b. Przeciecia funkcji statej
z monotoniczng funkcjg &(n) z niemonotoniczng funkcja &(n)

Dodatkowa korzyscig zastosowania metody graficznej jest mozliwo$¢ wskazania procedurze
numerycznej, takiej jak ,,Solver”, odpowiedniego punktu do rozpoczgcia poszukiwan
rozwigzania zagadnienia.

4. Rozwigzanie numeryczne - narzegdzie ,,Solver”.

Narzedziem do analizy warunkowej jest dodatek Solver, opisany w zajeciach Temat 5: Solver.
Jest on podobny do funkcji Szukaj wyniku, ale moze uwzgledni¢ wigcej zmiennych. Aby mie¢
mozliwo$¢ uzywania Solvera nalezy najpierw zainstalowac ten dodatek Excela.

Plik/‘Opcje /Dodatki’. Narzedzie Solver znajduje si¢ w grupie Dane/Analiza

Il. W pracowni informatycznej.
cz. 1. Rozwiazanie tabelaryczne i graficzne.

1.1 W pustym arkuszu (mozesz tez wykorzysta¢ drugi arkusz z pierwszej czgsci ¢wiczenia,
odpowiednio go modyfikujgc) przygotuj szes¢ komorek na wprowadzanie wartosci katow
a=26,5° £=245%i ¢ = 45° zmierzonych w do$wiadczeniu (uzytkownik wprowadza kat
w stopniach, program przelicza na radiany).

KAPITAL LUDZKI a cunoreses
CZEOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FUNDUSZ SPOLECZNY

e e T

Projekt wspotfinansowany ze srodkow Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



2

3| gl(deg)
4 45
5 @ (rad)

] 0,785
7 | a(deg)
8 26,5
9 | a(rad)
10 0,463
11| =(deg)
12 245
13| e(rad)
14 0,428

1.2 Przygotuj tabele, ktora bedzie zawierala wartosci liczbowe funkcji (1). W pierwszej
kolumnie tabeli wprowadz wartosci wspotczynnika zalamania n w przedziale <1; 3>,
w krokach co 0,1. Jest to przedzial, w ktorym zawieraja si¢ wspolczynniki zatamania
wigkszo$ci znanych substancji. Zdecyduj, czy warto$ci funkcji &(n) wpiszesz od razu do
nastepnej kolumny zgodnie ze wzorem (1), czy postanowisz zamies$ci¢ kolumny pomocnicze,
zawierajace wartosci pozostatych katow B, y i 8, z ewentualnym przeznaczeniem po dwie
kolumny na kazdy z katow (dla jego miary w stopniach i w radianach). W kazdym
przypadku, w przedostatniej kolumnie tabeli umies¢ wartosci kata odchylenia ¢, obliczonego
dla zadanej warto$ci wspolczynnika zalamania. W ostatniej kolumnie umie$¢ warto$¢ kata
odchylenia ¢ zmierzonego w doswiadczeniu. Kolumna ta postuzy do wykreslenia funkcji
statej. Pamietaj o adresowaniu bezwzglednym przy kopiowaniu komorek.

B (rad) = 7 (deg) |  (rad) = , 2 (deg) = | = (deg)
n arcsin{sin{a)/n) B (deg) =p—p ¥ (rad) arcsin{n*siny) 8 (deg) a+8—¢ |zmierzone
1 0,463 26.5 18,5 0,323 0,323 18.5 0.0 245

1.1 0.418 239 211 0,368 0.407 23.3 48 245

1.3 Sporzadz wykres zaleznosci g(n). Ogranicz dziedzing wykresu do takich wartosci n, dla
ktérych mozliwe jest wyliczenie kata € (nie zachodzi catkowite wewngtrzne odbicie - §8.1 -
przy wyjsciu $wiatta z pryzmatu). Wykorzystaj opcje wykresu, za pomocg ktoérej punkty
zostang potagczone mozliwie gladka linig. Przekonaj sie, ze zalezno$¢ €(n) jest monotonicznie
rosngca. Na tym samym wykresie umies¢ linig, odpowiadajaca funkcji stalej o wartosci ¢
zmierzone] w doswiadczeniu.
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70,0
e (deg)

50,0 4
40,0 4

—— g (deg) =

30,0 4 a+d-j

20,0 —a— g (deg) zmierzone

10,0

2.0

1.4 Wyszukaj w tabeli wiersz, w ktorym obliczona warto$¢ ¢ jest najblizsza warto$ci zmierzone;j.
Wspotczynnik zatamania w tym wierszu jest przyblizonym wynikiem do$wiadczenia.
Zaproponuj 1 wykonaj takie uzupetnienie tabeli, by méc odczyta¢ wynik do$§wiadczenia
z wigksza precyzja. Oszacuj niepewnos¢ pomiarowg n na podstawie zaproponowanej przez
siebie procedury.

Np. (W przyktadowym arkuszu kalkulacyjnym jest to zestaw wierszy zazotconych, pod

wykresem - pozwalajq one stwierdzi¢ bezposrednio (tzn. bez interpolacji), ze n = 1,480 +
0,005).

1.4 0.324 18,6 264 | 0461 0.672 38.5 20.02 245
1.45 0.313 17.9 271 0.473 0.721 413 22.80 245
1.45 0.311 17.8 272 | 0475 0.731 419 2337 245
147 0,308 17.7 273 | 04717 0.741 42,4 23.95 245
1.48 0,306 175 275 | 0479 0.751 43.0 2452 24 5
149 0.304 174 276 | 0481 0.761 436 2511 245
15 0,302 173 277 | 0483 0.771 442 2570 245
1.5 0.302 17.3 277 | 0483 0.771 44.2 2570 245
155 0.292 16.7 283 | 0493 0.824 472 2873 245
15 0,283 16,2 2868 | 0503 0.880 504 31.94 245
1,65 0.274 15,7 293 | 0512 0.940 53.9 35,38 245
1.7 0.266 15.2 298 | 0520 1,005 576 39.11 245

1.5 Odczytaj z wykresu rzedna punktu przecigcia funkcji g(n) z warto$cig zmierzong. Zaproponuj
1 wykonaj takie uzupehienie wykresu, by moc odczyta¢ wynik do§wiadczenia z wigksza
precyzja. Oszacuj niepewno$¢ pomiarowg n na podstawie zaproponowanej przez siebie
procedury (W przyktadowym arkuszu jest to czerwona lub niebieska linia. Wykres z ‘n’ na
skali co 0,005 - pozwala to stwierdzi¢, ze n = 1,48 +0,005).
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70,0 -
e(deg) 25 80
60,0 ' -
25,60
50,0 < 2540 //
40,0 A 25,20 /
25,00 /
30,0 A
24,50 /
20,0 1 24,60 —
. 24,40
10,0 A ,
n 24,20 /
0,0 : : : : . 2200 //
1 1,2 14 1,6 1,8 2
23,50
1465 1,47 1475 148 1485 148 1,495 15 1505

4.0
cz. 2. Rozwigzanie numeryczne .

Korzystajac z wiadomosci opisanych w temacie 5, wykorzystaj solvera do rozwigzania
numerycznego tego zadania.

W tym celu w nowym arkuszu lub ponizej (jak w arkuszu przyktadowym) skopiuj nagtowek
tabeli 1 formuly pierwszego wiersza. Pierwsza komorke dla wartosci n pozostaw pusta.

A B C D E F G H | J K
55 Rozwiazanie numeryczne
56
p (rad) = 1 (deg) i 3 (rad) = . e (deg) =
57 n arcsin(sin(a)/n) B (deg) =p-p ¥ (rad) arcsin{n*siny) 8 (deg) a+d—@
58 =ASIN(SIN(AS10)/CED) EARG! #ARG! | #ARG! EARG! EARG! #ARG!
59
60

Nasze zadanie polega na dobraniu takiej warto$ci n aby wartos¢ ¢ (deg) wynosita 24,5.
Zastosujemy solver
e Wskaznik ustawiamy na komorce celu J58 i wywolujemy solvera.
e Ustawiamy parametry solvera.

o Ustaw cel J58,
o ha: warto$¢ 24,5,
o zmieniajac komorki C58.

Nastepnie klikamy rozwiaz

Po zainstalowaniu dodatku Solver, wybieramy w arkuszu kalkulacyjnym z menu Dane->Solver
oraz uzupelniamy okno dialogowe jak ponize;j:
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| [erere) 5 wmg e o e

A B C D E F G H J K

55 Rozwiazanie numeryczne
56
B (rad) = (deg) | 8 (rad) = - 2 (deg) =

57 n arcsin(sin{a)/n) B (deg) =p—PB ¥ (rad) arcsin{n*siny) 8 (deg) a+d—g

58 =ASIN(SIN{AS10)/C58) #ARG! #ARG! #ARG! #ARG! #ARG! #ARG!

59 3

B0 Solver - Parametry g|

@1 Komérka celu: BER

?2 Réwna: OmMaks OMn (&) Wartosss 24,5

?j Komérki zmigniane: -

6

= sCss8 S

66 ‘Warunki ograniczajace:

67 SCS58 <= 1,5 dai

69

Przywré¢ wszystk

?0 usuﬁ Przywroc Wszysiko

7 ——

72
Poszczegdlne komorki zostaty uaktualnione oraz wskazana szukana warto$é n.

B (rad) = d 7 (deg) § (rad) = 5 e (deg) =
L e rad . . & (de
n arcsin(sin{a)/n) B (deg) =p—Pp v (rad) arcsin{n*siny) (deg) a+d—g
1.479573 0,306 17.6 27 4 0,479 0,750 430 245

Rozwigzanie numeryczne daje nam doktadniejszy wynik ale zgodny z odczytanym z wykresu.

I11. Do pracowni fizycznej.

1. Wykorzystaj oba arkusze do bardziej wiarygodnego (niz w punktach 1.4 i 1.5 czgsci ,,W
pracowni informatycznej”) oszacowania niepewnosci pomiarowej AN Wyznaczonego
wspoétczynnika zatamania. Chodzi o to, by w oszacowaniu uwzgledni¢ nie tylko
»arytmetyczng” precyzje wyznaczenia wartoSci n. Nalezy takze uwzgledni¢ niepewno$¢
pomiarowa, z jaka zmierzony zostat kazdy z trzech katow o, ¢ oraz e. Przyjmijmy, ze
niepewnosci te wynikaja z podziatki przyrzadu pomiarowego oraz Ze przy pomiarze nie
popetniono pomytki (btedu grubego).

1.1 Wszystkie trzy niepewnos$ci - Aa, Ag 1 Ap - sktadaja si¢ na ostateczng niepewnos$¢ An.
Przyjmiemy, ze niepewnos$¢ An jest suma trzech przyczynkow:

An = Ang + Ang +An,,

gdzie Anq jest przyczynkiem do An pochodzacym od niepewnosci Aa., a przyczynki Ang i
Ang pochodza, analogicznie, od Ae 1 Ap. Mimo Ze wartosci Ao, Ag 1 Ap sa W naszym
doswiadczeniu jednakowe, ich przyczynki moga by¢ rézne. Trzeba wigc 0szacowac kazdy
z tych przyczynkow. Sposob postepowania pokazemy szczegotowo na przykladzie kata e.

Czarny punkt na wykresie (rys. 3) oznacza warto$¢ ‘n’ uzyskang dla kata odchylenia € =
24,5°. Znajdujemy warto$¢ ng (,,n dolne”), ktéra odpowiadataby katowi odchylenia & - Ae
= 24,0° oraz warto$¢ ng (,,n gorne”), ktora odpowiadataby katowi odchylenia & + Ag =
25,0°. W ten sposéb znajdujemy przedziat 2-An., odpowiadajacy przedziatowi 2-Ae.
Ostatecznie, znajdujemy przyczynek do niepewno$ci pomiarowej n, wynikajacy z
niepewnosci pomiarowej €:

Ang = Y5+ (ng - Ng). (2
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Rys. 3. Wyznaczenie wartosci ng
i Ng ograniczajacych przedziat
niepewnosci ‘n’ na podstawie
przedziatu niepewnosci ‘g’.

| g »

v

Ng n
d Z'An{; 9

Analogiczne postgpowanie pozwala wyznaczy¢ przyczynki Ane i Ane. Pomocna w tym
moze by¢ nastgpujaca tabela. Wypelnij jej komorki wartosciami ng i ng dla
poszczegolnych katow; obliczysz je korzystajac z zaprogramowanego arkusza. Przyjmij
przy tym zasade, ze przy poszukiwaniu wartosci ng i ng dla jednej ze zmiennych (np. dla
@) pozostate dwie zmienne (czyli € 1 o) zachowujg swoje warto$ci zmierzone.

kat odchylenia ¢ kat padania o kat tamiacy @

warto$¢ maksymalna i 25,0° 27,0° 45,5°
odpowiadajace jej ng

warto$¢ minimalna i 24,0° 26,0° 44,5°
odpowiadajace jej ng

Przyczynek do nie-

— (- — (. — /(. -
pewnosci pomiarowej AN, ="2(ng - Na) | ANa=Y2:(ng - Na) | Ang = V2 (ng - o)

Calkowita niepewnos$¢
pomiarowa n

AN = An. + Ang + AN,

1.2 Rozstrzygnij, czy tak uzyskana niepewno$¢ jest wigksza czy mniejsza od niepewnosci
oszacowanej z precyzji odczytu wyniku z tabeli czy od precyzji dziatania narzg¢dzia
»dolver”. Gdyby okazato sig, ze ta ostatnia niepewnos$c¢ jest wigksza, to nalezy polepszy¢
precyzje rozwigzania tabelarycznego czy narzedzia ,,Solver”.

1.3 Rozstrzygnij, czy ktorakolwiek z niepewnosci przyczynkowych Ang, Ane, Ang jest istotnie
wieksza od dwoch pozostatych (np. o rzad wielkosci). Gdyby tak bylo, nalezatoby
rozwazy¢ powtorzenie doswiadczenia i zwrocenie szczegdlnej uwagi na precyzje pomiaru
tej wielkosci, ktora daje najwiekszy przyczynek do niepewnosci An.

1.4 Wyszukaj w tablicach fizycznych warto$¢ wspolczynnika zatamania materiatu, z ktérego
zrobiony jest pryzmat uzyty w doswiadczeniu. Rozstrzygnij, czy uzyskana przez Ciebie
warto$¢ n jest zgodna z wartoscig tablicowa.

2. W porozumieniu z nauczycielem fizyki przeprowadz ponownie opisane doswiadczenie. Tym

razem jednak nastaw i zmierz co najmniej 8-10 réznych katow padania o oraz odpowiadajace
im katy odchylenia €.
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2.1 Dla kazdego z nich wyznacz n oraz An, stosujac powyzszg metode.

2.2 Ocen rozrzut zmierzonych wartoci n - wyznacz $rednig warto$¢ oraz odchylenie
standardowe serii.

2.3 Porownaj uzyskany rozrzut (odchylenie standardowe) z wartosciami An, uzyskanymi dla
pojedynczego pomiaru.

2.4 Sformutuj wniosek z tego pordwnania, uzupelniajgc odpowiednio zdania: ,,W tym
doswiadczeniu btedy przypadkowe popehiane przy ustalaniu biegu $wiatta przez pryzmat
[sa pomijalne / sg porownywalne / sa dominujace] wobec btedow zwigzanych z samym
pomiarem katow. W przypadku planowania podobnego doswiadczenia w przysztosci,
nalezy wigc zwroci€ szczegdlng uwage na ........cccveeeeveeeenveeenneen. [jak réwniez na / a nie na]

Wskazowki, rozwigzania, komentarze

Zad. 1.
Celem tego dos§wiadczenia byto wyznaczenie wspotczynnika zalamania materiatu z ktorego
wykonano pryzmat. W wyniku analizy teoretycznej wyprowadzilismy wzor (1)

&=a—g@+arcsin(n-sin(e — arcsin(% -sin())))

W réwnaniu powyzszym mamy trzy katy, ktére mozemy mierzy¢ oraz wspotczynnik zatamania.
Jak powiedziano wcze$niej nie potrafimy tego rownania rozwigzaé analitycznie dlatego
rozwigzaliSmy je w sposob przyblizony. WyznaczyliSmy wartos¢ wspotczynnika zatamania
metoda tabelaryczng i graficzng. Tak wyznaczona wartos¢ to:

n = 1,48, z precyzja odczytu rzedu 0,005.

Nastepnie wyznaczyliSmy t¢ wartos¢ wykorzystujac narzedzie Excela, Solver. Tym razem
otrzymalismy warto$¢:

n=1479573
Jak wida¢ wartosci wspotczynnika zatamania uzyskane dwiema metodami sg bardzo zblizone.

1.1 Zastan6wmy sig¢ teraz, ktora metoda byla dokladniejsza. Na warto$¢ wspotczynnika
zatamania wplyw ma pomiar wartosci trzech katow: a, € 1 ¢. Na poczatek oszacujmy wplyw
kazdego z pomiaréw. W tym celu wypetnijmy tabele:

kat odchylenia ¢ kat padania o kat tamiacy @
warto$¢ maksymalna i 25,0° 27,0° 45,5°
odpowiadajgce jej ng 1,49 1,49 1,48
warto$§¢ minimalna i 23,95° 26,0° 44,5°
odpowiadajace jej nd 1,47 1,46 1,48
Przyczynek do nie- Ang="Y:(ng - Ng) | Ana="2(ng-Na) | Ang=""2(ng - Na)
pewnos$ci pomiarowej =0,01 =0,015 =0

L)
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Calkowita niepewno$¢

pomiarowa n An = Ang + Ang + An, = 0,025

Warto$¢ wspotczynnika zatamania wynosi wigc:

n=1,480 + 0,025

1.2 Uzyskana niepewno$¢ An = 0,025 jest pieciokrotnie wieksza od precyzji odczytu wyniku z
punktow 1.4 1 1.5 czgsci ,,W pracowni informatycznej” (tam uzyskalismy n = 1,480 £ 0,005).
Co to znaczy? Ot6z uwzglednienie niepewnosci Aa, Ag i A oraz ich wptywu na An
pokazato, ze dokonany odczyt wartosci n z doktadnos$cig si¢gajaca trzech cyfr po przecinku
(£ 0,005) byt wystarczajaco doktadny, skoro naturalna niepewnos$¢ wyniku w tym
doswiadczeniu powoduje, Ze niepewna jest juz druga cyfra po przecinku (£ 0,025).

Mozemy tez stwierdzi¢, ze warto$¢ wspoOtczynnika zatamania uzyskana przy pomocy
narzg¢dzia Solver jest wrecz ,,nadmiernie dokladna”. Precyzja sig¢gajaca szostej cyfry po
przecinku (n = 1,479573) jest w tym do$wiadczeniu zupetnie zbgdna, zwazywszy opisang
powyzej naturalng niepewno$¢ pomiarowa, wystepujaca w tym doswiadczeniu.

1.3 Przyczynki Ano i Ang s tego samego rzedu. Ciekawe jest, ze przyczynek Ane wyszedt rowny
zero (w tej skali) - oznacza to, ze wynik do$wiadczenia (warto$¢ n) jest znacznie mniej
,»Czuly”” na niepewno$¢ pomiaru kata ¢ niz na niepewnos$¢ pomiaru pozostatych dwoch
katéw. Tak wigc gdyby$smy chceieli powtdrzy¢ pomiar i uzyska¢ wynik doktadniejszy,
nalezaloby zwrdci¢ uwage przede wszystkim na pomiar katow o 1 € 1 szukaé sposobu
doktadniejszego ich wyznaczenia, np. z doktadnoscia do 0,1°.

1.4 Uzyty w doswiadczeniu pryzmat wykonany byl z przezroczystego tworzywa sztucznego
(tzw. pleksiglasu). Tablicowa warto§¢ wspotczynnika zatamania tego tworzywa wynosi od
1,48 do 1,49, co doskonale zgadza si¢ z uzyskanym wynikiem.

KAPITAL LUDZKI a cunoreses
CZEOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FUNDUSZ SPOLECZNY
“*-w"-n-.__,w T

T e T

Projekt wspotfinansowany ze srodkow Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



