Problem komputerowy Nr 3.2.04
,.Element nieliniowy w obwodzie - cz. I”

I. Z pracowni fizycznej.

1.  Element nieliniowy obwodu.

W paragrafie 2.4 trzeciego tomu e-podrecznika opisano do$wiadczenie, w ktorym badana jest
charakterystyka napigciowo-pragdowa opornika. Uzyskana tam zaleznos$¢ I(U) jest liniowa (rys. 1.).
Oznacza to, ze opor elektryczny R badanego opornika jest staty - nie zalezy ani od napigcia ani od
natezenia pradu. Nachylenie (stromizna) linii prostej informujg nas o oporze elektrycznym badanego
elementu - im nachylenie wigksze, tym opor ten jest mniejszy.

I 1 I
|- o !
1
1
|
2 |
|
1
1
1
1
|
1
|
U Uw u
Rys. 1. Dwie liniowe charakterystyki. Rys. 2. Charakterystyka elementu nieliniowego.
Réznice w nachyleniu pokazuja, ze opor W miar¢ wzrostu napigcia, nachylenie linii
elementu ,,1” (stroma linia) jest mniejszy od maleje. Pokazuje to, ze opdr elementu wzrasta
oporu elementu ,,2” (mniej stroma linia). W miar¢ wzrostu napigcia i nat¢zenia pradu.

Napigcie Uy i natgzenie lw wyznaczaja
wzorcowy punkt na charakterystyce.

Nieco inny wynik uzyskano by, gdyby badanym elementem obwodu bylta Zaréwka. Jej widkno
nagrzewa si¢ w miar¢ zwigkszania napigcia i nat¢zenia pradu, co powoduje wzrost oporu
elektrycznego wtokna. W efekcie natgzenie pradu rosnie, owszem, wraz z napigciem, ale wzrost ten
jest nieliniowy i coraz stabszy (rys. 2.). Zarowka jest wiec przyktadem nieliniowego elementu
obwodu.

2. Matematyczny opis charakterystyki I(U) zaréwki.

Najprostszy model osiggania przez widkno zarowki rownowagi termicznej z otoczeniem pozwala
stwierdzi¢, ze zalezno$¢ nat¢zenia pradu plynacego przez wtokno od przylozonego do niego napigcia
ma posta¢ funkcji potggowe;:

|(U) = Iw'(U/Uw)a (1)

Wielko$ci Uw i lw to odpowiednio napigcie (dowolnie wybrane z obszaru charakterystyki) i
zmierzone nat¢zenie pradu odpowiadajace temu napigciu. W praktyce najczesciej przyjmuje si¢ dla
Uw tzw. napigcie znamionowe (nominalne), podawane przez producenta zarowki. Przyktadowo, dla
zarowki przystosowanej do napigcia sieciowego w Polsce, Uy = 230 V. Wtedy lw to tzw. natgzenie
znamionowe; wynika ono z podawanej przez producenta mocy znamionowej Pw, zgodnie z
réwnaniem:

Pw = lw' Uw (2)
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Wyktadnik o w zaleznosci (1) ma wartos¢ 0,6 w sytuacji ,,wldokna idealnego” (wtdkno jest
traktowane jako cialo doskonale czarne, otoczone prdznig o temperaturze 0 K). W realnej sytuacji,
zaleznie od budowy zarowki, warto$§¢ wyktadnika o moze wynosi¢ ok. 0,3-0,4. Warto$¢ t¢ wyznacza
si¢ doswiadczalnie - patrz ,,Problem komputerowy ,,Element nieliniowy w obwodzie - cz. II”.

Zalezno$¢ (1) mozna odwrdécic 1 wyrazi¢ napigcie U zasilajace zardéwke w funkcji nat¢zenia pradu I
przeplywajacego przez zarowke; otrzymamy takze funkcje potegowa:

U(l) = Uw- (I/Tw)Y*  (3)

3. Szeregowe polaczenie opornika i zarowki.

Jesli potaczymy szeregowo dwa oporniki (elementy liniowe) o statych oporach R1 i R2 |
podiaczymy je do zrddta napigcia o sile elektromotorycznej € (patrz § 2.1 trzeciego tomu e-
podrecznika), to II prawo Kirchhoffa (patrz § 2.8) pozwala w prosty sposéb okresli¢ natezenie pradu
I w takim obwodzie:

e-Ui-U2=0 = [=¢/(R1 + Ry) (4)
Uwzgledniamy przy tym, ze napigcia na kazdym z opornikOw sg powigzane z ich oporami
zalezno$cig liniowa:
Ui =R1 1 oraz U =R2'1
Sprawa si¢ nieco komplikuje, gdy taczymy szeregowo opornik z zaréwka (rys. 3).
Roéwnanie wynikajace z Il prawo Kirchhoffa przyjmuje wtedy R

postac: 8

e-Ur-U=0 = e¢-RI-U=0

Symbolem U oznaczono tu napigcie panujace na zarowce. Wyraza e
si¢ ono poprzez natezenie pragdu réwnaniem (3), co daje:

e-RI-UyII)"*=0 (5 4"7
Wyznaczenie natezenia pradu I z tego rGwnania w postaci rys. 3. Opornik i zaréwka
algebraicznego wyrazenia jest dla dowolnego a niemozliwe! potgczone szeregowo ze

zrédtem napigcia.

4, Komputerowe rozwigzanie rownania (5).

Roéwnanie (5) mozna jednak rozwigzac tabelarycznie, graficznie oraz numerycznie. Mozna si¢ przy
tym postuzy¢ odpowiednio zaprogramowanym arkuszem kalkulacyjnym. Koncepcja rozwigzania
tabelarycznego 1 graficznego wymaga zauwazenia, ze rOwnanie to mozna przedstawi¢ jako réwnos¢
dwoch funkcji; argumentem obu jest nat¢zenie pradu I:

& - R-T = Uy (I/Iw)Y® (6)
Po lewej stronie znaku réwnosci stoi liniowa funkcja I; jej warto$¢ dla I = 0 wynosi € 1 jest ona
malejaca. Po prawej stronie widzimy funkcje potegowa, ktorej wartos¢ dla | = 0 wynosi zero; jest ona
rosngca. Musi wigc istnie¢ taka wartos$¢ I, dla ktérej obie funkcje sg sobie rowne (ich wykresy si¢

wtedy przetng) - ta wlasnie warto$¢ jest rozwigzaniem réwnania (5). Warto$¢ te znajdziemy - w
przyblizeniu - poréwnujac tabele wartosci oraz wykresy obu funkcji.
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I1. W pracowni informatycznej.

Rozwiazanie tabelaryczne i graficzne rownania (5).

1. Ustaw parametry zadania:
- wyktadnik o, domyslnie a = 0,6;
- napi¢cie znamionowe zarowki Uw (w woltach), domyslnie Uy = 230V,
- moc znamionowa zarowki Pw (w watach), domyslnie Py = 100 W,
- natgzenie znamionowe Iw (W amperach), obliczane przez program zgodnie ze wzorem (2);
- znamionowy opor elektryczny zaréwki Rw (w omach), obliczane przez program zgodnie z
prawem Ohma;
- Sife elektromotoryczng zrodta napigcia € (w woltach), domyslnie € =230 V;
- wartos$¢ oporu R (w omach), domyslnie R = 500 Q.

A, B

A9:  =AT7/A5

B11l: =A5/A9

— —r
"eatne sremparana 1o

KAPITAL LUDZKI neugore s
A CZEOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJA! FUNDUSZ SPOLECZNY
= -

Projekt wspdtfinansowany ze srodkow Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotfecznego



2. Przygotuj tabelg:

A B C D E F G

1 UM I[A] UR[V] |& - Ur[V]
2 10.0
3 20.0
4 30.0
3 40,0
6 50,0
7 60.0
5 70.0
9 50.0
10 90.0
11 100.0
12 110,0
13 120,0
14 130,0
15 140,0
16 150.0
17 160.0
E 170.0
19 180.0
20 190.0
21 200.0
22 210.0
23 220.0
24 230.0
25

3. Pierwsza kolumng tabeli wypetnij warto$ciami napigcia. Zacznij od wartosci rzedu 5% Uw
(okoto 10V).W kolejnych wierszach zwigkszaj ja rdwnomiernie co 10 tak, by uzyska¢ okoto 20
wartosci, konczacych si¢ na Uw. W kolumnie tej znajduja si¢ wartosci funkcji po prawej stronie
rownosci (6).

4. W nastgpnej kolumnie (I) przygotuj tabele z warto$ciami nat¢zenia pradu, odpowiadajacymi
napieciom z kolumny ,,U” zgodnie ze wzorem (1). Ta kolumna bedzie zawierata argumenty
odktadane na osi odcietych (0§ ,,x”

I[A] D1:  =$A$9*(C2/$A$5)"$AS3

5. Kolejne dwie kolumny (,,UR” 1 ,,& - UR”) zawieraja: napigcia na oporniku, zgodnie z formula
Ur = Rl oraz funkcje po lewej stronie rownosci (6).

Ur[V] El:  =D2*$A$15
e-UR[V] FLl: =$A$13-E2

Zablokuj przy tym mozliwo$¢ zmiany przez uzytkownika parametréw obliczanych przez
program.
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Wypelniona tabela

A Bl C D E F [
U V] I[A] UR[V] z-UR[V]
10,0 0.066 331 196.9
200 0.100 50.2  179.8
300 0,128 640  166.0
400 0,152 76,1 1539
500 0174 87.0  143.0
60.0  0.194 971 1329
700 0213 1065 1235
80.0 0231 1154 1146
900 0248 1238  106.2
1000 0264 1319 98.1
1100 0279 1397 903
1200 0294 1471 82,9
1300 0309 1544 75.6
1400 0323 1614 68.6

150.,0 0,336 168.2 61.8
17 160.0 0.350 174.9 55.1
18 170.0 0,363 181.3 487
19 180.0 0,375 187.7 423
20 130.0 0,358 1938 36.2
21 200.0 0.400 199.9 30.1
22 210.0 0.412 205.8 242
23 220.0 0423 2117 18.3
24 230,0 0,435 217 .4 126
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6. Przedstaw na wspolnym wykresie funkcje U(I) oraz g-Ur ().

250,0

200,0 - . .

150,0 .
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. [ ]

0,0 T T T T
0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500

7. Znajdz na wykresie punkt przecigcia obu funkcji i odczytaj - orientacyjnie - warto$¢ natezenia
pradu I tego punktu. Warto$¢ ta jest rozwigzaniem rownania (5) - okresla ona natezenie pradu
ptynacego w obwodzie z rys. 3 z zadanymi przez Ciebie parametrami. Mozesz takze znalez¢
wiersz, w ktorym wartosci z kolumn ,,U” 1 ,,& - Ur” sg najbardziej do siebie zblizone. Wartos¢ z
kolumny ,,I” w tym wierszu jest rozwigzaniem rownania (5).

8. Zaproponuj i wykonaj modyfikacje (uzupetnienie) arkusza, dzigki ktoremu bedzie mozna
odczyta¢ tabelaryczne i1 graficzne rozwigzanie rOwnania (5) z lepsza doktadnoscia.

Rozwigzanie numeryczne réwnania (5).

Do doktadnego wyznaczenia doktadnego rozwigzania uzyj narzedzia Solver
1. Przygotu; tabele:

H I J K L M M

21
22
23 U V] I[A] UR[V] |e-UR[V]| €-URV-U
24

25
26
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2. Do komoérek wprowadz wzory:

J24:  =$A3$9*(124/$A$5)"$A$3
K24: =J24*$A$15

L24: =$A$13-K24

M24: =L24-124

Komorke 124 pozostaw pusta. Tu zostanie wpisany wynik rozwigzania

3. Z Dane/Analiza uruchom Solver i wprowadz parametry:

X

Parametry dodatku Solver,

Iskaw cel; | e 3
L () Maks ) Min () Warkosc: 0 |
Przez zmienianie komarek zmiennych:

|$1$24 =

Podlegajgcych ograniczenionm;

Diodaj

Zmien

sun

Resetuj wszystko

Zatadujfzapisz

Istaw warkosci nieujermne dla zmiennyvch bez ograniczen

Wvbierz metode rozwigzvimania: Mieliniowa GRG w

Opcje

Metoda rozwigzywania

W przypadku gtadkich nigliniowesch problemaw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG. Dla
linicwrych problemdw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku problemd,
ktdre nie sq gtadkie, wybierz aparat ewolucyiny.

Pomoc Rogwigs | | Zamknij
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Otrzymane rozwigzanie:

21
22
23 U V] I[A] UR[V] |e-Ur[V]| €-UR[V]-U

24 98.9 0,262 1311 98.9 0.0
25

26
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I11. Do pracowni fizycznej.

Wykorzystaj przygotowany arkusz do rozwiazania nastepujacych dwéch problemow.

1. Zaréwka ma nominalne parametry Uy = 230 V i Py = 100 W. Wyktadnik zaleznosci I(U) tej
zarowki a = 0,6. Zarowke te wlaczono do domowe;j instalacji w Stanach Zjednoczonych, gdzie
napigcie sieciowe wynosi 110 V.

a) Oblicz moc P z jaka $wieci¢ bedzie ta zaréwka.

b) Oblicz opor elektryczny R zarowki podtaczonej do napiecia 110 V i pordwnaj ten opor z jej
oporem nominalnym Ru.

¢) Porownaj moc P z mocg P’ obliczong przy zatozeniu, ze opor zardwki nie zmienia si¢ wraz z
napigciem.

2. Zaréweczka do latarki ma nominalne parametry Uy = 6 V i Pw = 6 W. Wyktadnik zaleznosci I(U)
tej zarowki o = 0,4. Zaréwke te zasilono ptaska bateriag 0 SEM € = 4,5 V i oporze wewnetrznym
r=0,8 Q.

a) Oblicz moc P z jaka $wieci ta zaroweczka.

b) Uzytkownik, niezadowolony z uzyskanego efektu, potaczyt szeregowo dwie identyczne plaskie
baterie i zasilit nimi zaréweczkg. Zbadaj, czy uzyskat on w ten sposdb §wiecenie z nominalng
moca.

Rozwigzania i komentarze

Zadanie 1
Dane zapisane w tabeli w arkuszu kalkulacyjnym moga by¢ przydatne do analizy r6znych
problemdéw. Sprobujmy obliczy¢ jaka bedzie moc zarowki 100 W gdy podiaczymy ja do sieci
energetycznej w USA. Wykorzystamy znane wzory na moc:
P=U?R oraz P=U"I

I zaczerpniemy dane z tabeli.
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A |B|] D E F G
1 U V] Al | UR V] |2- UR [V]|PIW]
2 10,0] 0,066 33,1 196,9| 0,66258
3 200 0,100 50,2  179,8| 2,00855
4 300 0,128 64,0 166,0| 3,84264
5 40,0 0,152 76,1 1539| 6,0888
g 50,0 0,174 87,0] 1430| 270137
7 60,0 0,194 97,1] 132,9] 11,6487
g | Ihw[A] 70,0 0213 1065] 1235| 1483071
9 0,43 80,0 0231] 1154] 1148| 184578
10 Rw [Q] 20,0 0248 1238] 1062| 22,2856
11| 5290 1000 0,264 1319 981| 26,3776
12 1100 02738 1397 90,3| 30723
13 1200 0,294 1471 82,8| 353123
14 1300 0309 1544 75,6| 40,137
15 1200 0323 1614 68,6| 45,1898
16 1500 0,338 1682 61,8 50,464
17 1600 0,350 1748 55,1| 55,9535
18 1700 0,363 1813 487| 61,6529
19 1800 0375 1877 42,3| 67,5572
20 1900 0,388 1938 36,2| 73,6616
21 2000 o400 1999 30,1 79,962
22 2100 0412 2058 24.2| 86,4542
23 2200 0423 2117 18,3| 93,1347
24 2300 0435 2174 12,6 100
25 agg] 0262 1311 98.9| 259346
26

A |B|] c D E F G
1 U V] Al | UR V] |2- UR V]| PIW]
2 10,0 0,086 33,1 196,9| 066258
3 200 0,100 50,2|  179,8| 200855
4 300/ o128 64,0 166,0| 384284
5 apo| 0,152 76,1] 15338| 60828
: 50,0 0,174 87,0 1430| 870137
7 60,0 0,194 97,1] 1328] 11,6487
2 | Iw[A] 700 0213 1065] 1235 148071
9 0,43 80,0 0231] 1154] 1146| 184578
10 Rw [0 50,00 o0248] 1238] 1062 22,2856
11| 5290 1000] o264 1319 98,1| 26,3776
12 1100 o279 1397 20,3| 30,723
13 1200 o294 1471 82,9| 353123
14 130,0] 0308 1544 75,6| 40,137
15 1400] 0323 1612 68,6| 45,1898
16 150,0] o0338] 1882 61,8| 50464
17 160,0] 0350 1749 55,1| 55,9535
18 1700] o0383] 1813 487| 61,6529
19 1800] 0375 1877 423| 67,5572
20 190,0] 0388 1938 36,2| 73,6616
21 2000] o400 1999 30,1| 79,962
22 2100 o0412] 2058 242| 86,4542
23 2200 o0423] 2117 18,3| 93,1347
24
25 sga| o0262] 1311 98,9| 259345
26
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Policzmy teraz opor elektryczny podtaczonej zarowki do instalacji o napieciu 110 V:

:an'_,Ln' Ln'_,L"fD J.LJ_,D J.Ln'L?_,L LL_,LDJL?

1000 o264 1318 9g,1| 26,3776 R[]
1100 o279 1397 90,3| 30,723 303,842
1200 0,294 1471 82,9 35,3123

130,0] o0308] 1544 75.6| 40,137

1200 0323 1614 68,6 45,1898

1500 0338 1882 §1,8| 50,464

1600] 0350 1748 55,1| 55,8535

1700] 0383 1813 48,7| 61,6529

1800] 0375 1877 42,3| 67,5572

190,0] 0388 1938 36,2| 73,6616

2000 o400 1999 30,1| 78,962

2100 0412 2058 24.2| 86,4542

2200 o0423] 2117 18,3| 93,1347

529
sga| 0262 1311 98,9| 25,9346

Widac¢ stad, ze opor zaréwki podtaczonej do instalacji o napieciu 230 V jest wigkszy niz opor
zarowki podigczonej do instalacji 110 V. Jest to zgodne z tym, co napisaliSmy wcze$niej: zarowka
ma nieliniowg charakterystyke pradowo - napigciowa. Zwroé¢my uwage, ze zwiekszajac napigcie od
110 V do 230 V czyli 2,09 razy, obserwujemy wzrost natezenia pradu tylko 1,56 razy. Spowodowane
jest to tym, ze wskutek przeptywu pradu elektrycznego przez wtdkno zardwki wzrasta temperatura
wtokna, zatem wzrasta opor:

528,7 Q2>3938Q

c) Gdyby zarowka miata charakterystyke liniowa, czyli opor jej wtokna nie ulegat zmianie pomimo
zmiany napiecia, to moc zarowki powinna zmienia¢ si¢ kwadratowo wraz z napigciem, zgodnie z
roOwnaniem:

UZ

w 2
P _ lzRW: Y, = 4,37
P U U’
Rl

W powyzszym rownaniu przyjelismy R” = Rw, Uw =230 V i U = 110 V. Uzyskany wynik oznacza,
ze moc P’ wynositaby ok. 22,9 W.

Obliczona przy zatozeniu zadania moc jest wiec mniejsza od mocy obliczonej w tabeli, ktora
wynosi ok. 30,7 W. Przy statej wartosci oporu, moc malataby wigc silniej wraz ze spadkiem napigcia
zasilajacego zarowke niz ma to miejsce w rzeczywistosci, gdy jej opor takze maleje wraz ze
spadkiem napigcia.

Zadanie 2

W tym zadaniu rol¢ opornika szeregowo potaczonego z zardweczka odgrywa wewnetrzny opor r

uzytej baterii ptaskie;.

a) Zbudujmy w arkuszu tabele analogiczng jak poprzednio, ale uwzglednijmy podane warto$ci
wielkosci fizycznych.
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A [B] C D E F G H [0 K [t ] ] [ n [ o P

1 U V] ITA] UrVl |e-Urvl| P:IW] | Relnl

2 o 025 0,280 0,22 4,28

3 0.4 050 0,370 0,30 4,20

4 | UwM 075 0,435 0,35 415 500 Ui £ - Us

5 6 100 D488 0,39 411 450 | ' v

g | Pww] 1,25 0,534 0,43 4,07 . o .

7 B 150 0574 0,46 4,04 4,00 4 Tt e

g | IwlAl 1,75 0,611 0,49 4,01 IR

9 1,00 200 0644 0,52 3,98 350 1 . *

10| Rwia] 225 0675 0.54 3,95 3.00 4 .

11 6.0 250 0705 0,56 3,94 .

12| M 275| 0732 0,59 391 250 4 ©

13 4.5 3000 0758 0,61 3,89 200 | . *

14| Ti9l 325 0783 0,63 3,87 .

15 0.8] 350| 0,808 0,64 3,86 1,50 - .
| 16 | 375| 0,829 0,66) 3,837 *
| 17 | 3,80 0833 0,67| 3834 37 4,56 1007 . *
| 18 | 385 0837 067| 3,830 3,22 4,60 0,50 4 .
| 19 | 4,00| 0,850 0,68 3,82 + 1[A]
| 20 425 0871 070 380 0.00 ' ' ' '

= 50| 0891 071 278 0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000
22

Jak wida¢, zarébweczka o parametrach podanych w zadaniu, zasilana ptaska bateria, Swieci¢ bedzie
z mocg okoto 3,2 W, czyli niewiele ponad potow¢ mocy nominalnej. Jest to zrozumiate - efektywne
napigcie zasilajace t¢ zarowke wynosi ok. 3,82 V, podczas gdy nominalne jej napigcie wynosi 6 V.
Stan ten zacheca do ,,eksperymentu” polegajacego na zasileniu tej zaréwki dwiema bateriami
ptaskimi. Musimy jednak pamigta¢, ze moze si¢ to skonczy¢ przewoltowaniem zarowki (zasilenie jej
napieciem wickszym od nominalnego), co moze doprowadzi¢ do jej przepalenia.

b) Aby dowiedzie¢ si¢ jaka bedzie moc zaroweczki, gdy SEM € zwickszymy do 9 V, nalezy
zmodyfikowac tabele. Pamigtajmy, Zze druga bateria ma takze opor wewnetrzny, wigc wypadkowy
r=16 Q.

A [B] cC D E F G H [J ] K [ [ M [ ~n [ o [ P
1 UVl ITA] Urvl |e-urpv1| PeDW1 | Rala
2 o 050 0,370 0,59 541
3 0.4 100 0488 078 8,22
4| bwM 150 0574 0,92 8,08 10,00
U e-Ug

5 6 200 0644 1,03 7,97

9,00 M .
g | Pww] 250 0,705 113 7.87 .
7 6 3000 0758 1,21 779 500 4 ° oy .
g | WAl 350 0,806 129 7.71 Ttee.,, o
9 1,00 400 0850 1,36 7,64 7,00 - N
10 | Rwia] 450 0,891 1,43 7,57 *
11 6,0 5,00 0,930 1,49 7,51 6.00 1 *

*

12 EM 550 0,966 155 745 500 4 N
13 9 500 1,000 1,60 740 o
14 | rial 650 1,033 1,65 7,35 4,00 4 .
15 16 700 1,084 1,70 7,30 .
18 722| 1or7|  a72| 7em| 77| a0 3.00 1 *
17 | 725 1,079 173] 7274 7.82 6,72 200 . *
13 728 1080 173 7271 7.87 6,74 .
19 750 1,003 175 7.25 1,00 A .
20 800 1122 1,80 7.20 . 4]
21 850 1,149 184 716 0,00 ' ' ' ' ' '
2 000 1175 188 12 0,000 0200 0400 0600 0800 1,000 1,200 1400
—

Uzyskana tabela oraz wykres pokazuja, Ze teraz zardwka jest zasilana pragdem o nat¢zeniu ok.
1,08 A, przy efektywnym napieciu zasilajagcym ok. 7,28 V. Swieci wiec ona z moca okoto 7,87 W,
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czyli ok. 30% wigksza od mocy nominalnej. Nalezy zatem przypuszczaé, ze ,,zywot” owej zarowki
bedzie krotszy, niz przewidziat to producent, cho¢ nie powinno doj$¢ do gwattownego jej przepalenia
natychmiast po wigczeniu latarki.
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