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Dotychczas poznaliśmy tylko jedno z oddziaływań podstawowych,
grawitacyjne. Teraz omówimy bliżej następne z nich, oddziaływanie
elektromagnetyczne. Jest ono powszechnie zauważalne – o ile oddziaływania
grawitacyjne decydują o budowie materii w skali kosmicznej, to
oddziaływania elektromagnetyczne decydują o kształcie i budowie bardzo
licznej klasy ciał zarówno makroskopowych, o rozmiarach podobnych do
rozmiarów człowieka, jak i mikroskopowych - również w skali atomów. Z
kolei o kształtowaniu ciał mniejszych – subatomowych, np. jądrowych –
decydują przede wszystkim oddziaływania silne.

Spośród oddziaływań podstawowych elektromagnetyczne są najlepiej
poznane, a ich teoria jest wzorcowa dla pozostałych. Okazało się, że światło,
a zatem ogół zjawisk optycznych, także jest przejawem oddziaływań
elektromagnetycznych. Ponadto oddziaływania elektromagnetyczne decydują
o budowie i własnościach zarówno atomów, cząsteczek chemicznych, ciał
stałych, jak i organizmów żywych. W tym sensie również człowiek, a także
zwierzęta są „istotami elektrycznymi”.

Dzięki zgłębieniu istoty zjawisk elektromagnetycznych można było je
zastosować w technice i innych dziedzinach działalności człowieka.
Wpłynęło to w zasadniczy sposób na kształt naszej cywilizacji. Widzimy
zatem, że te zjawiska są ważne i warto je bliżej poznać.

Należy sobie uświadomić, jak duże są siły elektromagnetyczne -
oddziaływanie elektromagnetyczne jest około  razy (czyli miliard
miliardów miliardów miliardów razy) silniejsze od grawitacyjnego.
Spróbujmy sobie uprzytomnić tę niewiarygodną liczbę. Wiemy np. (Przykład
2), że dwa TIR-y stojące obok siebie przyciągają się znikomą siłą grawitacji
(ok. ). Oczywiście, ani ich przyciągania, ani odpychania elektrycznego
nie stwierdzamy, ponieważ są one obojętne elektrycznie, to znaczy – mają
dokładnie tyle samo ujemnych ładunków w elektronach, co dodatnich
ładunków w jądrach atomów. Gdybyśmy teraz obu TIR-om zdjęli po 1%
elektronów, tym samym uzyskując przewagę ładunków dodatnich, siła ich
wzajemnego odpychania stałaby się niewiarygodnie wielka. Jak wielka?
Czy wystarczająco, by podnieść w górę np. Pałac Kultury? Nie tylko! Aby
podnieść Mount Everest? Nie tylko! Byłaby tak duża, że mogłaby unieść
ciężar równy ciężarowi Ziemi na Ziemi!

Nic dziwnego zatem, że przy tak dużych siłach elektrycznych ładunki
dodatnie i ujemne są zwykle w równowadze, w praktyce jednak odebranie
makroskopowemu obiektowi 1% jego elektronów jest czynnością
niewykonalną.
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1.1 Ładunek elektryczny
Co to jest ładunek elektryczny? Tak naprawdę nie potrafimy wprost na to pytanie odpowiedzieć. Możemy podać tylko
jego własności i sposób pomiaru. Dzięki temu możemy określić, co rozumiemy przez pojęcie ładunku elektrycznego
(dalej, zamiast ładunek elektryczny, często będziemy mówić w skrócie ładunek).

Mówimy, że ładunki są źródłami sił elektrycznych. Ładunki mogą się zarówno przyciągać, jak i odpychać, dlatego
przyjmujemy, że mogą mieć dwa znaki „+” i „–” w odróżnieniu od ładunków grawitacyjnych – mas, które są zawsze
tylko jednego rodzaju i mogą się tylko przyciągać.

Przyjmujemy, a doświadczenie to potwierdza, że wartość siły działającej na ładunek punktowy znajdujący się w
jednakowych warunkach (oddziaływania z innymi ładunkami) jest proporcjonalna do wartości tego ładunku. W ten
sposób można porównywać różne ładunki ze sobą i mierzyć ich wartość.

Ładunek cechuje się ziarnistością, to znaczy, że jego wartość jest zawsze całkowitą wielokrotnością ładunku
elementarnego  (z odpowiednim znakiem). Elektron ma właśnie taką wartość ładunku ze znakiem
minus.

Wskazówka:  Ponieważ ładunek elementarny jest znikomy, więc w świecie makroskopowym cechy
ziarnistości nie dostrzegamy. Możemy przyjąć, że ładunek  przybiera wartości ciągłe.

Współczesna fizyka posługuje się pojęciem tzw. kwarków, które mogą mieć jeszcze mniejsze ładunki o

wartości  i . Jednakże cząstki te muszą zawsze występować wspólnie, dlatego ich wypadkowy ładunek
musi być równy zeru lub .

Ładunek podlega prawu zachowania, które mówi, że algebraiczna suma ładunków w układzie izolowanym jest
stała i nie zmienia się w czasie. Prawo zachowania ładunku zilustrujemy poniższym doświadczeniem.

Rysunek 1.1: Elektryzowanie przez indukcje

Doświadczenie pokazowe

Na Rysunek 1.2: Elektroskop na stronie 4 pokazano elektroskop – przyrząd, na którym
możemy stwierdzać obecność ładunków i oceniać ich wartość. Zasadniczymi elementami
elektroskopu są dwa delikatne listki przyczepione do pionowego metalowego pręta, które pod
wpływem naładowania mogą się odchylać. Wprowadzony ładunek rozmieszcza się na pręcie i
na listkach. Kąt rozwarcia listków informuje nas o wielkości ładunku – im większy ładunek, tym
większe odchylenie listków.

Rysunek 1.2: Elektroskop
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a) Elektroskopy ładują się przez indukcję, b) po rozdzieleniu są nadal naładowane ładunkami o
przeciwnych znakach, c) po zetknięciu wypadkowy ładunek jest równy zeru, zatem elektroskopy
miały dokładnie ładunki takiej samej wartości, lecz o przeciwnych znakach

Rysunek 1.3: Działanie elektroskopu

Do zademonstrowania prawa zachowania ładunku zastosujemy dwa elektroskopy. Zetknijmy je tak,
jak na Rysunek 1.3: Działanie elektroskopu na stronie 5a, i zbliżmy do nich naładowaną przez
potarcie pałeczkę, np. szklaną (szkło pocierane jedwabną tkaniną elektryzuje się dodatnio, gdyż
traci elektrony). Zauważymy, że elektroskopy naładują się, mimo że pałeczka nie dotykała żadnego
z nich. Tego typu elektryzowanie nazywamy elektryzowaniem przez wpływ lub przez indukcję.
Następnie, nie oddalając pałeczki, rozdzielmy elektroskopy. W dalszym ciągu pozostają one
naładowane (Rysunek 1.3: Działanie elektroskopu na stronie 5b). Po ponownym połączeniu
listki w obu elektroskopach opadają, wykazując brak ładunku (Rysunek 1.3: Działanie elektroskopu
na stronie 5c).

Zinterpretujmy wyniki doświadczenia. Ładowanie przez indukcję polega na rozdzieleniu ładunków.
Dodatnio naładowana pałeczka przyciąga elektrony, dzięki czemu elektroskop położony bliżej
niej ma ich nadmiar, więc ładuje się ujemnie. Drugi (położony dalej) ma niedobór elektronów
i ładuje się dodatnio. Po rozdzieleniu elektroskopów ładunki na nich pozostają. Nie było ani
dopływu z zewnątrz, ani odpływu ładunków, więc możemy uznać, iż elektroskopy są układem
izolowanym, a taki układ obowiązuje prawo zachowania ładunku. Przed naładowaniem zetknięte
elektroskopy miały wypadkowy ładunek równy zeru, zatem w przypadku Rysunek 1.3: Działanie
elektroskopu na stronie 5b ich wypadkowy ładunek powinien być też równy zeru. I tak jest
w rzeczywistości, gdyż po połączeniu (Rysunek 1.3: Działanie elektroskopu na stronie 5c)
elektroskopy wykazały znowu ładunek równy zeru.

Kolejny przykład prawa zachowania ładunku to powstawanie z obojętnej elektrycznie cząstki  pary złożonej z
elektronu i pozytonu Wyobraźmy sobie pojemnik bombardowany przez fotony promieniowania  (Rysunek 1.4: a)
Foton atakuje pojemnik, b) foton zamienił się w parę cząstek o ładunkach równych co do wartości i przeciwnych
znakach na stronie 5). Zdarza się w odpowiednich warunkach, że foton tworzy parę elektron-pozyton, a sam
znika. Powstają dwie naładowane cząstki, ale całkowity ładunek nie ulega zmianie, gdyż ładunki elektronu i pozytonu
są równe, lecz mają przeciwne znaki. Obserwowano wiele różnych zjawisk, ale nigdy nie zdarzyło się, by prawo
zachowania ładunku zostało naruszone.

Rysunek 1.4: a) Foton atakuje pojemnik, b) foton zamienił się w parę cząstek o ładunkach równych
co do wartości i przeciwnych znakach

Innym ważnym prawem dotyczącym ładunku jest prawo niezmienniczości ładunku elektrycznego. Mówi ono, że
wartość ładunku elektrycznego nie zależy od prędkości cząstki naładowanej – jest taka sama we wszystkich
układach inercjalnych. Prawo to również zostało wielokrotnie sprawdzone i w żadnym przypadku nie stwierdzono od
niego odstępstwa.

Pytania i problemy

1. Jakie własności ma ładunek elektryczny?
2. Jakie znasz prawa dotyczące ładunku elektrycznego?
3. Wyjaśnij różnicę między prawem zachowania ładunku a prawem niezmienniczości ładunku elektrycznego.
4. Jak wiesz, ładunek ma cechę ziarnistości, tzn. jest całkowitą wielokrotnością ładunku elektronu  z

odpowiednim znakiem. Zwykle w doświadczeniach elektrostatycznych z ciałami (takimi, jak np. kawałki papieru,
czy małe kulki) mamy do czynienia z ładunkami o wartościach kilku lub kilkudziesięciu nC (nano-kulombów:

). Oblicz:

a. ile elektronów nadmiarowych zawartych jest w naładowanym kawałku papieru o ładunku ,
b. jaką część liczby stanowią te nadmiarowe elektrony w stosunku do całkowitej ich ilości. Wiemy, że w

obojętnym elektrycznie kawałku papieru znajduje się ok.  elektronów.
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5. Oblicz ile wynosi całkowity ładunek wszystkich elektronów zawartych w kawałku miedzi o objętości .
Ładunek elektronu wynosi . Dla miedzi liczba  (w jednym obojętnym atomie liczba
elektronów wynosi ). Gęstość miedzi wynosi .

Wskazówka: Oblicz najpierw ile atomów znajduje się w tym kawałku miedzi - o masie 8,9 g. Wiadomo,
że w innym kawałku miedzi o masie równej  (jest to masa atomowa miedzi) znajduje się

 atomów.

1.2 Prawo Coulomba
W 1785 roku Charles de Coulomb na podstawie wielu żmudnych pomiarów sformułował prawo oddziaływania
ładunków elektrycznych. Swoje pomiary wykonywał za pomocą przyrządu przedstawionego na Rysunek 1.5:
Waga skręceń, za pomocą której Coulomb sprawdzał swoje prawo na stronie 6. Jest to waga skręceń podobna
do zastosowanej kilkanaście lat później przez Cavendisha do pomiaru sił grawitacji (tom I, 5.2 Laboratoryjne
potwierdzenie prawa grawitacji).

Rysunek 1.5: Waga skręceń, za pomocą której Coulomb sprawdzał swoje prawo

Prawo Coulomba znamy jeszcze z gimnazjum, przypomnijmy sobie jego treść: siła oddziaływania między dwoma
punktowymi ładunkami elektrycznymi jest wprost proporcjonalna do wartości ładunków i odwrotnie
proporcjonalna do kwadratu odległości między nimi.

Prawo to zapisujemy matematycznie za pomocą wzoru (wzór 1 na stronie 6), w którym  i  to wartości
oddziałujących ładunków, zaś  to odległość między nimi:

( wzór 1 ) 

Współczynnik proporcjonalności jest równy:

( wzór 2 ) 

gdzie  to tzw. przenikalność elektryczna próżni, a  zależy od ośrodka i nosi nazwę względnej przenikalności
elektrycznej ośrodka;  jest bezmianowe, dla próżni .

Rysunek 1.6: Ładunki elektryczne

Przez ładunek punktowy rozumiemy naładowane ciało o niewielkim rozmiarze. Jest to wygodna abstrakcja
analogiczna do pojęcia punktu materialnego.

Wzór (wzór 1 na stronie 6) przewiduje możliwość uzyskania siły „dodatniej” (gdy ładunki są jednoimienne i się
odpychają) lub „ujemnej” (gdy ładunki są różnoimienne i się przyciągają). Należy jednak pamiętać, że gdy mowa jest
o wartości wektora siły, to jest on zawsze dodatni i wtedy należy wziąć wartość bezwzględną.

Siła kulombowska występująca w równaniu (wzór 1 na stronie 6), podobnie jak inne siły, np. grawitacyjne,
podlega trzeciej zasadzie Newtona: siły oddziaływania dwóch ładunków są sobie równe co do wartości
bezwzględnej, lecz przeciwnie zwrócone. Siła Coulomba, podobnie jak siła grawitacji, jest centralna: działa
ona wzdłuż prostej łączącej te dwa ładunki. Zauważmy, że prawo Coulomba jest formalnie podobne do prawa
grawitacji (wzór (#unique_5/unique_5_Connect_42_eq18)).

Jednostką ładunku elektrycznego w układzie SI jest 1 kulomb (1 C). Definiujemy go za pomocą natężenia prądu
elektrycznego (ponieważ w układzie SI jednostką podstawową jest amper, a nie kulomb). Zatem, jeżeli przez
przewodnik płynie prąd o natężeniu 1 A, to ładunek przepływający przez przekrój poprzeczny tego przewodnika w
ciągu 1 s jest równy jednemu kulombowi, .

Ponieważ jednostką siły jest 1 N, zaś jednostką długości jest 1 m, więc ze wzoru (wzór 1 na stronie 6) wynika,
że współczynnik  ma jednostkę . Wartość liczbowa  (gdzie  – wartość liczbową prędkości



 | Elektrostatyka | 7

światła). Wiemy, że prędkość światła w próżni wynosi około , więc wartość liczbowa  wynosi w
przybliżeniu :

( wzór 3 ) 

Zatem, zgodnie ze wzorem (wzór 2 na stronie 6), przenikalność elektryczna próżni wynosi

( wzór 4 ) 

W ośrodku (poza próżnią) wartość współczynnika  jest  razy mniejsza (wzór (wzór 2 na stronie 6)).

Przykład 1

Dwa elektrony odpychają się od siebie siłami elektrycznymi , ponieważ mają ładunki
elektryczne. Ale mają również masy, więc przyciągają się siłą grawitacyjną . Porównajmy te
dwie siły.

Masa elektronu wynosi , ładunek , zaś stała grawitacji
.

Rozwiązanie: Ponieważ

 i 

więc

( wzór 5 ) 

Widzimy, że stosunek tych sił nie zależy od odległości między elektronami. Podstawiając wartości,
otrzymamy

( wzór 6 ) 

Zatem, rozpatrując oddziaływania ciał naładowanych elektrycznie, w szczególności w świecie
cząstek, atomów i cząsteczek chemicznych, możemy całkowicie zaniedbać ich wzajemne
oddziaływania grawitacyjne. Siły grawitacyjne odgrywają pierwszoplanową rolę dopiero przy
oddziaływaniu ciał kosmicznych (planet, gwiazd) mających duże masy.

Doświadczenie „Coulomb”

Za pomocą pomiaru siły odpychania elektrostatycznego dwóch metalowych kulek wyznaczymy
ładunek na każdej z nich.

Ważymy dwie jednakowe lekkie kulki o powierzchniach przewodzących (np. piłeczki pingpongowe
pokryte farbą przewodzącą). Zawieszamy je na lekkich sztywnych taśmach izolacyjnych
jednakowej długości (proponujemy zastosować taśmy, a nie nitki, żeby kulki po naładowaniu
i odskoczeniu od siebie nie „tańczyły” w powietrzu). Obie taśmy zwieszamy tak, aby kulki się
stykały. Mierzymy odległość  od punktu zawieszenia do środka kulki. Elektryzujemy kulki
ładunkiem ujemnym poprzez jednoczesne dotknięcie ich od dołu szklaną pałeczką. Wygodnie
jest użyć, zamiast sztywnych taśm izolacyjnych, cieniutkiej żyłki wędkarskiej zamocowanej na
izolującym elemencie. Po naelektryzowaniu kulek nie należy od razu usuwać pałeczki, lecz za jej
pomocą ustabilizować kołyszące się kulki. Kulki odskakują od siebie na odległość  (Rysunek 1.7:
Dwie naładowane kulki odskakują od siebie na stronie 8), a taśmy ustawią się do siebie pod
kątem . Wyznaczymy ładunek kulki i odpowiemy na pytanie, ile elektronów dodaliśmy każdej
kulce.
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Rysunek 1.7: Dwie naładowane kulki odskakują od siebie

Zapisujemy wyniki pomiarów. Oto przykładowe wyniki:

długość taśmy: ,

masa kulki: ,

odległość między kulkami: .

Opracowujemy wyniki doświadczenia.

Naszym zadaniem jest wyznaczenie ładunku  każdej kulki i na podstawie znajomości wartości
ładunku elektronów  wyznaczenie ich dodatkowej liczby na kulce. Spójrzmy na
wzór Coulomba (wzór 1 na stronie 6):

( wzór 7 ) 

Ponieważ przewodzące kulki są jednakowe, więc nie ma powodu, aby ładunek rozmieścił się na
nich w różnej ilości. Zatem . Na podstawie wzoru Coulomba mamy

( wzór 8 ) 

Wzór ten wystarczy nam do wyznaczenia ładunku, gdyż odległość  zmierzyliśmy, a siłę
elektrostatycznego odpychania między kulkami możemy łatwo wyznaczyć na podstawie naszych
wyników pomiarowych.

Na rysunku widzimy, że . Podstawiając to wyrażenie do wzoru (wzór 8

na stronie 8), po przekształceniu otrzymamy następujący wzór na ładunek kulki

( wzór 9 ) 

Dla naszych danych mamy

( wzór 10 ) 
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Liczbę nadmiarowych elektronów  na kulce otrzymamy, gdy podzielimy ładunek  na kulce przez
ładunek jednego elektronu . W naszym przykładzie otrzymamy: . Jak
widzimy, jest to duża liczba, jednak w porównaniu z liczbą elektronów w objętości  metalu
(rzędu )  jest sto miliardów razy mniejsza.

Pytania i problemy

1. Podaj treść prawa Coulomba oraz przedstaw wzór na wartość siły opisanej za pomocą tego prawa.
2. Jakie ciała nazywamy ładunkami punktowymi?
3. We wstępie (rozdział Elektrostatyka na stronie 3) podaliśmy, że gdybyśmy dwóm TIR-om stojącym blisko siebie

zdjęli po 1% elektronów, to siła ich wzajemnego odpychania stałaby się niewiarygodnie wielka, że mogłaby
unieść ciężar równy ciężarowi Ziemi na Ziemi. Teraz, znając prawo Coulomba, możesz się przekonać, czy to jest
prawda. Oblicz:

a. siłę elektrostatycznego odpychania dwóch TIR-ów załadowanych materiałem z miedzi (gęstość miedzi wynosi
), którym zdjęto po 1% elektronów. Przyjmij, że TIR-y tak, jak w przykładzie Przykład 2, stoją

blisko siebie (środki mas załadunków znajdują się w odległości  od siebie), oraz że ich masy wynoszą
po . Przyjmij ponadto, że siły oddziaływania TIR-ów pochodzą głównie z ich załadunków (tzn, że
pozostała masa TIR-a (kabina, koła, napęd, …), jest mała w porównaniu z załadunkiem);

b. porównaj otrzymaną wartość siły elektrostatycznego odpychania z siłą jaką Ziemia by przyciągała drugi taki
sam kulisty glob, znajdujący się w bezpośredniej bliskości – czyli gdy odległość środków tych kul wynosiłaby

.

1.3 Pole elektrostatyczne
Podobnie jak w przypadku grawitacji, gdzie ciało mające masę zmienia otaczającą go przestrzeń, tworząc pole
grawitacyjne, twierdzimy, że ciało mające ładunek wytwarza wokół siebie pole elektryczne. Pole elektryczne
zdefiniujemy zatem jako przestrzeń, w której na ciała mające ładunek działają siły.

Kiedyś panował pogląd, że ciała oddziałują na siebie na odległość, bez jakiegokolwiek pośrednictwa innych ciał.
Zgodnie z koncepcją oddziaływania na odległość wystarczy, że dwa ładunki znajdą się w pewnej odległości od siebie,
aby mogły zadziałać na siebie siłą, według schematu

Obecnie przyjmujemy schemat

Schemat powyższy należy interpretować następująco: jeden ładunek wytwarza pole, które oddziałuje na drugi
ładunek, a ten z kolei też wytwarza pole, które oddziałuje na ładunek pierwszy. Natomiast nie dzieje się tak, że na
obydwa ładunki działa pole wspólne pochodzące od ich obydwu. Można obrazowo powiedzieć, że żaden ładunek „nie
czuje” własnego pola, a na każdy ładunek działa zawsze pole pochodzące od innych ładunków.

Pole jest pośrednikiem oddziaływań (nośnikiem sił), oddziaływanie między dwoma ładunkami nie zachodzi
natychmiast. Jeżeli jeden z ładunków zmieni gwałtownie swoje położenie (na przykład – oddali się), to drugi „dowie
się” o tym dopiero po pewnym czasie (wtedy działająca na niego siła zmaleje). Zgodnie z koncepcją oddziaływania
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na odległość, czas ten jest równy zeru. Ale wiemy, że dowolny sygnał, nie może przemieszczać się z prędkością
większą od prędkości światła, dlatego między innymi koncepcję oddziaływania na odległość odrzucamy.

Należy podkreślić, że pole nie jest czystą abstrakcją, ale jest materialne. Każdy element objętości pola ma energię,
którą możemy zmierzyć. Pole jest realnością fizyczną, innymi słowy: pole jest jedną z form materii.

Natężenie pola

W celu ilościowego opisania pola elektrycznego definiuje się pojęcie jego natężenia.

( wzór 11 ) 

Doświadczenie pokazuje, że siła  działająca od pola na dodatni ładunek próbny umieszczony w danym miejscu pola

jest proporcjonalna do wartości ładunku próbnego. Dlatego stosunek tej siły do wartości ładunku próbnego 
będzie w tym miejscu stały, niezależny od ładunku próbnego.

Wielkość  charakteryzuje ilościowo pole elektryczne i nazywana jest natężeniem pola. Mówimy, że natężenie pola
elektrycznego w danym miejscu jest to stosunek siły działającej na ładunek próbny do wartości ładunku próbnego.
Jest to wielkość wektorowa. Zwrot wektora  wyznaczony jest przez zwrot siły .

Próbny ładunek powinien być dostatecznie mały, aby jego własne pole nie zmieniło dostrzegalnie rozkładu ładunków
wytwarzających pole mierzone.

Jednostką natężenia pola jest .

Jeżeli znamy natężenie pola, to za pomocą wzoru (wzór 11 na stronie 10) łatwo możemy obliczyć siłę działającą
na ładunek próbny  w tym polu

( wzór 12 ) 

Znajdźmy wzór na natężenie pola, jeżeli jego źródłem jest ładunek punktowy . Na podstawie prawa Coulomba
(wzór 1 na stronie 6) mamy:

( wzór 13 ) 

Stosując definicję natężenia (wzór 11 na stronie 10), otrzymamy

( wzór 14 ) 

Widzimy, że natężenie pola nie zależy od wielkości ładunku próbnego. Zależy tylko od ładunku  wytwarzającego to
pole, dlatego mówimy, że  jest źródłem pola.

Kierunek i zwrot wektora natężenia pola jest określony przez siłę  działającą na dodatni ładunek próbny. Jeżeli
ładunek  źródła pola umieścimy w początku układu współrzędnych, to w przypadku dodatniego znaku ładunku

 wektor natężenia w danym punkcie jest zwrócony tak samo, jak wektor wodzący, natomiast w przypadku znaku
ujemnego – zwrot natężenia pola jest przeciwny (Rysunek 1.8: Wektor natężenia pola wytworzonego przez ładunek
punktowy ma kierunek promienia wodzącego i zwrot na stronie 11).
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a) zgodny – dla ładunku dodatniego, b) przeciwny – dla ładunku

ujemnego

Rysunek 1.8: Wektor natężenia pola wytworzonego przez ładunek punktowy ma kierunek promienia
wodzącego i zwrot

Jeżeli mamy więcej punktowych źródeł pola, to – wiedząc, że natężenie pola jest wektorem i znając zasadę
dodawania wektorów – łatwo możemy znaleźć wypadkowe natężenie pola jako sumę wektorową natężeń pól
pochodzących od wszystkich źródeł. Wektorowe dodawanie natężeń pól nazywa się zasadą superpozycji pól.

Przykład 2

Oblicz natężenie pola w środku trójkąta równobocznego o boku , w którego wierzchołkach
znajdują się jednakowe co do wartości bezwzględnej ładunki  – dwa ujemne i jeden dodatni
(Rysunek 1.9: Natężenie pola wytworzonego przez trzy ładunki na stronie 11).

Rysunek 1.9: Natężenie pola wytworzonego przez trzy ładunki
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Rozwiązanie: Punkt będący środkiem trójkąta znajduje się w jednakowej odległości  od

każdego z wierzchołków. Wartość natężenia pola pochodzącego od jednego ładunku, zgodnie ze
wzorem (wzór 14 na stronie 10), wynosi

( wzór 15 ) 

Na rysunku widzimy, że wypadkowe natężenie wytworzone przez dwa ujemne ładunki jest
równe natężeniu  wytworzonemu przez ładunek dodatni. (Wynika to z faktu, że kąt pomiędzy
wektorami  i  wynosi .) Stąd całkowite natężenie pola  wynosi

( wzór 16 ) 

Linie pola (linie sił)

Linie pola pozwalają na poglądowe przedstawienie pola. Linia pola (inaczej linia natężenia pola lub linia sił) to
linia, do której wektor natężenia pola jest styczny w każdym jej punkcie. Ma ona zwrot zgodny ze zwrotem wektora
natężenia (Rysunek 1.10: Linia pola to linia, do której w każdym jej punkcie jest styczny wektor natężenia pola na
stronie 12).

Rysunek 1.10: Linia pola to linia, do której w każdym jej punkcie jest styczny wektor natężenia pola

Jeżeli źródłem pola jest ładunek punktowy, to linie rozchodzą się promieniście (Rysunek 1.11: Linie pola źródeł
punktowych na stronie 13); są one zwrócone od ładunku dodatniego. W przypadku ujemnego ładunku linie są
zwrócone do niego. Zatem linie pola zaczynają się na ładunkach dodatnich, a kończą na ujemnych.
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Rysunek 1.11: Linie pola źródeł punktowych

Na Rysunek 1.12: a) Linie pola dipola elektrycznego; b) Linie pola jednorodnego na stronie 14a przedstawiono
linie sił pola elektrycznego pochodzącego od dwóch jednakowych ładunków przeciwnego znaku, tzw. dipola. Pole
wytworzone przez każdy oddzielny ładunek jest zniekształcone na skutek obecności w pobliżu drugiego ładunku.
Gęstsze ułożenie linii sił w określonym miejscu pola oznacza, że jest tam większe natężenie pola, a w miejscach, w
których są one rzadsze, natężenie pola jest mniejsze.
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Rysunek 1.12: a) Linie pola dipola elektrycznego; b) Linie pola jednorodnego

W przypadku pola jednorodnego (pole o stałym natężeniu ) linie sił są proste i rozłożone jednakowo gęsto (Rysunek
1.12: a) Linie pola dipola elektrycznego; b) Linie pola jednorodnego na stronie 14b).

Pytania i problemy

1. Opisz pole elektrostatyczne.
2. Czym się różni oddziaływanie na odległość od oddziaływania za pośrednictwem pola?
3. Czy pole elektryczne jest materialne, czy to raczej abstrakcja?
4. Opisz kierunek, zwrot i wartość wektora natężenia pola elektrostatycznego.
5. Wyjaśnij co znaczy, że natężenie jest wielkością charakteryzującą pole elektrostatyczne.
6. Co to są linie pola lub linie sił?
7. Podaj wzór definiujący natężenie pola i na tej podstawie (korzystając z prawa Coulomba) przedstaw wzór na

natężenie pola w odległości  od źródła pola - ładunku punkowego .
8. Superpozycja pól, czyli dodawanie pól – kiedy się stosuje i jak się wyznacza pole wypadkowe? Podaj przykłady.
9. Wyjaśnij, dlaczego linie pola nigdzie się nie przecinają.

1.4 Pole elektrostatyczne powstałe w wyniku szczególnych rozkładów
ładunków

Podamy tu przykłady pola elektrycznego szczególnie często występującego w przypadkach, do których
niejednokrotnie będziemy wracać w trakcie dalszej nauki o elektryczności.

Kulisty rozkład ładunków

Kula równomiernie naładowana w całej objętości
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Rozpatrzymy pole wytworzone przez równomiernie naładowaną w całej objętości kulę o promieniu . Na zewnątrz
kuli rozkład linii pola jest identyczny jak w polu o źródle punktowym. Mówimy, że pole ma taką samą symetrię jak
pole pochodzące od ładunku punktowego, w skrócie – pole o symetrii punktowej. Zatem obowiązuje tam wzór na
natężenie pola (wzór 14 na stronie 10), z tym, że obecnie ładunek  jest rozmieszczony w całej objętości pełnej
kuli. Pole na zewnątrz kuli jest więc takie samo, jak gdyby cały ładunek znajdował się w jednym punkcie – w środku
kuli. Mamy zatem

( wzór 17 ) 

Sfera równomiernie naładowana na całej powierzchni

Rozpatrzmy teraz powłokę kulistą o promieniu  równomiernie naładowaną ładunkiem  (Rysunek 1.13:
Rozkład ładunku na powierzchni sfery  na stronie 15) - jest to przypadek, gdy taka powłoka jest wykonana z
przewodzącego materiału (np. z metalu). W takim materiale ładunki mogą się swobodnie poruszać, zatem jeżeli
wprowadzimy określoną porcję ładunku, to rozpłynie się on po całej powierzchni na skutek wzajemnego odpychania
wszystkich jego części. Zauważymy, że rozkład linii pola jest taki sam jak w przypadku pola wytworzonego przez
ładunek punktowy, czyli mamy tu do czynienia z polem o symetrii punktowej. Zatem obowiązuje tu identyczny z
(wzór 17 na stronie 15) wzór na natężenie pola .

Rysunek 1.13: Rozkład ładunku na powierzchni sfery

Mimo, iż ładunek jest w rzeczywistości rozłożony równomiernie na powierzchni sfery, pole na zewnątrz niej nie różni
się niczym od pola wytworzonego przez ładunek punktowy. Można udowodnić, że w dowolnym punkcie wewnątrz
sfery naładowanej natężenie pola jest równe zeru.

Przykład 3

Suche powietrze w silnym polu elektrycznym o natężeniu  gwałtownie się jonizuje
i nie jest już dalej izolatorem, lecz staje się przewodnikiem (czego dowodem są cienkie iskierki).
Ładunek umieszczony na powierzchni kuli odpłynie z niej.
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Ważne:  Jonizacja polega na odrywaniu elektronów od obojętnych elektrycznie
atomów lub cząsteczek, w wyniku czego powstają jony dodatnie (atomy lub
cząsteczki pozbawione elektronu) i jony ujemne (swobodne elektrony).

Obliczmy, jaki maksymalny ładunek  może być utrzymany na kuli o promieniu .

Rozwiązanie: Jeżeli naładujemy jednorodną kulę metalową, to cały ładunek zgromadzi się na
jej powierzchni, ponieważ jednoimienne ładunki wprowadzone do kuli odpychają się i starają
się znaleźć jak najdalej od siebie. Wzajemne odległości między poszczególnymi ładunkami będą
największe wtedy, gdy nie znajdą się one w środku kuli, ale tylko na powierzchni. Zatem możemy
zastosować wzór (wzór 17 na stronie 15) na natężenie pola na zewnątrz kuli

( wzór 18 ) 

Największe natężenie występuje tuż przy powierzchni kuli ( ). Przyjmując, że to natężenie
wynosi , otrzymamy maksymalny ładunek, jaki jeszcze może utrzymać kula, nie jonizując
powietrza

( wzór 19 ) 

Natężenie pola na powierzchni przewodzącej kuli można wyrazić za pomocą prostego wzoru

( wzór 20 ) 

gdzie  – powierzchniowa gęstość ładunku na kuli, którą definiujemy za pomocą wzoru:

( wzór 21 ) 

We wzorze tym  oznacza fragment powierzchni (przedstawiony na Rysunek 1.14: Powierzchniowa gęstość
ładunku wynosi σ = Δ q Δ S  na stronie 17), zaś  oznacza ładunek zgromadzony w tym fragmencie.
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Rysunek 1.14: Powierzchniowa gęstość ładunku wynosi 

Wzór (wzór 20 na stronie 16) wynika z następującego rozumowania: Cały ładunek  gromadzi się na
powierzchni przewodzącej kuli (patrz Przykład 3 na stronie 15), zatem zgodnie z definicją gęstości ładunku (wzór

21 na stronie 16) mamy , gdzie  jest powierzchnią kuli, czyli . Stąd

( wzór 22 ) 

Podstawiając ten wynik do wzoru na natężenie pola kuli (wzór 17 na stronie 15), otrzymamy (wzór 20 na stronie
16):

( wzór 23 ) 

Płaski rozkład ładunków

Natężenie pola elektrycznego wytworzonego przez nieskończoną, równomiernie naładowaną płytę zanurzoną
w ośrodku o przenikalności  (Rysunek 1.15: Pole elektryczne wytworzone przez nieskończoną, równomiernie
naładowaną płytę jest jednorodne w całej przestrzeni (po obu sronach płyty) na stronie 18) wyraża się wzorem

( wzór 24 ) 

Zwróć uwagę na podobieństwo wzoru (wzór 24 na stronie 17) do wzoru (wzór 20 na stronie 16). Pojawienie
się „2” w mianowniku wzoru (wzór 24 na stronie 17) można uzasadnić za pomocą rozumowania, które, niestety,
wykracza poza ramy szkoły średniej.
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Rysunek 1.15: Pole elektryczne wytworzone przez nieskończoną, równomiernie naładowaną płytę
jest jednorodne w całej przestrzeni (po obu sronach płyty)

Pole wytworzone przez dużą płytę jest jednorodne, jego natężenie jest stałe i nie zależy od odległości od płyty. Zatem
wzór (wzór 24 na stronie 17) jest słuszny dla dowolnej odległości od płyty. Może się komuś wydawać dziwne, że
natężenie pola nie zależy od odległości od płyty. Stanie się to mniej dziwne, jeżeli weźmiemy pod uwagę, że płyta ma
bardzo duże rozmiary w stosunku do odległości, w jakich wyznaczamy natężenie pola. Niewielka zmiana odległości
(w stosunku do rozmiarów płyty) nie ma znaczenia dla rozkładu pola.

Wskazówka:  W praktyce, wzór (wzór 24 na stronie 17) jest przybliżeniem; analogiczne przybliżenie
stosujemy przyjmując, że ziemskie pole grawitacyjne jest jednorodne. Uznanie pola grawitacyjnego Ziemi za
jednorodne oznacza, że Ziemia jest płaska (oczywiście w przybliżeniu).

Bardzo często w praktyce stosujemy tak zwane kondensatory płaskie, w których dwie równoległe płyty są
naładowane ładunkami jednakowej gęstości, ale o przeciwnych znakach (Rysunek 1.16: a) W obszarach na zewnątrz
płyt (I i III) pole całkowicie się redukuje, a w obszarze między płytami (II) podwaja się; b) w efekcie całe pole
jest skupione między płytami na stronie 19). Zgodnie ze wzorem (wzór 24 na stronie 17) natężenie pola
pochodzącego od płyty dodatniej będzie takiej samej wartości, jak pola pochodzącego od płyty ujemnej. Wektory
natężenia pochodzące zarówno od płyty dodatniej, jak i ujemnej będą wszędzie równoległe. Natomiast ich zwroty
będą takie same tylko w obszarze między płytami (Rysunek 1.16: a) W obszarach na zewnątrz płyt (I i III) pole
całkowicie się redukuje, a w obszarze między płytami (II) podwaja się; b) w efekcie całe pole jest skupione między
płytami na stronie 19a). Na zewnątrz płyt zwroty te będą przeciwne. Pola wytworzone przez płytę ujemną i płytę
dodatnią nakładają się w taki sposób, że w obszarach na zewnątrz płyt (obszary I i III) całkowicie się redukują, a w
obszarze między płytami (obszar II) dodają się. W efekcie całe pole jest skupione między płytami (Rysunek 1.16: a)
W obszarach na zewnątrz płyt (I i III) pole całkowicie się redukuje, a w obszarze między płytami (II) podwaja się; b)
w efekcie całe pole jest skupione między płytami na stronie 19 b).
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Rysunek 1.16: a) W obszarach na zewnątrz płyt (I i III) pole całkowicie się redukuje, a w obszarze
między płytami (II) podwaja się; b) w efekcie całe pole jest skupione między płytami

Wobec tego w kondensatorze płaskim natężenie pola wynosi

( wzór 25 ) 

Widzimy, że pole w kondensatorze płaskim jest jednorodne. W dowolnym punkcie między płytami mamy takie samo
natężenie, niezależnie od tego, czy punkt leży bliżej jednej z płyt, czy jest w środku kondensatora. Linie tego pola są
równoległe.

Na zakończenie podamy ogólny wzór służący do obliczenia natężenia pola elektrycznego , które jest sumą
(wektorową) składowych elementów pola pochodzących od cząstkowych ładunków . Wartość elementu natężenia
pola jest wyrażona wzorem:

( wzór 26 ) 

Ten wzór pozwala nam wyprowadzić wzory na natężenie pola przy różnych rozkładach ładunków, w tym wzór (wzór
24 na stronie 17). Ponadto, ułatwi nam on zrozumienie prawa Biota Savarta występującego w nauce o polu
magnetycznym (patrz - wzór (wzór 273 na stronie 114)).

Pytania i problemy

1. Narysuj linie pola pochodzącego od kulistego rozkładu ładunków, np. od sfery równomiernie naładowanej na całej
powierzchni.

2. Narysuj linie pola pochodzącego od płaskiego rozkładu ładunków.
3. Podaj wzór na natężenie pola w przestrzeni po jednej stronie naładowanej ładunkiem  płaszczyzny o

powierzchni , stosując  – powierzchniową gęstość ładunku.
4. Okładki kondensatora płaskiego naładowano ładunkiem . Powierzchnia okładki wynosi .

Korzystając ze odpowiedniego wzoru oblicz natężenie pola wewnątrz kondensatora płaskiego. Narysuj linie pola.
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5. Dlaczego na zewnątrz kondensatora płaskiego nie ma pola elektrycznego? Wykonaj odpowiedni rysunek.

1.5 Potencjał elektryczny

Do opisu pola używamy wektora natężenia . Wektor ten określa pole jednoznacznie. Jeżeli zatem znamy wektor
natężenia w każdym punkcie pola, to wiemy już o polu wszystko. Oprócz opisu pola za pomocą wektora możemy
stosować równorzędnie wielkość skalarną – tzw. potencjał. Pojęcie potencjału jest szczególnie przydatne przy
wyznaczaniu pracy i energii ciał naładowanych w polu oraz w przypadku prądu elektrycznego, który będziemy
omawiać w następnym rozdziale.

Aby zdefiniować potencjał, trzeba określić, energię potencjalną ładunku w polu. Można ją wyznaczyć, znając wzór na
pracę przemieszczenia ładunku w polu. Zatem nasze rozważania rozpoczniemy od pracy.

Praca w polu elektrostatycznym

Weźmy pod uwagę dodatni ładunek próbny  w polu jednorodnym. Chcemy go przesunąć z punktu  do  o pewien
odcinek , jak na Rysunek 1.17: Praca przesunięcia ładunku z punktu A do B nie zależy od drogi na stronie 20.
Zapytajmy, jaką pracę  wykonamy, jeżeli będziemy działać na ładunek siłą  zwróconą przeciwnie do siły działania
pola. Zgodnie ze wzorem ogólnym na pracę  (patrz rozdział – 3.1 Praca), mamy

( wzór 27 ) 

gdzie  jest wartością siły, z jaką przesuwamy ładunek.

Rysunek 1.17: Praca przesunięcia ładunku z punktu  do  nie zależy od drogi

Praca ta nie zależy od tego, czy będziemy ją wykonywać, idąc wzdłuż drogi , czy idąc wzdłuż .
Rzeczywiście, idąc wzdłuż drogi , na odcinku  nie wykonujemy żadnej pracy, gdyż działamy siłą
prostopadłą do przesunięcia ( ). Cała praca zostanie wykonana na odcinku , zatem

 (siła  jest równoległa do odcinka ), więc .
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Rysunek 1.18: Praca w polu elektrostatycznym wzdłuż dowolnej krzywej od  do  jest równa pracy
na odcinku  równoległym do linii pola, nie zależy więc od drogi

Twierdzenie, że praca przesunięcia ładunku w polu między dwoma punktami nie zależy od drogi przejścia między
tymi punktami, możemy udowodnić w ogólnym przypadku, gdy droga jest dowolna, np. jest linią krzywą, jak na
Rysunek 1.18: Praca w polu elektrostatycznym wzdłuż dowolnej krzywej od A do B jest równa pracy na odcinku
CB równoległym do linii pola, nie zależy więc od drogi na stronie 21. Całą krzywą dzielimy na elementy 
tak małe, że możemy je uważać za odcinki proste. Każdy z nich będzie nachylony pod określonym kątem  do linii
pola, więc i do siły, z jaką pracujemy. Na każdym z tych odcinków mamy sytuację podobną do wyżej rozważanej;
to znaczy, że praca jest taka sama, jak praca wzdłuż rzutu tego odcinka  na kierunek linii pola. Suma tych
wszystkich prac jest równa pracy na odcinku , tak jak poprzednio, mimo że była wykonywana wzdłuż dowolnej
krzywej od  do . Natomiast odcinki  nic nie wnoszą do pracy wykonywanej między punktami  i . Ponieważ
nie zakładaliśmy nic o krzywej, więc jest ona dowolnie przeprowadzona między punktami  i . Dla każdej krzywej
możemy przeprowadzić podobne rozumowanie i zawsze wynik będzie taki sam: praca wykonana wzdłuż krzywej
będzie równa pracy na odcinku 

( wzór 28 ) 

Nasze rozważania można uogólnić dla dowolnego pola elektrostatycznego. Zatem: praca przesunięcia ładunku
między dwoma punktami w polu elektrostatycznym nie zależy od drogi, zależy tylko od położenia tych
punktów.

Taką samą własność ma pole grawitacyjne. Praca przesunięcia jakiejś masy w polu grawitacyjnym również nie
zależy od drogi, a tylko od położenia punktu początkowego i końcowego. Zatem siły elektryczne i grawitacyjne
mają wspólną cechę: są siłami zachowawczymi, bowiem tylko taka siła, której praca nie zależy od kształtu drogi,
ale od położenia punktów końcowych tej drogi, nazywa się siłą zachowawczą. Jest to ważne stwierdzenie, gdyż
tylko w odniesieniu do pól zachowawczych możemy mówić o energii potencjalnej i tylko wtedy jesteśmy w stanie
zdefiniować potencjał.

Zanim jednak zdefiniujemy potencjał pola elektrycznego, podamy jeszcze wzór na pracę przesunięcia ładunku
próbnego  między dwoma punktami w polu (niejednorodnym) wytworzonym przez ładunek punktowy. Nie
możemy stosować tu wzoru (wzór 27 na stronie 20), gdyż siła nie jest stała. Podobne zagadnienie spotkaliśmy
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przy wyprowadzeniu wzoru na pracę w polu grawitacyjnym wytworzonym przez kulistą masę. Zależność siły
grawitacyjnej od promienia  w tamtym przypadku

( wzór 29 ) 

jest podobna do zależności od promienia  siły elektrostatycznej w obecnym przypadku:

( wzór 30 ) 

Rozumowanie przy wyprowadzaniu wzoru na pracę siły zewnętrznej w polu elektrostatycznym jest podobne do
rozumowania w przypadku pola grawitacyjnego (wzór (#unique_11/unique_11_Connect_42_eq35)):

( wzór 31 ) 

Zatem, możemy skorzystać z tej analogii i podać gotowy wzór na pracę przesunięcia ładunku próbnego  przez siłę
zewnętrzną w polu elektrostatycznym wytworzonym przez punktowy ładunek :

( wzór 32 ) 

Zwróćmy uwagę na to, że wzór (wzór 32 na stronie 22) różni się znakiem od wzoru (wzór 31 na stronie 22).
Wynika to stąd, że siła grawitacji jest zawsze siłą przyciągania dwóch ciał, podczas gdy siła elektrostatyczna
może być zarówno siłą przyciągającą, jak i odpychającą. Zwrot siły we wzorze (wzór 30 na stronie 22) jest
automatycznie uwzględniony (poprzez znak iloczynu ładunków , po zrezygnowaniu z wartości bezwzględnej) i
wpływa na znak we wzorze (wzór 32 na stronie 22).

Energia potencjalna ładunku w polu elektrostatycznym

Siły elektryczne są siłami zachowawczymi, dlatego praca wykonana przez siłę zewnętrzną przy przesuwaniu ciała
naładowanego w polu nie zostaje zmarnowana i może być zwrócona – ciało uzyskuje energię potencjalną .
Miarą zmiany tej energii jest wykonana praca . Dla pola pochodzącego od źródła punktowego zgodnie
ze wzorem (wzór 32 na stronie 22) mamy

( wzór 33 ) 

Energia potencjalna ładunku w polu wzrasta ( ), gdy siła zewnętrzna wykonuje pracę przeciw sile
elektrostatycznej, czyli:

a) przeciw sile odpychania – w przypadku ładunków jednoimiennych,

b) przeciw sile przyciągania – w przypadku ładunków różnoimiennych.

Energia potencjalna ładunku w polu maleje ( ), gdy pracę wykonuje siła elektrostatyczna, czyli:

a) siła odpychania – w przypadku ładunków jednoimiennych,

b) siła przyciągania – w przypadku ładunków różnoimiennych.

Aby móc określić energię potencjalną ładunku  w danym punkcie pola wytworzonego przez ładunek , trzeba
zdecydować, gdzie jej wartość przyjmiemy za równą zeru. Zakładamy, że poziom zerowy energii potencjalnej jest
w nieskończoności, czyli tam, gdzie ładunek jest oddalony od innych na taką odległość, iż inne ładunki na niego nie
działają. Zatem praca  wykonana przy sprowadzeniu ładunku z nieskończoności do danego punktu  pola jest
miarą energii potencjalnej  ładunku znajdującego się w tym punkcie, czyli

( wzór 34 ) 
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Jeżeli ładunek próbny  znajduje się w punkcie odległym o  od punktowego ładunku źródła pola , a  dąży do
nieskończoności, to – zgodnie z (wzór 32 na stronie 22) – energia potencjalna ładunku  wynosi

( wzór 35 ) 

Otrzymaliśmy wzór na energię potencjalną ładunku  w polu o źródle punktowym 

( wzór 36 ) 

W przypadku ładunków różnoimiennych, we wzorze tym pojawia się znak „–”, tzn. że energia jest ujemna. Jest to
zrozumiałe, gdyż w tym przypadku pracę przy przesunięciu ładunku z nieskończoności do danego punktu wykonują
siły pola i energia potencjalna maleje od zera w nieskończoności do określonej wartości ujemnej w danym punkcie.
Wykresy zależności (wzór 36 na stronie 23) przedstawione są na Rysunek 1.19: Energia potencjalna E p (r)
ładunku próbnego w polu o źródle punktowym na stronie 23.

a) ładunki różnoimienne:  ( rośnie wraz z odległością), b) - jednoimienne:  (maleje wraz z

odległością)

Rysunek 1.19: Energia potencjalna  ładunku próbnego w polu o źródle punktowym

Potencjał elektryczny

Podobnie jak w przypadku pola grawitacyjnego, potencjał elektryczny zdefiniujemy jako stosunek energii
potencjalnej ładunku  w danym punkcie pola do wartości tego ładunku:

( wzór 37 ) 

Jednostką potencjału jest jeden wolt .

Dla pola o symetrii punktowej potencjał, zgodnie z jego definicją i ze wzorem (wzór 36 na stronie 23), wyrażamy
jako

( wzór 38 ) 

Widzimy, że o ile potencjał maleje odwrotnie proporcjonalnie do pierwszej potęgi promienia, to natężenie tego pola
(wzór (wzór 14 na stronie 10)) maleje odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu promienia

( wzór 39 ) 
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Podobne zależności potencjału i natężenia pola od odległości występują również w polu grawitacyjnym.

W wielu przypadkach wygodnie jest wyrazić pracę  wykonaną między dwoma punktami za pomocą różnicy
potencjałów. Określmy zatem potencjał (wzór 38 na stronie 23) dla punktu  oraz dla punktu 

, 

Zatem

( wzór 40 ) 

skąd

( wzór 41 ) 

Wyraziliśmy przyrost energii potencjalnej  za pomocą różnicy potencjałów. Ponieważ  (przyrost
energii potencjalnej jest równy pracy), więc

( wzór 42 ) 

Zwróćmy uwagę na to, że  oznacza tu pracę siły zewnętrznej przy przesuwaniu ładunku w polu z punktu  do .
Siła ta ma zwrot zawsze przeciwny do siły pola działającej na ładunek  (patrz np. Rysunek 1.17: Praca przesunięcia
ładunku z punktu A do B nie zależy od drogi na stronie 20)). Jeżeli chcemy wyznaczyć pracę, którą wykonuje
pole, przesuwając ładunek  z punktu  do , to musimy we wzorze (wzór 42 na stronie 24) zmienić znak na
przeciwny, zatem

( wzór 43 ) 

Różnicę potencjałów nazywamy napięciem i zwykle oznaczamy przez . Dzięki temu wzór na pracę (wzór 42 na
stronie 24) przybiera prostą postać:

( wzór 44 ) 

Jednostką napięcia - tak jak potencjału - jest .

Praca przesunięcia w polu ładunku między dwoma punktami, między którymi panuje napięcie , daje przyrost
energii potencjalnej ładunku . Dla pola jednorodnego  (patrz (wzór 27 na stronie 20)),
więc  (  jest odległością między tymi punktami liczoną wzdłuż linii pola). Stąd po prostym przekształceniu
otrzymujemy bardzo popularny wzór na natężenie pola jednorodnego

( wzór 45 ) 

Wzór (wzór 45 na stronie 24) pozwala określić często stosowaną w praktyce jednostkę natężenia pola
elektrycznego:

( wzór 46 ) 

Przypomnijmy, że ze wzoru (wzór 11 na stronie 10) wynika równoważna jednostka:

( wzór 47 ) 

Podobnie jak w przypadku pola grawitacyjnego, również tutaj stosuje się poglądowe przedstawienie pola
elektrostatycznego za pomocą powierzchni ekwipotencjalnych, czyli takich, na których potencjał ma jednakową
wartość.

Zgodnie ze wzorem (wzór 38 na stronie 23) w przypadku pola o symetrii punktowej potencjał przybiera
jednakową wartość dla wszystkich punktów o tym samym promieniu , czyli dla punktów jednakowo odległych
od środka. Miejscem geometrycznym tych punktów jest powierzchnia kuli o promieniu . Zatem powierzchnie
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ekwipotencjalne dla tego pola są koncentrycznymi sferami ze środkiem w punkcie, w którym znajduje się ładunek
źródła pola (Rysunek 1.20: Powierzchnie ekwipotencjalne dla pola wytworzonego przez ładunek punktowy są
koncentrycznymi sferami na stronie 25).

Rysunek 1.20: Powierzchnie ekwipotencjalne dla pola wytworzonego przez ładunek punktowy są
koncentrycznymi sferami

Jak widać na rysunku, kierunek linii pola jest prostopadły do powierzchni ekwipotencjalnej w każdym punkcie
pola. Ta własność linii pola jest charakterystyczna dla dowolnego pola o dowolnej symetrii. Oczywiście, praca
przesunięcia ładunku z dowolnego punktu na powierzchni ekwipotencjalnej do innego punktu położonego na tej
samej powierzchni jest równa zeru.

Na zakończenie przedstawimy dwuwymiarowe linie ekwipotencjalne układu trzech ładunków, zwanego kwadrupolem
elektrycznym. Takie linie są podobne w interpretacji do poziomic na mapie.
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Pomiędzy dwoma jednakowymi co do wartości ładunkami tego samego znaku znajduje się ładunek przeciwnego
znaku, ale o podwojonej

wartości

Rysunek 1.21: Kwadrupol elektryczny

Pytania i problemy

1. Czy siły elektryczne są siłami zachowawczymi? Uzasadnij odpowiedź.
2. Czy praca w celu przesunięcia ładunku w polu elektrostatycznym zależy od drogi? Uzasadnij odpowiedź.
3. Zdefiniuj potencjał elektryczny.
4. Przyjmujemy, że potencjał elektryczny Ziemi ma wartość zero. Czy można przyjąć umowę, że potencjał

elektryczny Ziemi ma inną wartość, np. 10 V? Jaki wpływ miałoby przyjęcie tej umowy na wyniki pomiaru
potencjału, a jaki na wyniki pomiaru napięcia?

5. Elektron porusza się swobodnie w polu elektrycznym. W którą stronę odbywa się ten ruch – w stronę niższych,
czy wyższych potencjałów?

6. Czy powierzchnie ekwipotencjalne o różnych potencjałach mogą się przecinać? Uzasadnij odpowiedź.
7. Potencjał na powierzchni metalowej kuli ma wartość . Jaką wartość ma potencjał wewnątrz kuli? Uzasadnij

odpowiedź.

1.6 Model atomu Bohra
W tomie I e-podręcznika opisaliśmy budowę atomu dysponując wiedzą z zakresu podstawowego, co ograniczyło
głębsze zrozumienie atomu. Obecnie, znajomość elektrostatyki w zakresie rozszerzonym stwarza okazję do głębszego
zrozumienia praw rządzących ruchem elektronów w atomach.

Zapoznamy się bliżej z modelem atomu Bohra. Był on pierwszym modelem atomu uwzględniającym zjawiska
kwantowe. Jego dużą zaletą jest to, że jest bardzo poglądowy - łatwy do wyobrażenia.

Pierwszą nieklasyczną teorię atomu opracował w 1913 roku Niels Bohr. Oparł ją na znanych w owym czasie
wynikach doświadczeń uzyskanych głównie z badania atomowych widm emisji i absorpcji światła. Widma te
świadczą o tym, że elektron w atomie może mieć tylko niektóre, skokowo zmieniające się wartości energii, gdyż
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emituje i pochłania światło o określonych, skokowo zmieniających się wartościach energii. W fizyce używa się
określeń „skwantowane poziomy energetyczne atomu” lub „dyskretne poziomy energetyczne atomu” dla opisania
owej skokowo zmieniającej się wartości energii.

Rysunek 1.22: Niels Bohr (1885–1962)

Atom wodoru to układ elektron-proton. Proton jest cięższy od elektronu około 1840 razy. Elektron, mający ujemny
ładunek , w atomie wodoru porusza się w kulombowskim polu dodatniego jądra – protonu, którego
ładunek jest co do wartości bezwzględnej równy ładunkowi elektronu. Średnia odległość elektronu od jądra, gdy
elektron ten jest w stanie podstawowym, jest równa:

( wzór 48 ) 

gdzie symbol  (angstrem) oznacza jednostkę długości charakterystyczną dla atomów, . Natomiast
rozmiary protonu są około 5 rzędów wielkości mniejsze, czyli są mniejsze około sto tysięcy razy od rozmiarów
atomu. Możemy zatem uznać, że pole elektryczne, w którym porusza się elektron, jest polem wytworzonym przez
ładunek punktowy (Rysunek 1.23: Atom wodoru według Bohra na stronie 28). Elektron jest przyciągany do jądra
siłą elektrostatyczną.
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Elektron krąży na orbicie kołowej wokół dodatniego jądra –

protonu

Rysunek 1.23: Atom wodoru według Bohra

Bohr przyjął, że elektrony poruszają się po klasycznych torach, podobnie jak planety po kołowych orbitach.
Stwierdził, że znane zjawiska związane z budową atomu dadzą się wyprowadzić z kilku podstawowych postulatów.

Pierwszy postulat Bohra: moment pędu elektronu (traktowanego jako punkt materialny) na orbicie jest całkowitą
wielokrotnością „kreślonej” stałej Plancka , czyli

( wzór 49 ) 

gdzie:  – masa elektronu,  – jego prędkość,  – promień dopuszczalnej orbity kołowej elektronu, a  przybiera
wartości liczb naturalnych ( ). Kreślona stała Plancka jest mniejsza od stałej Plancka  o czynnik ;

.

Drugi postulat Bohra to stwierdzenie, że stany elektronu znajdującego się na orbitach zgodnych z pierwszym
postulatem są stacjonarne, czyli elektron znajdujący się na tych orbitach nie wysyła fal elektromagnetycznych. Mimo
że elektron na orbicie porusza się z przyśpieszeniem (dośrodkowym), to wbrew prawu klasycznemu (ładunek krążący
po orbicie powinien promieniować falę) nie wypromieniowuje on fali elektromagnetycznej.

Trzeci postulat Bohra głosi, że podczas przejścia elektronu z jednego stanu stacjonarnego do drugiego (z jednej
orbity na drugą) jest wypromieniowany albo pochłonięty jeden kwant energii. Atom emituje kwant energii podczas
przejścia elektronu z orbity o wyższej energii (bardziej oddalonej od jądra) na orbitę o niższej energii, (bliższą jądra).
Pochłanianie kwantu (absorpcja) zachodzi przy odwrotnym przejściu elektronu – z orbity bliższej jądra na bardziej
odległą. Częstotliwość  fali elektromagnetycznej wypromieniowanej przy tych przejściach wynika z bilansu energii:

( wzór 50 ) 

gdzie  i  są energiami odpowiednich stanów elektronu w atomie.

Jak Bohr doszedł do swojego modelu atomu

Pokażemy teraz, jak Bohr doszedł do tych postulatów.
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1. Dlaczego Bohr przyjął, że elektron porusza się tylko po wybranych orbitach - okręgach o określonych
promieniach?

Było wiadomo wcześniej, że światło emitowane przez atomy charakteryzuje się widmem liniowym (nieciągłym). Np.
atomy wodoru emitują światło w zakresie widzialnym tylko o ustalonych długościach fali. Jeżeli światło emitowane
przez wodór w stanie gazowym ukształtujemy w wąską wiązkę przepuszczając światło przez wąską szczelinę i na
jej drodze umieścimy pryzmat (lub siatkę dyfrakcyjną) to zaobserwujemy wielokrotny obraz szczeliny o różnych
barwach, czyli układ kolorowych prążków (Rysunek 1.24: Widmo promieniowania światła atomów wodoru w zakresie
widzialnym – seria Balmera na stronie 29), zwany widmem.

Rysunek 1.24: Widmo promieniowania światła atomów wodoru w zakresie widzialnym – seria
Balmera

Każdy prążek odpowiada określonej długości fali światła. Zbiór tych prążków stanowi tutaj tzw. serię Balmera.

Doświadczalnie ustalono, że odpowiednie długości fal  tej serii można wyznaczyć ze wzoru:

( wzór 51 ) 

gdzie  – pewna stała wyznaczona doświadczalnie z badań widm promieniowania atomowego, tzw stała Rydberga.

Wzór ten można również przedstawić w postaci:

( wzór 52 ) 

gdyż wiadomo, że 

Ogólnie, częstotliwości fal wszystkich serii linii wodoru spełniają zależność

( wzór 53 ) 

gdzie ,

 – seria Lymanna,

 – seria Balmera,

 - pozostałe serie

Wzór (wzór 53 na stronie 29) interpretuje się następująco: atomy wodoru promieniują światło tylko o wybranych
częstotliwościach (długościach fal), lub w obrazie fotonowym – atomy emitują tylko takie fotony, których
częstotliwości dane są wzorem (wzór 53 na stronie 29).

Energie fotonów  emitowanych przez atom wyrażą się wzorem

( wzór 54 ) 

Jeżeli prawą stronę tego wzoru rozbijemy na dwie części,

( wzór 55 ) 
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to można dojść do wniosku, że wzór przedstawia bilans energii – energia stracona przez atom (przez wyemitowanie
fotonu)  jest równa różnicy energii atomu przed emisją  i po emisji :

( wzór 56 ) 

Porównując wzory (wzór 55 na stronie 29) z (wzór 56 na stronie 30) można przyjąć, że energia atomu w
stanie wyższym (gdy ) wynosi

( wzór 57 ) 

Zaś energia atomu w stanie niższym (gdy ) wynosi

( wzór 58 ) 

Ogólny wzór

( wzór 59 ) 

mówi nam, że energie atomu wodoru wyrażone są za pomocą liczb naturalnych . Czyli, że mogą
przyjmować tylko nieciągły zbiór wartości (skokowo zmieniających się).

Korzystając z tego wzoru Bohr już mógł łatwo pokazać, że każdemu poziomowi energii atomu odpowiada
określona orbita elektronu. Jego rozumowanie przebiegało prawdopodobnie w następujący sposób.

Wiadomo, że energia elektronu na orbicie składa się z kinetycznej i potencjalnej

( wzór 60 ) 

gdzie  - energia potencjalna:

( wzór 61 ) 

Widzimy, że energia potencjalna elektronu na orbicie jest wyrażona za pomocą promienia orbity .

Podobnie można wyrazić i energię kinetyczną (we wzorze (wzór 60 na stronie 30) - za pomocą promienia orbity
). Znamy wzór na siłę dośrodkową  ciała poruszającego się po okręgu o promieniu 

( wzór 62 ) 

W naszym przypadku jest to siła przyciągania  elektronu do jadra,

( wzór 63 ) 

Stąd równanie: , które po przekształceniu przyjmie postać:

( wzór 64 ) 

Wstawiając (wzór 64 na stronie 30) i (wzór 61 na stronie 30) do (wzór 60 na stronie 30) otrzymamy, że
całkowita energia elektronu na -tej orbicie zależy od promienia  tej orbity

( wzór 65 ) 

Pozostał teraz już ostatni krok do wykazania, że orbity elektronu muszą przybierać nieciągły zbiór wartości – trzeba
przyrównać wzory (wzór 65 na stronie 30) i (wzór 59 na stronie 30), otrzymamy

( wzór 66 ) 
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Stąd ostatecznie

( wzór 67 ) 

Widzimy, że promień  przybiera nieciągły (dyskretny) zbiór wartości wyrażonych za pomocą .

Zatem pokazaliśmy, że elektrony w atomie poruszają się tylko po określonych - skwantowanych orbitach.

Teraz możemy pokazać jak Bohr stwierdził, że moment pędu elektronu w atomie jest również skwantowany.

2. Jak Bohr doszedł do postulatu: 

Przekształcając wzór (wzór 64 na stronie 30) możemy przedstawić pęd  elektronu na orbicie w postaci:

( wzór 68 ) 

Mnożąc obie strony tego wzoru przez  otrzymamy wzór na moment pędu elektronu:

( wzór 69 ) 

Korzystając z (2.14) otrzymamy:

( wzór 70 ) 

Stąd

( wzór 71 ) 

Pierwiastek zawiera tu same znane wielkości. Po wstawieniu znanych wartości stałych pod pierwiastek otrzymamy
jego wartość równą: . Bohr uznał, że to nie jest przypadkowa liczba. Zauważył, że jest to wartość stałej
Plancka , dzielona przez , zatem wzór (wzór 71 na stronie 31) przyjmie postać 1-go postulatu
Bohra:

( wzór 72 ) 

Widzimy dlaczego Bohr przyjął właśnie taki postulat.

Dzięki przyjęciu postulatów Bohra można było teoretycznie wyznaczyć promienie orbit  oraz energie  elektronu
w atomie wodoru i sprawdzić zgodność tych wyników z doświadczeniem.

Najpierw zauważmy, że siła dośrodkowa działająca na elektron w jego ruchu wokół protonu to siła Coulomba. Mamy
zatem równanie:

( wzór 73 ) 

Z pierwszego postulatu Bohra (wzór 49 na stronie 28) mamy

( wzór 74 ) 

Przekształcimy równanie (wzór 73 na stronie 31) następująco:

( wzór 75 ) 

Dzieląc obustronnie te dwa ostatnie równania przez siebie, wyeliminujemy  i otrzymamy:

( wzór 76 ) 
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Wzór (wzór 76 na stronie 31) można zapisać również w postaci

( wzór 77 ) 

gdzie

( wzór 78 ) 

oznacza promień pierwszej orbity.

Ze wzoru (wzór 77 na stronie 32) możemy odczytać, że promień kolejnej orbity rośnie proporcjonalnie do
kwadratu liczby .

Rysunek 1.25: Dozwolone orbity elektronu w atomie wodoru

Jak widać, model Bohra daje prostą odpowiedź na pytanie, jak duży jest atom wodoru. Podstawiając odpowiednie,
znane wartości do wzoru (wzór 76 na stronie 31), dla  otrzymamy wartość promienia pierwszej orbity Bohra:

( wzór 79 ) 

Wartość ta zgadza się dobrze ze znaną z doświadczenia wartością promienia atomu wodoru znajdującego się w stanie
podstawowym.

Ostateczny wzór na energie elektronu, otrzymamy w następujący sposób:

Wiadomo, że energia elektronu na orbicie składa się z kinetycznej i potencjalnej

( wzór 80 ) 

gdzie  - energia potencjalna:

( wzór 81 ) 
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Widzimy, że energia potencjalna elektronu na orbicie jest wyrażona za pomocą promienia orbity . Podobnie można
wyrazić i energię kinetyczną (we wzorze (wzór 60 na stronie 30) - za pomocą promienia orbity ). Znamy wzór na
siłę dośrodkową  ciała poruszającego się po okręgu o promieniu 

( wzór 82 ) 

W naszym przypadku jest to siła przyciągania  elektronu do jadra,

( wzór 83 ) 

Stąd równanie: , które po przekształceniu przyjmie postać:

( wzór 84 ) 

Wstawiając (wzór 64 na stronie 30) i (wzór 61 na stronie 30) do (wzór 60 na stronie 30) otrzymamy, że
całkowita energia elektronu na -tej orbicie zależy od promienia  tej orbity

( wzór 85 ) 

Teraz wystarczy do wzoru (wzór 65 na stronie 30) podstawić wyrażenie (wzór 76 na stronie 31). Wówczas
otrzymamy:

( wzór 86 ) 

albo

( wzór 87 ) 

Skorzystaliśmy tutaj ze wzorów  oraz .

Wyrażenie na energie poziomów elektronowych w atomie wodoru (wzór 74 na stronie 31) jest dokładnie takie
samo, jak otrzymywane we współczesnej teorii kwantowej. Wartość energii zgadza się dobrze z doświadczeniem.

Przykład 4

Doświadczalnie stwierdzono, że energia jonizacji atomu wodoru wynosi . Należy
sprawdzić, czy tę wartość można otrzymać, stosując wzór (wzór 87 na stronie 33) na energię
elektronu w atomie wodoru.

Rozwiązanie: Energia jonizacji to praca, jaką trzeba wykonać, aby oddalić elektron znajdujący się
początkowo w stanie podstawowym atomu ( ) poza zasięg sił elektrostatycznego przyciągania
jądra, umownie – do nieskończoności. Zatem, podstawiając do wzoru (wzór 87 na stronie 33)

, otrzymamy

( wzór 88 ) 

Widzimy, że dokładne pomiary energii jonizacji potwierdzają wzór (wzór 87 na stronie 33).

Łatwo możemy zauważyć, że pierwszy postulat Bohra dopuszcza tylko takie orbity, na długości których mieści się

całkowita wielokrotność długości fal de Broglie’a ( ) (o falach de Broglie’a była mowa w klasie pierwszej).
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Równanie (wzór 49 na stronie 28) możemy przekształcić następująco: , stąd , ale

, więc

( wzór 89 ) 

Zatem na takiej orbicie powstaje fala stojąca (Rysunek 1.26: Dozwolone orbity elektronu w atomie wodoru na stronie
34a). Fala ta jest trwała, co daje trwałe prawdopodobieństwo przebywania tam elektronu (pełne objaśnienie
pojęcia fal stojących i warunków ich powstawania znajdziesz w rozdziale 5.12 Fale stojące na stronie 182). W
przypadku innych orbit, gdzie nie mieści się całkowita wielokrotność długości fali de Broglie’a ( ), elektron
nie może trwale na nich przebywać. Tam jest fala biegnąca, która – obiegając taką orbitę – interferuje sama ze sobą
i - w odróżnieniu od orbit stacjonarnych - może się wygaszać (Rysunek 1.26: Dozwolone orbity elektronu w atomie
wodoru na stronie 34b). Widzimy, że teoria de Broglie’a wyjaśnia, dlaczego elektron może trwale przebywać na
orbitach, dla których spełniony jest pierwszy postulat Bohra.

a) Na orbicie „bohrowskiej” tworzy się trwała fala stojąca, tam spełniony jest
warunek: , na rysunku przedstawiono –cią orbitę ( ) b)
na niedozwolonej orbicie, gdzie , nie może się utworzyć trwała fala

stojąca

Rysunek 1.26: Dozwolone orbity elektronu w atomie wodoru

Orbity Bohra i fale de Broglie'a

Rysunek 1.27: Animacja

Pytania i problemy

1. Oblicz prędkość elektronu w tak zwanym stanie wzbudzonym w atomie wodoru, mając dane: stałą  we wzorze
Coulomba, , ładunek elektronu , masę elektronu  i promień
orbity elektronu . Oceń jak duża jest to prędkość, porównując ją z prędkością kuli karabinowej
( ) oraz z prędkością światła.

2. Oblicz energię potencjalną elektronu wyrażoną w elektronowoltach, mając dane - jw.
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3. Oblicz całkowitą energię (kinetyczna i potencjalna) elektronu w atomie mając dane – jw.
4. Ile energii trzeba udzielić elektronowi w opisanym wyżej stanie wzbudzonym w atomie wodoru, aby zjonizować

ten atom?

1.7 Pojemność elektryczna
Pojęcie pojemności elektrycznej najlepiej można wyjaśnić na przykładzie kondensatora płaskiego. Kondensator płaski
to układ dwóch równoległych płyt o jednakowych rozmiarach i kształtach. Przyjmujemy, że odległość  między
płytami jest niewielka w porównaniu z liniowymi wymiarami płyt. Wtedy pole elektryczne wewnątrz naładowanego
kondensatora możemy traktować jako jednorodne i nie uwzględniać jego zniekształcenia na brzegach płyt.

Jeżeli ładunek na jednej okładce (okładką nazywamy przewodnik w układzie kondensatora) wynosi , to na

skutek indukcji na drugiej okładce wynosi . Gęstość powierzchniowa ładunku jest równa  (gdzie  – pole
powierzchni płyty). Zatem natężenie pola między okładkami (patrz wzór (wzór 24 na stronie 17)) w obecności
dielektryka (o przenikalności ) można wyrazić następująco:

( wzór 90 ) 

Natężenie pola możemy także wyrazić za pomocą różnicy potencjałów  między płytami:  (wzór (wzór 45 na

stronie 24)). Mamy zatem równanie  lub .

Widzimy, że występuje proporcja między ładunkiem  płyt a różnicą potencjałów (napięciem) między płytami.

Zatem stosunek  jest dla danego kondensatora stały i wynosi

( wzór 91 ) 

Okazuje się, że jest to prawidłowość występująca dla układu dowolnych przewodników zwanych ogólnie
kondensatorem.

Wielkość równą stosunkowi ładunku do napięcia układu dwóch przewodników nazywamy pojemnością
kondensatora i oznaczamy symbolem :

( wzór 92 ) 

Zatem wzór na pojemność kondensatora płaskiego wobec (wzór 91 na stronie 35) ma postać:

( wzór 93 ) 

Jednostką pojemności jest farad, . Pojemność jednego farada jest bardzo duża, dlatego w praktyce stosuje

się podwielokrotności tej jednostki, jak pikofarady ( ) lub mikrofarady ( ).

Pojęcie pojemności stosuje się również do pojedynczych izolowanych przewodników. Pojemnością przewodnika
nazywamy stosunek ładunku umieszczonego na nim do jego potencjału:

( wzór 94 ) 

We wzorze tym przyjmujemy, że potencjał przewodnika nienaładowanego jest zerowy, czyli że:

( wzór 95 ) 

Należy zwrócić uwagę, że pojemność elektryczna ma inne znaczenie niż - na przykład - pojemność garnka. Ta
ostatnia wielkość określa ile litrów wody (maksymalnie) zmieści się w tym garnku, bez „samoczynnego” wylewania
się wody. Można byłoby więc przypuszczać, przez analogię, że pojemność elektryczna określa maksymalną ilość



 | Elektrostatyka | 36

ładunku, jaką można zgromadzić w kondensatorze, zanim nastąpi samoczynny upływ ładunku z tego kondensatora,
najczęściej w postaci przepływu ładunku z jednej okładki na drugą. Jednakże nie tak należy interpretować pojemność
elektryczną. Taki przepływ może, owszem, wystąpić przy przekroczeniu pewnego progu napięcia między okładkami
kondensatora. Nazywa się to przebiciem kondensatora i często prowadzi do jego uszkodzenia. „Odporność”
kondensatora na przebicie jest jednak wyrażana w woltach - podaje się maksymalne napięcie, jakie może „utrzymać”
kondensator.

Pojemność kondensatora mówi nam ile kulombów ładunku może zgromadzić kondensator, aby napięcie pomiędzy
jego okładkami mogło wzrosnąć o jeden wolt. Bo przecież jednostką pojemności jest „kulomb na wolt”.

Pytania i problemy

1. Podaj definicję pojemności elektrycznej. Czy pojęcie pojemności elektrycznej stosuje się tylko do
kondensatorów?

2. Do naładowanego kondensatora płaskiego odłączonego od źródła ładunków wprowadzono dielektryk. Czy i jak
zmieniają się:

a. ładunek na okładkach,
b. napięcie między okładkami,
c. natężenie pola między okładkami?

3. Oblicz długość boku  kwadratowej płytki, która wespół z drugą, identyczną płytką stanowiłaby próżniowy
kondensator płaski o pojemności . Przyjmij, że odległość  między płytkami wynosi 1 cm.

1.8 Łączenie kondensatorów
W praktyce stosuje się różne sposoby łączenia kondensatorów. Wyróżniamy dwa podstawowe – łączenie równoległe i
szeregowe. Poznanie ich pozwoli na sprowadzenie wielu połączeń kondensatorów do tych dwóch.

W wyniku łączenia kondensatorów otrzymujemy pojemność wypadkową. Obliczymy ją, znając pojemności
składowe. Na Rysunek 1.28: Trzy kondensatory połączone równolegle na stronie 37 przedstawiono połączenie
równoległe trzech naładowanych kondensatorów. Wszystkie okładki kondensatorów z jednej strony połączone są
ze sobą (okładką nazywamy przewodnik w układzie kondensatora). Tak samo jest z drugiej strony. Zatem potencjał

 połączonych ze sobą okładek po jednej stronie wszystkich kondensatorów jest jednakowy, a na połączonych
okładkach z drugiej strony występuje jednakowy potencjał  różny od . Zatem na każdym kondensatorze
występuje taka sama różnica potencjałów . Całkowity ładunek  na wszystkich połączonych okładkach z
jednej strony jest sumą ładunków występujących na każdym kondensatorze i wynosi:

( wzór 96 ) 
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Rysunek 1.28: Trzy kondensatory połączone równolegle

Dzieląc równanie (wzór 96 na stronie 36) przez , otrzymamy

( wzór 97 ) 

Zatem zgodnie z definicją pojemności (wzór 92 na stronie 35) mamy

( wzór 98 ) 

czyli pojemność całkowita układu kondensatorów połączonych równolegle jest sumą ich pojemności.

Obliczymy teraz pojemność całkowitą układu kondensatorów połączonych szeregowo (Rysunek 1.29: Układ trzech
kondensatorów połączonych szeregowo na stronie 38). Ładunek na każdym z kondensatorów jest taki sam,
ponieważ ładunek  doprowadzony z zewnątrz na lewą okładkę pierwszego kondensatora wytwarza pole, które
przyciąga taki sam ładunek, ale przeciwnego znaku  na prawą okładkę. Ten z kolei ładunek  przypływa z okładki
lewej połączonego kondensatora 2, więc na tej okładce jego wartość wynosi . Taka sytuacja powtarza się w
odniesieniu do kondensatorów 2 i 3. Natomiast na prawą okładkę kondensatora 3 dopływa ładunek  z zewnątrz.
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Rysunek 1.29: Układ trzech kondensatorów połączonych szeregowo

Całkowite napięcie  jest sumą napięć na poszczególnych kondensatorach:

( wzór 99 ) 

Wykorzystując wzór , otrzymamy

( wzór 100 ) 

Stąd

( wzór 101 ) 

zatem odwrotność pojemności całkowitej układu kondensatorów połączonych szeregowo jest sumą odwrotności
pojemności każdego z kondensatorów.

Przykład 5

Mamy do dyspozycji kondensatory o pojemności  każdy, przeznaczone do pracy pod
napięciem . Powinniśmy połączyć je w baterię o pojemności  i napięciu pracy

. Ile potrzeba kondensatorów i jak je połączyć?

Odpowiedź: Każdy z kondensatorów wytrzymuje napięcie . Aby kondensatory wytrzymały

razem napięcie , należałoby zastosować  kondensatorów. Jednakże wtedy ich łączna

pojemność wyniosłaby  – wynika to ze wzoru (wzór 101 na stronie
38), na podstawie którego mamy

( wzór 102 ) 
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zatem

( wzór 103 ) 

Aby otrzymać większą pojemność, należy połączyć równolegle tyle szeregów, ile wynosi stosunek

, ponieważ przy łączeniu równoległym pojemności się dodają zgodnie ze wzorem (wzór 98
na stronie 37), czyli

( wzór 104 ) 

więc . Łącznie zatem należy wziąć  szeregów kondensatorów po  w
każdym z nich, czyli razem:  kondensatorów.

Pytania i problemy

1. Po połączeniu równoległym naładowanych kondensatorów o różnych pojemnościach zmieniają się ładunki na ich
okładkach i ich potencjały. Jakie obowiązują tu zasady odnoszące się do a) ładunków, b) potencjałów i c) napięć?

2. Po połączeniu szeregowym naładowanych kondensatorów o różnych pojemnościach zmieniają się ładunki na ich
okładkach i ich potencjały. Jakie obowiązują tu zasady odnoszące się do a) ładunków, b) potencjałów i c) napięć?

3. Czy po połączeniu równoległym dwóch kondensatorów o jednakowej pojemności, ich łączna pojemność a)
zwiększy się, czy b) zmniejszy? Odpowiedź uzasadnij.

4. Czy po połączeniu szeregowym dwóch kondensatorów o jednakowej pojemności, ich łączna pojemność a)
zwiększy się, czy b) zmniejszy? Odpowiedź uzasadnij.

1.9 Dielektryki
Pod względem elektrycznym wszystkie ciała dzielimy na przewodniki i dielektryki (izolatory). Przewodnik to takie
ciało, w którym ładunki elektryczne (w metalu – elektrony) mogą się swobodnie przemieszczać, natomiast dielektryk
nie ma tej cechy.

Wprowadzenie materiału nieprzewodzącego – dielektryka – między okładki naładowanego kondensatora odłączonego
od źródła napięcia powoduje zmniejszenie różnicy potencjałów między okładkami. Ponieważ ładunek na okładkach

się nie zmienia, jest to jednoznaczne ze zwiększeniem się pojemności  kondensatora (bowiem , zatem
zmniejszenie wartości mianownika przy niezmienionym liczniku zwiększa wartość ułamka).
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Rysunek 1.30: Na powierzchniach dielektryka umieszczonego w polu kondensatora pojawiają się
ładunki, które zmniejszają napięcie między okładkami

Dlaczego pod wpływem dielektryka zmniejsza się napięcie między okładkami? Jeżeli materiał dielektryka znajdzie
się w polu, to na jego brzegach pojawią się ładunki o gęstości powierzchniowej  (Rysunek 1.30: Na powierzchniach
dielektryka umieszczonego w polu kondensatora pojawiają się ładunki, które zmniejszają napięcie między okładkami
na stronie 40). Spowoduje to zmniejszenie natężenia pola wypadkowego w obszarze między okładkami. Mniejsze
natężenie pola oznacza mniejszą różnicę potencjałów, bo  – patrz wzór (wzór 45 na stronie 24).

Ładunek pojawiający się na powierzchni dielektryka będziemy nazywali ładunkiem związanym, w odróżnieniu
od ładunku swobodnego na okładkach kondensatora. Mechanizm powstawania tego ładunku (uzasadniający jego
nazwę) opiszemy później.

Omawiany kondensator po naładowaniu został odłączony od źródła i dlatego swobodny ładunek na okładkach był
stały, niezależnie od tego, czy w kondensatorze znajdował się dielektryk, czy nie. Różnica potencjałów pola zmieniała
się na skutek pojawienia się ładunków w dielektryku.

Jeżeli teraz podłączymy kondensator do źródła o stałym napięciu , to napięcie między okładkami kondensatora
będzie jednakowe – niezależne od obecności dielektryka. Natomiast wprowadzenie dielektryka do kondensatora
spowoduje dopływ dodatkowego ładunku na jego okładki. Zatem pojemność, tak samo jak uprzednio, wzrasta pod

wpływem obecności dielektryka (we wzorze  wzrasta licznik, przy stałym mianowniku).

Przenikalność elektryczną dielektryka definiujemy jako stosunek pojemności kondensatora z dielektrykiem  do jego
pojemności  w próżni

( wzór 105 ) 
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Rysunek 1.31: Wypadkowe pole w dielektryku jest superpozycją pola wytworzonego przez ładunki
swobodne o gęstości  z polem wytworzonym przez ładunki związane o gęstości  w dielektryku

Wyjaśnijmy teraz, co się dzieje z wektorem  w polu z dielektrykiem. Wprowadzenie dielektryka między okładki
kondensatora (niepodłączonego do źródła pola) nie spowoduje zmiany gęstości powierzchniowej ładunku  na jego
okładkach. Natężenie pola w obecności dielektryka maleje. Na Rysunek 1.31: Wypadkowe pole w dielektryku jest
superpozycją pola wytworzonego przez ładunki swobodne o gęstości σ z polem wytworzonym przez ładunki związane
o gęstości σ' w dielektryku  na stronie 41a przedstawiono kondensator bez dielektryka naładowany ładunkiem o
gęstości ładunku  wytwarzającym pole o natężeniu

( wzór 106 ) 

Na Rysunek 1.31: Wypadkowe pole w dielektryku jest superpozycją pola wytworzonego przez ładunki swobodne o
gęstości σ z polem wytworzonym przez ładunki związane o gęstości σ' w dielektryku  na stronie 41b przedstawiono
kondensator z dielektrykiem. Zgodnie ze wzorem (wzór 25 na stronie 19) natężenie pola w kondensatorze w
obecności dielektryka wynosi

( wzór 107 ) 

Ze wzorów (wzór 106 na stronie 41) i (wzór 107 na stronie 41) wynika, że natężenie pola w obecności
dielektryka maleje  razy w stosunku do natężenia pola w próżni.

Wskazówka:

Wygodnie jest czasami posługiwać się takim wektorem pola, który nie zależy od obecności dielektryka.
Przekształcając wzór (wzór 109 na stronie 42), otrzymujemy

( wzór 108 ) 

Widzimy, że wyrażenie to jest stałe dla pola wewnątrz kondensatora (jest ono równe nie zmieniającej się
wartości ). Zatem, nadając wyrażeniu temu kierunek i zwrot taki, jak dla wektora , otrzymujemy nowy
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wektor pola niezależny od obecności dielektryka. Wektor ten nosi nazwę wektora indukcji pola elektrycznego
(lub indukcji elektrycznej) i oznaczamy go symbolem . Zatem

( wzór 109 ) 

Wartość wektora indukcji elektrycznej ma wymiar gęstości powierzchniowej ładunku, czyli

( wzór 110 ) 

( wzór 111 ) 

Wyjaśnimy teraz przyczynę pojawiania się ładunków związanych na powierzchni dielektryka umieszczonego w polu
elektrycznym. Interesować nas będzie, dlaczego powstają momenty dipolowe w atomach i cząsteczkach dielektryka.
Ograniczymy się tu do przypadku, gdy można zaniedbać oddziaływanie sąsiednich cząsteczek w porównaniu do
oddziaływania pola zewnętrznego. Taka sytuacja występuje w odniesieniu do gazów. W przypadku ciał stałych, np.
krystalicznych, model polaryzacji dielektryka nie jest prosty i dlatego nie będziemy go tutaj omawiać. Wspomnimy
tylko, że na skutek różnego oddziaływania atomów w różnych kierunkach w sieci krystalicznej polaryzacja nie jest
izotropowa, tzn. że przenikalność elektryczna takich materiałów zależy od kierunku. Wtedy wzory się komplikują i
np. wzór przedstawiający związek między indukcją  pola a natężeniem  nie ma tak prostej postaci jak (wzór 109
na stronie 42) dla ciał izotropowych.

Rysunek 1.32: Wewnątrz dielektryka ładunki dipoli nawzajem się kompensują. Na jego
powierzchniach pozostają ładunki nieskompensowane

Powstanie ładunków związanych na powierzchni dielektryka umieszczonego w polu tłumaczymy tym, że w atomach
i cząsteczkach substancji powstają lub już istnieją maleńkie dipole, które mają tendencję do ustawiania się równolegle
do linii pola zewnętrznego. Wewnątrz dielektryka ładunki dipoli ustawiają się względem siebie przeciwnymi
znakami i nawzajem redukują (Rysunek 1.32: Wewnątrz dielektryka ładunki dipoli nawzajem się kompensują. Na jego
powierzchniach pozostają ładunki nieskompensowane  na stronie 42). Natomiast na powierzchni dielektryka nie
ma już więcej dipoli, które by kompensowały ich ładunki. Suma ładunków małych dipoli po jednej stronie (jak i po
drugiej stronie) jest właśnie ładunkiem pojawiającym się na powierzchni dielektryka pod wpływem zewnętrznego
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pola. Na Rysunek 1.32: Wewnątrz dielektryka ładunki dipoli nawzajem się kompensują. Na jego powierzchniach
pozostają ładunki nieskompensowane  na stronie 42 wyraźnie widać, dlaczego ten ładunek nazywamy ładunkiem
związanym.

Zjawisko pojawiania się ładunków związanych pod wpływem zewnętrznego pola elektrycznego nazywamy
polaryzacją dielektryka. Jest ono szerzej omówione w dodatku do tego rozdziału.

Pytania i problemy

1. Opisz, na czym polega polaryzacja dielektryka. Podaj dwa mechanizmy polaryzacji dielektryków gazowych.
2. Wyjaśnij, dlaczego wstawienie dielektryka między okładki kondensatora powoduje zmianę pojemności układu.

1.10 Energia pola elektrycznego (temat nadobowiązkowy)
Wyprowadzimy wzór na energię pola naładowanego kondensatora płaskiego i przedstawimy go w ogólnej postaci,
słusznej dla dowolnego kondensatora. Najpierw zauważmy, że naładowany kondensator ma energię potencjalną.
Okładki kondensatora przyciągają się wzajemnie i konieczna jest siła zewnętrzna utrzymująca je w stałej odległości
od siebie. Jeżeli ta siła zniknie, okładki zaczną zbliżać się do siebie i mogą wykonać pracę. Energię kondensatora
można wyznaczyć, obliczając pracę W zbliżania się okładek do siebie na drodze . Praca ta wynosi , gdzie

 jest siłą przyciągania ładunku  znajdującego się na jednej okładce przez pole drugiej okładki: , gdzie
 jest natężeniem jednorodnego pola wytworzonego przez jedną okładkę. Jak pokazaliśmy w rozdziale 1.4 Pole

elektrostatyczne powstałe w wyniku szczególnych rozkładów ładunków na stronie 14 (patrz Rysunek 1.16: a) W
obszarach na zewnątrz płyt (I i III) pole całkowicie się redukuje, a w obszarze między płytami (II) podwaja się; b)
w efekcie całe pole jest skupione między płytami na stronie 19), natężenie pola w kondensatorze płaskim jest

równe podwojonemu natężeniu wytworzonemu przez jedną okładkę, tj. . Zatem . Wobec tego praca 
wyniesie

( wzór 112 ) 

Ponieważ jednak  (wzór (wzór 45 na stronie 24)), więc

( wzór 113 ) 

Obliczona wyżej praca jest równa energii naładowanego kondensatora, którą oznaczymy przez . Zatem

( wzór 114 ) 

Wzór ten można wyrazić jeszcze inaczej, wykorzystując definicję pojemności kondensatora :

( wzór 115 ) 

Wzory na energię kondensatora (wzór 114 na stronie 43) i (wzór 115 na stronie 43), chociaż wyprowadzone
dla kondensatora płaskiego, mają charakter ogólny i można je stosować dla dowolnego kondensatora.

Pytania i problemy

1. Okładki kondensatora płaskiego odłączono od źródła napięcia i zwiększono dwukrotnie odległość między nimi.
Jak zmieni się:

a. ładunek na okładkach,
b. natężenie pola i napięcie między okładkami,
c. pojemność kondensatora,
d. energia kondensatora?
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2. Okładki kondensatora płaskiego odłączono od źródła napięcia i zwiększono dwukrotnie odległość między nimi.
Czy i jaką pracę wykonano w tym przypadku?

3. Kondensator podłączono do źródła napięcia i zwiększono dwukrotnie odległość między okładkami. Jak zmieni
się:

a. ładunek na okładkach,
b. natężenie i napięcie pola między okładkami,
c. pojemność kondensatora,
d. energia kondensatora?

4. Kondensator podłączono do źródła napięcia i zwiększono dwukrotnie odległość między okładkami. Czy i jaką
pracę wykonano w tym przypadku?

5. Wzór (wzór 115 na stronie 43) sugeruje, że wraz ze wzrostem pojemności  kondensatora, maleje
zgromadzona w nim energia. Wyprowadzono go ze wzoru (wzór 114 na stronie 43) poprzez podstawienie

. Dokonaj we wzorze (wzór 114 na stronie 43) podstawienia  i wyprowadź wzór na
 zawierający  oraz . Rozstrzygnij następnie, odpowiednio uzasadniając, czy energia naładowanego

kondensatora rośnie czy maleje wraz ze zwiększaniem jego pojemności.

1.11 Dodatek: Mechanizm polaryzacji dielektryków (temat
nadobowiązkowy)

W zależności od rodzaju substancji w fazie gazowej, rozróżniamy dwa mechanizmy polaryzacji dielektryka:

1) indukowanie dipoli w atomach i cząsteczkach, czyli tzw. polaryzację deformacyjną lub elektronową,

2) polaryzację dipolową.

Omówimy obydwa mechanizmy.

Atomy i cząsteczki wielu substancji mają budowę symetryczną. Najprostszym przykładem są jednoatomowe gazy
szlachetne (hel, neon itd.). Innym przykładem są dwuatomowe gazy, złożone z tych samych atomów: , ,  itd.
(Rysunek 1.33: Przykłady cząsteczek z zerowym i niezerowym momentem dipolowym na stronie 45a). Takie atomy
i cząsteczki podlegają polaryzacji deformacyjnej w zewnętrznym polu elektrycznym.

Przykładem substancji, której cząsteczki mają budowę asymetryczną jest tlenek węgla (II). Wiązanie w cząsteczce
 jest na tyle spolaryzowane, że wiążące elektrony znajdują się istotnie bliżej atomu tlenu niż atomu węgla

(Rysunek 1.33: Przykłady cząsteczek z zerowym i niezerowym momentem dipolowym na stronie 45b). Mówimy, że
taka cząsteczka ma budowę dipolową. Takie substancje, umieszczone w zewnętrznym polu elektrycznym podlegają
zarówno polaryzacji deformacyjnej, jak i znacznie silniejszej polaryzacji dipolowej.
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a) Cząsteczka  z zaznaczonym „środkiem ciężkości” ładunku dodatniego (na czerwono) oraz ujemnego (na
niebiesko) ma zerowy moment dipolowy - wiązanie jest niespolaryzowane; b) Cząsteczka  ma niezerowy moment
dipolowy, gdyż „środki ciężkości” obu ładunków oddalone są o ; c) Cząsteczka  z wiązaniami spolaryzowanymi,
ale w przeciwnych kierunkach, ma zerowy moment dipolowy

Rysunek 1.33: Przykłady cząsteczek z zerowym i niezerowym momentem dipolowym

Ad. 1. W przypadku braku zewnętrznego pola atomy czy cząsteczki o symetrycznej budowie nie mają momentu
dipolowego, gdyż środek ciężkości ujemnego ładunku otoczki elektronowej atomu (lub cząsteczki) przypada
dokładnie w środku atomu, gdzie znajduje się dodatnie jądro, lub – w przypadku cząsteczki – w środku masy jąder
naładowanych dodatnio. Najprościej taki atom można sobie wyobrazić tak, jak pokazano na Rysunek 1.33: Przykłady
cząsteczek z zerowym i niezerowym momentem dipolowym na stronie 45a. Elektrony krążą po orbitach wokół
dodatniego jądra. Atom może mieć symetrię sferyczną, jeżeli orbita zewnętrznego elektronu ciągle się obraca.
Elektron szybko porusza się po powierzchni kulistej, w środku której znajduje się ładunek dodatni jądra. Dzięki
temu atom ma wypadkowy moment dipolowy równy zeru. Jeżeli teraz taki atom znajdzie się w zewnętrznym polu
elektrycznym, to na dodatnie jądro zadziała siła przeciwnie zwrócona niż na elektron. W efekcie orbita elektronu
przemieści się w stosunku do jądra na pewną niewielką średnią odległość  (Rysunek 1.33: Przykłady cząsteczek z
zerowym i niezerowym momentem dipolowym na stronie 45b). Atom staje się dipolem.
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Rysunek 1.34: a) Model atomu, który może mieć symetrię sferyczną, jeżeli orbity ciągle się
obracają, b) orbita elektronu w polu elektrycznym przemieszcza się w stosunku do jądra na
odległość 

Ad. 2. Istnieją substancje, których atomy (lub cząsteczki) mają niesymetryczną budowę dzięki temu są trwałymi
dipolami również w przypadku braku pola zewnętrznego – wtedy cząsteczki będące w nieustannym ruchu są dipolami
zorientowanymi chaotycznie we wszystkich kierunkach. Wypadkowy moment dipolowy takiej substancji jest równy
zeru. Jeśli substancja znajdzie się w polu elektrycznym, to nastąpi polaryzacja deformacyjna cząsteczek (omówiona
wyżej), przez co ich dipole ulegną zmianie. Ponadto na każdy z dipoli zadziała moment sił ustawiających je w
kierunku linii pola. Efekt polaryzacji deformacyjnej jest dużo słabszy od efektu polaryzacji dipolowej (ustawiania się
dipoli wzdłuż linii pola).

Ustawianie się dipoli wzdłuż linii pola jest zaburzane chaotycznym ruchem cieplnym zderzających się ciągle ze sobą
cząsteczek. Wraz ze wzrostem temperatury nasila się dezorganizujące działanie ruchów cieplnych przeszkadzające
porządkowaniu się dipoli. Dlatego przenikalność elektryczna dielektryka dipolowego maleje wraz ze wzrostem
temperatury.
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Dotychczas omawialiśmy zjawiska elektryczne występujące wtedy, gdy
ładunki elektryczne były w spoczynku. Obecnie zajmiemy się zagadnieniami
związanymi z uporządkowanym ruchem ładunków elektrycznych, czyli z
prądem elektrycznym. Dowiemy się, dlaczego prądem elektrycznym rządzą
takie podstawowe prawa, jak prawo Ohma czy prawa Kirchhoffa. Przyjrzymy
się również bliżej zastosowaniom praktycznym prądu elektrycznego.

Zagadnieniom tym poświęcono w gimnazjum niemało miejsca. Dlatego
przypomnimy pokrótce podstawowe pojęcia i wielkości fizyczne związane
z przepływem prądu elektrycznego: napięcie elektryczne, opór elektryczny,
natężenie prądu oraz praca i moc prądu. Jednocześnie poszerzymy ich
interpretację i przedstawimy bardziej zaawansowany ich opis matematyczny
jak i wybrane modele mikroskopowe przepływu prądu i przemian
energetycznych z tym związanych.
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2.1 Napięcie i siła elektromotoryczna
Prądem elektrycznym nazywamy uporządkowany ruch ładunków elektrycznych. Jaka jest przyczyna tego
uporządkowanego ruchu?

W różnych obwodach elektrycznych przepływ ładunków jest spowodowany różnicą potencjałów wytworzoną
przez źródło prądu o sile elektromotorycznej (w skrócie , oznaczamy ją też symbolem ). Na Rysunek 2.1: a)
Obwód prądu (elektrony przemieszczają się pod wpływem SEM , wbrew polu elektrycznemu w źródle prądu), b) jego
odpowiednik mechaniczny; odpowiednikiem SEM jest człowiek przenoszący kule wbrew polu ciężkości  na stronie
48a przedstawiony jest obwód elektryczny ze źródłem prądu  oraz elektrony przepływające przez przewody i
przez opornik . Źródło musi wykonać pracę potrzebną do przepompowywania ładunków w obwodzie elektrycznym.
Wewnątrz źródła elektrony płyną od jego bieguna dodatniego do ujemnego, co wymaga dostarczenia im energii (w
przypadku bateryjek i akumulatorów energia ta pochodzi z zachodzących w ich wnętrzu reakcji chemicznych). Poza
źródłem elektrony przemieszczają się od bieguna ujemnego do dodatniego, oddając uzyskaną energię potencjalną
w obwodzie. Na Rysunek 2.1: a) Obwód prądu (elektrony przemieszczają się pod wpływem SEM , wbrew polu
elektrycznemu w źródle prądu), b) jego odpowiednik mechaniczny; odpowiednikiem SEM jest człowiek przenoszący
kule wbrew polu ciężkości  na stronie 48b przedstawiony jest mechaniczny odpowiednik takiego obwodu
elektrycznego. Człowiek, przenosząc kule z dołu na górę, podtrzymuje ciągły przepływ kul w obwodzie składającym
się z rynien (odpowiedniki przewodów elektrycznych) i z rury z płynem (odpowiednik opornika elektrycznego).
Podobnie jak , człowiek wykonuje pracę wbrew polu przyciągania ziemskiego.

Rysunek 2.1: a) Obwód prądu (elektrony przemieszczają się pod wpływem , wbrew polu
elektrycznemu w źródle prądu), b) jego odpowiednik mechaniczny; odpowiednikiem  jest
człowiek przenoszący kule wbrew polu ciężkości
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W przypadku obwodu elektrycznego, w źródle  zostaje wykonana praca  przemieszczania ładunków wbrew
polu między elektrodami źródła. Siłę elektromotoryczną  definiujemy jako stosunek pracy wykonywanej przez
źródło do wartości przenoszonego ładunku

( wzór 116 ) 

Z tego wzoru wynika, że  wyraża się w takich samych jednostkach, jak napięcie – w woltach; .

Możemy również zauważyć, że w przypadku mechanicznego podnoszenia kul przez człowieka występują pewne
opory ruchu. Odpowiednikiem tego w obwodzie jest występowanie oporu elektrycznego wewnątrz w źródła prądu –
nazywamy go oporem wewnętrznym źródła i oznaczamy symbolami  lub .

Na Rysunek 2.2: Jak działa bateria na stronie 49 przedstawione jest działanie ogniwa elektrochemicznego
(popularnej baterii). Jony dodatnie (znajdujące się w elektrolicie w baterii) pobierają elektrony z elektrody dodatniej
i przenoszą je do elektrody ujemnej. Widać, że to działanie  wymaga pracy (która jest wykonywana kosztem
energii chemicznej źródła) wbrew polu elektrycznemu panującemu między elektrodami baterii – elektrony niosące
ładunki ujemne są przenoszone do ujemnej elektrody.

a) Jon dodatni pobiera elektron z elektrody dodatniej baterii, b) jon dodatni wraz z ujemnym elektronem jest
zobojętniony elektrycznie i może swobodnie przemieszczać się w baterii, c) dalsza jego wędrówka dopowadza go do
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elektrdy ujemnej, gdzie pozbywa się elektronu. Jasne jest, że elektrony są przemieszczane wbrew polu elektrycznemu

panującemu w baterii

Rysunek 2.2: Jak działa bateria

Wyjaśnimy tu kilka kwestii:

1. Dlaczego jon dodatni odbiera elektron dodatniej elektrodzie: w ogniwie dodatnie jony elektrolitu (które na skutek
dyfuzji znajdą się blisko elektrody dodatniej) silniej przyciągają elektrony z elektrody, niż dodatnie jony elektrody
– tak jest dobrana substancja elektrolitu.

2. Dlaczego zobojętniony jon wędruje akurat do elektrody ujemnej: zobojętnione jony wędrują w elektrolicie
(dyfuzja) we wszystkich kierunkach – pewna ich ilość znajdzie się w pobliżu elektrody ujemnej. Tutaj wystąpi
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efekt odwrotny do tego, który miał miejsce w pobliżu elektrody dodatniej. Tak jest dobrany materiał elektrody
ujemnej, aby jej jony silniej przyciągały elektrony, silniej niż jony elektrolitu.

3. Dlaczego obojętny jon elektrolitu pozbywa się ujemnego elektronu przy ujemnej elektrodzie (a nie przy
elektrodzie dodatniej: Patrz p.1. i 2.

4. Dlaczego dodatni jon (po pozbyciu się elektronu) wraca do dodatniej elektrody: Po pozbyciu się elektronu
jon dodatni, na skutek dyfuzji, porusza się we wszystkich kierunkach – pewna ich ilość znajdzie się w pobliżu
elktrody dodatniej i tam nastąpi proces 1.

Prąd w obwodzie może być podtrzymywany dzięki pracy , która podtrzymuje cały czas napięcie między
elektrodami źródła. Na Rysunek 2.3: a) Schemat prostego obwodu, b) zmiany potencjału w tym obwodzie (rysunek
przestrzenny) na stronie 51b przedstawione są napięcia,  i zmiany potencjału w prostym obwodzie
elektrycznym. Ładunki są podnoszone na wyższy poziom energii potencjalnej przez  (odcinek C-D). Następnie
ładunki przechodzą od wysokiego potencjału do najniższego. Stosunkowo mały spadek energii potencjalnej
występuje na przewodach (D-A i B-C), największy – na oporze  (odcinek A-B).

Rysunek 2.3: a) Schemat prostego obwodu, b) zmiany potencjału w tym obwodzie (rysunek
przestrzenny)

Omówimy teraz nieco dokładniej przyczyny przepływu prądu, czyli uporządkowanego ruchu ładunków. Można
wskazać wiele różnych czynników, które mogą wywołać uporządkowany ruch ładunków. Podstawowe znaczenie
mają siły elektryczne. Ładunki dodatnie poruszają się zgodnie ze zwrotem linii pola, ładunki ujemne (najczęściej
elektrony) – w kierunku przeciwnym. Siły elektryczne nazywamy zwykle siłami kulombowskimi.

Na ładunki elektryczne mogą działać również inne czynniki wywołujące ich uporządkowany ruch – nazywamy je
siłami postronnymi. Przykładem sił postronnych są siły magnetyczne (patrz lekcje w rozdziale Magnetyzm na stronie
89). Innym przykładem jest dyfuzja cząstek naładowanych (np. jonów czy elektronów) – mimo że nie ma tu
bezpośredniego działania jakichś sił na ładunki, występuje ich uporządkowany ruch, tak jak w polu elektrycznym.
Jeszcze innym przykładem działania sił postronnych jest, przedstawiony uprzednio, uporządkowany ruch ładunków
w elektrolicie źródła elektrochemicznego. Praca przenoszenia ładunków w takim źródle prądu jest wykonywana
kosztem energii chemicznej.

Pole elektryczne wywołujące prąd elektryczny w przewodniku jest określone różnicą potencjałów. Różnica ta,
zgodnie z definicją (wzór 43 na stronie 24), jest równa stosunkowi pracy pola  do wartości przemieszczanego
ładunku:

( wzór 117 ) 

Jeśli praca przemieszczania ładunku wykonywana jest nie tylko przez siły kulombowskie, ale i przez siły postronne,
to całkowita praca wynosi

( wzór 118 ) 

gdzie  oznacza pracę wykonywaną przez inne źródła energii, np. kosztem energii reakcji chemicznej w źródle
prądu. Stąd mamy

( wzór 119 ) 
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Pierwszy wyraz po prawej stronie to różnica potencjałów (wzór 117 na stronie 51) na danym odcinku obwodu
elektrycznego. Drugi wyraz oznacza siłę elektromotoryczną na danym odcinku obwodu (patrz wzór (wzór 116
na stronie 49)). Jest to stosunek pracy wykonywanej przez niekulombowskie źródło energii do wartości
przenoszonego ładunku.

Ze wzoru (wzór 119 na stronie 51) wynika, że całkowite napięcie na danym odcinku obwodu 
(łącznie z występującą tam ) jest równe sumie różnicy potencjałów pola elektrycznego na tym odcinku i siły
elektromotorycznej działającej w obrębie tego odcinka:

( wzór 120 ) 

Pytania i problemy

1. Wyjaśnij, na czym polega zjawisko przepływu prądu elektrycznego.
2. Jaka jest przyczyna powstawania prądu elektrycznego? Czy tylko pole elektryczne jest w stanie wywołać prąd,

czy mogą być jeszcze inne czynniki, mogące go wywołać? Jeśli tak, to jakie?
3. Czym różni się pojęcie napięcia od siły elektromotorycznej?
4. Jaki jest kierunek przepływu prądu w obwodzie, a jaki w źródle prądu?

2.2 Natężenie i gęstość prądu
Natężenie prądu jest jednym z najważniejszych pojęć opisujących prąd elektryczny. Gdybyśmy nie znali tego pojęcia,
nie moglibyśmy zrozumieć żadnego ważnego zjawiska związanego z prądem.

Natężeniem prądu  nazywamy wielkość będącą stosunkiem ładunku  przepływającego przez przekrój
poprzeczny przewodnika do czasu , w którym ten ładunek przepływa:

( wzór 121 ) 

Jeżeli wartość natężenia prądu i jego zwrot nie zmieniają się w czasie, nazywa się on prądem stałym. Natężenie prądu
można wtedy zapisać jako

( wzór 122 ) 

Jednostką natężenia jest amper ( ). Jest to natężenie prądu stałego, przy którym w czasie 1 sekundy przepływa
ładunek 1 kulomba:

( wzór 123 ) 

Mogłoby się wydawać, że ta definicja ampera może posłużyć do pomiaru wzorca jednostki natężenia. Jednakże tak
nie jest, ponieważ do określenia wzorca opartego na definicji (wzór 122 na stronie 52) powinniśmy dysponować
precyzyjnym pomiarem ładunku przepływającego w określonym czasie przez przewodnik. W praktyce występują
trudności z precyzją takiego pomiaru. Dlatego w układzie SI amper jest zdefiniowany za pomocą sił oddziaływania
magnetycznego przewodników z prądem, o czym powiemy w rozdziale 3.2 Przewodnik z prądem jako magnes na
stronie 92.

W wielu przypadkach wygodniej jest posługiwać się inną wielkością charakteryzującą prąd, tzw. gęstością prądu.
Średnia gęstość prądu jest to stosunek natężenia prądu do pola przekroju poprzecznego przewodnika:

( wzór 124 ) 

Jednostką gęstości prądu jest .

Należy zwrócić uwagę na to, że natężenie prądu nie jest wektorem, natomiast gęstość prądu uznajemy za wielkość
wektorową. Nadajemy jej kierunek i zwrot zgodne z wektorem prędkości dodatniego nośnika prądu w danym punkcie
przekroju przewodnika.
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Pytania i problemy

1. Zdefiniuj natężenie i gęstość prądu. Czym te wielkości różnią się od siebie?
2. W jakich jednostkach wyrażamy natężenie prądu? Zdefiniuj jednostkę natężenia prądu.
3. W instalacji domowej znajduje się bezpiecznik na którym jest napis: 5A. O czym informuje nas ten napis?
4. Za pomocą amperomierza zmierzono prąd w pewnym obwodzie elektrycznym i stwierdzono, że natężenie wynosi

5 A. Czy wstawiając tę wartość do wzoru (wzór 122 na stronie 52) oraz czas  możesz obliczyć ładunek
? O jakim ładunku jest tu mowa?

2.3 Prawo Ohma i opór
Prawo Ohma poznaliśmy już w gimnazjum. Tutaj przypomnimy jego treść i wyjaśnimy przyczynę.

Natężenie prądu  płynącego w przewodniku jest proporcjonalne do różnicy potencjałów (napięcia ) na jego
końcach

( wzór 125 ) 

Współczynnik proporcjonalności jest odwrotnością oporu elektrycznego  przewodnika. Wiemy również, że opór
jednorodnego przewodnika o stałym przekroju jest proporcjonalny do jego długości  i odwrotnie proporcjonalny do
powierzchni przekroju poprzecznego 

( wzór 126 ) 

Współczynnik proporcjonalności  nazywa się oporem właściwym substancji, z której wykonany jest przewodnik.
Wielkość odwrotną do oporu właściwego

( wzór 127 ) 

nazywamy przewodnością elektryczną właściwą materiału/przewodnika.

Opór mierzymy w omach ( ). 1  jest to opór takiego przewodnika, w którym przepływ prądu o natężeniu 1  jest
wywołany różnicą potencjałów 1  na jego końcach:

( wzór 128 ) 

Jednostką oporu właściwego jest omometr ( ):

( wzór 129 ) 

W praktyce często stosujemy jednostkę milion razy mniejszą:

( wzór 130 ) 

Z gimnazjum pamiętamy także, że opór przewodnika rośnie wraz ze wzrostem temperatury. Dla niezbyt skrajnych
temperatur, dalekich od zera bezwzględnego, opór właściwy przewodnika metalowego jest liniową funkcją
temperatury  (w skali Celsjusza):

( wzór 131 ) 

W przypadku popularnych metali , zatem

( wzór 132 ) 
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Mamy więc

( wzór 133 ) 

Rysunek 2.4: Animacja

Pytania i problemy

1. W przypadku elektryzowania przez tarcie, np. przez pocieranie wełny o inny materiał, wytwarza się bardzo
duża różnica potencjałów dochodząca do kilkunastu tysięcy woltów. Dlaczego to wysokie napięcie nie jest
niebezpieczne, natomiast dotykanie przewodu z prądem płynącym pod znacznie niższym napięciem, np. w
gniazdku domowej instalacji, jest niebezpieczne?

2. Podaj treść prawa Ohma oraz napisz równanie przedstawiające zależność, którą to prawo opisuje.
3. Mamy dwa jednakowych wymiarów druty – jeden miedziany, a drugi aluminiowy. Czy ich opory są jednakowe?

Podaj uzasadnienie odpowiedzi.
4. Zdefiniuj opór właściwy oraz przewodność elektryczną właściwą. Jaki związek występuje między tymi

wielkościami?
5. Napisz równanie przedstawiające zależność oporu właściwego od temperatury.

2.4 Doświadczenie „Ohm”
Nasze doświadczenie ma wykazać, że prawo Ohma (wzór 125 na stronie 53) realizuje się w rzeczywistości.
Dodatkowym jego efektem będzie wyznaczenie oporu elektrycznego badanego przewodnika.

Z kawałka drutu oporowego (np. długości 0,6 m i średnicy 0,5 mm) zwijamy spiralę tak, aby jej poszczególne zwoje
nie zwierały się ze sobą (przewodnik kształtujemy w spiralę dla wygody, aby nie zajmował dużo miejsca).

Jeżeli w szkole jest regulowany zasilacz prądu stałego, to końce spirali podłączamy do niego przez amperomierz,
dołączając do nich woltomierz, według schematu przedstawionego na Rysunek 2.5: a) Schemat obwodu do pomiaru
natężenia prądu i napięcia na spiralnym przewodniku, b) przykład połączenia ogniw pełniających funkcję źródła
o dziewięciu różnych wartościach SEM na stronie 55a. Jeżeli takiego zasilacza nie ma, budujemy go sami z
kilku ogniw. Dobrym pomysłem jest użycie trzech baterii tzw. płaskich (3R12), każda o nominalnej SEM 4,5 V.
Taka bateria składa się z trzech. półtorawoltowych ogniw. Baterie łączymy w szereg i odsłaniamy przewody łączące
ogniwa każdej baterii, jak na Rysunek 2.5: a) Schemat obwodu do pomiaru natężenia prądu i napięcia na spiralnym
przewodniku, b) przykład połączenia ogniw pełniających funkcję źródła o dziewięciu różnych wartościach SEM na
stronie 55b (Uwaga: nie należy wyjmować ogniw z baterii - może to spowodować wyciek elektrolitu, który jest
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substancją żrącą i niebezpieczną dla zdrowia). W ten sposób, podłączając jeden przewód do jednej elektrody, a drugi
kolejno do poszczególnych odsłoniętych złącz ogniw, będziemy dysponować SEM o różnych wartościach.

W obwodzie warto zastosować wyłącznik, by niepotrzebnie nie wyczerpywać baterii i nie podgrzewać badanego
opornika, którego opór mógłby znacząco zmienić się pod wpływem wydzielanego w nim ciepła.

Rysunek 2.5: a) Schemat obwodu do pomiaru natężenia prądu i napięcia na spiralnym przewodniku,
b) przykład połączenia ogniw pełniających funkcję źródła o dziewięciu różnych wartościach SEM

Ustawiamy SEM źródła na najniższą wartość, np. 1,5 V. Mierzymy napięcie  na oporniku i natężenie prądu .
Powtarzamy te czynności dla różnych wartości SEM, np. 1,5 V, 3 V, 4,5 V itd.

Wyniki pomiarów zapisujemy w tabelce przygotowanej według wzoru pokazanego w tabeli (Rysunek 2.6: Tabelka
pomiarów na stronie 55).

Rysunek 2.6: Tabelka pomiarów

Dane z tabeli nanosimy na wykres zależności  od  w postaci punktów. Zanim poprowadzimy prostą między tymi
punktami, naniesiemy na wykres prostokąty niepewności pomiarowych.

Przeprowadzamy dyskusję niepewności pomiarowych według zasad podanych w tomie I, rozdz. 1.D1 Ocena
dokładności wyników pomiarów (Dodatek). Najpierw ocenimy niepewności pomiarów bezpośrednich: napięcia  i

. Możemy przyjąć, że niepewność pomiaru to połowa wartości najmniejszej działki przyrządu pomiarowego oraz
wartość wynikająca z tzw. klasy przyrządu pomiarowego. W elektrycznych przyrządach pomiarowych klasę podaje
się zwykle jako liczbę umieszczoną z boku na skali, np. „1”, „2,5”. Liczba ta oznacza maksymalną niepewność
pomiarową w procentach zakresu skali, na którym pracujemy. Ta informacja, wraz z oszacowaniem połowy działki
na skali, pozwala nam ocenić niepewność pomiaru. Na przykład, pracujemy na zakresie skali 10 V, przy klasie 1.
Oznacza to, że część niepewności pomiaru napięcia wynikająca z klasy przyrządu wynosi , niezależnie
od wartości aktualnego odczytu na tym zakresie; np. zarówno przy odczycie 6 V, jak i 4,5 V niepewność pomiaru
wynosi 0,1 V. Ocenione wartości wpisujemy do tabelki pomiarów. Więcej szczegółów doyczących niepewności
pomiarowych wielkości elektrycznych znajdziesz w 2.9 Pomiary wielkości elektrycznych na stronie 75.
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Rysunek 2.7: Doświadczalny wykres zależności  - charakterystyka prądowo-napięciowa naszego
przewodnika

Przerywamy więc dyskusję niepewności pomiarowych i wracamy do wykresu. Każdy punkt pomiarowy na wykresie
otaczamy prostokątem niepewności pomiarowych. Przykładowy wykres znajduje się na Rysunek 2.7: Doświadczalny
wykres zależności I(U) - charakterystyka prądowo-napięciowa naszego przewodnika na stronie 56. Następnie
sprawdzamy, przykładając linijkę, czy punkty pomiarowe układają się wzdłuż linii prostej. Jeżeli tak jest, to prostą
prowadzimy tak, by przechodziła możliwie przez wszystkie prostokąty.

Możliwość przeprowadzenia prostej w pobliżu punktów pomiarowych świadczy o tym, że w naszym doświadczeniu
występuje liniowa zależność między natężeniem prądu a napięciem na badanym przewodniku. Zatem sprawdziliśmy
prawo Ohma w praktyce!

Nasze dane pomiarowe pozwalają wyznaczyć opór R badanego przewodnika, który zgodnie z prawem Ohma wynosi

. Najdokładniejszą wartość oporu otrzymamy, gdy wartości  oraz  odczytamy jako współrzędne punktu
na wykreślonej prostej. Obieramy punkt o jak największych współrzędnych. Odczytane wartości  oraz  oraz 
podstawiamy do wzoru na  i obliczamy jego wartość. Będzie to nasz wynik końcowy pomiaru.

Obliczamy teraz niepewność pomiaru . Jest to wielkość złożona wyrażona w postaci ilorazowej, do której
możemy stosować wzór:

( wzór 134 ) 

Stosując prawidłowe zaokrąglenia (patrz t. I, rozdz. 1.D1 Ocena dokładności wyników pomiarów (Dodatek)),
zapisujemy nasz wynik końcowy z uwzględnieniem niepewności pomiarowej, np.

( wzór 135 ) 

EXE  PDF  Doświadczenie Prawo Ohma

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/prawo_ohma/PrawoOhma-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/prawo_ohma/prawo_ohma.pdf
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Pytania i problemy

1. Znane są tzw. nieliniowe elementy obwodu, dla których wykres zależności  nie jest linią prostą lecz linią
krzywą. Przykłady takich elementów to, dioda prostownicza, termistor. Mówimy w takiej sytuacji, że opór
elektryczny takiego elementu zmienia się w trakcie badania.

Zbadano charakterystyki prądowo-napięciowe dwóch elementów nieliniowych 'a' i 'b' i uzyskano następujące
wykresy (Rysunek 2.8: Ilustracja do zadania na stronie 57):

Rysunek 2.8: Ilustracja do zadania

Rozstrzygnij, odpowiednio uzasadniając, jak zmieniał się, wraz ze wzrastającym napięciem, opór elektryczny
elementu 'a', a jak elementu 'b'.

2.5 Doświadczenie „Rezystor”
Celem tego doświadczenia jest zbadanie zależności oporu przewodnika od temperatury i wykazanie, że jest ona
liniowa. Zgodnie ze wzorami (wzór 131 na stronie 53) i (wzór 126 na stronie 53) opór przewodnika powinien
zależeć od temperatury w następujący sposób:

( wzór 136 ) 

Mamy wykazać doświadczalnie, że wzór ten zgadza się z rzeczywistostą zależnością  od .

Możemy zastosować spiralny przewodnik przygotowany do doświadczenia „Ohm” oraz układ pomiarowy
dodatkowo zaopatrzony w wyłącznik (wyłącznik stosujemy po to, by nie wyczerpywać nadmiernie źródła SEM;
obwód zamykamy tylko na czas pomiaru). Ponieważ mamy zbadać zależność oporu od temperatury, więc musimy
przygotować przyrządy: termometr, pojemnik wykonany z materiału nieprzewodzącego prądu, np. duży kubek
porcelanowy lub szklany, grzałkę o małej mocy (najwyżej kilka watów), np. akwariową, oraz olej nieprzewodzący
prądu.

W kubku umieszczamy spiralny przewodnik, zalewamy olejem, a następnie wkładamy grzałkę i termometr. Dbamy
o to, by grzałka była zanurzona możliwie głęboko w cieczy; termometr z kolei umieszczamy tak, by mierzył on
temperaturę oleju możliwie blisko spirali. Montujemy układ elektryczny do pomiaru oporu, jak na Rysunek 2.9:
Układ do pomiaru zależności oporu przewodnika od temperatury na stronie 58. Pierwszy pomiar napięcia i
natężenia prądu wykonujemy w temperaturze otoczenia. Następnie włączamy grzałkę i czekamy, aż temperatura
wzrośnie do , włączamy wyłącznik tylko na czas pomiaru i mierzymy ponownie  oraz . Kolejne pomiary
wykonujemy w trakcie wzrastania temperatury co , aż do . Uwaga! Wprawdzie temperatury wrzenia
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typowych olejów są wyższe od , jednak jeśli w trakcie doświadczenia zaobserwujemy oznaki wrzenia oleju,
bezwzględnie przerywamy dalsze jego podgrzewanie - wrzący olej może się rozchlapać i spowodować poparzenia.

Rysunek 2.9: Układ do pomiaru zależności oporu przewodnika od temperatury

Wyniki pomiarów zapisujemy w tabelce przygotowanej według wzoru pokazanego w tabeli (Rysunek 2.10: Tabelka
pomiarów na stronie 58). Nastepnie dla każdej temperatury obliczamy opór. Wyniki również wpisujemy do tej
samej tabelki.

Rysunek 2.10: Tabelka pomiarów

Korzystając z danych w tabelce, wyniki pomiarów nanosimy na wykres zależności  od  w postaci punktów.
Skalę osi rzędnych (oporu) dobieramy tak, by najmniejsza wartość na skali odpowiadała oporowi  dla najniższej
temperatury. Zanim poprowadzimy prostą między tymi punktami, umieścimy na wykresie prostokąty niepewności
pomiarowych.

W tym celu przeprowadzamy dyskusję niepewności pomiarowych podobną do dyskusji z doświadczenia „Ohm”.
Podobnie jak w tamtym doświadczeniu oceniamy niepewności pomiarów bezpośrednich: temperatury , napięcia

 i natężenia , a następnie dla każdego oporu obliczamy niepewność . Otrzymane wartości wpisujemy do
tabelki pomiarów.

Wyniki wprowadzamy na wykres i rysujemy prostokąty niepewności pomiarowych. Przykładowy wykres pokazano
na Rysunek 2.11: Doświadczalny wykres zależności R(t)  na stronie 59. Sprawdzamy, przykładając linijkę, czy
punkty pomiarowe układają się wzdłuż prostej. Jeżeli tak jest, prostą prowadzimy tak, by przechodziła możliwie
przez wszystkie prostokąty.
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Rysunek 2.11: Doświadczalny wykres zależności 

Możliwość przeprowadzenia prostej w pobliżu punktów pomiarowych świadczy o tym, że w naszym doświadczeniu
występuje liniowa zależność między oporem przewodnika a jego temperaturą. Zatem upewniamy się w przekonaniu,
że wzór (wzór 136 na stronie 57) jest w badanym przedziale zmienności wielkości fizycznych zgodny z
rzeczywistością!

Nasze dane pomiarowe pozwalają wyznaczyć współczynnik  dla badanego materiału przewodnika. W tym celu
przekształcimy wzór (wzór 136 na stronie 57). Dla temperatur  i  otrzymamy odpowiednio

 oraz 

Po odjęciu tych równości stronami mamy

( wzór 137 ) 

Stąd

( wzór 138 ) 

Obieramy na prostej na wykresie dwa punkty możliwie najbardziej odległe od siebie i odczytujemy odpowiednie
wartości oporu i temperatury, które podstawiamy do wzoru (wzór 138 na stronie 59). Obliczamy wartość .
Będzie to nasz wynik końcowy pomiaru.

Sprawdzamy, czy otrzymana przez nas wartość  równa się w przybliżeniu  (patrz wzór (wzór 131 na stronie
53)). Zapisujemy odpowiedni wniosek.

Jeśli zaś wiemy, z jakiego materiału wykonana jest użyta w doświadczeniu spirala, możemy uzyskaną wartość 
porównać z wartością umieszczoną w tablicach wielkości fizycznych.

Powracamy do dyskusji niepewności pomiarowych i obliczamy niepewność pomiaru . Możemy ją uznać za
wielkość złożoną, wyrażoną w postaci ilorazowej, traktując zarówno licznik, jak i mianownik wzoru (wzór 138 na
stronie 59) jako pojedyncze wielkości zmierzone z niepewnościami:
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 oraz 

(zastosowaliśmy tutaj regułę: niepewność pomiaru różnicy dwóch wielkości jest równa sumie niepewności – patrz t.
I, 1.D1 Ocena dokładności wyników pomiarów (Dodatek)). Otrzymamy więc wzór

( wzór 139 ) 

z którego obliczymy niepewność pomiarową . Widzimy w tym wzorze zaletę wzięcia do obliczeń wartości , 
oraz ,  możliwie odległych - dzięki temu mianowniki w obu składnikach wzoru (wzór 139 na stronie 60) są
duże, a uzyskana niepewność  mała.

Wynik końcowy zapisujemy z uwzględnieniem obliczonej niepewności pomiarowej.

2.6 Prawo Joule’a-Lenza
Przy przepływie prądu przez przewodnik zachodzi ciągłe, nieodwracalne przekształcanie energii prądu elektrycznego
w energię wewnętrzną przewodnika. Mechanizm tego zjawiska wyjaśnimy w rozdziale 2.D2 Dodatek: Mechanizm
nagrzewania się przewodnika pod wpływem prądu (temat nadobowiązkowy) na stronie 87. Tutaj omówimy tylko
pewne zależności ilościowe.

Praca przemieszczania ładunków  wykonywana przez sumaryczne pole elektryczne powoduje przyrost energii
przewodnika (i przepływ ciepła do otoczenia) , gdzie  jest ładunkiem przepływającym przez przekrój
poprzeczny przewodnika w czasie ; . Zatem

( wzór 140 ) 

Korzystając z prawa Ohma, wzór ten można przedstawić jeszcze inaczej:

( wzór 141 ) 

W tej postaci nosi on nazwę prawa Joule’a-Lenza.

Praca wykonana przez prąd w jednostce czasu, czyli moc, wynosi , więc – podstawiając wzór (wzór 140 na
stronie 60) – mamy

( wzór 142 ) 

lub – podstawiając (wzór 141 na stronie 60):

( wzór 143 ) 

Pytania i problemy

1. Podaj interpretację związku pomiędzy wielkościami opisanymi za pomocą prawa Joule’a-Lenza.
2. Grzałka elektryczna ma nominalną moc 250 W. Oblicz, jaki prąd przepłynie, gdy podłączysz ją do sieci domowej

o napięciu 230 V. Czy bezpiecznik w instalacji o wartości 5 A wytrzyma ten prąd?
3. Ile można jednocześnie podłączyć grzałek, o których jest mowa w poprzednim pytaniu, aby ten bezpiecznik

wytrzymał?
4. Grzałka, o której mowa w zadaniu nr 2, została podłączona do sieci domowej w USA, gdzie napięcie w sieci

wynosi 120 V. Oblicz, z jaką mocą będzie pracowała ta grzałka w USA; poczyń przy tym odpowiednie założenia
(dotyczące oporu elektrycznego tej grzałki).

5. Zgodnie z prawem Joule’a-Lenza, energia wydzielana w przewodniku z prądem rośnie proporcjonalnie do czasu.
Dlaczego więc włókno żarówki może pracować bardzo długo i nie stopi się pod wpływem prądu?

6. Zgodnie ze wzorem (wzór 143 na stronie 60) ( ) moc wydzielana na przewodniku rośnie
proporcjonalnie do wartości jego oporu. Jednak równoważny wzór (wzór 143 na stronie 60) ( )
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oznacza, że moc wydzielana na przewodniku maleje odwrotnie proporcjonalnie do wartości jego oporu. Objaśnij
ten „paradoks”.

7. Przeprowadź doświadczenie „Ohm” z żarówką (np. 6-woltową). Opisz podobieństwa i różnice między
charakterystyką prądowo-napięciową żarówki i opornika. Wytłumacz - dlaczego charakterystyka żarówki ma
kształt taki, jak uzyskano w doświadczeniu.

2.7 Obwody prądu stałego
Wiele obwodów to kombinacje oporów połączonych szeregowo oraz/lub równolegle. Zasady takiego łączenia
oporników są nam znane z gimnazjum. Tutaj tylko w skrócie je przypomnimy.

Połączenia szeregowe i równoległe

Na Rysunek 2.12: Opór R jest równoważny trzem oporom R 1 , R 2 , i R 3 oporników połączonych szeregowo na
stronie 61 przedstawiono trzy oporniki połączone szeregowo. W obwodzie takim przez wszystkie oporniki musi
płynąć prąd o takim samym natężeniu .

Rysunek 2.12: Opór  jest równoważny trzem oporom , , i  oporników połączonych szeregowo

Całkowita różnica potencjałów wynosi

( wzór 144 ) 

Po podzieleniu obu stron przez  otrzymamy

( wzór 145 ) 

Zatem

( wzór 146 ) 

Widzimy, że opór całkowity trzech oporników połączonych szeregowo jest równy sumie oporów poszczególnych
oporników. Ten sumaryczny opór nazywamy oporem zastępczym, gdyż podłączenie opornika o takim oporze zamiast
tych trzech nie zmienia ani natężenia prądu, ani napięcia.

Wzór (wzór 146 na stronie 61) można uogólnić na dowolną liczbę oporów :

( wzór 147 ) 
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Opór zastępczy połączonych szeregowo oporników jest równy sumie poszczególnych oporów.

Rysunek 2.13: Opór  jest równoważny trzem oporom , , i  oporników połączonych równolegle

Na Rysunek 2.13: Opór R jest równoważny trzem oporom R 1 , R 2 , i R 3 oporników połączonych równolegle na
stronie 62 przedstawiono trzy oporniki połączone równolegle. Teraz napięcie  jest wspólne – jednakowe na
wszystkich trzech opornikach, natomiast prąd się rozgałęzia, zatem . Dzieląc obie strony tego równania
przez , otrzymamy

( wzór 148 ) 

lub

( wzór 149 ) 

Dla  oporników połączonych równolegle mamy ogólny wzór

( wzór 150 ) 

Odwrotność oporu zastępczego połączonych równolegle oporników jest równa sumie odwrotności
poszczególnych oporów.

Uwaga praktyczna 1: gdy mamy do czynienia z dwoma opornikami  i  połączonymi równolegle, to warto
korzystać z „szybkiego” wzoru na ich opór zastępczy :

( wzór 151 ) 

Prawo Ohma dla obwodu zamkniętego

W rozdziale 2.1 Napięcie i siła elektromotoryczna na stronie 48 podaliśmy definicję siły elektromotorycznej
(wzór 116 na stronie 49):

( wzór 152 ) 
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gdzie  oznacza pracę wykonaną przez źródło przy przenoszeniu ładunku  między elektrodami źródła.
Przypomnijmy, że ładunek dodatni w źródle jest przenoszony do elektrody dodatniej, a ujemny do elektrody ujemnej.
Właśnie do tego jest potrzebna praca . Dzięki temu ładunki uzyskują energię. Jeżeli elektrody są połączone
przewodnikiem o oporze , zamykającym obwód (Rysunek 2.14: Praca siły elektromotorycznej jest równa ciepłu
Joule'a-Lenza wydzielanemu na odcinku zewnętrznym obwodu i wewnątrz źródła  na stronie 63), to energia równa
pracy wykonanej w źródle prądu przez siły postronne zostanie przekazana przewodnikowi na podniesienie jego
energii wewnętrznej (wzór 141 na stronie 60), która zostanie oddana otoczeniu (ciepło Joule'a-Lenza). Zatem

( wzór 153 ) 

Rysunek 2.14: Praca siły elektromotorycznej jest równa ciepłu Joule'a-Lenza wydzielanemu na
odcinku zewnętrznym obwodu i wewnątrz źródła

Jednakże prąd przepływa nie tylko w obwodzie zewnętrznym, ale i w źródle prądu, gdzie występuje wewnętrzny opór
 źródła. Tam również wydziela się ciepło Joule'a-Lenza. Dlatego w równaniu (wzór 155 na stronie 63) do oporu
 powinniśmy dodać jeszcze opór wewnętrzny źródła . Uwzględniając ponadto, że , otrzymamy

( wzór 154 ) 

Po uproszczeniu mamy

( wzór 155 ) 

albo

( wzór 156 ) 

Wzór (wzór 156 na stronie 63) nosi nazwę prawa Ohma dla obwodu zamkniętego lub prawa Ohma dla całego
obwodu.

Uwaga praktyczna 2: W celu zbadania stanu zużycia ogniwa mierzy się zwykle napięcie  na jego zaciskach.
Zapytajmy w jakim stopniu ten praktyczny pomiar jest uzasadniony.

O faktycznym stanie ogniwa świadczy jego SEM, którą można zmierzyć dokładnie w sposób przedstawiony w
rozdziale 2.9 Pomiary wielkości elektrycznych na stronie 75.

Pomiar napięcia  pozwala tylko w przybliżeniu ocenić stan ogniwa. Ponieważ podłączenie miernika napięcia
oznacza podłączenie oporu  i miernik wskazuje napięcie na tym oporze równe 
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Z prawa Ohma (wzór 156 na stronie 63) możemy określić wartość napięcia  wskazywanego przez woltomierz
na zaciskach ogniwa (lub zasilacza) o sile elektromotorycznej  i wewnętrznym oporze , do którego podłączono
opornik o oporze  (Rysunek 2.15: Pomiar napięcia na zaciskach źródła na stronie 64):

 oznacza opór wewnętrzny woltomierza, który z założenia jest duży (dużo większy od oporu

)

Rysunek 2.15: Pomiar napięcia na zaciskach źródła

Ponieważ

( wzór 157 ) 

Więc po wstawieniu tu (wzór 156 na stronie 63), otrzymamy:

( wzór 158 ) 

Widzimy, że napięcie  jest nieco niższe od SEM ogniwa .

Pytania i problemy

1. Podaj wzory na opór wypadkowy  oporników połączonych szeregowo i równolegle.
2. Czy po połączeniu szeregowym dwóch oporników o jednakowym oporze, ich łączny opór a) zwiększy się, czy b)

zmniejszy? Odpowiedź uzasadnij.
3. Czy po połączeniu równoległym dwóch oporników o jednakowym oporze, ich łączny opór a) zwiększy się, czy b)

zmniejszy? Odpowiedź uzasadnij.
4. Cztery jednakowe oporniki o oporach  połączono szeregowo. Po połączeniu ich do źródła prądu

zmierzone napięcie na końcowych zaciskach tego zestawu oporników wynosiło . Podaj:

a. ile wynosi napięcie na każdym oporniku,
b. jaki prąd płynie przez każdy opornik.

5. Cztery jednakowe oporniki o oporach  połączono równolegle. Po połączeniu ich do źródła prądu
zmierzone napięcie na końcowych zaciskach tego zestawu oporników wynosiło . Podaj:
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a. ile wynosi napięcie na każdym oporniku,
b. jaki prąd płynie przez każdy opornik.

6. Podaj treść prawa Ohma dla całego obwodu. Przedstaw równanie opisujące zależność, którą to prawo wyraża.
7. Cztery oporniki o różnych od zera oporach , ,  i  połączono zgodnie ze schematem Rysunek 2.16: Dwie

możliwości połączenia czterech oporów – ilustracja zadania na stronie 65a, a następnie zgodnie ze schematem
Rysunek 2.16: Dwie możliwości połączenia czterech oporów – ilustracja zadania na stronie 65b.

Rysunek 2.16: Dwie możliwości połączenia czterech oporów – ilustracja zadania

a. Wyraź opór zastępczy  układu 'a' za pomocą oporów , ,  i . Wskazówka: układ 'a' jest równoległym
połączeniem podukładów -  oraz - .

b. Wyraź opór zastępczy  układu 'b' za pomocą oporów , ,  i . Wskazówka: układ 'b' jest szeregowym
połączeniem podukładów -  oraz - .

c. Czy może opór  być równy oporowi ? Jeżeli tak, to podaj warunek, jaki muszą spełniać opory , ,  i
, aby .

html  Doświadczenie zdalne: Badanie prawa Ohma

2.8 Prawa Kirchhoffa
Niektórych układów oporników nie da się przedstawić jako kombinacji tylko szeregowego i równoległego połączenia.
W bardziej skomplikowanych obwodach możemy mieć ponadto do czynienia nie z jednym, ale z kilkoma źródłami
napięcia. Cały obwód można wtedy przedstawić w postaci pojedynczych obwodów zamkniętych – tzw. oczek – i
punktów rozgałęzienia – tzw. węzłów (Rysunek 2.17: Podział obwodu na pojedyncze obwody zamknięte – tzw. oczka –
i punkty rozgałęzienia – tzw. węzły na stronie 66). Wtedy przychodzą nam z pomocą prawa Kirchhoffa:

Zamapiętać:  I prawo Kirchhoffa – twierdzenie o punkcie rozgałęzienia, tzw. węźle:

Algebraiczna suma natężeń prądów przepływających przez punkt rozgałęzienia jest równa zeru.

Zamapiętać:  II prawo Kirchhoffa – twierdzenie o obwodzie zamkniętym, tzw. oczku:

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/instrukcje/prawo-ohma/
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Algebraiczna suma napięć i sił elektromotorycznych w obwodzie zamkniętym (oczku) jest równa zeru.

Rysunek 2.17: Podział obwodu na pojedyncze obwody zamknięte – tzw. oczka – i punkty
rozgałęzienia – tzw. węzły

Twierdzenie o punkcie rozgałęzienia wynika z prawa zachowania ładunku. Jeżeli w określonym czasie do węzła
dopływa określona ilość ładunku, to tyle samo ładunku musi go opuść (gdyż ładunek ani nie znika, ani nie tworzy się
z niczego, chyba że gromadziłby się w węźle, ale takiej możliwości przy przepływie prądu w przewodnikach nie ma).
Innymi słowy: tyle samo prądu dopływa do węzła, ile z niego wypływa (Rysunek 2.18: Tyle samo prądu dopływa do
węzła, ile z niego wypływa: I 1 + I 3 = I 2 + I 4 + I 5  na stronie 66).

Rysunek 2.18: Tyle samo prądu dopływa do węzła, ile z niego wypływa: 

a) oczko z jednym źródłem SEM i jednym opornikiem, b) wykres zmian potencjału na poszczególnych
elementach obwodu. Linią ciągłą zaznaczono rzeczywisty przebieg (gdyż opór wewnętrzny jest
rozłożony równomiernie między elektrodamui źródła). Linia przerywana obrazuje wzrost potencjału
do wartości  częściowo kompensowany obniżeniem potencjału na oporze wewnętrznym, c) ten sam
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obwód przedstawiony w postaci rozłożonej oraz wykres zmian potencjału na poszczególnych elementach

obwodu

Rysunek 2.19: Prosty obwód zamknięty

Twierdzenie o obwodzie zamkniętym wynika z prawa zachowania energii, gdyż tylko wtedy praca wykonana przez
siły postronne w źródle (źródłach) prądu jest zbilansowana z ciepłem Joule'a-Lenza. Widzieliśmy to na przykładzie
prostego obwodu, gdy wyprowadzaliśmy dla niego prawo Ohma. Przyjrzyjmy się bliżej zmianom potencjału w
prostym obwodzie, w którym mamy tylko jedno źródło napięcia i jeden opór zewnętrzny (Rysunek 2.19: Prosty
obwód zamknięty na stronie 66a; niebieska strzałka wskazuje kierunek przepływu prądu i kierunek zmian
potencjału). Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa algebraiczna suma napięć (różnic potencjałów związanych z
oporem wewnętrznym źródła  i z oporem zewnętrznym ) i siły elektromotorycznej musi być
równa zeru, czyli

 lub 

Przebieg zmian potencjału jest pokazany na Rysunek 2.19: Prosty obwód zamknięty na stronie 66b. Na Rysunek
2.19: Prosty obwód zamknięty na stronie 66c dla ułatwienia nad wykresem zmian potencjału umieszczono
ten sam obwód, ale w postaci rozwiniętej – zaczyna się i kończy w tym samym punkcie  (oczywiście, nie jest on
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otwarty!). Jak widać, wzrost potencjału wywołany przez SEM jest skompensowany spadkiem potencjału związanym
z oporami  i . Zauważmy, że napięcie na zaciskach SEM będzie mniejsze od wartości  - wspominaliśmy o tym w
rozdziale 2.7 Obwody prądu stałego na stronie 61. W punkcie  mamy potencjał , (który możemy umownie
przyjąć za równy zero). Siła elektromotoryczna powoduje, że ładunki – przechodząc z punktu  do punktu  – znajdą
się w miejscu o wyższym potencjale , jednakże, jak widać na wykresie (Rysunek 2.19: Prosty obwód zamknięty na
stronie 66c), część wartości  zostanie „zużyta” w związku z oporem wewnętrznym źródła. Dlatego potencjał w
punkcie  jest niższy od  o , . Oczywiście, tak jest tylko w przypadku przepływu prądu. Wtedy różnica
potencjałów na zaciskach  i  źródła obciążonego odbiornikiem o oporze  zamykającym obwód jest mniejsza
od . Gdy źródło nie jest zamknięte, prąd nie płynie i nie ma żadnego spadku potencjału związanego z oporem
wewnętrznym, czyli . Wtedy cała wartość  manifestuje się na zaciskach źródła.

Przykład 1

W celu uzyskania podwyższonej SEM łączymy szeregowo (tak jak na Rysunek 2.20: Opornik R
zasilany baterią n ogniw na stronie 68) kilka ogniw. Uzyskujemy wtedy baterię  ogniw, która
może zasilać okreslone urządzenie o oporze  (Rysunek 2.20: Opornik R zasilany baterią n ogniw
na stronie 68).

Rysunek 2.20: Opornik  zasilany baterią  ogniw

Ile wynosi wypadkowa SEM  takiej baterii oraz natężenie prądu  płynącego przez opornik  w
sytuacji, gdy ogniwa są jednakowe.

Rozwiązanie: Łączenie szeregowe ogniw w wersji „plus do minusa” (Rysunek 2.20: Opornik R
zasilany baterią n ogniw na stronie 68) powoduje, że SEM tych ogniw dodają się. Wypadkowa
SEM jest wtedy sumą SEM ogniw składowych:

( wzór 159 ) 

Na mocy II prawa Kirchhoffa możemy napisać, że:

( wzór 160 ) 

Oznaczyliśmy tu opory wewnętrzne ogniw za pomocą symboli , , …, . Zgodnie z (wzór 159
na stronie 68) równanie (wzór 160 na stronie 68) przyjmie postać:

( wzór 161 ) 

Zauważamy jednak, że opory wewnętrzne ogniw dodają się, co na ogół nie jest pożądanym
efektem.



 | Prąd stały | 69

Gdy mamy do czynienia z  jednakowymi ogniwami o SEM  i oporze  każde, to natężenie prądu
 płynącego w obwodzie możemy wyrazić jako:

( wzór 162 ) 

Widać, że uzyskujemy tym większe natężenie , im więcej połączymy ogniw - przekształćmy
wyrażenie (wzór 161 na stronie 68):

( wzór 163 ) 

Mianownik wyrażenia (wzór 163 na stronie 69) staje się coraz mniejszy (  dąży do zera), w
miarę wzrostu , zatem całe  rośnie.

Przykład 2

Gdy chcemy naładować akumulator (np. akumulator samochodowy czy akumulatorek do aparatu
fotograficznego) o SEM  (i oporze ), to łączymy go z ładowarką o większej SEM  (i oporze ),
ale w taki sposób, że łączymy przeciwne bieguny tych źródeł prądu. Dla regulacji natężenia prądu
ładowania  w obwód wkładamy potencjometr o nominalnym oporze  (Rysunek 2.21: Obwód
ładowania ogniwa [ E;r ] za pomocą ogniwa [ E';r' ] przy E'>E  na stronie 69)

Rysunek 2.21: Obwód ładowania ogniwa  za pomocą ogniwa  przy 
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Przyjmij, że podczas ładowania akumulatorka o pojemności 2400 mAh w obwodzie jak wyżej,
wartości parametrów były stałe i wynosiły: , , , ,

, . Oblicz, jaka część  potencjometru  była włączona w obwód oraz czas
ładowania akumulatorka przy założeniu, że przed ładowaniem był on praktycznie całkowicie
wyczerpany.

Rozwiązanie: Na mocy II prawa Kirchhoffa możemy zapisać:

( wzór 164 ) 

Sile elektromotorycznej  przypisaliśmy w tym równaniu znak minus, gdyż ładowane ogniwo
jest włączone w oczko w taki sposób, że prąd w jego wnętrzu płynie od bieguna dodatniego do
ujemnego. Taki przepływ prądu wewnątrz ogniwa zapewnia, że część energii wydzielonej w
ogniwie jest „zużywana” na jego naładowanie, czyli na odwrócenie tych reakcji chemicznych, które
zapewniały pracę ogniwa naładowanego, zanim się wyczerpało.

Symbolem  oznaczyliśmy tutaj opór tej części potencjometru, przez którą płynie prąd, zatem
szukana część  to iloraz .

Z równania (wzór 164 na stronie 70) możemy wyliczyć :

( wzór 165 ) 

Widać więc, że w obwodzie było wykorzystanych  całkowitego oporu .

Pojemność akumulatora (nie mylić z pojemnością kondensatora!) to ilość ładunku , jaką może
przez swoje wnętrze przenieść ten akumulator bez istotnego zmniejszenia jego SEM. Pojemność
ta jest jednak podawana nie w kulombach, lecz w jednostkach będących iloczynem jednostek
natężenia prądu (ampery, miliampery) i czasu (wyrażanego najczęściej w godzinach). Jest to
wygodna jednostka, gdyż pozwala zapisać związek:

( wzór 166 ) 

i stąd łatwo obliczyć: 

Przykład 3

Zamierzamy zasilić opornik  dwiema identycznymi bateriami o SEM  i oporze . Baterie te
możemy połączyć szeregowo (Rysunek 2.22: a) Opornik R zasilany dwiema bateriami połączonymi
szeregowo, b) Opornik R zasilany dwiema bateriami połączonymi równolegle na stronie 71a)
lub równolegle (Rysunek 2.22: a) Opornik R zasilany dwiema bateriami połączonymi szeregowo, b)
Opornik R zasilany dwiema bateriami połączonymi równolegle na stronie 71b). Zbadaj które z
połączeń zapewni zasilenie opornika prądem o większym natężeniu.
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Rysunek 2.22: a) Opornik  zasilany dwiema bateriami połączonymi szeregowo, b)
Opornik  zasilany dwiema bateriami połączonymi równolegle

Rozwiazanie: W obwodzie z szeregowym połączeniem ogniw płynie prąd o natężeniu , danym
wzorem wynikającym z równania (wzór 161 na stronie 68):

( wzór 167 ) 

W obwodzie z połączeniem równoległym opornik  jest zasilany prądem o natężeniu , na który

składają się dwa prądy o natężeniu . Jest to zgodne z I prawem Kirchhoffa oraz z faktem, że
baterie są identyczne. Możemy więc zapisać, zgodnie z II prawem Kirchhoffa zastosowanym do
jednego z oczek zawierających opór :

( wzór 168 ) 

Równanie to pozwala wyznaczyć :

( wzór 169 ) 

Zwróćmy uwagę, że wyrażenie to pokazuje, iż wypadkowa SEM dwóch jednakowych baterii
połączonych równolegle jest równa SEM każdej z nich. Jednak wypadkowy opór wewnętrzny
tych baterii jest równy połowie oporu wewnętrznego każdej - to właśnie jest zaletą równoległego
łączenia baterii.

By zbadać, który z prądów ma większe natężenie, postawmy hipotezę, że . Sprawdzimy
teraz, czy i pod jakim warunkiem jest ona prawdziwa.

( wzór 170 ) 

Przekształcając to wyrażenie, otrzymamy wyrażenie matematycznie równoważne:

( wzór 171 ) 

Oznacza to, że gdy dwiema bateriami zasilamy opornik o oporze większym niż opór wewnętrzny
jednej z nich, korzystniej jest połączyć baterie szeregowo i uzyskać zwiększoną SEM. Gdy jednak
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opór  jest mniejszy od , to korzystniej jest połączyć te baterie równolegle i uzyskać przez to
obniżenie oporu wewnętrznego.

Przykład 4

Na Rysunek 2.23: Obwód zawierający dwa źródła SEM oraz trzy oporniki  na stronie 72
przedstawiono obwód zawierający dwa źródła SEM o parametrach, odpowiednio, ,

 i , , oraz trzy oporniki o oporach ; ; .
Wyznacz natężenia prądu płynącego we wszystkich gałęziach obwodu i napięcia związane z
oporami zewnętrznymi.

Rysunek 2.23: Obwód zawierający dwa źródła SEM oraz trzy oporniki

Odpowiedź: Z praw Kirchhoffa otrzymamy trzy równania – jedno dla natężeń prądu i dwa dla
oczek zaznaczonych na rysunku:

( wzór 172 ) 

Na rysunku zaznaczono spodziewane kierunki przepływu prądu. Nie musimy się przejmować
tym, że mogliśmy się pomylić i zaznaczyć niewłaściwy kierunek. W takim przypadku rozwiązanie
układu równań da właściwą wartość natężenia, ale ze znakiem ujemnym.

Po rozwiązaniu układu równań otrzymamy:

( wzór 173 ) 

( wzór 174 ) 

( wzór 175 ) 

Podstawiając wartości liczbowe, otrzymamy:
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, , 

Na poszczególnych oporach mamy następujące napięcia:

( wzór 176 ) 

( wzór 177 ) 

( wzór 178 ) 

Przykład 5

Obwód składa się z oporników o jednakowych oporach  rozmieszczonych na krawędziach
sześcianu (Rysunek 2.24: Ilustracja do przykładu nr 2 na stronie 73a). Oblicz opór wypadkowy,
przyjmując, że prąd wpływa do wierzchołka  sześcianu, a wypływa z wierzchołka .

a) z symetrii sześcianu wynika, że prąd wpływający musi się rozgałęzić na trzy prądy o
jednakowym natężeniu, b) połączenie przestrzenne oporników w sześcianie jest rozłożone
na płaszczyźnie, wszystkie punkty  mają jednakowy potencjał; to samo dotyczy punktów

Rysunek 2.24: Ilustracja do przykładu nr 2

Odpowiedź: Symetria układu oporów ułatwi nam rozwiązanie zadania. Prąd wpływający musi się
rozgałęzić, zgodnie z pierwszym prawem Kirchhoffa, na trzy prądy (patrz Rysunek 2.24: Ilustracja
do przykładu nr 2 na stronie 73a). Symetria sześcianu narzuca równość natężeń prądów –

każdy z rozgałęzionych prądów napotyka na jednakowy opór w swojej gałęzi, więc .
Trzy oporniki na wejściu są połączone jednym końcem – występuje tam wspólny potencjał .
Jednakowe prądy w każdej gałęzi muszą dać jednakowe zmiany potencjału, zgodnie ze wzorem

( wzór 179 ) 

Zatem potencjał na przeciwległych końcach tych trzech oporników jest jednakowy i wynosi 
(widoczne to jest na Rysunek 2.24: Ilustracja do przykładu nr 2 na stronie 73b, gdzie oporniki
zostały rozłożone na płaszczyźnie). Jednakowy potencjał na końcach  tych oporników wystąpiłby
również wtedy, gdyby oporniki były połączone końcami . Zatem jest to równoważne połączeniu
równoległemu tych oporników. Dalszych sześć oporników jest połączonych parami z tymi trzema w
punktach, gdzie występuje potencjał . Po drugiej stronie oporniki są połączone w równoważnych
punktach , gdzie panuje wspólny potencjał . Zatem te oporniki możemy również potraktować
tak, jakby były połączone równolegle. Strona  układu jest równoważna stronie  ze względu
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na symetrię, zatem trzy oporniki podłączone do punktu  można także traktować tak, jakby były
połączone równolegle. W wyniku naszego rozumowania możemy zaproponować układ zastępczy,
jak na Rysunek 2.25: Połączenie równoważne połączeniu oporów w sześcianie na stronie 74,
który jest równoważny połączeniu oporników w sześcianie.

Rysunek 2.25: Połączenie równoważne połączeniu oporów w sześcianie

Obliczenie oporu wypadkowego  nie sprawi nam teraz kłopotu. Mamy połączenie szeregowe
trzech układów równoległych oporników. Zatem

( wzór 180 ) 

EXE  PDF  Doświadczenie: Prawo Kirchhoffa

html  Doświadczenie zdalne: Prawo Kirchhoffa

Pytania i problemy

1. Podaj treść I prawa Kirchhoffa. Jaka zasada jest podstawą tego prawa?
2. W punkcie rozgałęzienia, tzw. węźle spotykają się trzy przewody. W jednym z nich wpływa do węzła prąd

, w drugim wypływa z węzła prąd . Jak duży prąd  płynie w trzecim przewodzie i w którym
kierunku – dopływa, czy wypływa z węzła?

3. Podaj treść II prawa Kirchhoffa. Jaka zasada jest podstawą tego prawa?
4. Wyraź maksymalną wartość natężenia prądu , jaką moglibyśmy osiąganąć w obwodzie, gdybyśmy umieścili w

baterii nieskończenie wiele ogniw.
5. Wykaż, że sprawność obwodu, rozumiana jako stosunek mocy wydzielanej na oporniku  do mocy wydzielanej

na oporze wewnętrznym baterii  maleje wraz ze wzrostem liczby ogniw  w baterii.
6. Wykaż, że równoległe połączenie dwóch różnych baterii, o SEM  i  oraz o oporach  i  da, z punktu

widzenia zewnętrznego oporu  taki sam efekt jak zasilenie go jedną baterią SEM  i wewnętrznym oporze 
danymi wzorami:

 oraz 

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/prawa_kirchhoffa/PrawaKirchhoffa-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/prawa_kirchhoffa/prawa_kirchhoffa.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/silf/
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2.9 Pomiary wielkości elektrycznych
Do pomiaru natężenia prądu stosujemy przyrząd zwany amperomierzem, do pomiaru napięcia, (czyli różnicy
potencjałów między dwoma punktami przewodnika) słuzy tzw. woltomierz.

Te dwa przyrządy są najbardziej popularne i najczęściej używane w praktyce. Istnieją jeszcze inne przyrządy takie jak
np. omomierz, który służy do pomiaru oporu elektrycznego przewodnika.

W celu zmierzenia różnych wielkości elektrycznych w praktyce, często musimy budować odpowiednie obwody
elektryczne.

Ocena niepewności pomiarowych napięcia i natężenia prądu

W przypadku mierników analogowych przyjmuje się, że niepewność pomiaru to połowa wartości najmniejszej działki
przyrządu pomiarowego powiększona o wartość wynikającą z tzw. klasy przyrządu pomiarowego. Zilustrujemy to za
pomocą przykładu pokazanego na Rysunek 2.26: Odczyt z woltomierza na stronie 75.

a) Analogowy woltomierz o zakresie do 6 V, b) W dolnej części miernika pokazana
jest klasa „1,5” miernika oraz inne istotne jego cechy, c) Odczyt z woltomierza

Rysunek 2.26: Odczyt z woltomierza

W przypadku mierników cyfrowych konieczne jest zapoznanie się z instrukcją załączoną do miernika. Wynika
to przede wszystkim z faktu, że mierniki takie mają na ogół wiele zakresów, a klasa miernika może zależeć od
używanego zakresu. Inna (niż przy miernikach analogowych) jest też na ogół interpretacja klasy miernika: podaje ona
względną niepewność odczytu. Podobnie jak w przypadku mierników analogowych, oprócz klasy miernika należy
uwzględnić niepewność związaną ze skalą, czyli z ostatnią wyświetlaną cyfrą znaczącą. Zilustrujemy to, w sześciu
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krokach, za pomocą przykładu pokazanego na Rysunek 2.27: Uniwersalny miernik cyfrowy jako woltomierz na stronie
76 oraz danych w tabeli na Rysunek 2.28: Fragment instrukcji obsługi na stronie 76.

Rysunek 2.27: Uniwersalny miernik cyfrowy jako woltomierz

4. Tabela na Rysunek 2.28: Fragment instrukcji obsługi na stronie 76 pokazuje, że zakresy miernika dobrane są
w tzw. dekady. Dla każdej dekady podana jest rozdzielczość odczytu - jest to odpowiednik najmniejszej podziałki na
skali miernika analogowego. W zakresie 20 V, wskazania są podane do setnych części wolta.

Dotyczy miernika pokazanego na Rysunek 2.27: Uniwersalny miernik cyfrowy jako woltomierz na stronie

76

Rysunek 2.28: Fragment instrukcji obsługi

5. Dla każdego zakresu podano „dokładność” (czyli niepewność) odczytu. Dla zakresu 20 V „ ” jest
odpowiednikiem klasy miernika i oznacza, że niepewność związana z klasą to 0,8% razy odczyt. Z kolei „ ”
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oznacza, że niepewność związana z podziałką wynosi pięć jednostek na ostatniej cyfrze określonej rozdzielczością,
czyli 0,05 V dla skali 20-woltowej.

6. Tak więc całkowita niepewność pomiarowa napięcia .
Ostatecznie więc mierzone napięcie .

Warto zwrócić uwagę, że wynik ten jest niemal dwukrotnie bardziej precyzyjny niż wynik uzyskany za pomocą
woltomierza analogowego (w obu przypadkach mierzono napięcie na zaciskach tej samej baterii płaskiej). W naszym
przykładzie wnika to z różnic klas przyrządów, choć istnieją precyzyjne mierniki analogowe o klasie lepszej niż wiele
mierników cyfrowych.

Pomiar oporu elektrycznego

Zgodnie z prawem Ohma , zatem aby zmierzyć opór przewodnika , należy znać zarówno natężenie prądu
 płynącego w przewodniku, jak i napięcie  na jego końcach. Trzeba więc zbudować obwód elektryczny, w

najprostszym przypadku taki, jak na Rysunek 2.29: Najprostszy obwód do pomiaru oporu R  na stronie 77.
Woltomierz łączymy równolegle do badanego opornika, a amperomierz – szeregowo.

Rysunek 2.29: Najprostszy obwód do pomiaru oporu 

Woltomierz powinien mieć duży opór wewnętrzny, aby zabierać jak najmniejszy prąd z obwodu i w możliwie
małym stopniu zmieniać prąd płynący przez opór . Amperomierz zaś powinien mieć mały opór, aby wprowadzać
jak najmniejszą zmianę potencjału w gałęzi obwodu, w której się znajduje. Ponieważ amperomierz w naszym
przykładowym obwodzie znajduje się przed punktem , gdzie dołączony jest woltomierz, więc wskazuje całkowite
natężenie prądu – zarówno tego, który przepływa przez woltomierz, jak i tego, który nas interesuje, przepływającego
przez opornik o oporze . Amperomierz możemy umieścić za punktem  – wtedy jego wskazania nie będą zawierały
natężenia prądu płynącego przez woltomierz, ale za to woltomierz będzie wskazywał łączną różnicę potencjałów na
oporniku o oporze  i na amperomierzu.

Pomiar siły elektromotorycznej 

Woltomierz mierzy w obwodzie pokazanym na Rysunek 2.29: Najprostszy obwód do pomiaru oporu R  na stronie
77 napięcie na oporniku o oporze . Jak jednak zmierzyć siłę elektromotoryczną ?
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Napięcie , które mierzy woltomierz w tym obwodzie, jest jednocześnie napięciem na zaciskach źródła (pomijając
małą zmianę potencjału wniesioną przez amperomierz). To napięcie  nie jest równe sile elektromotorycznej ,
gdyż zgodnie z prawem Ohma dla całego obwodu

( wzór 181 ) 

więc

( wzór 182 ) 

Rysunek 2.30: Obwód z regulowanym oporem  dla obserwacji zmian napięcia i natężenia prądu

Jeżeli do obwodu włączy się regulowany opornik, zwany potencjometrem, jak na Rysunek 2.30: Obwód z
regulowanym oporem R dla obserwacji zmian napięcia i natężenia prądu na stronie 78, to – zwiększając
wartość oporu  (przy ruchu suwaka potencjometru – można obserwować wzrost napięcia wskazywanego przez
woltomierz. Wykres zależności napięcia  od wartości oporu  opisanej za pomocą równania (wzór 182 na stronie
78) przedstawiony jest na Rysunek 2.31: Wykres napięcia i natężenia prądu na stronie 79a. Widzimy, że
im większy opór zewnętrzny , tym bardziej napięcie  zbliża się do wartości siły elektromotorycznej . Jeżeli
wyłączymy opornik  za pomocą wyłącznika , to prąd popłynie tylko przez woltomierz, który ma zwykle duży
opór. Wtedy jego wskazanie mało już będzie się różnić od wartości . Widzimy na wykresie, że teoretycznie wartość
siły elektromotorycznej będzie równa napięciu na zaciskach źródła wtedy, gdy opór będzie nieskończenie duży, a to
ma miejsce wtedy, gdy źródło jest otwarte (dlatego czasami mówi się, że wartość siły elektromotorycznej jest równa
napięciu na zaciskach źródła otwartego). Wtedy natężenie prądu w obwodzie zbliża się do zera, co jest widoczne
na wykresie zależności (wzór 181 na stronie 78) – Rysunek 2.31: Wykres napięcia i natężenia prądu na stronie
79b.
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a) Im większy opór obwodu takiego, jak na Rysunek 2.30: Obwód z regulowanym oporem R dla obserwacji zmian
napięcia i natężenia prądu na stronie 78, tym bardziej napięcie  zbliża się do wartości siły elektromotorycznej

, b) wtedy natężenie prądu dąży do zera

Rysunek 2.31: Wykres napięcia i natężenia prądu

Wykres na Rysunek 2.31: Wykres napięcia i natężenia prądu na stronie 79b pokazuje jeszcze jeden ciekawy
aspekt korzystania ze źródeł prądu. Nawet jeśli jego zaciski połączymy idealnym przewodem, o oporze  (czyli
doprowadzimy do tzw. zwarcia źródła), to nie uzyskamy przepływu prądu o dowolnie dużym natężeniu. Maksymalne
natężenie prądu, jaki możemy czerpać ze źródła, tzw. prąd zwarcia , zależy SEM  źródła oraz oporu wenętrznego 
i wynosi:

( wzór 183 ) 

Duża wartość prądu zwarcia często jest pożądaną cechą akumulatorów (np. samochodowych), które muszą być w
stanie dostarczyć prądu o dużym natężeniu (nawet rzędu 100-200 A), by zapewnić rozruch silnika.

Bezpośredni pomiar SEM

Jeśli w obwodzie (Rysunek 2.30: Obwód z regulowanym oporem R dla obserwacji zmian napięcia i natężenia prądu
na stronie 78) ustawimy dwie różne wartości oporu potencjometru  i  i zmierzymy odpowiadające im 
oraz , to możemy wyznaczyć SEM  oraz opór wewnętrzny  źródła.

Przykład 6

W obwodzie przedstawionym na Rysunek 2.30: Obwód z regulowanym oporem R dla obserwacji
zmian napięcia i natężenia prądu na stronie 78 ustawiono suwak potencjometru blisko
maksymalnej wartości  i odczytano  oraz . Następnie suwak przestawiono
w pobliże minimalnej wartości  i odczytano  oraz . Oblicz SEM  oraz opór
wewnętrzny  źródła.

Rozwiązanie: Wykorzystamy wzór (wzór 182 na stronie 78) w postaci , stosując go
do dwóch opisanych stanów obwodu. Powstanie nam w ten sposób układ równań:

( wzór 184 ) 

Odejmując od siebie stronami równania otrzymamy:

( wzór 185 ) 
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co pozwala wyznaczyć

( wzór 186 ) 

Gdy wynik ten wstawimy do pierwszego z równań, to obliczymy:

( wzór 187 ) 

Metoda kompensacyjna

Rysunek 2.32: Schemat obwodu do pomiaru SEM metodą kompensacji

W praktyce istnieje sposób na precyzyjny pomiar wartości SEM, bez konieczności stosowania oporników o bardzo
dużych oporach. Jest to tzw. metoda kompensacji. Schemat obwodu jest pokazany na Rysunek 2.32: Schemat
obwodu do pomiaru SEM metodą kompensacji na stronie 80. Zaznaczono tam natężenia prądów i wartości SEM.
Symbolem  oznaczono mierzoną wartość SEM, a  oznacza wartość SEM źródła zasilającego układ. Dzięki
potencjometrowi  można regulować napięcie podawane na drugi potencjometr o końcach . Natężenie prądu w
części  tego potencjometru wynosi , co wynika z pierwszego prawa Kirchhoffa w odniesieniu do węzła .
Zgodnie z drugim prawem Kirchhoffa, dla oczka oznaczonego  mamy

( wzór 188 ) 

Z tego równania możemy wyznaczyć wartość :

( wzór 189 ) 

Widzimy, że – zmieniając opór  – możemy tak dobrać jego wartość, aby prąd w oczku  nie płynął. Wtedy
, co wykaże nam czuły galwanometr . Oznaczmy tę wartość oporu przez . Wtedy

( wzór 190 ) 



 | Prąd stały | 81

Widzimy, że wartość  możemy wyznaczyć, mierząc  i . Zwykle jednak postępujemy inaczej. Po zmierzeniu
, w miejsce źródła o nieznanej wartości  wstawiamy źródło wzorcowe . Ponownie doprowadzamy do

wyzerowania wskazań galwanometru, co następuje przy innej wartości oporu , którą oznaczymy jako .
Otrzymamy wtedy (przyjmując, że  pozostaje niezmienione, co uzyskujemy odpowiednio przesuwając suwak
potencjometru )

( wzór 191 ) 

Stąd, po uwzględnieniu (wzór 190 na stronie 80), otrzymamy wzór

( wzór 192 ) 

pozwalający na precyzyjne wyznaczenie nieznanej wartości . Warto zauważyć, że opór wewnętrzny  badanego
źródła nie odgrywa tu żadnej roli. Przyrządy do wyznaczania wartości SEM zawierają zwykle w jednej obudowie
źródło zasilania  i wzorcowe , przełączniki pozwalające na zamianę badanego źródła ze źródłem wzorcowym
oraz urządzenie zapewniające precyzyjne utrzymanie stałej wartości .

Pytania i problemy

1. Za pomocą cyfrowego miernika opisanego w tekście zmierzono stałe napięcie . Oszacuj niepewność
pomiarową  tego pomiaru.

2. Dlaczego amperomierz powinien mieć mały opór, a woltomierz duży?
3. Dlaczego mówimy, że wartość siły elektromotorycznej źródła jest równa napięciu na zaciskach źródła otwartego?
4. Oszacuj opór wewnętrzny akumulatora samochodowego o SEM , który zasila rozrusznik (jest to silnik

elektryczny) prądem o natężeniu . Przyjmij, że w pierwszych chwilach rozruchu, opór elektryczny
uzwojenia rozrusznika jest praktycznie zerowy.

5. Dlaczego do pomiaru wartości siły elektromotorycznej stosuje się metodę kompensacji, a nie – bezpośredniego
pomiaru woltomierzem? Odpowiadając na to pytanie uzasadnij zdanie: „Przy pomiarze SEM metodą kompensacji
opór wewnętrzny badanego źródła (ani też źródła wzorcowego) nie odgrywa żadnej roli.”

2.D1 Dodatek: Model gazu elektronowego (temat nadobowiązkowy)

Główne założenia modelu

Model, który tu przedstawimy, jest bardzo uproszczony. Mimo to pozwala za pomocą elementarnych metod wyjaśnić
wiele zjawisk zachodzących w metalach i półprzewodnikach.

Zbiór swobodnych elektronów w metalu potraktujemy jako gaz doskonały, zwany gazem elektronowym. W
przewodnikach wykonanych z metali, takich jak na przykład miedź (jednowartościowa), w jednostce objętości jest
tyle samo swobodnych elektronów (tzw. elektronów przewodnictwa), ile jest w niej atomów, ponieważ każdy atom
sieci krystalicznej pozbywa się jednego elektronu, sam stając się dodatnim jonem. W przypadku miedzi koncentracja
elektronów (czyli liczba elektronów mieszczących się w jednostce objętości) wynosi . Swoboda
poruszania się elektronów jest ograniczona tylko do obszaru przewodnika, ponieważ dodatnie jony sieci tworzą
wspólne pole, które utrudnia elektronom ucieczkę. W ten sposób elektrony w metalu znajdują się jak gdyby w
pojemniku.

Wskazówka:  Wiemy, że w modelu gazu doskonałego przyjmuje się, że cząsteczki są obojętne i oddziałują
tylko będąc w bezpośrednim styku ze sobą. W gazie elektronowym przyjmujemy podobne założenie, chociaż
wiemy, że elektrony mają ładunki. Zakładamy, w przybliżeniu, że oddziaływanie wzajemne elektronów
występuje tylko, gdy znajdą się w niewielkich odległościach, ponieważ zdalne odpychanie jest ekranowane
obecnością dodatnich jonów w sieci.

Przyjmiemy, że elektrony są w nieustannym chaotycznym ruchu i przy zderzeniach z jonami sieci doznają
przypadkowych gwałtownych zmian prędkości i kierunku swojego ruchu (można wykazać, że wzajemne zderzenia
między elektronami zdarzają się rzadko). Zderzenia te przypominają zderzenia cząsteczek w zwykłym gazie
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zamkniętym w zbiorniku. Dla średniej energii kinetycznej elektronów stosujemy takie samo równanie jak dla energii
kinetycznej cząsteczek gazu doskonałego (t. 2, wzór (#unique_35/unique_35_Connect_42_eq35)):

( wzór 193 ) 

Stąd możemy oszacować średnią prędkość elektronów w temperaturze pokojowej ( ). Zgodnie z
wartościami tablicowymi przyjmiemy, że stała Boltzmanna wynosi , a masa elektronu

. Zatem

( wzór 194 ) 

Widzimy, że w stosunku do „zwykłych” prędkości jest to duża prędkość, gdyż wynosi 100 km/s, ale jest trzy tysiące
razy mniejsza od prędkości światła.

Wskazówka:  Oceniona przez nas wartość średniej prędkości elektronów w metalu jest zaniżona w stosunku
do wartości wynikającej z dokładniejszego modelu kwantowego: .

Wyprowadzenie prawa Ohma

Co się dzieje z elektronami, gdy włączymy pole elektryczne? Czy pole zmieni ich chaotyczny ruch na
uporządkowany? Nie – uporządkowany ruch tylko nieznacznie zmodyfikuje chaotyczny ruch elektronów, gdyż
średnia prędkość uporządkowanego ruchu w kierunku pola jest o około  razy mniejsza od średniej prędkości ruchu
chaotycznego (patrz Przykład 7). Spójrz na Rysunek 2.33: Linia czerwona wyobraża ruch elektronu przewodnictwa
pod nieobecność pola, linia niebieska – modyfikację ruchu pod wpływem pola na stronie 82. Niech czerwona
linia przedstawia „tor” elektronu w gazie elektronowym pod nieobecność pola. Wówczas jego ruch w obecności pola
będzie wyobrażony przez linię niebieską (w przybliżeniu – linia łamana). W efekcie wielu zderzeń elektron znajdzie
się w miejscu , zamiast w miejscu , gdzie trafiłby przy braku pola. Dozna zatem przesunięcia wypadkowego .

Rysunek 2.33: Linia czerwona wyobraża ruch elektronu przewodnictwa pod nieobecność pola, linia
niebieska – modyfikację ruchu pod wpływem pola

W polu o natężeniu  elektrony doznają działania siły  i uzyskują przyśpieszenie  na odcinku
drogi swobodnej  między zderzeniami. W czasie  ruchu na drodze swobodnej elektron nabywa w kierunku pola
prędkości . Przy każdym zderzeniu traci tę prędkość i na następnym odcinku znowu nabywa od pola prędkości,
ale innej wartości. Średnia prędkość elektronu  w kierunku pola nazywa się prędkością unoszenia, lub prędkością
dryfu (dryftu). Odcinki drogi swobodnej mają różne, zupełnie przypadkowe długości. Dodatkowe przesunięcia
elektronu w polu wynoszą

,  itd.
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Ponieważ wszystkie przesunięcia  mają ten sam kierunek i zwrot (taki jak przyspieszenie ), to po dłuższym
czasie  elektron dozna przesunięcia

( wzór 195 ) 

Średnia prędkość ruchu uporządkowanego elektronu wyniesie

( wzór 196 ) 

gdzie

( wzór 197 ) 

nazywamy średnim czasem swobodnego przelotu elektronu. Ponieważ , więc

( wzór 198 ) 

Prędkość dryftu  jest ważną wielkością fizyczną, gdyż za jej pomocą można wyrazić natężenia prądu elektrycznego
, oraz gęstości prądu . Wiemy, że natężenie  wyraża się wzorem

( wzór 199 ) 

Prąd elektryczny w przewodniku to przepływ sumarycznego ładunku, na który składają się pojedyncze ładunki
elektronów . Czyli natężenie prądu można wyrazić za pomocą  - sumarycznego ładunku elektronów
przepływających przez przekrój przewodnika  w jednostkowym czasie ( ), Widzimy na Rysunek 2.34: Przez
przekrój poprzeczny przewodnika S w ciągu czsu Δ t przejdzie (wypadkowo) tyle elektronów, ile znajduje się ich w
objętości zacieniowanej na rysunku, Δ V=S Δ x  na stronie 84, że ten ładunek  zawarty jest w zacieniowanym
obszarze cylindrycznego przewodnika o objętości .

Ponieważ w jednostkowej objętości ( ) przewodnika znajduje się  elektronów swobodnych, to w objętości 
będzie ich . Zatem sumaryczny ładunek

( wzór 200 ) 

Podstawiając tu  otrzymamy

( wzór 201 ) 

Podstawiając to do wzoru (wzór 199 na stronie 83) otrzymamy

( wzór 202 ) 
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Rysunek 2.34: Przez przekrój poprzeczny przewodnika  w ciągu czsu  przejdzie (wypadkowo)
tyle elektronów, ile znajduje się ich w objętości zacieniowanej na rysunku, 

Teraz możemy już łatwo obliczyć gęstość prądu. Przypomnijmy sobie, co to jest gęstość prądu. Średnia gęstość
prądu  jest to stosunek natężenia prądu do pola przekroju poprzecznego przewodnika:

( wzór 203 ) 

Czyli gęstość prądu jest równa natężeniu prądu przepływającemu przez jednostkowy przekrój przewodnika (np.
).

( wzór 204 ) 
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Rysunek 2.35: a) Gęstość prądu liczbowo jest wyrażona przez . b) Przez jednostkowy przekrój
poprzeczny przewodnika w ciągu 1 s przejdzie (wypadkowo) tyle elektronów, ile znajduje się ich w
objętości zacieniowanej na rysunku, czyli: 

Podstawiając prędkość  ze wzoru (wzór 198 na stronie 83), mamy

( wzór 205 ) 

Widzimy, że gęstość prądu zależy wprost proporcjonalnie od natężenia pola , gdyż współczynnik przy  jest stały
(czas  praktycznie nie zależy od ). Wprowadzając oznaczenie

( wzór 206 ) 

możemy wzór (wzór 205 na stronie 85) napisać w postaci:

( wzór 207 ) 

Bardzo łatwo możemy się przekonać, że jest to prawo Ohma wyrażone w innej niż (wzór 125 na stronie 53)
postaci (jest to tzw. lokalna postać prawa Ohma). Natężenie jednorodnego pola  w prostoliniowym przewodniku

o długości , na końcach którego panuje napięcie , wynosi  (wzór (wzór 45 na stronie 24). Gęstość prądu

w przewodniku o powierzchni przekroju poprzecznego  wynosi . Podstawiając te dwa wzory do (wzór

206 na stronie 85) oraz przyjmując, że , otrzymamy znane nam równanie (wzór 125 na stronie 53)
przedstawiające prawo Ohma:

( wzór 208 ) 

skąd

( wzór 209 ) 

Wykorzystaliśmy tu wzór (wzór 126 na stronie 53) na opór przewodnika:  (stały współczynnik we wzorze
(wzór 207 na stronie 85) oznaczony został symbolem  nie bez przyczyny, gdyż odgrywa on w prawie Ohma rolę

przewodności właściwej, czyli odwrotności oporu właściwego, ).
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Widzimy, że – korzystając z modelu gazu elektronowego – teoretycznie byliśmy w stanie wyprowadzić jeden z
podstawowych wzorów doświadczalnych dla prądu elektrycznego – prawo Ohma. Zatem model ten, chociaż bardzo
uproszczony, odzwierciedla rzeczywistość i rzuca światło na to, co się dzieje w przewodniku podczas przepływu
prądu elektrycznego. Jednakże oddaje rzeczywistość tylko w sposób przybliżony i przy bardziej skomplikowanych
zagadnieniach zawodzi. Model ten jest bowiem oparty na klasycznej fizyce i nie uwzględnia współczesnych
poglądów kwantowych.

Przykład 7

W drucie miedzianym o średnicy  płynie prąd o natężeniu . Jaka jest średnia
prędkość unoszenia elektronów?

Odpowiedź: Ze wzoru (wzór 203 na stronie 84) mamy

( wzór 210 ) 

Gęstość prądu wynosi

( wzór 211 ) 

Zatem

( wzór 212 ) 

Podstawiając tu koncentrację elektronów w miedzi  oraz pozostałe wielkości
liczbowe, otrzymamy

( wzór 213 ) 

zatem

( wzór 214 ) 

Widzimy, że jest to prawdziwie żółwie tempo! W ciągu 10 sekund elektrony przebywają niecały
milimetr. Jednakże prędkości unoszenia elektronów nie należy identyfikować z prędkością
rozchodzenia się zmian pola elektrycznego wzdłuż drutu. Ta ostatnia jest zbliżona do prędkości
światła. Po włączeniu pola do obwodu elektrycznego elektrony startują prawie natychmiast w całym
obwodzie, nawet w najdalszych jego miejscach. Dlatego po włączeniu przełącznika w ścianie lampa
pod sufitem zapala się natychmiast, chociaż w czasie jej świecenia elektrony przemieszczają się
przez włókno żarówki w „żółwim” tempie.

Przykład 8

Oblicz średni czas  swobodnego przelotu elektronu na odcinku drogi swobodnej w drucie
miedzianym. Koncentracja elektronów swobodnych wynosi , a opór właściwy
miedzi wynosi .

Odpowiedź: Ponieważ zgodnie ze wzorem (wzór 127 na stronie 53) opór właściwy jest

odwrotnością przewodnictwa właściwego, , więc ze wzoru (wzór 206 na stronie 85)
mamy

( wzór 215 ) 
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Stąd

( wzór 216 ) 

zatem

( wzór 217 ) 

Elektron w gazie elektronowym doznaje

( wzór 218 ) 

zderzeń w czasie jednej sekundy. W naszym przykładzie mamy więc

( wzór 219 ) 

Pytania i problemy

1. Scharakteryzuj gaz elektronowy.
2. Dlaczego elektrony stanowiące gaz elektronowy i poruszające się z bardzo dużymi prędkościami nie uciekną z

przewodnika?
3. Wiemy, że elektron jest lżejszy od przeciętnego atomu kilkadziesiąt tysięcy razy. Ile razy średnia prędkość

elektronu w gazie elektronowym przewyższa średnią prędkość cząsteczek w zwykłym gazie w tej samej
temperaturze?

4. Na czym polega modyfikacja ruchu elektronów w metalu, jeśli włączymy pole elektryczne i przez przewodnik
popłynie prąd?

5. Co rozumiemy przez prędkość unoszenia elektronów w przewodniku? Oszacuj, ile razy średnia prędkość
chaotycznego ruchu elektronów jest większa od prędkości unoszenia.

6. Dlaczego żarówka zaczyna świecić prawie natychmiast po zamknięciu wyłącznika, mimo że prędkość unoszenia
elektronów w przewodniku jest bardzo mała?

7. Dany jest ładunek elektronu , koncentracja elektronów  oraz ich prędkość unoszenia. Napisz równania
przedstawiające zależność gęstości prądu w metalach od koncentracji elektronów swobodnych i prędkości
unoszenia.

8. Na podstawie prawa Ohma wyprowadź związek pomiędzy gęstością prądu i natężeniem pola elektrycznego.
9. Natężenie pola elektrycznego wewnątrz metalu umieszczonego w polu elektrostatycznym ma wartość zero.

Dlaczego nie znika pole elektryczne w przewodniku, przez który płynie prąd? Wskazówka: rozważ podobieństwa
i różnice między sytuacja elektrostatyczną a dynamiczną – gdy płynie prąd w przewodniku.

10. Czy można by przyjąć konwencję, że elektrony posiadają ładunek dodatni, a protony ujemny? Jaki miałoby to
wpływ na określanie kierunku przepływu prądu?

2.D2 Dodatek: Mechanizm nagrzewania się przewodnika pod wpływem
prądu (temat nadobowiązkowy)

W podrozdziale 2.6 Prawo Joule’a-Lenza na stronie 60 otrzymaliśmy wyrażenie (wzór 141 na stronie 60)
opisujące zmianę energii wewnętrznej przewodnika, gdy przepływa przez niego prąd. Teraz wyjaśnimy, dlaczego
wówczas przewodnik się rozgrzewa. Przedstawimy mikroskopowy obraz rozpraszania energii wewnątrz przewodnika
i pokażemy, jak wynika z niego wyrażenie (wzór 141 na stronie 60).
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Elektron pod wpływem pola uzyskuje na końcu drogi swobodnej prędkość dryfu , gdzie ; zatem .
Nabywa zatem energii kinetycznej

( wzór 220 ) 

Zderzając się niesprężyście z jonem na końcu tej drogi, oddaje mu dopiero co nabytą energię kinetyczną. Jony sieci
przewodnika w wyniku bombardowania przez elektrony wykonują intensywniejsze drgania. Zwiększenie energii
drgań jonów sieci oznacza wzrost energii wewnętrznej przewodnika pod wpływem prądu, czyli tzw. ciepło Joule'a-
Lenza.

Wskazówka:  Można zapytać, dlaczego elektron oddaje jonowi tylko energię nabytą dzięki polu, a nie więcej
lub mniej. Musimy to przyjąć jako założenie, które prowadzi do prawidłowego wyniku, gdyż wyjaśnienia
należy szukać w mechanice kwantowej.

Obliczmy to ciepło. Jeżeli koncentracja elektronów przewodnictwa wynosi , to w całej objętości przewodnika
 jest ich . Ponieważ każdy z tych elektronów przekazuje energię kinetyczną  i zderza się 

razy w czasie , więc jony uzyskają energię

( wzór 221 ) 

Podstawiając do (wzór 221 na stronie 88) liczbę zderzeń w czasie , która wynosi , oraz wyrażenie (wzór 220
na stronie 88), otrzymamy

( wzór 222 ) 

Natężenie pola można wyrazić za pomocą napięcia na odcinku  przewodnika. Korzystając z (wzór 45 na stronie 24):

, jak również ze wzoru:  (wzór 216 na stronie 87), gdzie  jest oporem właściwym, mamy

( wzór 223 ) 

Wzór ten jest tożsamy ze wzorem (wzór 141 na stronie 60). W ten sposób udało nam się pokazać mechanizm
powstawania ciepła Joule'a-Lenza w modelu gazu elektronowego.

Pytania i problemy

1. Wyjaśnij, na czym polega mechanizm ogrzewania się przewodnika pod wpływem prądu.
2. Zgodnie z prawem Joule'a-Lenza, energia wydzielana w przewodniku z prądem rośnie proporcjonalnie do czasu.

Dlaczego więc włókno żarówki może pracować bardzo długo i nie stopi się pod wpływem prądu?
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Dotychczas dowiedzieliśmy się, że pole elektrostatyczne odgrywa ważną
rolę w wielu zjawiskach fizycznych. Obecnie rozpatrzymy zjawiska
magnetyczne i stwierdzimy, że pole magnetyczne jest równie ważne jak pole
elektryczne. Stwierdzimy, że jeżeli ładunki są w ruchu, to w ich wzajemnym
oddziaływaniu, oprócz znanej siły elektrostatycznej, pojawia się „nowa”
siła, proporcjonalna do prędkości  i ładunku . Ta „nowa” siła to właśnie
siła magnetyczna. Dokładne jej określenie pozwoli nam zdefiniować pole
magnetyczne.

Omówimy oddziaływanie magnetyków oraz praktyczne zastosowanie
zjawisk magnetycznych w elektrotechnice. Zjawiska te spotykamy w
życiu codziennym, używając magnesów stałych, elektromagnesów,
przekaźników i silników elektrycznych. Odchylanie elektronów w polu
magnetycznym stosowane było w powszechnie używanych do niedawna
lampach kineskopowych telewizorów. Jest ono nadal stosowane w potężnych
narzędziach badawczych fizyki jądrowej i cząstek elementarnych, jakimi są
akceleratory.

Pola magnetyczne gwiazd i planet odgrywają istotną rolę w ewolucji tych
obiektów. Ziemskie pole magnetyczne zmienia kierunek biegu cząstek wiatru
słonecznego, chroniąc przed nimi powierzchnię naszej planety i wpływając
tym samym na ewolucję organizmów żywych.
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3.1 Magnesy trwałe
Magnesy trwałe są nam dobrze znane z doświadczeń codziennych i z gimnazjum. Zwykle mają kształt sztabki lub
podkowy (Rysunek 3.1: Magnesy trwałe, którym nadano kształt sztabki i podkowy na stronie 90). W tym rozdziale
poznamy ich ważne własności.

Rysunek 3.1: Magnesy trwałe, którym nadano kształt sztabki i podkowy

Wiemy, że magnesy oddziałują na siebie wzajemnie siłami magnetycznymi w taki sposób, że ich końce przyciągają
się lub odpychają w zależności od tego, czy zbliżamy je do siebie biegunami różnoimiennymi, czy jednoimiennymi.
Jeden z biegunów nazywamy biegunem północnym i oznaczamy , a drugi – południowym .

Wskazówka:  Dlaczego biegunów magnetycznych nie nazwano po prostu „+” i „–”, na podobieństwo
ładunków elektrycznych, które także się wzajemnie odpychają lub przyciągają? Nazwy biegunów pochodzą
od nazw biegunów geograficznych Ziemi –  i , w kierunku których zwracają się końce igły magnetycznej,
stanowiącej kompas. Na przykład, biegun magnetyczny  to ten koniec igły, który jest zwrócony ku północy
geograficznej. Stąd wynika ciekawy wniosek, że w pobliżu północnego bieguna geograficznego Ziemi leży
jej południowy biegun magnetyczny.

Innym, znacznie bardziej istotnym powodem jest fakt, że linie pola magnetycznego (będzie o nich mowa
niżej) nie powstają ani nie zbiegają się w biegunach magnetycznych, podczas gdy linie pola elektrycznego
wychodzą z ładunków dodatnich i kończą się w ładunkach ujemnych. Linie pola magnetycznego są liniami
zamkniętymi, nie mającymi początku ani końca.

Bieguny magnetyczne mają tę własność, że nie można ich rozdzielić. Jeżeli przełamiemy sztabkę magnesu na dwie
części, to każda z nich będzie miała na swoich końcach przeciwne bieguny. Jeżeli te części będziemy dalej dzielić,
każda część będzie obdarzona w dalszym ciągu dwoma nierozdzielnymi różnoimiennymi biegunami (Rysunek
3.2: Podział sztabki magnesu nie prowadzi do rozdzielenia biegunów magnetycznych. Nie da się wyodrębnić
pojedynczych biegunów na stronie 91). Nikomu, jak dotychczas, nie udało się otrzymać pojedynczych biegunów
magnetycznych.
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Rysunek 3.2: Podział sztabki magnesu nie prowadzi do rozdzielenia biegunów magnetycznych. Nie
da się wyodrębnić pojedynczych biegunów

Magnesy trwałe występują zawsze w postaci dipoli. Jeżeli małe opiłki żelaza umieścimy w pobliżu magnesu,
namagnesują się w taki sposób, że same staną się dipolami magnetycznymi i ustawią wzdłuż pola magnetycznego.
Dzięki temu możemy uwidaczniać kształt linii w różnych polach magnetycznych. Na Rysunek 3.3: Obraz pola
magnetycznego sztabki magnesu na stronie 91a widzimy obraz pola sztabki.

a) zdjęcie opiłków żelaznych układających się wzdłuż linii sił pola magnetycznego, b) linie pola

magnetycznego

Rysunek 3.3: Obraz pola magnetycznego sztabki magnesu

Magnes sztabkowy

Rysunek 3.4: Film

Rysunek (Rysunek 3.3: Obraz pola magnetycznego sztabki magnesu na stronie 91b) pokazuje schematyczny
przebieg linii pola magnetycznego magnesu sztabkowego. Warto zauważyć, że gdybyśmy chcieli zobrazować
przebieg linii wewnątrz magnesu, to stwierdzilibyśmy (Rysunek 3.3: Obraz pola magnetycznego sztabki magnesu
na stronie 91a)., że biegną one tak, by każda linia była zamknięta Widzimy więc, że bieguny magnetyczne nie są
specyficznymi punktami, lecz raczej obszarami, w których występuje swoiste zagęszczenie linii pola.

Pole magnetyczne definiujemy jako obszar przestrzeni, w którym na dipole magnetyczne działają siły. Przyjmujemy,
że zwrot linii pola jest ustawiony od bieguna północnego  do bieguna południowego  na zewnątrz magnesu, zaś
od  do  wewnątrz magnesu – Rysunek 3.3: Obraz pola magnetycznego sztabki magnesu na stronie 91b, i
#topic_3_h3.1/rys3a.
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Przekonamy się później, że pole magnetyczne można zdefiniować w jeszcze inny sposób. Na razie w następnym
podrozdziale dowiemy się, że pole magnetyczne mogą wytwarzać nie tylko magnesy trwałe, ale również przewodniki
z prądem elektrycznym.

Pytania i problemy

1. Zdefiniuj pole magnetyczne.
2. W jaki sposób doświadczalnie można określić kształt linii pola magnetycznego?
3. Korzystając z analogii z polem elektrostatycznym narysuj przebieg linii pola magnetycznego w obszarze między

dwoma biegunami magnetycznymi a) różnoimiennymi, b) jednoimiennymi.
4. Omów podobieństwa i różnice pomiędzy układem linii pola elektrycznego a układem linii pola magnetycznego,

przedstawionym na Rysunek 3.3: Obraz pola magnetycznego sztabki magnesu na stronie 91b.

3.2 Przewodnik z prądem jako magnes
Bardzo łatwo możemy się przekonać, że wokół przewodnika, w którym płynie prąd elektryczny, istnieje pole
magnetyczne. W tym celu należy wykonać proste doświadczenie.

Umieść kartkę papieru prostopadle do przebijającego ją przewodnika, posyp papier opiłkami żelazna i przepuść
przez przewodnik stały prąd elektryczny, o dużym natężeniu (co najmniej 10 A). Zauważysz, że opiłki utworzą
wokół przewodnika koncentryczne okręgi, jak na Rysunek 3.6: Kształt linii pola magnetycznego prostoliniowego
przewodnika z prądem na stronie 92a. Świadczy to o istnieniu wokół niego pola magnetycznego. Jednocześnie
możemy określić kształt linii tego pola – są to koncentryczne okręgi. Zwrot linii pola jest zgodny z tzw. regułą
śruby prawoskrętnej (śruby prawej) lub regułą korkociągu (Rysunek 3.6: Kształt linii pola magnetycznego
prostoliniowego przewodnika z prądem na stronie 92b). O tym, że zwrot linii pola zależy od zwrotu prądu
przepływającego przez przewodnik, możemy się łatwo przekonać, jeśli wykonamy kolejne doświadczenie.

Rysunek 3.5: Film

a) zdjęcie ułożenia opiłków w polu magnetycznym przewodnika, b) linie pola
magnetycznego, reguła śruby prawoskrętnej: kierunek obrotu śruby prawoskrętnej
(ew. rączki korkociągu) pokazuje zwrot linii pola magnetycznego, gdy taka śruba
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przemieszcza się ruchem postępowym wzdłuż przewodnika zgodnie z kierunkiem płynącego

prądu

Rysunek 3.6: Kształt linii pola magnetycznego prostoliniowego przewodnika z prądem

Ustawmy wokół przewodnika małe igiełki magnetyczne. Gdy przez przewodnik nie płynie prąd, magnesiki ustawiają
się wzdłuż linii pola magnetycznego Ziemi. Gdy przez przewodnik przepuścimy silny prąd, zauważymy, że magnesiki
ustawią się wzdłuż okręgu, co wskazuje na to, że wokół przewodnika powstało pole magnetyczne silniejsze od
ziemskiego pola magnetycznego (Rysunek 3.7: Zwrot ustawienia magnesików wokół przewodnika z prądem zależy
od zwrotu prądu elektrycznego w przewodniku na stronie 94a). Jeżeli zmienimy zwrot prądu płynącego w
przewodniku, wszystkie magnesiki obrócą się w stronę przeciwną (Rysunek 3.7: Zwrot ustawienia magnesików wokół
przewodnika z prądem zależy od zwrotu prądu elektrycznego w przewodniku na stronie 94b), co świadczy o
zmianie zwrotu linii pola magnetycznego.



 | Magnetyzm | 94

Rysunek 3.7: Zwrot ustawienia magnesików wokół przewodnika z prądem zależy od zwrotu prądu
elektrycznego w przewodniku

Zauważ, że takiego obrazu linii pola (koncentryczne okręgi) nie uzyskaliśmy omawiając magnesy trwałe. Zauważ też,
że nie można tu wskazać biegunów magnetycznych.

Podobnie można określić obraz pola magnetycznego dla przewodnika zagiętego w postaci pojedynczej pętli kołowej
– Rysunek 3.8: Pole magnetyczne pętli kołowej z prądem na stronie 94. Zauważmy, że wypadkowe pole w środku
pętli wynika z dodawania się pól magnetycznych pochodzących od poszczególnych części tej pętli z prądem.

Rysunek 3.8: Pole magnetyczne pętli kołowej z prądem

Rysunek 3.9: Film

Gdybyśmy ustawili rząd takich pętli z prądem, jedna za drugą, lub jeszcze lepiej – gdybyśmy utworzyli spiralę,
czyli tzw. solenoid (zwany też cewką lub zwojnicą), przez który przepuścilibyśmy prąd, wtedy otrzymalibyśmy pole
magnetyczne wynikające z nałożenia się pól poszczególnych pętli (Rysunek 3.10: Pole magnetyczne solenoidu z
prądem na stronie 95). Pole magnetyczne solenoidu jest bardzo zbliżone do pola magnetycznego sztabki magnesu
trwałego, takiego jak na Rysunek 3.3: Obraz pola magnetycznego sztabki magnesu na stronie 91.



 | Magnetyzm | 95

Rysunek 3.10: Pole magnetyczne solenoidu z prądem

Rysunek 3.11: Film

Uderzające podobieństwo pola magnetycznego sztabki do pola solenoidu nasunęło wybitnemu uczonemu A.M.
Ampère'owi myśl, że sztabka magnetyczna jest w rzeczywistości solenoidem z istniejącym w niej prądem
elektrycznym. Ampère pisał w 1836 roku: …na podstawie prostego porównania faktów wydaje mi się niemożliwe,
aby można wątpić, że istnieją w rzeczywistości takie prądy obiegające oś magnesu. Takie prądy w sztabce muszą
trwać „wiecznie”. Skąd się biorą w sztabce magnesu? Ampère, nie znając (w owych czasach) elektronów, a tym
bardziej budowy atomów, przyjął, że w cząsteczkach żelaza występują mikroprądy, które obiegają te cząsteczki, nie
napotykając żadnego oporu. Sądził, że te mikroprądy ustawiają się równolegle do siebie pod wpływem wytwarzanych
przez nie pól magnetycznych. Pola te – nakładając się na siebie – dają wzmocnione pole wypadkowe sztabki
magnesu.

Trzeba przyznać, że te idee Ampère'a potwierdziły się po przeszło 80 latach we współczesnej teorii atomowej budowy
materii. Wiemy, że mikroobwody Ampère'a bez oporu elektrycznego to atomy, w których poruszają się elektrony,
tworząc mikroprądy wytwarzające mikroskopowe pola magnetyczne. W magnesach trwałych występuje właśnie takie
uporządkowanie magnetyczne atomów, jakie przewidział Ampère.

Zwróćmy jeszcze uwagę na dwa aspekty przebiegu linii pola magnetycznego solenoidu. Widzimy, że w jego wnętrzu
linie pola przebiegają od bieguna  do bieguna . Widzimy też, że jedna linia, na osi symetrii solenoidu, nie jest
zamknięta (jak pozostałe), lecz jest linią prostą. Niemniej jednak linia ta posiada właściwość wspólną z pozostałymi:
nie ma ona ani początku, ani końca. Możemy przyjąć, że oba przeciwstawne „końce” tej linii spotykają się w
nieskończoności +/-.

Pytania i problemy

1. W jaki sposób doświadczalnie można określić kształt linii pola magnetycznego w przypadku przepływu prądu
przez przewodnik prostoliniowy? Wykonaj odpowiedni rysunek.

2. W jaki sposób doświadczalnie można określić kształt linii pola magnetycznego w przypadku przepływu prądu
przez przewodnik w kształcie pętli kołowej? Wykonaj odpowiedni rysunek.

3. W jaki sposób doświadczalnie można określić kształt linii pola magnetycznego w przypadku przepływu prądu
przez przewodnik zwinięty w spiralę? Wykonaj odpowiedni rysunek.

3.3 Siła Lorentza i wektor indukcji pola magnetycznego

W tym podrozdziale określimy wektor  indukcji pola magnetycznego mówiący nam, jak silne jest pole. Wektor ten
odgrywa w magnetyzmie rolę podobną do wektora  natężenia pola elektrycznego w elektrostatyce. Ze względów
historycznych nie nazywa się wektorem natężenia pola magnetycznego, lecz wektorem jego indukcji. Tej różnicy w
nazwie nie należy jednak przypisywać żadnych różnic w interpretacji. Wektor  określimy za pomocą siły Lorentza –
siły działania pola magnetycznego na ruchomy ładunek elektryczny.

Omawiane powyżej linie pola magnetycznego są liniami, wzdłuż których na małe dipole magnetyczne (np. opiłki
żelaza lub igły magnetyczne kompasu) działają siły. Te dipole odgrywają rolę podobną do ładunków próbnych
w polu elektrycznym albo – w przypadku pola grawitacyjnego – do masy próbnej. Jak już wspomnieliśmy, nie
ma pojedynczych biegunów magnetycznych, jednakże pole magnetyczne może działać na pojedyncze ładunki
elektryczne będące w ruchu. Z góry możemy się spodziewać, że to oddziaływanie będzie inne niż na dipole
magnetyczne.
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Rysunek 3.12: Rurka katodowa umożliwiająca obserwację strumienia elektronów

Wykonajmy doświadczenie z ruchem elektronów w polu magnetycznym. Strumień elektronów możemy obserwować
w tzw. rurce katodowej, skonstruowanej w następujący sposób (Rysunek 3.12: Rurka katodowa umożliwiająca
obserwację strumienia elektronów na stronie 96): W opróżnionej z powietrza bańce szklanej zatopione są
dwie elektrody, katoda i anoda, do których przykładamy wysokie napięcie. Z katody  wylatują elektrony, które
są następnie przyciągane do anody . Elektrony na swojej drodze napotykają szczelinę , która przepuszcza je
wąskim strumieniem. Strumień elektronów jest następnie uwidaczniany dzięki pionowej płytce  pokrytej materiałem
fluorescencyjnym podobnym do tego, który używa się do ekranów telewizorów kineskopowych. Elektrony, uderzając
w płytkę, powodują jej świecenie i zostawiają po drodze jasną smugę.

Umieśćmy rurkę katodową w polu magnetycznym tak, aby strumień elektronów był prostopadły do linii
pola. Zaobserwujemy odchylenie strumienia elektronów, jak na Rysunek 3.13: Strumień elektronów w polach
magnetycznych o różnej orientacji na stronie 96. Wnioskujemy, że siła działania pola magnetycznego na
ruchome ładunki (tutaj elektrony) jest prostopadła zarówno do linii pola magnetycznego, jak i do wektora prędkości
ładunków. Zwrot tej siły zależy od zwrotu linii pola magnetycznego (Rysunek 3.13: Strumień elektronów w
polach magnetycznych o różnej orientacji na stronie 96a i b). Na Rysunek 3.13: Strumień elektronów w polach
magnetycznych o różnej orientacji na stronie 96c przedstawiono sytuację, gdy linie pola magnetycznego są
równoległe do wektora prędkości ładunków – w tym wypadku siła na ładunki nie działa, jest ona równa zeru. Siła ta
powinna działać tak samo, niezależnie od tego, czy pole magnetyczne zostało wytworzone przez magnes trwały, czy
przez prąd elektryczny w przewodniku.

Rysunek 3.13: Strumień elektronów w polach magnetycznych o różnej orientacji

Rysunek 3.14: Strumień elektronów w polu magnetycznym przewodnika z prądem

Sprawdźmy nasz wniosek: Umieśćmy rurkę katodową w polu magnetycznym prostoliniowego przewodnika
z prądem. Przewodnik ustawmy równolegle do strumienia elektronów. Wtedy linie pola magnetycznego będą
prostopadłe do wektora prędkości elektronów (Rysunek 3.14: Strumień elektronów w polu magnetycznym
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przewodnika z prądem na stronie 96), podobnie jak w omówionych wcześniej przypadkach magnesu
trwałego. Tak jak poprzednio, siła  jest prostopadła zarówno do wektora prędkości elektronów, jak i do linii pola
magnetycznego. Również zwrot siły jest taki sam.

Na podstawie wielu doświadczeń stwierdzono, że wartość siły  działającej na ładunek , który porusza się z
prędkością  składową w kierunku prostopadłym do linii danego pola magnetycznego, jest proporcjonalna do
iloczynu :

( wzór 224 ) 

Oczywiście, ten sam ładunek , poruszający się z taką samą prędkością prostopadle do linii pola w innym polu
magnetycznym, dozna działania siły  o innej wartości.

Wartość siły magnetycznej  działającej na jednostkę iloczynu ( ), informuje nas - jak „silne” jest pole
magnetyczne. Nazywamy ją wartością  wektora indukcji pola magnetycznego (podobnie zdefiniowaliśmy
wartość natężenia pola elektrycznego – jako wartość siły elektrycznej działającej na jednostkowy ładunek próbny w
danym punkcie pola). Przyjmujemy zatem dla pola magnetycznego

( wzór 225 ) 

gdzie  oznacza wartość prędkości składowej w kierunku prostopadłym do linii pola. Wektor  w danym
punkcie pola ma kierunek i zwrot zgodny z linią pola magnetycznego, przy czym wektory , ,  stanowią
układ prawoskrętny (zgodny z regułą śruby prawej – Rysunek 3.15: Układ trzech wektorów v → , B → , F → –
prawoskrętny, zgodny z regułą śruby prawej na stronie 97). Taki zwrot siły  otrzymamy, gdy ładunek jest
dodatni. W przypadku ładunku ujemnego zwrot siły magnetycznej jest przeciwny (np. elektronu – Rysunek 3.13:
Strumień elektronów w polach magnetycznych o różnej orientacji na stronie 96 i Rysunek 3.14: Strumień
elektronów w polu magnetycznym przewodnika z prądem na stronie 96).

Rysunek 3.15: Układ trzech wektorów , ,  – prawoskrętny, zgodny z regułą śruby prawej

Jednostką indukcji pola magnetycznego jest tesla (1 T). Ze wzoru (wzór 225 na stronie 97) wynika, że

.

Warto zwrócić uwagę, że jest to dość duża jednostka. Ziemskie pole magnetyczne ma indukcję rzędu , typowe
magnesy sztabkowe wytwarzają w pobliżu biegunów pole o indukcji rzędu kilku-kilkudziesięciu mT. Najsilniejsze
pola magnetyczne, które potrafimy wytworzyć w laboratoriach, dochodzą do .

W następnym podrozdziale nauczymy się obliczać indukcję magnetyczną  na podstawie wywołujących ją prądów.

Wzór (wzór 225 na stronie 97) pozwala na zapisanie siły magnetycznej, gdy prędkość ładunku jest prostopadła do
wektora , następująco:

( wzór 226 ) 
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Gdy prędkość jest skierowana do wektora indukcji  pod pewnym kątem , wtedy wektor prędkości można
rozłożyć na dwie składowe: poprzeczną  i podłużną . Jak widzieliśmy (Rysunek 3.13:
Strumień elektronów w polach magnetycznych o różnej orientacji na stronie 96c), siła magnetyczna przy ruchu
z prędkością podłużną jest równa zeru. Zatem w wypadku ruchu ładunku w dowolnym kierunku siła magnetyczna
zależy tylko od składowej poprzecznej prędkości:

( wzór 227 ) 

Wzór (wzór 227 na stronie 98) wyraża wartość siły magnetycznej w ogólnym przypadku. Nosi ona nazwę siły
Lorentza.

Siłę Lorentza można wyrazić za pomocą iloczynu wektorowego:

( wzór 228 ) 

Jeżeli ładunek porusza się w polu magnetycznym i elektrycznym, to działają na niego dwie siły: siła magnetyczna
 i siła elektryczna . Wówczas

( wzór 229 ) 

Rysunek 3.16: Zjawisko Halla

Jest to wzór na tzw. uogólnioną siłę Lorentza.

EXE  PDF Ćwiczenie: Zjawisko Halla

. .Ćwiczenie: Ruch Ładunku Elektrycznego

PDF xlsmĆwiczenie: Ruch cząsteczki w polu magnetycznym

html  Doświadczenie zdalne: Efekt Halla

Przykład 1

Wiązka elektronów wlatuje w obszar jednorodnego pola magnetycznego o indukcji ,
prostopadle do jego linii. Elektrony zostały uprzednio rozpędzone polem elektrycznym, w którym
przeszły różnicę potencjałów . Uzasadnij, że w polu  elektrony będą poruszały się po
okręgu i oblicz promień tego okręgu. Jaki będzie okres  obiegu elektronu po okręgu? Jaką pracę
wykona pole magnetyczne działające na elektrony podczas jednego pełnego obiegu? Wiemy, że
ładunek elektronu , a jego masa .

Odpowiedź: Najpierw obliczymy prędkość elektronów, jaką uzyskały po przebyciu różnicy
potencjałów . Dzięki pracy pola elektrycznego  elektrony nabywają energię kinetyczną

, zatem

( wzór 230 ) 

Stąd

( wzór 231 ) 

Na elektrony poruszające się w polu magnetycznym prostopadle do jego linii działa tylko siła
Lorentza . Siła ta jest zawsze prostopadła do wektora prędkości, zatem jest ona siłą
dośrodkową i powoduje ruch po okręgu (lub po jego fragmencie), bez zmiany wartości prędkości
elektronów. Zachodzi przy tym równość:

( wzór 232 ) 

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Zjawisko_Halla/ZjawiskoHalla-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Zjawisko_Halla/Wykonanie_cwiczenia_Zjawisko_Halla.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/Ruch_elektronu_w_polu_magnetycznym_i_elektrycznym/RuchElektronu-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/ZRuch_elektronu_w_polu_magnetycznym_i_elektrycznym/ruch_ladunku_elektrycznego.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/media/zadania/pole_magnetyczne.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/media/zadania/pole_magnetyczne.xlsm
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/instrukcje/efekt-halla/
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Widzimy, że w wyniku działania siły Lorentza elektrony poruszają się po łuku o promieniu
krzywizny . W przypadku pola jednorodnego będzie to ruch po okręgu (Rysunek 3.17: Siłą
dośrodkową utrzymującą elektrony na orbicie kołowej w polu magnetycznym jest siła Lorentza na
stronie 99), którego promień

( wzór 233 ) 

Rysunek 3.17: Siłą dośrodkową utrzymującą elektrony na orbicie kołowej w polu
magnetycznym jest siła Lorentza

Korzystając z zależności (wzór 231 na stronie 98), otrzymamy

( wzór 234 ) 

Podstawiając dane, otrzymamy .

Obliczmy teraz okres obiegu elektronów po okręgu. Znamy wzór , stąd .
Korzystając ze wzoru (wzór 233 na stronie 99), mamy

( wzór 235 ) 

Zauważmy, że w polu magnetycznym okres obiegu elektronów po okręgu nie zależy od ich
prędkości  ani od promienia okręgu. Podstawiając dane, otrzymamy .

Odpowiedzmy jeszcze na ostatnie pytanie – siła magnetyczna pracy nie wykonuje, ponieważ jest
prostopadła do przemieszczenia ładunku.

Przykład 2

Na Rysunek 3.18: Spektrometr masowy na stronie 100 przedstawiono schemat typowego
spektrometru masowego służącego do pomiaru masy izotopów określonych pierwiastków. Izotopy
to atomy o różnych masach, ale takich samych własnościach chemicznych. Wynika to stąd, że
atomy te różnią się tylko liczbą neutronów w swoich jądrach, nie różnią się ani liczbą protonów ani
otoczkami elektronowymi.

Zasada działania spektrometru masowego jest następująca: Źródło  zawiera dodatnie jony
izotopów w stanie gazowym, które są następnie przyśpieszane w polu elektrycznym o napięciu .
Jony z prędkością  wlatują w obszar poprzecznego pola magnetycznego (wektor  jest ustawiony
prostopadle do płaszczyzny rysunku i jest zwrócony w stronę czytelnika). Na skutek działania siły
Lorentza ich tory są zakrzywiane. Promień zakreślanego łuku można obliczyć za pomocą wzoru
(wzór 234 na stronie 99), który dla jonu o masie  i ładunku  ma postać

( wzór 236 ) 
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Prostopadłe do rysunku wektory pola  zostały schematycznie oznaczone kółkiem z kropką, co
oznacza, że zwrot wektorów jest „ku patrzącemu”; w przypadku przeciwnego zwrotu stosuje się

kółko z krzyżykiem w środku

Rysunek 3.18: Spektrometr masowy

Promień  można łatwo wyznaczyć, mierząc . Zatem z zależności (wzór 236 na stronie
99) można otrzymać masę danego izotopu. Przekształcając wzór (wzór 236 na stronie 99),
otrzymujemy

( wzór 237 ) 

Przykład 3

Zadaniem akceleratora jest przyśpieszanie cząstek do dużych prędkości. Cząstki naładowane
można przyśpieszać w polu elektrycznym o dużym natężeniu. Jednakże zwiększanie natężenia
pola elektrycznego ma swoje granice. Ale cząstki można zmusić do wielokrotnego przejścia przez
pole elektryczne, jeżeli będziemy zawracać je za pomocą poprzecznego pola magnetycznego.
Omawiając ruch elektronów w poprzecznym polu magnetycznym zauważyliśmy, że okres 
obiegu po okręgu nie zależy od ich prędkości  ani od promienia okręgu (patrz wzór (wzór 235
na stronie 99)). Ta własność została wykorzystana do budowy akceleratora, tzw. cyklotronu.
Na Rysunek 3.19: Schemat cyklotronu na stronie 101 przedstawiono schemat jego działania.
Cząstki, np. elektrony, są wprowadzane do cyklotronu w pobliżu środka koła. Po wejściu w
obszar pola elektrycznego między elektrodami o napięciu  umieszczonymi wzdłuż średnicy, są
przyśpieszane. Następnie jednorodne pole magnetyczne zakrzywia ich tor. Elektrony zawracają i po

wykonaniu półokręgu, po czasie , trafiają znowu w obszar pola elektrycznego, które w tym czasie
zmieniło swój zwrot. Dzięki temu elektrony są znowu przyśpieszane. Za każdym razem elektrony,
zwiększając swoją prędkość, zwiększają promień zataczanego półokręgu. Nie wpływa to na ich
okres obiegu , dlatego ruch elektronów może być zsynchronizowany z periodycznymi zmianami

.
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Rysunek 3.19: Schemat cyklotronu

Przy stosowaniu cyklotronu ma jednak miejsce ograniczenie energii przyśpieszanych cząstek
wynikające z:

1) ograniczonego obszaru jednorodnego pola magnetycznego (elektron, zwiększając swoją energię,
zwiększa promień orbity i dochodzi do granicy geometrycznej cyklotronu),

2) relatywistycznego ograniczenia prędkości elektronu (która nie może przekroczyć prędkości
światła).

Efekty relatywistyczne sprawiają, że okres obiegu wydłuża się i elektron spóźnia się na kolejne
cykliczne zmiany zwrotu pola elektrycznego. Następuje desynchronizacja cyklotronu i cząstki nie
są w stanie zwiększać w dalszym ciągu swojej energii. Największy cyklotron nadawał cząstkom
energię kilkunastu megaelektronowoltów. Dzisiaj cyklotrony tego typu nie są już stosowane.
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Rysunek 3.20: Synchrocyklotron zbudowany w Uniwersytecie Kalifornijskim (Stany
Zjednoczone)

Największe energie cząstek uzyskiwane w synchrocyklotronie osiągnęły wartość około 700 MeV.
Teoretycznie zasada synchrocyklotronu pozwala uzyskiwać dowolnie duże energie. Jednakże
budowa tego typu urządzeń jest bardzo kosztowna. Najdroższy jest olbrzymi elektromagnes,
który wytwarza jednorodne pole magnetyczne w dużym obszarze obejmującym zarówno
cząstki, które dopiero co zaczynają nabierać prędkości, jak i te, które mają prędkości zbliżone
do prędkości światła. Dlatego dzisiaj buduje się akceleratory, w których cząstki krążą po stałych
orbitach. W takich akceleratorach elektromagnesy (chłodzone ciekłym helem o temperaturze
4,2 K) rozmieszczone są tylko na pierścieniu obejmującym orbitę cząstek wcześniej wstępnie
przyśpieszonych. Średnica takiego pierścienia wynosi kilka kilometrów. Współczesne akceleratory
dostarczają cząstkom energię przekraczającą 1000 GeV.

Pytania i problemy

1. Przedstaw równanie opisujące zależność między siłą działającą na cząstkę naładowaną poruszającą się w polu
magnetycznym i indukcją magnetyczną.

2. Na cząstkę naładowaną poruszającą się w polu magnetycznym działa siła Lorentza . Które z trzech wektorów ,
 i  są zawsze parami prostopadłe, a które mogą być skierowane wzajemnie pod dowolnym kątem?

3. Przedstaw rozumowanie prowadzące do zdefiniowania wektora indukcji pola magnetycznego. Jaka wielkość
odgrywa przy tym rolę analogiczną do ładunku elektrycznego w elektrostatyce?

4. Wykaż, że .
5.

Wykaż, że iloraz jednostek pól elektrycznego i magnetycznego daje w wyniku jednostki prędkości: .

6. Jeżeli ładunek porusza się ruchem prostoliniowym bez odchylenia swego toru, to czy można być pewnym, że w
tej przestrzeni nie ma pola magnetycznego? Podaj uzasadnienie odpowiedzi.
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7. Obserwujemy, że strumień elektronów odchyla się w bok od prostoliniowego toru. Czy można wnioskować, że
odchylenie następuje na skutek działania: a) pola elektrycznego, b) pola magnetycznego?

8. Dlaczego w celu rozdzielenia izotopów posługujemy się spektrometrem masowym wykorzystującym pole
magnetyczne, a nie robimy tego na drodze chemicznej?

9. Wiemy, że siła działająca na naładowaną cząstkę jest prostopadła do jej prędkości, zatem nie może wykonywać
pracy, czyli pole magnetyczne nie może przyśpieszać cząstek. Wyjaśnij, dlaczego więc stosuje się je w
akceleratorach, np. w cyklotronie?

10. Wiązkę dodatnich jonów o masie  i ładunku  przyspieszono napięciem . Jednak wskutek przypadkowych
procesów, nie wszystkie uzyskały dokładnie prędkość , przewidzianą wzorem (wzór 231 na stronie 98). W
celu wyeliminowania tych jonów, których prędkości odbiegają od wzorcowej, wiązkę taką przepuszczono przez
obszar wspólnego występowania pola elektrycznego  i magnetycznego  o kierunkach zaznaczonych na Rysunek
3.21: Przyspieszone jony przelatują prostoliniowo z prędkością v przez obszar skrzyżowanych pól E i B  na stronie
103 i natężeniach tak dobranych, że jony o prędkości  przechodzą przez ten obszar ruchem prostoliniowym.
Określ zwrot pola  i wyraź jego natężenie jako funkcję ,  oraz  i .
Jak już wspominano, kółko z krzyżykiem w środku oznacza, że wektory pola  są prostopadłe do rysunku i mają

zwrot „od patrzącego, za rysunek”

Rysunek 3.21: Przyspieszone jony przelatują prostoliniowo z prędkością  przez obszar
skrzyżowanych pól  i 

3.4 Siła działająca na przewodnik z prądem w polu magnetycznym
Pamiętamy doświadczenia w gimnazjum, które wykazywały, że na przewodnik z prądem umieszczony w
poprzecznym polu magnetycznym działa siła (Rysunek 3.23: Oddziaływanie pola magnetycznego na przewodnik z
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prądem  na stronie 104). Siła ta to nic innego, jak wypadkowa wszystkich sił Lorentza działających na elektrony
poruszające się w przewodniku. Siła ta jest nazywana siłą elektrodynamiczną.

Rysunek 3.22: Siła elektrodynamiczna

Rysunek 3.23: Oddziaływanie pola magnetycznego na przewodnik z prądem

Siłę działającą na element  przewodnika z prądem w sytuacji przedstawionej na Rysunek 3.23: Oddziaływanie
pola magnetycznego na przewodnik z prądem  na stronie 104, gdzie kąt między kierunkiem wektora indukcji pola
magnetycznego  a przewodnikiem jest równy , wyrażamy za pomocą wzoru

( wzór 238 ) 

Oznacza to, że wektor  jest prostopadły zarówno do wektora indukcji pola  jak i do samego elementu 
przewodnika, a jego zwrot jest określany np. za pomocą reguły trzech palców. Wartość tego wektora dana jest
wyrażeniem:

( wzór 239 ) 

gdzie  to kąt pomiędzy wektorami  i .

Jeżeli w przewodniku nie ma prądu elektrycznego, czyli nie ma uporządkowanego ruchu elektronów, to wypadkowy
wynik działania siły Lorentza na chaotyczny ruch elektronów jest zerowy. Podobnie, jeśli przewodnik ułożymy
wzdłuż linii pola magnetycznego, to mimo płynącego w nim prądu nie zadziała na niego siła elektrodynamiczna.

W celu wyprowadzenia wzoru na siłę działającą na liniowy przewodnik z prądem dla szczególnie prostego
przypadku, rozważmy działanie siły Lorentza na sumaryczny ładunek wszystkich elektronów znajdujących się w
elemencie prostoliniowego przewodnika z prądem umieszczonego w poprzecznym polu magnetycznym o indukcji .
Przyjmiemy, że ten odcinek przewodnika ma długość  i przekrój poprzeczny . Sytuację taką przedstawiono na

http://pl.wikipedia.org/wiki/Regu%C5%82a_prawej_d%C5%82oni
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Rysunek 3.24: Ładunek w polu magnetycznym na stronie 105b. Dla porównania, na Rysunek 3.24: Ładunek w polu
magnetycznym na stronie 105a pokazano działanie siły Lorentza na pojedynczy punktowy ujemny ładunek „ ”.

a) Na ujemny ładunek poruszający się w poprzecznym polu magnetycznym działa siła Lorentza. b) Na przewodnik z
prądem w poprzecznym polu magnetycznym działa siła będąca wypadkową wszystkich sił Lorentza działających na
elektrony w ruchu stanowiące prąd

Rysunek 3.24: Ładunek w polu magnetycznym

W elemencie przewodnika o objętości  znajduje się  elektronów (gdzie  oznacza koncentrację elektronów,
czyli ich liczbę w jednostce objętości). Te elektrony, łącznie, mają ładunek , na który działa siła Lorentza
o wartości . Mamy więc

( wzór 240 ) 

Wyrażenie w nawiasie określa ładunek przepływający przez cały przekrój przewodnika w jednostce czasu, czyli
natężenie prądu . Otrzymaliśmy więc następujący wzór na siłę magnetyczną działającą na element  przewodnika
z prądem

( wzór 241 ) 

który w postaci wektorowej można zapisać następująco:

( wzór 242 ) 

Jak już wspomniano wcześniej, siła ta nosi nazwę siły elektrodynamicznej.

W sytuacji przedstawionej na Rysunek 3.24: Ładunek w polu magnetycznym na stronie 105b kąt  jest równy ,
więc

( wzór 243 ) 

EXE  PDF  Siła Elektrodynamiczna

Pytania i problemy

1. Przypomnij sobie przebieg linii pola magnetycznego wytworzonego przez magnes sztabkowy (rozdział
3.1 Magnesy trwałe na stronie 90) oraz przez przewodniki z prądem o różnych kształtach (rozdział 3.2
Przewodnik z prądem jako magnes na stronie 92). Następnie każdemu z poniższych zdań przypisz jedno z
trzech uzupełnień: „musi tak być”/„może tak być”/„nie może tak być”; każde uzupełnienie uzasadnij, ilustrując je
odpowiednim rysunkiem. Przyjmij, że we wszystkich przewodnikach płynie prąd o niezerowym natężeniu.

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/sila_elektrodynamiczna/SilaElektrodynamiczna-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/sila_elektrodynamiczna/sila_elektrodynamiczna.pdf
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a. W pobliżu magnesu sztabkowego umieszczono prostoliniowy przewodnik. Stwierdzono, że działa na niego
siła elektrodynamiczna.

b. W pobliżu magnesu sztabkowego umieszczono przewodnik zwinięty w okrąg. Stwierdzono, że działa na niego
siła elektrodynamiczna, której skutkiem jest m.in. obrót pętli.

c. Dwa prostoliniowe przewodniki umieszczono w pobliżu siebie i stwierdzono, że nie oddziałują one
magnetycznie.

d. W pobliżu prostoliniowego przewodnika umieszczono drugi przewodnik i nadano mu taki kształt, że
przewodniki nie oddziałują magnetycznie.

e. Dwa przewodniki  i  mają kształt kołowej pętli z prądem. Ustawiono je tak, że ich środki leżą w różnych
punktach jednej prostej. Przewodniki te przyciągają się.

f. Przewodnik  to zwojnica, zaś przewodnik  ma kształt kołowej pętli, ustawionej tak, że jej środek leży na osi
zwojnicy. Zwojnica  odpycha pętlę  i jednocześnie pętla  przyciąga zwojnicę .

3.5 Prawo Ampère'a
Już po raz drugi spotykamy nazwisko Ampère'a. Jego prawo, które teraz będziemy omawiać, jest – łącznie z
uogólnieniem dokonanym później przez Maxwella – jednym z podstawowych praw elektromagnetyzmu. Prawo
Ampère'a pozwala znajdować indukcję  pola magnetycznego o określonej symetrii.

Na Rysunek 3.25: Sumowanie iloczynów B → # Δ l → =B Δ l cos α po drodze zamkniętej w polu magnetycznym na
stronie 107a widoczne są koncentryczne, kołowe linie pola magnetycznego otaczające przewodnik z prądem.
Wnioskujemy więc, że wektor indukcji magnetycznej  jest skierowany stycznie do okręgu w każdym jego punkcie.
Z symetrii narzuconej przez prostoliniowy przewodnik z prądem, będący osią symetrii tego pola magnetycznego,
możemy wywnioskować, że wartość wektora indukcji musi być jednakowa dla wszystkich punktów koncentrycznej
linii pola otaczającej przewodnik (gdyż przestrzeń w tych miejscach ma te same własności). Jednakże na podstawie
tych informacji nie możemy jeszcze wyznaczyć tej wartości. Aby się dowiedzieć czegoś więcej o wartości wektora
indukcji, można zmierzyć siłę Lorentza w różnych odległościach od przewodnika i doświadczalnie ustalić względną
zależność indukcji  od odległości , dla różnych wartości natężenia prądu  płynącego przez przewodnik.
Doświadczenie daje możność ustalenia następującej proporcji:

( wzór 244 ) 

Podstawiając współczynnik proporcjonalności w postaci  (  nazywamy przenikalnością magnetyczną próżni)
otrzymamy

( wzór 245 ) 

Wskazówka:  Można zapytać, dlaczego zastosowaliśmy tu współczynnik proporcjonalności w dość dziwnej
postaci, zamiast po prostu współczynnika . Jak się niebawem przekonamy, prowadzi on do prostej i jasnej
postaci prawa Ampère'a.

Wzór ten po przekształceniu przyjmie postać:

( wzór 246 ) 

Lewa strona wzoru (wzór 246 na stronie 106) ma znaczenie tzw. cyrkulacji wektora indukcji . W tym
szczególnym przypadku cyrkulacja to nic innego, jak iloczyn stałej wartości  wektora  stycznego do okręgu
otaczającego (współosiowo) prostoliniowy przewodnik z prądem i długości obwodu tego okręgu.

Cyrkulacja jest bardzo użytecznym pojęciem. W dowolnym przypadku pola magnetycznego definiuje się ją
następująco. W polu magnetycznym wyznaczamy zamkniętą drogę, jak na Rysunek 3.25: Sumowanie iloczynów B
→ # Δ l → =B Δ l cos α po drodze zamkniętej w polu magnetycznym na stronie 107a i Rysunek 3.25: Sumowanie
iloczynów B → # Δ l → =B Δ l cos α po drodze zamkniętej w polu magnetycznym na stronie 107b. Drogę tę
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dzielimy na bardzo małe elementy (przemieszczenia) o długości . Dla każdego elementu obliczamy wartość
iloczynu skalarnego . Suma tych iloczynów dla wszystkich elementów zamkniętej drogi nazywa się
cyrkulacją indukcji 

( wzór 247 ) 

(pamiętamy, że  lub , więc  jest po prostu iloczynem  i

, gdzie  oznacza rzut wektora  na kierunek ).

a) droga sumowania i linie pola kołowe, b) droga sumowania i linie pola innego kształtu

Rysunek 3.25: Sumowanie iloczynów  po drodze zamkniętej w polu magnetycznym

Widzimy więc, że lewa strona równości (wzór 246 na stronie 106) to cyrkulacja po okręgu wektora indukcji pola
magnetycznego wytworzonego przez prostoliniowy przewodnik z prądem (patrz Rysunek 3.25: Sumowanie iloczynów
B → # Δ l → =B Δ l cos α po drodze zamkniętej w polu magnetycznym na stronie 107a). Prawa strona tej równości
z kolei mówi nam, że cyrkulacja jest równa natężeniu prądu mnożonemu przez .

Równanie (wzór 246 na stronie 106) to nic innego jak prawo Ampère'a zastosowane do szczególnego przypadku
– pola magnetycznego wytworzonego przez długi prostoliniowy przewodnik z prądem. W przypadku dowolnego
pola magnetycznego, dla dowolnego układu prądów i dla dowolnej drogi obliczania cyrkulacji (czyli sumowania
elementów ), prawo Ampère'a formułujemy następująco:

Cyrkulacja wektora indukcji magnetycznej po dowolnej krzywej zamkniętej jest równa algebraicznej sumie
natężeń prądów  przepływających przez dowolną powierzchnię rozpiętą na tej krzywej, pomnożonej przez
przenikalność magnetyczną próżni :

( wzór 248 ) 

Przenikalności magnetycznej próżni  przypisujemy wartość:

( wzór 249 ) 

Wskazówka:  Taka a nie inna wartość przenikalności magnetycznej próżni wynika z dopasowania definicji
jednostki natężenia prądu elektrycznego – 1 ampera w układzie SI – do wcześniej stosowanej jednostki
ampera.

Przykład 4

Znając wartości i jednostki przenikalności elektrycznej próżni  i

przenikalności magnetycznej próżni , można łatwo wykazać, że odwrotność ich
iloczynu ma wartość kwadratu prędkości światła w próżni:

( wzór 250 ) 
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Zatem

( wzór 251 ) 

Wynik nasz nie jest tylko „liczbowym” zbiegiem okoliczności, lecz ma głębszy sens, gdyż jest
wyrazem tego, co odkrył Maxwell w połowie XIX wieku: z praw elektromagnetyzmu wynika, że
światło jest falą elektromagnetyczną. Naturalne jest więc, że prędkość propagacji tej fali związana
jest z właściwościami elektrycznymi i magnetycznymi próżni (lub innego ośrodka, w którym ta fala
się rozchodzi).

Przykład 5

Jaka siła działa na pojedynczy ładunek  (Rysunek 3.26: Ładunek q poruszający się
wzdłuż przewodnika doznaje działania siły magnetycznej na stronie 108) poruszający się
równolegle do prostoliniowego przewodnika z prądem, w odległości  cm od niego?
(Podobna sytuacja dla elektronu została przedstawiona w rozdziale 3.3 Siła Lorentza i wektor
indukcji pola magnetycznego  na stronie 95 – Rysunek 3.14: Strumień elektronów w polu
magnetycznym przewodnika z prądem na stronie 96). Przyjmij, że ładunek  porusza się
z prędkością równą prędkości unoszenia elektronów, które stanowią prąd w przewodniku,

. Koncentracja swobodnych elektronów w przewodniku wynosi , a
jego przekrój .

Rysunek 3.26: Ładunek  poruszający się wzdłuż przewodnika doznaje działania siły
magnetycznej

Odpowiedź: Ładunek poruszający się wzdłuż przewodnika z prądem doznaje działania siły
Lorentza , która jest zwrócona w tym przypadku w stronę przewodnika. Zgodnie ze wzorem
ogólnym (wzór 227 na stronie 98), siła Lorentza działająca na ładunek punktowy poruszający
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się z prędkością  wynosi . Indukcja  zgodnie ze wzorem (wzór 245 na stronie 106)

wynosi , zatem

( wzór 252 ) 

Natężenie prądu w przewodniku wynosi:

( wzór 253 ) 

gdzie  oznacza gęstość ładunku elektrycznego w elemencie objętości  przewodnika o
przekroju  i długości elementu . Podstawiając ten wynik do wzoru (wzór 252 na stronie
109), otrzymamy

( wzór 254 ) 

Po podstawieniu do tego wzoru odpowiednich wartości i uwzględniając, że

, otrzymamy .

Pytania i problemy

1.
Wykaż, że jednostki przenikalności magnetycznej próżni można wyrazić jako: 

2. W elektrostatyce odpowiednik prawa Ampère'a głosi, że cyrkulacja pola elektrostatycznego, obliczona dla
dowolnej krzywej zamkniętej wynosi zero, bez względu na położenie ładunków, będących źródłem tego pola.
Ogólny dowód tego prawa nie jest prosty.

Możesz jednak wykazać, że cyrkulacja pola elektrycznego wynosi zero w trzech szczególnych przypadkach:

a) Źródłem pola elektrycznego jest ładunek punktowy a jako krzywą zamkniętą wybieramy okrąg o promieniu ,
w środku którego znajduje się ów ładunek.

b) Źródłem jednorodnego pola elektrycznego jest układ dwóch równomiernie naładowanych płaszczyzn
(kondensator płaski) a jako krzywą zamkniętą wybieramy kwadrat o boku , mieszczący się pomiędzy
płaszczyznami.

Wskazówka:  c) Źródłem jednorodnego pola elektrycznego jest układ dwóch równomiernie
naładowanych płaszczyzn (kondensator płaski) a jako krzywą zamkniętą wybieramy okrąg o promieniu ,
mieszczący się pomiędzy płaszczyznami.

3.6 Oddziaływanie dwóch prądów równoległych
Wykonując odpowiednie doświadczenie, łatwo możemy się przekonać, że dwa równoległe przewodniki z prądem
oddziałują na siebie. Jeżeli zwroty prądów są zgodne, to przewodniki przyciągają się, gdy zwroty prądów są
przeciwne, przewodniki odpychają się.

Wytłumaczenie tego zjawiska jest proste. Wiemy już, że prąd elektryczny wywołuje w swoim otoczeniu pole
magnetyczne. Zatem każdy z dwóch równoległych przewodników z prądem znajduje się w polu magnetycznym
pozostałego. Na Rysunek 3.27: Dwa przewodniki z prądami o jednakowym zwrocie przyciągają się na stronie 110
przedstawiono taką sytuację. Widzimy, że na przewodnik z prądem o natężeniu  działa siła  pochodząca od
pola magnetycznego wytworzonego przez prąd o natężeniu . Sytuacja przewodnika z prądem o natężeniu  jest
analogiczna. Na niego również działa siła magnetyczna równa co do wartości sile , lecz o przeciwnym zwrocie (na
rysunku jej nie pokazano, aby nie zaciemniać obrazu).
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Rysunek 3.27: Dwa przewodniki z prądami o jednakowym zwrocie przyciągają się

W rozdziale 3.5 Prawo Ampère'a na stronie 106, przy okazji omawiania prawa Ampère'a, podaliśmy wzór (wzór
245 na stronie 106) na wartość wektora indukcji pola magnetycznego wytworzonego przez nieskończenie długi
prostoliniowy przewodnik z prądem o natężeniu :

( wzór 255 ) 

Wykorzystamy ten wzór, by wyprowadzić wyrażenie na siłę oddziaływania magnetycznego dwóch prostoliniowych
przewodników przypadającą na jednostkę długości przewodnika. Zgodnie ze wzorem (wzór 241 na stronie 105)
siła , z jaką pole magnetyczne  działa na fragment przewodnika o długości  wyraża się jako:

( wzór 256 ) 

W naszym przypadku pole magnetyczne jest wytworzone przez prąd , zaś przewodnik  znajduje się w odległości
 od niego. Kąt  pomiędzy wektorem  a elementem  jest prosty. Gdy uwzględnimy te informacje i

połączymy wzory (wzór 255 na stronie 110) i (wzór 256 na stronie 110), to otrzymamy:

( wzór 257 ) 

Wielkość , mierzoną w niutonach na metr, to siłą oddziaływania na jednostkę długości każdego
przewodnika.

Zjawisko oddziaływania wzajemnego dwóch równoległych przewodników z prądem zostało wykorzystane do
definicji jednostki natężenia prądu - ampera w układzie SI. Załóżmy, że w obu przewodnikach płynie jednakowy prąd

. Siła działająca na jednostkową długość przewodnika:

( wzór 258 ) 

Otóż natężenie prądu w przewodnikach wynosi jeden amper wtedy, gdy siła wzajemnego przyciągania dwóch
długich równoległych przewodników odległych od siebie o jeden metr przypadająca na jednostkę ich długości (1 m)
wynosi .

Wskazówka:  Dlaczego przyjęto taką wartość siły, aby określić 1 amper? Otóż jednostka - 1 amper
była używana już wcześniej przed ustanowieniem układu jednostek SI. Doświadczalnie sprawdzono, że
jeżeli przepływa prąd o natężeniu 1 A, to właśnie taka siła ( ) działa na jednostkę długości
równoległego przewodnika z tym prądem. Aby tę wartość siły móc otrzymać za pomocą wzoru (wzór 258 na
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stronie 110), trzeba przyjąć, że współczynnik  ma wartość taką właśnie jak przyjęto w prawie Ampera

(patrz rozdział 3.5 Prawo Ampère'a na stronie 106), czyli . Wtedy

( wzór 259 ) 

Widzimy więc, że taka a nie inna wartość przenikalności magnetycznej próżni wynika z dopasowania
definicji jednostki natężenia prądu elektrycznego - ampera w układzie SI do wcześniej stosowanej jednostki
ampera.

Przykład 6

Dwużyłowy miedziany kabel elektryczny podłączono do pewnego urządzenia. Jakie musiałoby
być natężenie prądu , by oddziaływanie magnetyczne między przewodami w kablu równoważyło
ciężar jednego z nich? Przyjmij, że średnica pojedynczego przewodu  oraz odległość
pomiędzy środkami przewodów równą  (ze względu na obecność izolacji). Przyjmij gęstość
miedzi ,

Odpowiedź: Jeśli oddziaływanie magnetyczne między przewodami ma równoważyć ciężar jednego
z nich, to jednostkowa siła magnetyczna, dana wyrażeniem (wzór 257 na stronie 110) musi być
równa sile grawitacji, działającej na jednostkową długość jednego z nich:

( wzór 260 ) 

W tym wzorze uwzględnimy, oprócz wzoru (wzór 257 na stronie 110), że , że masa
jednostkowej długości przewodu  oraz że odległość między przewodami wynosi

. Otrzymamy wtedy:

( wzór 261 ) 

Po uporządkowaniu, uproszczeniu, rozwiązaniu i podstawieniu danych uzyskujemy:

( wzór 262 ) 

Jak widać, jest to dość spore natężenie prądu, raczej niespotykane w domowych instalacjach
elektrycznych 230 V, w której bezpieczniki ograniczają to natężenie typowo do 16 A. Wyjątkiem
mogą tu być kuchnie elektryczne o mocy przekraczającej 5-6 kW.

Pytania i problemy

1. Udowodnij, że dwa przewodniki równoległe, w których płynie prąd w tym samym kierunku, przyciągają się.
2. Czy prostoliniowe przewodniki z prądem ustawione do siebie pod kątem prostym działają na siebie siłą?

Odpowiedź uzasadnij.
3. Przez pionowo zawieszoną sprężynę, na której wisi ciężar, przepuszczamy prąd. Wyjaśnij, dlaczego długość

sprężyny ulegnie zmianie.

3.7 Pole magnetyczne solenoidu
W celu wyznaczenia pola magnetycznego solenoidu założymy, że pole magnetyczne występuje tylko wewnątrz
długiego solenoidu, a na zewnątrz jest równe zeru. Teoretyczne uzasadnienie tego zjawiska znajdziemy w tym
rozdziale (to przybliżenie jest tym dokładniejsze, im długość solenoidu jest większa w porównaniu z jego średnicą).
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Wykorzystamy prawo Ampère'a. Obierzmy drogę cyrkulacji wektora  w postaci prostokąta, jak na Rysunek 3.28:
Prostokątna droga cyrkulacji wektora B → dla prawa Ampère'a na stronie 112. Cyrkulacja wektora  po tej
drodze wyniesie , ponieważ tylko na odcinku  iloczyn skalarny  nie znika. Przez pole rozpięte na
obwodzie  przechodzi prąd o całkowitym natężeniu  (  – liczba zwojów na odcinku ), więc zgodnie z
prawem Ampère'a . Stąd wzór na indukcję magnetyczną solenoidu:

( wzór 263 ) 

gdzie  jest liniową gęstością zwojów w solenoidzie.

Rysunek 3.28: Prostokątna droga cyrkulacji wektora  dla prawa Ampère'a

Pierścień Rowlanda

Pokażemy teraz inny sposób otrzymania tego wzoru, wykorzystując tzw. pierścień Rowlanda. Jest to spirala nawinięta
na toroidalny rdzeń, czyli solenoid mający kształt obwarzanka, który w przekroju przedstawiony jest na Rysunek
3.29: Pole magnetyczne spirali nawiniętej na torusie na stronie 112.

Rysunek 3.29: Pole magnetyczne spirali nawiniętej na torusie

Zastosujemy prawo Ampère'a (wzór 248 na stronie 107). Symetria układu narzuca koncentryczne linie pola
magnetycznego. Wartość wektora  w każdym punkcie takiej linii jest taka sama. Cyrkulacja indukcji  po drodze
kołowej o promieniu  wewnątrz toroidu wyniesie . Przez powierzchnię rozpiętą na tej drodze kołowej
przepływa całkowity prąd równy , gdzie  jest liczbą zwojów. Zatem, zgodnie z (wzór 248 na stronie 107),
mamy: , więc wzór na indukcję toroidu przybierze postać:

( wzór 264 ) 

Z prawa Ampère'a wynika, że na zewnątrz toroidu nie ma pola magnetycznego. Przez powierzchnię (np. koło)
rozpiętą na okręgu o promieniu  większym od zewnętrznego promienia toroidu , przepływa sumaryczny prąd
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o natężeniu równym zeru (każdy zwój przechodzi przez tę powierzchnię dwa razy, a prąd w obu częściach zwoju
przepływa przez tę powierzchnię w przeciwnych kierunkach). Z kolei przez koło o promieniu  mniejszym od
wewnętrznego promienia toroidu  nie przepływa żaden prąd. Zatem w obu przypadkach prawa strona równania
Ampère'a jest równa zeru, więc cyrkulacja wektora  musi być również zerowa, stąd .

Solenoid można utworzyć przez „wyprostowanie” toroidalnej zwojnicy. Zatem pole magnetyczne wewnątrz długiego
solenoidu nie powinno się prawie wcale różnić od pola toroidu (o dużej średnicy) o tej samej gęstości zwojów,
jeżeli płynie przez nie prąd o takim samym natężeniu . Długość  solenoidu odpowiada obwodowi toroidu, ,
dlatego, wykorzystując wzór (wzór 264 na stronie 112), otrzymamy wzór (wzór 263 na stronie 112).

Jak widzieliśmy, pole magnetyczne występuje tylko wewnątrz toroidu, stąd argument przemawiający za tym, że pole
magnetyczne także występuje tylko wewnątrz długiego solenoidu, a na zewnątrz jest znikome.

Przykład 7

Na kartonową rurkę o promieniu  nawinięto (ciasno)  zwojów miedzianego
przewodu o średnicy . Średnica przewodu wraz z izolacją wynosi . Tak
uzyskany solenoid zasilono napięciem . Oblicz napięcie  wiedząc, że wewnątrz solenoidu
indukcja pola magnetycznego wynosi , czyli jest ono około 20 razy silniejsze niż
ziemskie pole magnetyczne. Oporność właściwa miedzi .

Odpowiedź: Użyte napięcie wyznaczymy z prawa Ohma:

( wzór 265 ) 

Natężenie prądu  niezbędne do wytworzenia pola  o żądanej indukcji wyznaczymy ze wzoru
(wzór 263 na stronie 112), który po przekształceniu przybiera postać:

( wzór 266 ) 

Po podstawieniu danych obliczamy .

Opór elektryczny  nawiniętego przewodu wyznaczymy ze wzoru (wzór 126 na stronie 53)

( wzór 267 ) 

Po podstawieniu danych obliczamy .

Wskazówka:  Przyjęcie we wzorze (wzór 267 na stronie 113), że długość
przewodu , jest przybliżeniem. W rzeczywistości, nawinięcie jednego
zwoju wymaga użycie przewodu o długości nieco większej od  - jest to
związane z faktem, że po wykonaniu przewodem jednego obiegu walca jego
koniec nie trafia w punkt wyjścia. Należałoby tu zastosować twierdzenie
Pitagorasa:

( wzór 268 ) 

Ze względu jednak na fakt, że  jest ponad 20 razy mniejsze od , zastosowane
przybliżenie jest uzasadnione.

Ostatecznie obliczamy niezbędne napięcie .

Zwróćmy uwagę na to, że w zaprojektowanym solenoidzie będzie się wydzielała moc
. Jest to na pozór niewielka moc, ale może ona spowodować zauważalne

podgrzanie bardzo cienkiego, zaizolowanego przewodu.
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Pytania i problemy

1. Korzystając z prawa Ampère'a, wyprowadź związek pomiędzy indukcją pola magnetycznego i natężeniem prądu
w nieskończenie długim prostoliniowym przewodniku.

2. Dlaczego na zewnątrz pierścienia Rowlanda nie występuje pole magnetyczne mimo, że w zwojnicy tego
pierścienia płynie prąd?

3. Dlaczego wewnątrz pierścienia Rowlanda występuje pole magnetyczne gdy w zwojnicy tego pierścienia płynie
prąd?

4. Na Rysunek 3.28: Prostokątna droga cyrkulacji wektora B → dla prawa Ampère'a na stronie 112
przedstawiono linie pola magnetycznego solenoidu z prądem. Tam, gdzie pole jest silniejsze, tam gęstość linii jest
większa. Uzasadnij przebieg linii pola korzystając z prawa Ampere'a dla pierścienia Rowlanda.

3.8 Prawo Biota-Savarta. Kołowa pętla z prądem

Prawo Ampère'a pozwala wyznaczać indukcję  dla pól magnetycznych pochodzących od prądów wyróżniających
się wysoką symetrią, gdy stosunkowo prosto można obliczyć cyrkulację indukcji. W bardziej skomplikowanych
przypadkach jest ono mało przydatne ze względu na trudności rachunkowe. Wtedy przychodzi nam z pomocą prawo
Biota-Savarta, które w magnetyzmie odgrywa rolę podobną do prawa Coulomba w elektrostatyce.

W nauce o elektryczności (rozdział 1.4 Pole elektrostatyczne powstałe w wyniku szczególnych rozkładów ładunków
na stronie 14) podaliśmy ogólny wzór służący do obliczenia natężenia pola elektrycznego pochodzącego od wielu
cząstkowych ładunków . Jest ono sumą (wektorową) składowych elementów pola. Wartość elementu natężenia
pola jest wyrażona wzorem:

( wzór 269 ) 

Aby uzyskać wektor , należy wartość  pomnożyć przez wektor jednostkowy , (wskazujący kierunek i
zwrot wektora ):

( wzór 270 ) 

skąd

( wzór 271 ) 

Podobnie postępujemy w przypadku pola magnetycznego, stosując do zdefiniowania elementu indukcji  w
miejscu odległym o  od elementu prądu  wzór Biota-Savarta

( wzór 272 ) 

Jest on analogiczny do wzoru (wzór 269 na stronie 114) wynikającego z prawa Coulomba obowiązującego w
elektrostatyce. Na Rysunek 3.30: Indukcja Δ B → pola magnetycznego wytworzonego przez element prądu IΔ l →  na
stronie 115 pokazane są wzajemne relacje między wielkościami wchodzącymi w skład wzoru (wzór 272 na stronie
114). Indukcja  pola magnetycznego w punkcie  pochodzi od elementu prądu . Od tego elementu do
punktu  poprowadzony jest promień wodzący . Kąt zawarty między tym promieniem a elementem  oznaczono
przez . Kierunek i zwrot wektora  jest określony przez iloczyn wektorowy . Zatem wzór wektorowy
wyrażający prawo Biota-Savarta przedstawia się następująco:

( wzór 273 ) 

Tu również widzimy analogię do prawa Coulomba w postaci wektorowej (wzór 271 na stronie 114).
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Rysunek 3.30: Indukcja  pola magnetycznego wytworzonego przez element prądu 

Przykład 8

Wyznacz wartość wektora  na osi kołowego przewodnika z prądem, tzw. pętli kołowej prądu
(Rysunek 3.31: Indukcja Δ B → pola magnetycznego wytworzonego przez element prądu I Δ l →
przewodnika kołowego na stronie 115).

Rysunek 3.31: Indukcja  pola magnetycznego wytworzonego przez element prądu

 przewodnika kołowego

Odpowiedź: Element  jest prostopadły do promienia  (kąt ). Zatem zgodnie z prawem
Biota-Savarta (wzór 272 na stronie 114)

( wzór 274 ) 

Składową wzdłuż osi  otrzymamy, gdy  pomnożymy przez :

( wzór 275 ) 

Całkowita składowa osiowa indukcji  pochodząca od całego okręgu, wynosi

( wzór 276 ) 

Jeżeli uwzględnimy, że , to otrzymamy

( wzór 277 ) 

Należy zauważyć, że całkowite wypadkowe pole magnetyczne we wszystkich punktach położonych
na osi przewodnika kołowego będzie równe tylko sumie składowych , czyli , gdyż
składowe prostopadłe do osi  wzajemnie się zniosą, czyli . Wynika to stąd, że dla
każdego elementu  przewodnika można znaleźć drugi element leżący po przeciwnej stronie
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okręgu, który wytwarza składową  równą co do wartości, ale o przeciwnym znaku. Zatem
wartość wektora indukcji  pola magnetycznego na osi przewodnika kołowego z prądem wynosi

( wzór 278 ) 

gdzie  jest polem powierzchni rozpiętej na przewodniku kołowym. Zauważmy, że  zmienia
się w zakresie od  do nieskończoności.

Iloczyn natężenia prądu płynącego w pętli kołowej i pola powierzchni ograniczonej tą pętlą, ,
nosi nazwę dipolowego momentu magnetycznego, który oznaczamy zwykle symbolem ,

( wzór 279 ) 

Tę definicję dipolowego momentu magnetycznego można stosować dla płaskiego obwodu
prądowego o dowolnym kształcie, nie tylko kołowego. (Zauważ, że indukcja  pola dipola
zmniejsza się wraz z odległością – odwrotnie proporcjonalnie do trzeciej potęgi odległości.).

Z wyrażenia (wzór 277 na stronie 115) możemy także wyprowadzić wzór na indukcję pola  w
środku pętli. Wystarczy zauważyć, że wtedy  i dokonać odpowiednich uproszczeń:

( wzór 280 ) 

Pytania i problemy

1. W jakim celu stosujemy prawo Ampère'a, a w jakim prawo Biota-Savarta?
2. Czy elektron w atomie wodoru wytwarza pole magnetyczne?
3. Oblicz wartość indukcji pola magnetycznego w środku orbity Bohra elektronu w atomie wodoru w stanie

podstawowym ( ).

3.9 Urządzenia wykorzystujące oddziaływania magnetyczne
W tym podrozdziale poznamy działanie niektórych przyrządów i urządzeń wykorzystujących siły magnetyczne.
Najpierw omówimy główną zasadę ich działania.

Moment skręcający sił magnetycznych działających na obwód zamknięty z prądem

Najczęściej w omawianych przyrządach stosuje się zamknięty obwód elektryczny w postaci prostokątnej ramki
umieszczonej w polu magnetycznym (Rysunek 3.32: Ramka w polu magnetycznym doznaje momentu sił obracającego
ją na stronie 117). Sposób doprowadzenia prądu do ramki zależy od konstrukcji urządzenia. Na boki ramki działają
siły magnetyczne według wzoru (wzór 228 na stronie 98) zgodnie z kierunkiem śruby prawoskrętnej. Na każdy z
boków  działa siła

( wzór 281 ) 
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Rysunek 3.32: Ramka w polu magnetycznym doznaje momentu sił obracającego ją

Siły te tworzą więc moment

( wzór 282 ) 

obracający ramkę względem osi widocznej na rysunku. Natomiast siły działające na boki  znoszą się wzajemnie -
powodują one jedynie ściskanie lub rozciąganie ramki, ale nie wpływają na jej przemieszczenie ani na jej obrót.

Moment sił (wzór 282 na stronie 117) można zapisać inaczej, jeśli wykorzystamy definicję momentu dipolowego
(3.36): , mianowicie:

( wzór 283 ) 

Można udowodnić, że wzór (wzór 283 na stronie 117) jest słuszny dla dowolnego obwodu płaskiego, niezależnie
od jego kształtu. W szczególności, jest słuszny dla obwodu kołowego z prądem.

Galwanometr, amperomierz i woltomierz

Zasada działania analogowego galwanometru przedstawionego schematycznie na Rysunek 3.33: Schemat
zasadniczych elementów galwanometru  na stronie 117 jest wykorzystywana również w innych elektrycznych
przyrządach pomiarowych prądu stałego, np. w amperomierzach i woltomierzach. Poznawszy tę zasadę, będziemy
rozumieli ich działanie.

Rysunek 3.33: Schemat zasadniczych elementów galwanometru

W galwanometrze ramka z prądem, wykonana w postaci prostokątnej małej cewki utworzonej z wielu zwojów
cienkiego przewodnika, może się obracać w polu magnesu trwałego (ponieważ działa na nią moment sił
uwidocznionych na rysunku) na osi osadzonej w precyzyjnym łożysku, takim jak w zegarkach. Spiralna sprężynka
równoważy moment sił działających na ramkę. Kąt odchylenia ramki od położenia równowagi jest tym większy,
im większy jest moment sił magnetycznych (wzór 282 na stronie 117), który z kolei zależy od natężenia prądu w
ramce. Mierząc ten kąt za pomocą wychylenia wskazówki, możemy określić wartość natężenia prądu płynącego przez
ramkę. Warto tu zwrócić uwagę na specyficzny kształt biegunów magnesu trwałego. Zapewnia on, że w określonym
zakresie kątów wychylenia ramki, kąt  pomiędzy bokiem  a siłą  (patrz Rysunek 3.33: Schemat zasadniczych
elementów galwanometru  na stronie 117) pozostaje praktycznie prosty. Dzięki temu moment  (wzór (wzór 282
na stronie 117)) ma wartość proporcjonalną do natężenia prądu . Powoduje to, że kąt wychylenia ramki wraz ze
wskazówką jest także proporcjonalne do .
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Gdy chcemy, by galwanometr mierzył natężenie prądu, jego podziałka powinna być wyskalowana np. w
mikroamperach lub w miliamperach. Jeżeli galwanometr jest wykonany bardzo precyzyjnie i zmniejszono w nim
tarcie na osi obrotu cewki do minimum, to może mierzyć bardzo małe prądy (ułamki mikroamperów). Zwykle jednak
zasada galwanometru służy do budowy amperomierzy i woltomierzy, które nie muszą być aż tak czułe.

To, czy miernik służy jako amperomierz, czy jako woltomierz, zależy od dołączonego do niego oporu. Amperomierz
musi mieć mały opornika elektrycznego. Nie cały mierzony prąd przechodzi jednak przez jego cewkę – część
przechodzi przez oporniki bocznikujące, dołączone równolegle do cewki. Przełączając odpowiednio oporniki
bocznikujące, możemy kierować większy lub mniejszy prąd do bocznika tak, by prąd płynący przez cewkę był taki
sam przy różnych zakresach pomiarowych. Zmieniając w ten sposób stosunek natężenia prądu płynącego w cewce do
całego mierzonego prądu, zmieniamy zakres pomiarowy amperomierza.

Woltomierz, odwrotnie niż amperomierz, powinien mieć jak największy opór. Dlatego w woltomierzu dodatkowe
oporniki podłączone są w szereg z cewką. Podobnie jak w amperomierzu, przełączając odpowiednio oporniki,
możemy zmieniać zakresy woltomierza.

Opisaliśmy tu niedużą klasę mierników elektrycznych prądu stałego. Elektryczna technika pomiarowa dysponuje
obecnie bogatym zestawem mierników prądu stałego i zmiennego o różnych częstościach, działających na różnych
zasadach. W każdym przypadku wykorzystuje się rozmaite zjawiska fizyczne towarzyszące przepływowi prądu
elektrycznego, jak elektromagnetyczne, termiczne, optyczne i inne.

Silnik na prąd stały

Zasada działania silnika na prąd stały wykorzystuje to samo zjawisko, które jest wykorzystywane w galwanometrze
– występowanie momentu sił skręcających ramkę z prądem w stałym polu magnetycznym. Pokazano to na Rysunek
3.34: Schemat silnika na prąd stały na stronie 118. W polu magnetycznym, np. w polu magnesu trwałego, obraca
się ramka z prądem, podobnie jak w przypadku galwanometru. Jednakże w silniku konieczny jest tzw. komutator, bez
którego ramka obróciłaby się w położenie prostopadłe do linii pola magnesu (na rysunku – pionowo) i zatrzymała w
tym położeniu, gdyż przy takiej orientacji ramki siły magnetyczne nie tworzą momentu obrotowego (ramię siły jest
równe 0). Przy przejściu przez to położenie w ramce musi się zmienić kierunku prądu. Taką rolę odgrywa właśnie
komutator. Stanowią go dwie połówki walca wykonanego z metalu (na rysunku oznaczone a i b), do których są
podłączone końce ramki. Do obu połówek walca – poprzez ślizgające się po nim elektrody, „+” i „–” – doprowadzany
jest prąd. Gdy obracająca się ramka dzięki bezwładności przechodzi przez „martwe” położenie, połówki komutatora
stykają się z przeciwnymi znakami elektrod, co powoduje zmianę zwrotu prądu w ramce na przeciwny. Dzięki temu
moment sił obraca ramkę ciągle w jednym kierunku i silnik może pracować.

W rzeczywistości w silniku znajduje się nie jedna, ale więcej ramek. Komutator składa się z tylu par wycinka walca,
ile jest ramek w wirniku silnika. Ponadto zwykle zamiast magnesu trwałego stosuje się elektromagnes zasilany z tego
samego źródła co ramki.

a) komutator w położeniu pozwalającym na przepływ prądu w kierunku odwrotnym do sytuacji b), gdzie komutator

jest w położeniu umożliwiającym kontynuację obrotu ramki

Rysunek 3.34: Schemat silnika na prąd stały

Pytania i problemy

1. Na wykresie (Rysunek 3.35: Wykres zależności momentu siły od czasu  na stronie 119) pokazano - w pewnym
uproszczeniu - zależność od czasu momentu siły  obracającego ramkę silnika na prąd stały. Na pierwszy rzut
oka widać, że moment ten nie ma stałej wartości w czasie, co byłoby teoretycznym ideałem.
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Rysunek 3.35: Wykres zależności momentu siły od czasu

a. Wśród oznaczonych na wykresie chwil wskaż tę, która odpowiada jednemu okresowi  obrotu silnika.
b. Uzasadnij obecność „zaokrąglonych” fragmentów wykresu w pobliżu linii .
c. Uzasadnij obecność na wykresie „pionowych” linii (w rzeczywistości są to bardzo strome linie) i obszarów

zerowego momentu siły.
d. Opisz zmiany, jakie zauważono by w wykresie, gdyby w silniku zastosowano magnes o prostych biegunach

zamiast biegunów zaokrąglonych jak na Rysunek 3.34: Schemat silnika na prąd stały na stronie 118.
Naszkicuj wykres zgodny ze swoim opisem.

3.10 Magnetyki
Wiadomo, że na kawałek żelaza umieszczony w pobliżu magnesu działa siła przyciągająca. Jeżeli do elektromagnesu
w postaci cewki z prądem (solenoidu) wprowadzimy rdzeń żelazny, to elektromagnes stanie się dużo silniejszy.
Podobne własności, oprócz żelaza, mają jeszcze inne substancje, jak np. nikiel czy kobalt. Substancje te noszą nazwę
ferromagnetyków (łac. ferrum oznacza żelazo).

Okazuje się, że wszystkie substancje wykazują własności magnetyczne, lecz różnią się siłą oddziaływania z
polem magnetycznym. W związku z tym wyróżniamy trzy podstawowe rodzaje magnetyków: diamagnetyki,
paramagnetyki i – wymienione już – ferromagnetyki. Takiego podziału substancji można dokonać na podstawie
definicji przenikalności magnetycznej ośrodka.

Pole magnetyczne jest wytwarzane przez prądy (poruszające się ładunki elektryczne) i w próżni może być
scharakteryzowane przez wektor indukcji .

Wskazówka:  W niektórych podręcznikach można spotkać „wektor natężenia pola magnetycznego ”;
wektor  jest równy w próżni .

Jeżeli mamy do czynienia z polem w substancji izotropowej, to można je scharakteryzować za pomocą wektora:

( wzór 284 ) 

Bezwymiarowy współczynnik  nosi nazwę przenikalności magnetycznej substancji. Mówi nam, ile razy
wzrasta pole magnetyczne w danym materiale w stosunku do pola magnetycznego w próżni. W przypadku
ferromagnetyków wzrost ten jest największy, przenikalność magnetyczna wynosi od około kilkudziesięciu do nawet
około kilkudziesięciu tysięcy. Natomiast paramagnetyki i diamagnetyki mają przenikalność magnetyczną bliską 1, np.
dla cyny (paramagnetyka) , dla wody (diamagnetyka) . Przyjmuje się, że powietrze ma

, tak jak próżnia. Ogólnie mamy następujący podział substancji ze względu na właściwości magnetyczne:

diamagnetyki ,
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paramagnetyki ,

ferromagnetyki .

Skąd się biorą własności magnetyczne materiałów? Dlaczego próbka jakiegoś materiału wstawiona do pola
magnetycznego w większym lub mniejszym stopniu się magnesuje? Odpowiedź na te pytania daje teoria atomowa.
Wiemy, że wszystkie materiały w normalnych warunkach składają się z atomów. W uproszczonym modelu atomu
przyjęto, że lekkie elektrony krążą wokół ciężkiego jądra. Otóż, elektron krążący w atomie stanowi mikroskopowy
kołowy prąd elektryczny, a – jak wiemy – obwód kołowy z prądem wytwarza pole własne pole magnetyczne i w
zewnętrznym polu magnetycznym ustawia się jak dipol, zgodnie z liniami pola. Ponadto elektrony wykonują własny
ruch, który można sobie wyobrazić jako ruch wirowy. Mają zatem własne momenty magnetyczne, tzw. spinowe
momenty magnetyczne. Nic więc dziwnego, że wszystkie atomy dowolnej substancji znajdującej się w zewnętrznym
polu magnetycznym mają tendencję do ustawiania się swoimi maleńkimi magnesikami w określonym kierunku,
tworząc własne pole magnetyczne, jako wypadkową wszystkich atomowych pól magnetycznych. W ten sposób
substancja jako całość staje się magnesem.

Dlaczego zatem różne substancje magnesują się niejednakowo silnie? Po pierwsze dlatego, że różnią się liczbą
elektronów w swoich atomach i budową atomów, po drugie – atomy oddziałują ze sobą w różny sposób, gdy są różnie
rozmieszczone w przestrzeni. Jedne substancje tworzą w normalnych warunkach ciasno upakowane struktury atomów
w postaci sieci krystalicznej, inne są cieczami, a jeszcze w innych atomy lub cząsteczki poruszają się swobodnie w
znacznej odległości między sobą, tworząc stan gazowy (zagadnienia te były opisane w tomie I). Chaotyczne ruchy
cieplne atomów dezorganizują uporządkowanie magnetyczne atomów, w różnych substancjach w różnym stopniu.

Diamagnetyki

Diamagnetyzm wyjaśnimy na przykładzie helu. Ciekły hel jest diamagnetykiem. W przypadku uproszczonego
modelu atomu helu założono, że dwa elektrony krążą wokół jądra mającego ładunek równy . Stwierdzono
doświadczalnie, że atom helu nie ma momentu magnetycznego. To znaczy, że momenty magnetyczne obu
elektronów znoszą się wzajemnie. Należy zatem przyjąć modelowo, że elektrony krążą w przeciwnych kierunkach
z jednakowymi prędkościami po jednakowych równoległych orbitach (Rysunek 3.36: a) Pola magnetyczne dwóch
elektronów krążących w przeciwnych kierunkach znoszą się; b) W zewnętrznym polu magnetycznym B→ z wytwarza
się wypadkowe pole elektronów o wartości B 2 - B 1 , przeciwne do B→ z  na stronie 120a).

Rysunek 3.36: a) Pola magnetyczne dwóch elektronów krążących w przeciwnych kierunkach znoszą

się; b) W zewnętrznym polu magnetycznym  wytwarza się wypadkowe pole elektronów o wartości

, przeciwne do 

W zewnętrznym polu magnetycznym o indukcji  skierowanym tak, jak na Rysunek 3.36: a) Pola magnetyczne
dwóch elektronów krążących w przeciwnych kierunkach znoszą się; b) W zewnętrznym polu magnetycznym B→
z wytwarza się wypadkowe pole elektronów o wartości B 2 - B 1 , przeciwne do B→ z  na stronie 120b, oprócz
sił dośrodkowych przyciągających elektrony w kierunku jądra, działa siła Lorentza, przy czym, działając na jeden
elektron, jest zwrócona w stronę jądra, a działając na drugi – jest zwrócona w stronę przeciwną do jądra. Powoduje
to, że elektron wytwarzający pole magnetyczne (oznaczone na rysunku jako ) o zwrocie zgodnym z zewnętrznym
polem  zostanie spowolniony na skutek mniejszej wypadkowej siły dośrodkowej (siła Lorentza w tym przypadku
odejmie się od siły przyciągania elektrycznego do jądra). Odwrotna sytuacja będzie z drugim elektronem – zwiększy
on swoją prędkość (zakładamy przy tym, że nie zmienią się promienie orbit elektronów). Zmniejszenie prędkości
orbitalnej elektronu pierwszego spowoduje zmniejszenie jego pola , zwiększenie prędkości drugiego da większe
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pole . Efekt będzie taki, że atom w zewnętrznym polu magnetycznym uzyska własny moment magnetyczny i
stanie się magnesem skierowanym przeciwnie do pola zewnętrznego. Mówimy, że pole magnetyczne zaindukowało
moment magnetyczny atomu.

Widzimy więc, że wypadkowe pole pochodzące od wszystkich atomów próbki diamagnetyka będzie skierowane
przeciwnie do zewnętrznego pola magnetycznego i w efekcie nastąpi zmniejszenie wartości jego indukcji . Stąd
w przypadku diamagnetyków , przy czym  bardzo mało różni się od jedności. Dlatego diamagnetyki w polu
magnetycznym magnesują się słabo.

Do diamagnetyków należą gazy szlachetne, większość związków organicznych, wiele metali (bizmut, cynk, złoto,
miedź, srebro, rtęć), woda, szkło. W ciałach tych momenty magnetyczne wszystkich elektronów atomu lub cząsteczki
wzajemnie się kompensują.

Paramagnetyki

Dipole magnetyczne elektronów atomu – zarówno orbitalne, jak i spinowe – w wielu substancjach znoszą się
wzajemnie. Natomiast w paramagnetykach atomy wykazują wypadkowe momenty magnetyczne. Próbka zawierająca

 atomów, z których każdy ma moment magnetyczny , miałaby jako całość moment magnetyczny równy ,
gdyby wszystkie atomy ustawiły się dokładnie w kierunku pola zewnętrznego. Jednakże ruchy cieplne atomów
w paramagnetykach silnie dezorganizują uporządkowanie magnetyczne. W wyniku tego próbka uzyskuje pewien
moment magnetyczny, lecz dużo mniejszy od maksymalnego możliwego do uzyskania .

Paramagnetyki w polu zewnętrznym magnesują się nieco silniej od diamagnetyków. Dlatego właśnie efekt
diamagnetyczny nie jest zauważalny w paramagnetykach. W rzeczywistości każda substancja wykazuje efekt
diamagnetyczny, ale może on się ujawnić tylko w tych substancjach, w których nie występuje efekt paramagnetyczny.

Do paramagnetyków należą: tlen, tlenek azotu, aluminium, platyna, litowce, berylowce i inne substancje.

Ferromagnetyki

Zasadniczą cechą odróżniającą ferromagnetyki od innych substancji jest ich bardzo duża przenikalność magnetyczna.
Inną ważną cechą ferromagnetyków jest to, że występują one tylko w postaci ciał stałych, podczas gdy paramagnetyki
i diamagnetyki mogą występować w dowolnych stanach skupienia. Substancje, które w postaci ciał stałych są
ferromagnetykami, w postaci cieczy i gazów zachowują się jak zwykłe paramagnetyki.

Każdy ferromagnetyk przy ogrzaniu powyżej określonej temperatury  – tzw. punktu Curie – staje się zwykłym
paramagnetykiem. Dla żelaza , dla niklu , a dla stopu żelazo-nikiel (70% Fe i 30% Ni)

.

Monokryształy ferromagnetyków wykazują anizotropię swoich własności magnetycznych – mają różną zdolność
magnesowania w różnych kierunkach. Jest to zrozumiałe w świetle kierunkowych własności struktury kryształów.
Na przykład, dla żelaza o komórce sieci krystalicznej w postaci sześcianu objętościowo centrowanego, w danym
polu zewnętrznym magnesowanie jest największe w kierunku krawędzi sześcianu, najmniejsze zaś w kierunku
przekątnej przestrzennej sześcianu. Dlatego kierunek w krysztale żelaza zgodny z kierunkiem krawędzi jego
komórki elementarnej nosi nazwę kierunku łatwego magnesowania, a kierunek przekątnej – kierunku trudnego
magnesowania. W polikryształach, ze względu na nieuporządkowanie mikrokrystalitów, anizotropia się nie
przejawia.

Ważne:  Polikryształ - ciało stałe, będące zlepkiem wielu monokryształów, zwanych ziarnami krystalicznymi.

Ferromagnetyki wykazują „pamięć” namagnesowania, która przejawia się istnieniem tzw. histerezy (fakt
ten jest wykorzystywany w wielu zastosowaniach technicznych, o czym będzie mowa w dalszej części tego
paragrafu). Polega ona na tym, że namagnesowanie ferromagnetyka zależy nie tylko od indukcji zewnętrznego pola
magnetycznego występującego w danej chwili, ale również od poprzedniego namagnesowania próbki. Typowy
wykres zależności indukcji magnetycznej  w ferromagnetyku od indukcji  zewnętrznego pola magnetycznego
przedstawiony jest na Rysunek 3.37: Histereza występująca przy magnesowaniu ferromagnetyka na stronie 122.
Wykres ten można uzyskać, wykonując następujące doświadczenie. Na rdzeń nienamagnesowanego ferromagnetyka
w kształcie toroidu nawijamy uzwojenie. Zmieniając natężenie prądu w uzwojeniu, zmieniamy indukcję pola
magnetycznego . Jeśli natężenie prądu wzrasta, to wzrasta indukcja  i – co za tym idzie – wzrasta do pewnej
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wartości nasycenia indukcja  w rdzeniu (na rysunku odcinek 0-1 krzywej). Zmniejszając teraz pole magnesujące
, przekonamy się, że w czasie rozmagnesowywania indukcja , czyli namagnesowanie rdzenia, pozostaje stale

większa niż w podczas magnesowania (odcinek 1-2 krzywej przebiega ponad odcinkiem 0-1). W punkcie 2, mimo że
zewnętrzne pole jest zerowe, rdzeń pozostaje namagnesowany. Wartość  w tym punkcie nazywa się pozostałością
magnetyczną. Namagnesowanie rdzenia stanie się równe zeru, gdy przez uzwojenie przepuścimy prąd w przeciwną

stronę, powodując powstanie w punkcie oznaczonym 3 pola o indukcji  (iloraz  nosi nazwę siły koercji).

Dalszy przebieg magnesowania ferromagnetyka przy zmianach pola magnetycznego jest przedstawiony na rysunku za
pomocą odpowiednich odcinków 3-4, 4-5, 5-6 i 6-1 krzywej, zwanej pętlą histerezy.

Rysunek 3.37: Histereza występująca przy magnesowaniu ferromagnetyka

a) przy braku zewnętrznego pola własne pola domen znoszą się wzajemnie, b) słabe pole zewnętrzne powoduje
rozrost domen o kierunkach zbliżonych do pola, c) silniejsze pole powoduje, że poszczególne ziarna mają pojedyncze

domeny o kierunkach zbliżonych do zewnętrznego pola

Rysunek 3.38: Rozkład domen w ziarnach polikryształu

Na zakończenie omawiania ferromagnetyków podamy jeszcze wiadomości o ich domenowej strukturze. Domeny to
mikrokrystaliczne obszary o rozmiarach mniejszych od 0,1 mm, w których momenty magnetyczne atomów ustawione
są dokładnie w tym samym kierunku, który jest kierunkiem łatwego magnesowania.

W polikryształach wewnątrz poszczególnych ziaren krystalicznych może się znajdować kilka domen (Rysunek 3.38:
Rozkład domen w ziarnach polikryształu na stronie 122). W przypadku braku zewnętrznego pola magnetycznego
domeny w poszczególnych ziarnach krystalicznych są ustawione losowo, więc że ich własne pola magnetyczne
znoszą się nawzajem. Kierunki łatwego magnesowania w poszczególnych ziarnach są rozłożone chaotycznie
(Rysunek 3.38: Rozkład domen w ziarnach polikryształu na stronie 122a).

Jeśli zostanie włączone słabe pole zewnętrzne, to domeny o uprzywilejowanych kierunkach własnego pola będą się
rozrastały, przesuwając swoje granice kosztem domen o niekorzystnych kierunkach – Rysunek 3.38: Rozkład domen
w ziarnach polikryształu na stronie 122b.

W odpowiednio silnym polu proces rozrostu uprzywilejowanych domen zostaje zakończony. Każde ziarno będzie
miało tylko jedną domenę ustawioną w uprzywilejowanym kierunku – Rysunek 3.38: Rozkład domen w ziarnach
polikryształu na stronie 122c. W jeszcze silniejszym polu momenty magnetyczne ziaren będą się obracać,
ustawiając w kierunku zgodnym z zewnętrznym polem. Następuje nasycenie magnetyczne i namagnesowanie
materiału przestaje już wzrastać.
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Zastosowania ferromagnetyków

Ferromagnetyki dzielimy na miękkie materiały magnetyczne, o małej wartości siły koercji, i materiały twarde, o
dużej sile koercji. Ta własność materiału zależy od składu chemicznego, jak również od obróbki cieplnej (hartowanie,
prażenie, walcowanie itp.).

Kształt pętli histerezy jest bardzo ważną charakterystyką materiału dla zastosowań w technice. Na przykład, w
przypadku elektromagnesów, rdzeni transformatorów i silników ważne jest, aby siła koercji była mała, a indukcja
duża – do tego nadają się miękkie materiały magnetyczne. Natomiast do budowy magnesów trwałych używane są
twarde materiały magnetyczne. Magnesy te mogą przez długi czas wytwarzać silne pole magnetyczne dzięki dużej
sile koercji i stosunkowo dużej pozostałości magnetycznej. Stosowane są w magnetoelektrycznych przyrządach
pomiarowych, w głośnikach, mikrofonach, mikrosilnikach itp.

W drugiej połowie XX wieku ferromagnetyki stosowano powszechnie jako podstawowy element pamięci
w komputerach. Do zapisu dźwięku (w magnetofonach) oraz obrazu (w magnetowidach) stosowano taśmy
magnetyczne.

Pytania i problemy

1. Podaj podział magnetyków i jego kryteria.
2. Mamy dwie sztabki żelazne, które przyciągają się zawsze, niezależnie od tego, którymi końcami je do siebie

zbliżymy. Czy stąd wynika, że jedna z nich nie jest namagnesowana?
3. Dlaczego namagnesowanie próbki paramagnetyka w zewnętrznym polu zmienia się ze zmianami temperatury,

podczas gdy próbka diamagnetyka nie wykazuje tych zmian?
4. Dlaczego diamagnetyki magnesują się w przeciwną stronę niż zwrócone są linie pola magnetycznego?
5. Dlaczego namagnesowanie paramagnetyka jest dużo mniejsze od namagnesowania ferromagnetyka w tym samym

polu zewnętrznym?
6. Opisz zjawisko, które zachodzi w temperaturze zwanej punktem Curie.
7. Wyjaśnij pojęcia kierunków: a) łatwego, b) trudnego magnesowania.
8. Na czym polega zjawisko histerezy dla ferromagnetyka? Co rozumiemy przez pojęcia: pozostałość magnetyczna i

siła koercji?
9. Czym różnią się miękkie materiały magnetyczne od twardych?
10. Opisz strukturę ferromagnetyków. Na czym polega domenowy mechanizm magnesowania ferromagnetyków?
11. Wymień trzy zastosowania ferromagnetyków.





Rozdział

4
Indukcja elektromagnetyczna

Podrozdziały:

• 4.1 Zjawisko indukcji
elektromagnetycznej

• 4.2 Prawo indukcji Faradaya
• 4.3 Reguła Lenza
• 4.4 Samoindukcja
• 4.5 Energia pola

magnetycznego (temat
nadobowiązkowy)

Dotychczas omawialiśmy prąd stały oraz zagadnienia elektromagnetyzmu
w przypadkach stałego pola elektrycznego (ładunki w spoczynku) i stałego
pola magnetycznego (wywołanego stałymi prądami). Obecnie zajmiemy się
zmiennymi polami elektrycznym i magnetycznym oraz prądem zmiennym.

Podstawowym odkryciem dotyczącym omawianych tu zagadnień było
prawo indukcji Faradaya. Odkrycie to zapoczątkowało nową epokę zarówno
w technice, jak i w teorii elektromagnetyzmu. Stało się ono podstawą
współczesnej elektrotechniki. Działanie większości współczesnych urządzeń
elektrycznych jest oparte na zjawisku indukcji elektromagnetycznej.

Bazując na doświadczeniach Faradaya, Maxwell w latach sześćdziesiątych
XIX wieku mógł dokonać wielkiego dzieła – opracować teorię pola
elektromagnetycznego. W ten sposób dokonała się w fizyce unifikacja
dziedzin, które dotychczas występowały oddzielnie – powstała klasyczna
elektrodynamika, w ramach której zostały połączone takie dziedziny
wiedzy, jak elektryczność, galwanizm (tak nazywano przepływ prądu
elektrycznego) i magnetyzm, a także optyka, gdyż okazało się, że światło jest
falą elektromagnetyczną.

Na przełomie XIX i XX wieku, podjęto próby unifikacji klasycznej
elektrodynamiki z klasyczną mechaniką doprowadziły fizyków, do licznych
paradoksów i sprzeczności, których rozwiązaniem okazała się być szczególna
teoria względności Alberta Einsteina.
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4.1 Zjawisko indukcji elektromagnetycznej
Po odkryciu przez Oersteda, w 1820 roku, że magnetyzm można uzyskać z elektryczności, fizycy poszukiwali
zjawiska odwrotnego. Między innymi Michael Faraday postawił sobie za zadanie „zamienić magnetyzm w
elektryczność”. Pracował nad tym problemem przez 10 lat. Pracę zakończył pełnym sukcesem w roku 1831 – odkrył
zjawisko, które zostało nazwane indukcją elektromagnetyczną. Zjawisko to polega na powstawaniu w obwodzie,
jego fragmencie lub po prostu w przewodniku siły elektromotorycznej pod wpływem zmiennego strumienia pola
magnetycznego. Jeżeli obwód jest zamknięty, indukuje się w nim prąd elektryczny.

Rysunek 4.1: Michael Faraday (1791-1867), wybitny fizyk XIX wieku

Mechanizm tego zjawiska można objaśnić za pomocą siły Lorentza. Weźmy pod uwagę kawałek prostego pręta
metalowego (w którym elektrony mogą się swobodnie przemieszczać) poruszającego się z prędkością  prostopadle
do swojej osi i do wektora indukcji jednorodnego pola magnetycznego  (Rysunek 4.2: a) Na elektrony w polu
magnetycznym działa siła Lorentza, która spycha je na jeden koniec pręta. Ten koniec ładuje się ujemnie, drugi ma
niedobór elektronów i jego efektywny ładunek jest dodatni. Zatem w pręcie wytwarza się pole elektryczne i napięcie
U równe sile elektromotorycznej E , b) pręt ślizgający się po dwóch drutach zamykających obwód – umożliwiony jest
przepływ prądu, żaróweczka się świeci (przy odpowiednio dużej mocy urządzenia) na stronie 127a). Wszystkie
elektrony poruszają się wraz z prętem z prędkością  i dzięki temu w polu magnetycznym działa na nie siła Lorentza

( wzór 285 ) 

która spycha je na jeden koniec pręta. Ten koniec ładuje się ujemnie, drugi ma niedobór elektronów i jego efektywny
ładunek jest dodatni. Zatem w pręcie wytwarza się pole elektryczne, które zapobiega dalszemu przemieszczaniu się
elektronów. Siła elektryczna (kulombowska) działająca na elektron wynosi

( wzór 286 ) 

Gdy końce poruszającego się pręta zostaną zamknięte obwodem (Rysunek 4.2: a) Na elektrony w polu magnetycznym
działa siła Lorentza, która spycha je na jeden koniec pręta. Ten koniec ładuje się ujemnie, drugi ma niedobór
elektronów i jego efektywny ładunek jest dodatni. Zatem w pręcie wytwarza się pole elektryczne i napięcie U równe
sile elektromotorycznej E , b) pręt ślizgający się po dwóch drutach zamykających obwód – umożliwiony jest przepływ
prądu, żaróweczka się świeci (przy odpowiednio dużej mocy urządzenia) na stronie 127b), zawierającym na
przykład żaróweczkę, to elektrony mogą opuścić pręt od jego strony naładowanej ujemnie. Inne elektrony mogą
wtedy wpłynąć do pręta od jego strony dodatniej i zostać przesunięte, za pomocą siły , ku końcowi ujemnemu.
Widzimy, że siła magnetyczna przemieszcza ładunki wbrew polu elektrycznemu. Wobec tego pole magnetyczne
wytwarza w pręcie SEM, tzw. siłę elektromotoryczną indukcji . Zgodnie z definicją SEM

( wzór 287 ) 



 | Indukcja elektromagnetyczna | 127

Rysunek 4.2: a) Na elektrony w polu magnetycznym działa siła Lorentza, która spycha je na jeden
koniec pręta. Ten koniec ładuje się ujemnie, drugi ma niedobór elektronów i jego efektywny
ładunek jest dodatni. Zatem w pręcie wytwarza się pole elektryczne i napięcie  równe sile
elektromotorycznej , b) pręt ślizgający się po dwóch drutach zamykających obwód – umożliwiony
jest przepływ prądu, żaróweczka się świeci (przy odpowiednio dużej mocy urządzenia)

gdzie  jest pracą przeniesienia ładunku  wykonaną przez SEM. Stąd . Pracę tę wykonuje siła  w
wytworzonym polu elektrycznym na drodze . Zatem

( wzór 288 ) 

Ponieważ , więc

( wzór 289 ) 

Zgodnie z tym opisem poruszający się w polu  pręt spełnia w obwodzie rolę źródła prądu, zwanego prądem
indukcyjnym. Fizycy wskazali więc drugie zjawisko, po ogniwach galwanicznych, mogące zasilać obwody
elektryczne. Na pręt ślizgający się po przewodach obwodu objętego polem magnetycznym można bowiem
spojrzeć jak na prototyp prądnicy. Jest ona - w tej wersji - obciążona licznymi wadami, ale po wprowadzeniu
właściwych zmian technicznych (polegają one w pierwszym rzędzie na zastąpieniu ruchu prostoliniowego ruchem
obrotowym) może dostarczać energię elektryczną pod zadanym napięciem i w odpowiednim tempie (z odpowiednią
mocą). Konstrukcja prądnic umożliwiła powstanie pod koniec XIX wieku pierwszych sieci przesyłowych energii
elektrycznej, co upowszechniło korzystanie z urządzeń elektrycznych w wieku XX.
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Pytania i problemy

1. Z jakim największym odkryciem kojarzymy nazwisko Faradaya?
2. Na czym polega zjawisko indukcji elektromagnetycznej?
3. Czy istnieje jakiś związek między siłą Lorentza a indukcją elektromagnetyczną?
4. Wyprowadź równanie opisujące związek między siłą elektromotoryczną indukcji i prędkością metalowego pręta

poruszającego się w poprzecznym polu magnetycznym.
5. Dobierz wartości wielkości fizycznych występujących we wzorze (wzór 289 na stronie 127) w taki sposób, by

otrzymać prądnicę podającą napięcie rzędu 10 V. Co sądzisz o możliwości działania takiej prądnicy przez czas
rzędu jednej godziny?

4.2 Prawo indukcji Faradaya
Faraday, zanim sformułował prawo indukcji elektromagnetycznej, wykonał wiele doświadczeń. Omówimy tu niektóre
z nich.

Na Rysunek 4.3: Podczas włączania i wyłączania przełącznika K , a także dokonywania innych zmian w jednym
obwodzie, w drugim obwodzie wychyla się wskazówka galwanometru świadcząca o pojawieniu się prądu na
stronie 128 przedstawiony jest układ doświadczalny zbudowany specjalnie w celu wykazania, że przyczyną
powstania prądu indukcyjnego w obwodzie jest zmienny strumień pola magnetycznego, niezależnie od tego, czy
pole to pochodzi od magnesu stałego, czy od innego obwodu z prądem. Dwie pętle przewodnika umieszczamy
blisko siebie. Jedna pętla jest podłączona – poprzez przełącznik  i opornik  – do źródła prądu stałego, druga
zaś do galwanometru. Podczas włączania i wyłączania przełącznika  w jednym obwodzie, w drugim wychyla się
wskazówka galwanometru, świadcząc o pojawieniu się prądu indukcyjnego. Także gwałtowna zmiana położenia -
odsunięcie bądź przysunięcie, przemieszczenie w płaszczyźnie pętli, a także jej obrót indukuje prąd. Z kolei gdy przez
jedną z pętli płynie stały prąd i obie pętle są w spoczynku, w drugiej nie indukuje się żaden prąd.

Rysunek 4.3: Podczas włączania i wyłączania przełącznika , a także dokonywania innych zmian
w jednym obwodzie, w drugim obwodzie wychyla się wskazówka galwanometru świadcząca o
pojawieniu się prądu
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Spróbujemy teraz wyciągnąć ogólny wniosek z tych doświadczeń. Najpierw zauważmy, że obwód z galwanometrem
może reagować na zmiany w jego otoczeniu jedynie za pośrednictwem pola magnetycznego.

W obwodzie nie powstaje żadna siła elektromotoryczna i nie płynie żaden prąd indukcyjny, gdy zewnętrzne pole
magnetyczne jest stałe (np. w przypadku przepływu stałego prądu w drugim obwodzie i nieruchomych obydwu
obwodach).

Natomiast gdy przez obwód przenika zmienne pole magnetyczne pochodzące od zmiennego prądu w
drugim obwodzie (prąd się zmienia przy włączaniu i wyłączeniu przełącznika), to w obwodzie powstaje siła
elektromotoryczna i popłynie prąd indukcyjny.

Ponadto, w obwodzie powstaje siła elektromotoryczna nawet przy stałym zewnętrznym polu magnetycznym, ale
gdy przestrzenne położenie obwodu zmienia się. Wtedy efektywnie pole magnetyczne przechodzące przez przekrój
obwodu zmienia się. Mówimy, że zmienia się strumień pola magnetycznego.

Strumień pola magnetycznego  jest wielkością fizyczną, którą definiujemy jako iloczyn skalarny wektorów  i :

( wzór 290 ) 

gdzie  jest wektorem prostopadłym do powierzchni, którego wartość równa się wartości pola powierzchni , a  jest
kątem między wektorem  i  (Rysunek 4.4: Strumień pola magnetycznego przepływający przez powierzchnię S  na
stronie 130).

Jednostką strumienia magnetycznego jest weber ( ). Jeden weber jest strumieniem indukcji magnetycznej o
wartości 1 tesli przecinającej pod kątem prostym powierzchnię 1 metra kwadratowego. .
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Rysunek 4.4: Strumień pola magnetycznego przepływający przez powierzchnię 

Widzimy, że w obwodzie, w którym nie ma ogniwa, indukuje się prąd dlatego, że przez ten obwód przenika zmienny
strumień pola magnetycznego. Wniosek ogólny wynikający z tych doświadczeń jest następujący:

Zamapiętać:  Siła elektromotoryczna indukcji pojawia się w obwodzie wtedy, gdy strumień pola
magnetycznego przepływający przez ten obwód zmienia się w czasie.

Rysunek 4.5: Indukcja elektromagnetyczna

Doświadczenie pokazowe

Do przeprowadzenia doświadczenia potrzebne są dwie zwojnice (cewki) o różnych średnicach,
rdzeń żelazny dopasowany do mniejszej zwojnicy, magnes sztabkowy, mikroamperomierz (o
zakresie ok. 1 mA) z zerem pośrodku oraz akumulator lub inne niskonapięciowe źródło prądu
stałego.

1. Większą cewkę podłączamy dwoma przewodami do mikroamperomierza. Gwałtownym ruchem
wkładamy do niej sztabkę magnesu (Rysunek 4.6: a) Podczas wkładania magnesu do zwojnicy
indukuje się w niej prąd; b) Podobny efekt zauważamy podczas wkładania elektromagnesu;
rdzeń powoduje zwiększenie prądu indukcyjnego  na stronie 131a). W taki sam sposób
wyciągamy sztabkę z cewki. Zauważamy, że podczas wkładania i wyjmowania magnesu
wskazówka amperomierza wychyla się (raz w jedną stronę, raz w drugą) – w cewce indukuje
się prąd. Odwrócenie magnesu i wkładanie go do cewki przeciwnym biegunem powoduje
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wychylenie amperomierza w przeciwnym kierunku. W czasie, gdy magnes znajduje się
wewnątrz cewki i jest nieruchomy, amperomierz nie wychyla się – przez cewkę nie przepływa
prąd.

2. Mniejszą cewkę podłączamy do akumulatora (Rysunek 4.6: a) Podczas wkładania magnesu
do zwojnicy indukuje się w niej prąd; b) Podobny efekt zauważamy podczas wkładania
elektromagnesu; rdzeń powoduje zwiększenie prądu indukcyjnego  na stronie 131b). Cewka
z prądem staje się magnesem. Wkładamy ją gwałtownie do większej cewki. Amperomierz
zachowuje się podobnie jak poprzednio, czego należało się spodziewać, gdyż mniejsza cewka z
prądem wytwarza pole magnetyczne podobne do pola sztabki.

3. Do mniejszej cewki wstawiamy rdzeń żelazny i po podłączeniu jej do akumulatora wkładamy
ją gwałtownie do cewki dużej. Przekonujemy się, że wychylenia amperomierza są teraz
znacznie większe. Spodziewaliśmy się tego, gdyż rdzeń powoduje znaczne wzmocnienie pola
magnetycznego. Silniejszy zmienny strumień pola magnetycznego przepływający przez cewkę
większą indukuje w niej silniejszy prąd, co wykazuje amperomierz.

Rysunek 4.6: a) Podczas wkładania magnesu do zwojnicy indukuje się w niej prąd;
b) Podobny efekt zauważamy podczas wkładania elektromagnesu; rdzeń powoduje
zwiększenie prądu indukcyjnego

4. Powtarzamy doświadczenia, ale teraz poruszamy dużą cewkę (nasuwając ją lub zdejmując z
cewki małej czy magnesu), a magnes lub mała cewka znajduje się w spoczynku. Stwierdzamy,
że wychylenia amperomierza są podobne do tych, jakie wystąpiły poprzednio. Zatem powstanie
prądu indukcyjnego nie zależy od tego, czy cewka z podłączonym amperomierzem jest w
spoczynku, a porusza się źródło pola magnetycznego, czy na odwrót. Ważny jest względny ruch
cewki i źródła pola.

Powyższe doświadczenie jeszcze raz potwierdza wniosek, że prąd indukcyjny, więc i siła
elektromotoryczna indukcji, pojawia się w obwodzie, gdy zmienia się w czasie strumień pola
magnetycznego przepływający przez obwód.

Obecnie sformułujemy prawo indukcji Faradaya w postaci ilościowej. Posłużymy się omówionym w poprzednim
rozdziale przykładem prostego pręta poruszającego się w polu magnetycznym (Rysunek 4.2: a) Na elektrony w
polu magnetycznym działa siła Lorentza, która spycha je na jeden koniec pręta. Ten koniec ładuje się ujemnie,
drugi ma niedobór elektronów i jego efektywny ładunek jest dodatni. Zatem w pręcie wytwarza się pole elektryczne
i napięcie U równe sile elektromotorycznej E , b) pręt ślizgający się po dwóch drutach zamykających obwód –
umożliwiony jest przepływ prądu, żaróweczka się świeci (przy odpowiednio dużej mocy urządzenia) na stronie
127). Wyprowadziliśmy tam wzór (wzór 289 na stronie 127) na siłę elektromotoryczną indukcji powstającą w
pręcie . Przekształcimy go tak, aby mógł być przydatny w przypadku ogólnym. W tym celu prędkość pręta

wyrazimy jako stosunek jego przemieszczenia  do czasu : , otrzymamy więc

( wzór 291 ) 

Wyrażenie w liczniku oznacza zmianę strumienia wektora indukcji magnetycznej , gdyż 
oznacza pole powierzchni zatoczone przez pręt w czasie , a wektor  jest prostopadły do tej powierzchni (Rysunek
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4.7: Przez obwód zawierający ruchomy pręt umieszczony w polu magnetycznym przepływa zmienny strumień wektora

indukcji B →  na stronie 132). Zatem . Otrzymaliśmy wzór, który po zaopatrzeniu znakiem minus
wyraża prawo indukcji Faradaya:

( wzór 292 ) 

Wskazówka:  Pojawienie się znaku „–” we wzorze (wzór 292 na stronie 132) jest wyrazem tzw. reguły
Lenza (patrz rozdz. 4.3 Reguła Lenza na stronie 133).

Rysunek 4.7: Przez obwód zawierający ruchomy pręt umieszczony w polu magnetycznym przepływa

zmienny strumień wektora indukcji 

Wzór (wzór 292 na stronie 132) jest słuszny w ogólnym przypadku i wyraża prawo Faradaya, które słowami
można ująć następująco:

Zamapiętać:  Wartość siły elektromotorycznej indukcji jest równa szybkości zmian strumienia wektora 
wziętej ze znakiem przeciwnym.

Przykład 1

Metalowy pręt o długości  wiruje ze stałą częstością  w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji  (Rysunek 4.8: Pręt w czasie Δt zatacza pole ΔS  na stronie
132). Jak duża SEM indukcji pojawi się w pręcie?

Rysunek 4.8: Pręt w czasie  zatacza pole 

Odpowiedź: Zgodnie ze wzorem (wzór 292 na stronie 132), SEM zaindukowana w pręcie
wynosi

( wzór 293 ) 
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Pręt w czasie  zatacza obszar pola magnetycznego o powierzchni . Pole to jest wycinkiem
koła o kącie , więc

( wzór 294 ) 

Przyrost strumienia pola , więc

( wzór 295 ) 

Ponieważ , więc

( wzór 296 ) 

Zatem wartość bezwzględna siły elektromotorycznej indukowanej w pręcie wynosi

( wzór 297 ) 

Pytania i problemy

1. Czy do tego, aby w obwodzie, przez który przechodzi zmienny strumień pola magnetycznego, płynął prąd,
potrzebne jest zewnętrzne źródło prądu?

2. W ramach doświadczenia pokazowego 1 przeprowadzono następującą próbę: mniejszą cewkę, bez rdzenia,
wstawiono do większej, po czym do mniejszej wstawiono i wyjęto rdzeń ferromagnetyczny. Rozstrzygnij (i
odpowiednio uzasadnij), czy uzyskano w ten sposób wychylenie galwanometru.

4.3 Reguła Lenza
Reguła Lenza sprowadza się do znaku minus we wzorze (wzór 291 na stronie 131). Ten, zdawałoby się niepozorny,
znak ma jednak bardzo duże znaczenie, o czym zaraz się przekonamy.

W celu wyjaśnienia znaczenia reguły Lenza, rozważmy wzbudzanie się prądu indukcyjnego w obwodzie kołowym
przy ruchu magnesu, jak na Rysunek 4.9: Ruchowi magnesu względem pętli przeciwstawia się pole magnetyczne
pochodzące od prądu wzbudzonego w pętli na stronie 133. Zbliżanie magnesu do pętli biegunem  powoduje
powstanie pola pętli skierowanego biegunem  w stronę magnesu (Rysunek 4.9: Ruchowi magnesu względem pętli
przeciwstawia się pole magnetyczne pochodzące od prądu wzbudzonego w pętli na stronie 133a). Jak wiadomo,
jednoimienne bieguny się odpychają, zatem ruchowi magnesu przeciwstawia się pole magnetyczne wytworzone
przez prąd wzbudzony w pętli. Jeżeli odwrócimy magnes i będziemy go zbliżać do pętli biegunem , to popłynie
w niej prąd w drugą stronę, wytwarzając pole magnetyczne skierowane biegunem  w stronę magnesu (Rysunek
4.9: Ruchowi magnesu względem pętli przeciwstawia się pole magnetyczne pochodzące od prądu wzbudzonego w
pętli na stronie 133b). Podobnie jak poprzednio, ruchowi magnesu w kierunku pętli będzie się przeciwstawiać
wywołane przez ten ruch pole magnetyczne pętli. Również oddalaniu się magnesu od pętli (przypadki c, i d) będzie
się przeciwstawiać pole magnetyczne pętli pochodzące od wzbudzonego w niej prądu.

a) zbliżanie magnesu biegunem  powoduje powstanie pola pętli skierowanego biegunem  w stronę magnesu,
b) zbliżanie magnesu biegunem  - pole pętli skierowane biegunem  w stronę magnesu, c) oddalanie magnesu
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biegunem  - pole pętli skierowane biegunem  w stronę magnesu, d) oddalanie magnesu biegunem  - pole pętli

skierowane biegunem  w stronę magnesu

Rysunek 4.9: Ruchowi magnesu względem pętli przeciwstawia się pole magnetyczne pochodzące od
prądu wzbudzonego w pętli

Z powyższych doświadczeń wynika jeden ogólny wniosek, który jest treścią reguły Lenza:

Zamapiętać:  Prąd indukcyjny ma taki zwrot, przy jakim jego własne pole magnetyczne przeciwstawia
się zmianie zewnętrznego strumienia pola magnetycznego wywołującego zjawisko indukcji.

Doświadczenie pokazowe 2

Przekształcamy transformator tak, by jeden z elementów jego rdzenia był pionowy (Rysunek
4.10: Ilustracja doświadczenia na stronie 134), a następnie wkładamy na niego metalowy
(np. aluminiowy) pierścień. Gwałtownym ruchem zamykamy obwód, stykając przewód z klemą
akumulatora.

Podczas gwałtownego zamykania obwodu w cewkach transformatorowych szybko
narastający prąd wytwarza dużą zmianę strumienia pola magnetycznego przechodzącego
przez pierścień, co powoduje powstanie prądu w pierścieniu o takim zwrocie, że jego
własne pole magnetyczne powoduje silne odpychanie od cewki. Pierścień wyskakuje w

górę

Rysunek 4.10: Ilustracja doświadczenia

Obserwujemy wyskakiwanie pierścienia w górę. Mamy widowiskowe potwierdzenie reguły Lenza.
W cewkach transformatorowych szybko narastający prąd wytwarza dużą zmianę strumienia pola
magnetycznego przechodzącego przez pierścień, co powoduje powstanie prądu w pierścieniu o
takim zwrocie, że jego własne pole magnetyczne powoduje silne odpychanie od cewki.

Powtarzając doświadczenie z innym pierścieniem, przeciętym (patrz rysunek), nie obserwujemy
żadnego ruchu pierścienia. Dlaczego? Czyżby nie powstawała w nim siła elektromotoryczna
indukcji? Oczywiście, ona powstaje, ale w przeciętym pierścieniu nie może wytworzyć prądu i tym
samym wytworzyć własnego pola magnetycznego.

W drugiej części doświadczenia zasilamy transformator ze źródła napięcia zmiennego, obniżonego
do ~24 V. Tym razem włożenie pierścienia na rdzeń skończy się jego „lewitacją” nad cewką.
Prąd zmienny płynący przez uzwojenie powoduje powstanie zmiennego pola magnetycznego
i nieustanne indukowanie się prądu w pierścieniu. W każdej chwili - zgodnie z regułą Lenza
- pole magnetyczne pierścienia odpycha go od cewki, utrzymując go nad nią. Po odłączeniu
transformatora od zasilania pierścień oczywiście opadnie na cewkę. Gdy ostrożnie zbliżymy do
niego rękę (UWAGA: pierścienia nie należy dotykać - może on być bardzo gorący), to wyczujemy
ciepło od niego bijące i przekonamy się, że rzeczywiście płynął w nim bardzo silny prąd. Zbliżony
proces zachodzi w kuchence indukcyjnej, w której zmienne pole magnetyczne „płyty grzewczej”
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indukuje przepływ prądu w dnie garnka. Jeśli zaś powtórzymy doświadczenie z pierścienem
przeciętym, to nie zaobserwujemy „lewitacji”, a sam pierścień nie nagrzeje się wcale, mimo
długiego przebywania w zmiennym polu magnetycznym.

Reguła Lenza jest konsekwencją zasady zachowania energii. Możemy się o tym przekonać, przyglądając się
ponownie zjawisku indukcji przedstawionemu na Rysunek 4.9: Ruchowi magnesu względem pętli przeciwstawia
się pole magnetyczne pochodzące od prądu wzbudzonego w pętli na stronie 133. Prąd indukcyjny w pierścieniu
powstaje dzięki pracy mechanicznej siły wbrew odpychającemu oddziaływaniu z magnesem pierścienia ze
wzbudzonym prądem. Gdyby prąd indukował się w odwrotnym kierunku, niezgodnym z regułą Lenza (wtedy
mielibyśmy znak + we wzorze (wzór 292 na stronie 132)), to wystarczyłoby zbliżyć magnes do pierścienia, a
wzbudzony w nim prąd sam by wciągał magnes. W ten sposób otrzymywalibyśmy pracę „za darmo”, bez wkładu
energii, co oczywiście przeczyłoby zasadzie zachowania energii!

Tak więc, nie uwzględniając strat, praca mechaniczna siły zewnętrznej zostaje przekształcona na energię wydzielaną
w trakcie przepływu prądu indukcyjnego. Właśnie na tej zasadzie jest oparte działanie prądnic (patrz rozdz. 1.3 Pole
elektrostatyczne na stronie 9).

Pytania i problemy

1. W rozdziale 4.2 Prawo indukcji Faradaya na stronie 128 przeprowadzono doświadczenie, w którym włączenie
klucza  w pierwszym obwodzie spowodowało przepływ prądu indukcyjnego w drugim obwodzie (Rysunek 4.11:
Zamknięcie i otwieranie klucza K w pierwszym obwodzie indukuje prąd w obwodzie z galwanometrem na stronie
135). Określ kierunek przepływu prądu zaindukowanego w przypadku a) – włączanie klucza i b) wyłączenie.
Przedstaw przy tym pełne rozumowanie.

Rysunek 4.11: Zamknięcie i otwieranie klucza  w pierwszym obwodzie indukuje prąd w
obwodzie z galwanometrem
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4.4 Samoindukcja
Gdy przez zwojnicę płynie zmienny prąd, wytwarza on strumień pola magnetycznego, który przechodzi przez
zwojnicę i sam się zmienia. Zmiana pola wywołuje w tej zwojnicy SEM indukcji. Zjawisko to nazywamy
samoindukcją.

Aby zrozumieć zjawisko samoindukcji, przyjrzymy się sytuacji przedstawionej na Rysunek 4.12: Zjawisko
samoindukcji na stronie 136.

a) Jeżeli przez pętlę  przepuścimy zmienny prąd, to zmienne pole magnetyczne przenikające przez pętlę  będzie
wytwarzać w niej SEM indukcji.

b) Ten sam prąd przepływający przez solenoid  składający się z kilku pętli wytworzy wielokrotnie silniejsze pole
magnetyczne i wywoła w pętli  większą SEM, gdyż pola magnetyczne pochodzące od prądu w każdej pętli nakładają
się na siebie.

c) Jeszcze większą SEM indukcji uzyskamy, jeżeli pętla  będzie się składać z więcej niż jednego zwoju, gdyż
wówczas strumień wektora  przepływa przez wiele zwojów, wywołując w każdym z nich SEM, które dodają się do
siebie.

d) Zmienny prąd w pętli  wywoła w połączonej z nią pętli  SEM indukcji, podobnie jak poprzednio. Ale również
zmienny prąd w pętli  wywoła SEM indukcji w pętli .

e) Sytuacja jest tu podobna do przypadku d). Zmienny prąd płynący w każdym ze zwojów solenoidu oddziałuje
na pozostałe, wywołując w całym solenoidzie siłę elektromotoryczną samoindukcji (podział na pętlę  i  jest
tu całkowicie dowolny i został na rysunku zachowany tylko w celu dydaktycznym, aby było łatwiej zrozumieć
powiązanie tego przypadku z poprzednimi).

a) Zmienne pole magnetyczne pochodzące od zmiennego prądu w pętli  przenika pętlę  i wywołuje w niej
SEM, b) Ten sam prąd przepływający przez solenoid  składający się z kilku pętli wytwarza w zwoju pętli
 kilkakrotnie silniejsze pole i większą SEM, c) Jeszcze większa SEM powstaje w dwóch zwojach pętli ,

d) Zmienny prąd w pętli  wywoła w połączonej z nią pętli  SEM indukcji, podobnie jak poprzednio. Ale
również i zmienny prąd w pętli  wywoła SEM indukcji w pętli , e) Sytuacja jest podobna do przypadku

d)

Rysunek 4.12: Zjawisko samoindukcji

Rysunek 4.13: Samoindukcja

Przejdźmy teraz do rozważań ilościowych. Weźmy pod uwagę solenoid, przez który przepływa prąd zmienny. W
celu wyrażenia siły elektromotorycznej indukcji w solenoidzie za pomocą natężenia prądu zmiennego , zastosujmy

ogólne prawo indukcji Faradaya (wzór 292 na stronie 132): . Obliczmy najpierw zmianę strumienia

wektora przenikającego przez solenoid. Strumień przechodzący przez jeden zwój jest równy iloczynowi wektora  i
pola powierzchni  zwoju: . Ponieważ solenoid ma  zwojów, więc całkowity strumień

( wzór 298 ) 
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Liczbę zwojów można wyrazić jako , gdzie  – długość solenoidu,  – gęstość liniowa uzwojenia. Natomiast
 (patrz wzór (wzór 263 na stronie 112)). W obecności substancji o przenikalności magnetycznej  zachodzi

, zatem

( wzór 299 ) 

Widzimy, że wielkość  jest stała (nie zależy od wartości natężenia prądu ) i dla długiego solenoidu

( wzór 300 ) 

Nazywamy ją współczynnikiem indukcji własnej, albo krótko indukcyjnością. Zauważmy, że iloczyn  jest
objętością solenoidu, więc

( wzór 301 ) 

Indukcyjność jest dla danego obwodu elektrycznego stała i zależy od jego rozmiarów geometrycznych. Jednostką
indukcyjności jest henr ( ). Zgodnie z ogólnym wzorem

( wzór 302 ) 

jeden henr jest to wartość indukcyjności takiego obwodu, w którym prąd o natężeniu jednego ampera
wytwarza strumień jednego webera ( ). Ponieważ  – (można to wyprowadzić analizując
jednostki we wzorze (wzór 299 na stronie 137)), to jeden henr wyraża się jako .

Ze wzoru (wzór 302 na stronie 137) wynika, że jeżeli przez obwód płynie stały prąd, to strumień pola

magnetycznego nie ulega zmianie. Wtedy , więc w obwodzie nie występuje SEM samoindukcji ( ).
Gdy prąd zmienia swoją wartość, wówczas zmienia się również strumień. W czasie  zmiana strumienia
wynosi . Korzystając ze wzorów (wzór 299 na stronie 137) oraz (wzór 302 na stronie 137),
możemy napisać:

( wzór 303 ) 

Otrzymaliśmy zatem wzór na SEM samoindukcji:

( wzór 304 ) 

Znak minus we wzorze jest wyrazem reguły Lenza. Gdy natężenie prądu w obwodzie narasta, SEM samoindukcji
temu przeszkadza – znak SEM samoindukcji jest przeciwny do znaku różnicy potencjałów na zaciskach uzwojenia.
Natomiast gdy natężenie prądu w obwodzie maleje, przeszkadzanie temu przez SEM samoindukcji wyraża się tym, że
jej znak jest taki sam, jak znak różnicy potencjałów na zaciskach uzwojenia. W ten sposób samoindukcja podtrzymuje
w obwodzie malejący prąd.

Pytania i problemy

1. W przykładzie (rozdział 3.7 Pole magnetyczne solenoidu na stronie 111) opisano cewkę, która może wytworzyć
pole  o określonej indukcji. Oblicz: a) indukcyjność cewki bez rdzenia , b) przenikalność  rdzenia, który
należy umieścić w jej wnętrzu, by uzyskać cewkę o indukcyjności .

2. Przyjmij, że cewkę z rdzeniem z poprzedniego zadania zasilono napięciem stałym . Po czasie ok. 0,12
s stwierdzono, że natężenie prądu  w obwodzie praktycznie przestało wzrastać i ustabilizowało się na poziomie

. Wobec tego, po tym czasie, natężenie prądu jest stałe. Można zatem zastosować prawo Ohma, gdyż cewka,
prócz indukcyjności  (która teraz już nie wpływa na natężenie prądu), ma opór elektryczny  - jest to opór
przewodu, z którego ją nawinięto.

a. W pierwszym przybliżeniu przyjmij, że natężenie prądu  narastało liniowo (Rysunek 4.14: Wykres
przybliżający liniowo zależność natężenia prądu od czasu w obwodzie z cewką na stronie 138a). Oblicz
średnią wartość SEM samoindukcji podczas narastania prądu zgodnie z tą hipotezą.
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Rysunek 4.14: Wykres przybliżający liniowo zależność natężenia prądu od czasu w obwodzie z
cewką

b. Dokładniejsza analiza pokazuje, że natężenie prądu  narastało nieliniowo, osiągając wartość Imax
asymptotycznie (Rysunek 4.15: Natężenie prądu w obwodzie z cewką narasta (nieliniowo – prawie jak
w rzeczywistości) aż do osiągnięcia wartości I max  na stronie 139b). Oblicz średnią wartość SEM
samoindukcji podczas narastania prądu zgodnie z tym założeniem. Przyjmij na przykład, że w każdym z
sześciu odcinków czasowych o długości  natężenie prądu zmieniało się liniowo i skorzystaj
z siatki na wykresie  oraz z tabeli na Rysunek 4.16: Odczytaj (szacunkowo) z wykresu i wpisz wartości
natężenia prądu początkowego I 0 oraz końcowego I k w każdym odcinku czasowym i wykonaj odpowiednie
obliczenia na stronie 140c.
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Rysunek 4.15: Natężenie prądu w obwodzie z cewką narasta (nieliniowo – prawie jak w
rzeczywistości) aż do osiągnięcia wartości 
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Rysunek 4.16: Odczytaj (szacunkowo) z wykresu i wpisz wartości natężenia prądu
początkowego  oraz końcowego  w każdym odcinku czasowym i wykonaj odpowiednie
obliczenia

c. Porównaj wyniki otrzymane w poleceniach ‘a’ i ‘b’. Uzasadnij, że wynik uzyskany metodą ‘b’ jest lepszym
przybliżeniem średniej SEM.

4.5 Energia pola magnetycznego (temat nadobowiązkowy)
Wykażemy, że pole magnetyczne wewnątrz zwojnicy, przez którą płynie prąd o natężeniu , ma energię 
wyrażoną za pomocą wzoru

( wzór 305 ) 

a) Prąd stały  wytwarza stałe pole magnetyczne w zwojnicy, b) Zanikający prąd i w obwodzie wywołuje zmienny
strumień pola magnetycznego w zwojnicy, który wywołuje SEM indukcji zwojnicy. Przepływ prądu przez
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opornik  powoduje wydzielanie w nim ciepła. Energia pola magnetycznego w cewce zostaje zużyta na ciepło w

oporniku

Rysunek 4.17: Dwa obwody

Rozpatrzymy zmiany zachodzące w obwodzie przedstawionym na Rysunek 4.17: Dwa obwody na stronie 140. W
przypadku a) (przełącznik w położeniu „ ” - klucz zamknięty) przez cewkę przepływa prąd o natężeniu . Strumień
pola magnetycznego w zwojnicy ma wartość  (patrz wzór (wzór 302 na stronie 137)). Przez opornik płynie
prąd , zasilany przez SEM . W przypadku b) (przełącznik w położeniu „ ” - klucz otwarty), SEM  jest wyłączona
z obwodu przez opornik  popłynie malejący prąd , zasilany SEM samoindukcji cewki. Na oporniku wydzieli się
energia, tzw. ciepło Joula-Lenza, kosztem energii pola magnetycznego w zwojnicy. Prąd  w cewce. będzie zanikał.
Zgodnie z równaniem (wzór 292 na stronie 132) SEM indukcji ma wartość

( wzór 306 ) 

która w małym odcinku czasu  wykonuje pracę przemieszczania ładunków  kosztem ubytku energii pola
magnetycznego:

( wzór 307 ) 

Zatem

( wzór 308 ) 

gdzie i jest chwilową wartością natężenia prądu.

Strumień pola magnetycznego zależy liniowo od wartości natężenia prądu ( ). Na wykresie zależności  od 
(Rysunek 4.18: Pole powierzchni trójkąta odpowiada wartości energii pola magnetycznego na stronie 142) zmiana
energii pola magnetycznego  zgodnie ze wzorem (wzór 308 na stronie 141) jest przedstawiona za pomocą
wąskiego paska. Sumując te paski, otrzymamy całkowitą energię pola magnetycznego cewki z prądem . Jest ona

liczbowo równa polu powierzchni trójkąta zacieniowanego na rysunku, zatem . Otrzymaliśmy w
ten sposób wzór (wzór 305 na stronie 140). Mimo że wzór ten otrzymaliśmy dla pola magnetycznego zwojnicy
(solenoidu), przez którą przepływa prąd, jest on słuszny także dla ogólnego przypadku.
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Rysunek 4.18: Pole powierzchni trójkąta odpowiada wartości energii pola magnetycznego

Pytania i problemy

1. Jaką energię będzie miało pole magnetyczne solenoidu wykonanego według wskazówek w przykładzie 7 (rozdz.
3.7 Pole magnetyczne solenoidu na stronie 111). Jeżeli będzie płynął prąd o natężeniu .

2. W przykładzie 7 (rozdz. 3.7 Pole magnetyczne solenoidu na stronie 111) podaliśmy, że w tamtych warunkach
solenoid nagrzewa się. Oczywiście jest to związane z rozpraszaniem energii. Jak ten proces wpływa na energię
pola magnetycznego wewnątrz cewki.



Rozdział

5
Drgania i fale mechaniczne

Podrozdziały:

• 5.1 Oscylator harmoniczny
• 5.2 Wahadło
• 5.3 Doświadczenie „Wahadło”
• 5.4 Energia oscylatora

harmonicznego
• 5.5 Drgania wymuszone.

Rezonans
• 5.6 Podstawowe cechy fal
• 5.7 Fala harmoniczna
• 5.8 Równanie fali harmonicznej
• 5.9 Energia i natężenie fali
• 5.10 Zasada Huygensa, ugięcie

fali
• 5.11 Interferencja
• 5.12 Fale stojące
• 5.13 Fale akustyczne
• 5.14 Efekt Dopplera

Zagadnienia omawiane w tym rozdziale obejmują rozległą klasę zjawisk
związanych z okresową powtarzalnością pewnych stanów i procesów
fizycznych, z którymi często mamy do czynienia na co dzień. Drgania
ciężarka zawieszonego na sprężynie, drgania trampoliny, ruch huśtawki, ruch
wszelkiego typu wahadeł, wibracje młota pneumatycznego, drgania gruntu
podczas trzęsienia ziemi, drgania kładek, mostów i różnych budowli, drgania
kwarcu w zegarkach elektronicznych, drgania elektryczne, drgania atomów
w sieci krystalicznej ciał stałych, drgania strun instrumentów muzycznych,
drgania strun głosowych, a nawet bicie naszego serca to przykłady tego
typu ruchu, którym będziemy się teraz zajmowali. Wszystkie te różnorodne
zjawiska mają wspólny opis fizyczny.

Z drganiami często są związane fale wysyłane przez drgające źródła. Dlatego
właśnie – oprócz ruchu drgającego – opiszemy tu także ruch falowy.

W rozdziale tym rozpatrzymy tylko podstawowe i najprostsze prawa drgań
i fal mechanicznych, które są podstawą zrozumienia wszystkich drgań,
również i elektrycznych. Drgania i fale elektromagnetyczne będą opisane w
następnych rozdziałach.



 | Drgania i fale mechaniczne | 144

5.1 Oscylator harmoniczny
Z drganiami mechanicznymi mamy do czynienia na co dzień. Drgania wykonuje ciężarek zawieszony na sprężynie,
inne przykłady to ruch huśtawki, wahadła zegara, uginanie się wagonu kolejowego na szynach w czasie jazdy.
Położenie ciała w takim ruchu często zmienia się w czasie zgodnie z funkcją sinus lub kosinus, które nazywają się
funkcjami harmonicznymi. Dlatego drgania takie nazywamy drganiami harmonicznymi. Ciało, którego położenie
zmienia się w czasie  jak funkcja harmoniczna sinus lub kosinus, nazywamy oscylatorem harmonicznym.

Rysunek 5.1: Ruch cienia przedmiotu znajdującego się na obracającej się tarczy gramofonu jest
ruchem drgającym harmonicznym

Na Rysunek 5.1: Ruch cienia przedmiotu znajdującego się na obracającej się tarczy gramofonu jest ruchem
drgającym harmonicznym na stronie 144 pokazano kolejny przykład ruchu drgającego harmonicznego – ruch
cienia małego przedmiotu położonego na ruchomej tarczy gramofonu.

Położenie ciała wykonującego drgania

Inny przykład to ruch rzutu punktu poruszającego się ruchem jednostajnym po okręgu na średnicę tego okręgu
(Rysunek 5.2: Ruch rzutu punktu poruszającego się jednostajnie po okręgu na oś x (lub na oś y ) jest ruchem
drgającym harmonicznym na stronie 145). Na rysunku widać, że współrzędna  tego punktu zmienia się według
wzoru , który możemy też wyrazić w postaci

( wzór 309 ) 

(gdyż  zmienia się w czasie według równania , gdzie  jest prędkością kątową). Widzimy więc, że położenie
punktu drgającego (rzutu punktu poruszającego się po okręgu) zmienia się w czasie według funkcji sinus.
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Rysunek 5.2: Ruch rzutu punktu poruszającego się jednostajnie po okręgu na oś  (lub na oś ) jest
ruchem drgającym harmonicznym

Pojęcia podstawowe

Zdefiniujemy teraz odpowiednie wielkości charakteryzujące ruch drgający:

• amplituda  - wartość bezwzględna maksymalnego wychylenia ciała drgającego od położenia zerowego, tzn.
 (w przypadku pokazanym na Rysunek 5.2: Ruch rzutu punktu poruszającego się jednostajnie po okręgu

na oś x (lub na oś y ) jest ruchem drgającym harmonicznym na stronie 145 , gdzie  – promień okręgu);
• okres  - odcinek czasu, po upływie którego drganie się powtarza, czyli punkt drgający przechodzi przez to samo

położenie i w tym samym kierunku;
• częstotliwość  - jest to liczba pełnych drgań w jednostce czasu (np. w 1 sekundzie). Oczywiście

( wzór 310 ) 
• częstość kołowa  - mówi nam, ile pełnych drgań oscylator wykonuje w ciągu  jednostek czasu (np. 

sekund), czyli jest to częstotliwość mnożona przez 

( wzór 311 ) 

Ostatnie trzy wielkości są równe liczbowo swoim odpowiednikom w ruchu po okręgu, gdzie między nimi występują
takie same związki (rozdział 1.3 Ruch jednostajny po okręgu).
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Gdy we wzorze (wzór 309 na stronie 144) podstawimy , otrzymamy wzór ogólny na położenie ciała w ruchu
drgającym harmonicznym

( wzór 312 ) 

Zmienna , będąca argumentem funkcji sinus, nazywa się fazą drgań. Ze wzoru wynika, że wychylenia ciała
drgającego zmieniają się okresowo i spełniają warunek .

Prędkość i przyspieszenie w ruchu harmonicznym

A jaką zależnością od czasu wyrazi się w tym ruchu prędkość? Oczywiście, rzut punktu na oś  będzie się poruszał
z prędkością  równą rzutowi  wektora prędkości  po okręgu na tę oś. Na Rysunek 5.2: Ruch rzutu punktu
poruszającego się jednostajnie po okręgu na oś x (lub na oś y ) jest ruchem drgającym harmonicznym na stronie
145 widzimy, że , więc

( wzór 313 ) 

Ponieważ , więc

( wzór 314 ) 

Zatem

( wzór 315 ) 

Stąd wynika, że prędkość w ruchu harmonicznym także zmienia się okresowo. Największą wartość 
przyjmuje dwukrotnie w ciągu okresu – dla  i dla  tj. gdy położenie chwilowe ciała . Najmniejszą

wartość  osiąga dla  i , gdy ciało znajduje się w skrajnych położeniach i zawraca; wtedy  lub
.

Ponieważ prędkość ciała w tym ruchu ciągle się zmienia, więc musi występować przyśpieszenie. Jest ono równe
rzutowi  przyśpieszenia dośrodkowego na oś  (Rysunek 5.2: Ruch rzutu punktu poruszającego się jednostajnie po
okręgu na oś x (lub na oś y ) jest ruchem drgającym harmonicznym na stronie 145), więc

( wzór 316 ) 

Ponieważ

( wzór 317 ) 

więc

( wzór 318 ) 

Uwzględniając (wzór 312 na stronie 146), otrzymamy

( wzór 319 ) 

Znak „–” występujący w tym wzorze informuje nas, że przyśpieszenie w ruchu drgającym jest zwrócone przeciwnie
do wychylenia, tzn. że jeżeli wychylenie  ma wartość dodatnią, to przyśpieszenie jest zwrócone w stronę ujemnych
wartości , jeżeli wychylenie ma wartość ujemną, to przyśpieszenie jest zwrócone w stronę dodatnich wartości .
Maksymalną wartość przyśpieszenia ciało drgające ma wtedy, gdy znajduje się w skrajnych położeniach.

( wzór 320 ) 

( wzór 321 ) 

( wzór 322 ) 

Wykresy tych zależności zostały przedstawione na Rysunek 5.3: Oscylator harmoniczny. Zależności od czasu:
wychylenia, prędkości i przyśpieszenia na stronie 147. Widzimy, że dla oscylatora harmonicznego w stosunku do
wychylenia prędkość jest przesunięta w fazie o , natomiast przyśpieszenie - o .



 | Drgania i fale mechaniczne | 147

Rysunek 5.3: Oscylator harmoniczny. Zależności od czasu: wychylenia, prędkości i przyśpieszenia

Siła kwazisprężysta. Położenie równowagi

Jeżeli drgania harmoniczne są wykonywane przez ciało o masie  (np. przez ciężarek o masie  zawieszony na
lekkiej sprężynie), to przyśpieszenie jest wywoływane przez siłę . Stosując wzór (wzór 319 na stronie 146),
otrzymujemy

( wzór 323 ) 

Widzimy, że siła ta jest proporcjonalna do wychylenia i ma znak przeciwny do wychylenia, czyli jest podobna do siły
sprężystej (rozdział 3.2 Energia potencjalna), opisanej w prawie Hooke'a:

( wzór 324 ) 

Dlatego siłę występującym w oscylatorze harmonicznym nazywamy siłą kwazisprężystą (z łaciny: quasi znaczy
jak gdyby) lub harmoniczną. Siła kwazisprężysta w różnych układach może być realizowana w różny sposób.
Stały współczynnik  zależy od sposobu realizacji tej siły. Możemy stwierdzić, że jeżeli na jakieś ciało działa siła
kwazisprężysta , to może ono wykonywać drgania harmoniczne.

Wskazówka:  Istotną cechą siły kwazisprężystej jest przyjmowanie wartości zero dla zerowego
wychylenia oraz zmiana zwrotu przy przejściu przez wychylenie zerowe. Powoduje to, że położenie układu
odpowiadające wychyleniu zerowemu jest położeniem równowagi trwałej. Siła harmoniczna realizuje tu
ujemne sprzężenie zwrotne: odejście od położenia równowagi trwałej powoduje zadziałanie czynnika,
proporcjonalnego do tego odejścia, „zawracającego” układ ku położeniu równowagi. Dlatego tego rodzaju
siłę nazywamy też siłą zwrotną. Jest zawsze skierowana do położenia równowagi.
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Z porównania wzorów (wzór 323 na stronie 147) i (wzór 324 na stronie 147) widzimy, że

( wzór 325 ) 

Z tego wzoru wynika, że częstość drgań  zależy tylko od własności samego oscylatora – jego masy i sprężystości,
dlatego częstość tę nazywamy częstością własną oscylatora i oznaczamy przez . Zatem

( wzór 326 ) 

Stąd częstość kołowa tych drgań wynosi

( wzór 327 ) 

Jest to bardzo użyteczny wzór, gdyż pozwala obliczyć częstość drgań układu w wielu przypadkach, gdy zależność siły
od położenia jest typu (wzór 324 na stronie 147) i znany jest stały współczynnik .

Zgodnie ze wzorami (wzór 327 na stronie 148) i (wzór 311 na stronie 145) okres drgań własnych wynosi

( wzór 328 ) 

Przykład 1

Ciężarek o masie  zawieszony na sprężynie o współczynniku sprężystości
 został wprawiony w drgania. Zaniedbując tłumienie drgań, oblicz częstotliwość

własną i okres drgań ciężarka.

Odpowiedź: Za pomocą wzoru (wzór 327 na stronie 148) należy obliczyć częstość kołową, a
następnie, korzystając z zależności , otrzymamy częstotliwość własną :

( wzór 329 ) 

Zatem ciężarek wykonuje „1/2 drgnięcia na 1 sekundę”, czyli 5 drgań na 10 sekund, więc okres
wynosi .

Doświadczenie „Sprężyna”

Wykazaliśmy wyżej, że jeżeli na ciało działa siła kwazisprężysta, ciało to może drgać ruchem
harmonicznym. Wynika stąd wniosek, że jeżeli ciężarek doczepimy do sprężyny, to będzie mógł
wykonywać drgania harmoniczne, gdyż będzie działać nań siła sprężysta. Obecnie przeprowadzimy
eksperyment potwierdzający w sposób poglądowy ten wniosek. Podobnie jak pokazano na Rysunek
5.1: Ruch cienia przedmiotu znajdującego się na obracającej się tarczy gramofonu jest ruchem
drgającym harmonicznym na stronie 144, będziemy jednocześnie obserwować ruch cienia
przedmiotu znajdującego się na tarczy gramofonu i ruch cienia ciężarka doczepionego do sprężyny
(Rysunek 5.4: Ruch drgający ciężarka znajdującego się na wózku doczepionym do sprężyny na
stronie 149). W tym celu umieszczamymy ciężarek na wózku toru powietrznego. Do wózka z
ciężarkiem doczepiamy sprężynę, której drugi koniec mocujemy do nieruchomego statywu toru.
Wózek z ciężarkiem pobudzamy do drgań. Dostosowując częstotliwość obrotów tarczy gramofonu,
możemy doprowadzić do synchronizacji ruchu cienia przedmiotu (znajdującego się na tarczy) z
ruchem cienia ciężarka drgającego na sprężynie.
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Daje się on zsynchronizować z ruchem cienia przedmiotu znajdującego się na obracającej
się tarczy gramofonu. Zatem ruch ciężarka połączonego ze sprężyną jest ruchem drgającym

harmonicznym

Rysunek 5.4: Ruch drgający ciężarka znajdującego się na wózku doczepionym do
sprężyny

Wiemy, że ruch cienia przedmiotu znajdującego się na tarczy gramofonu jest ruchem
harmonicznym (odbywa się według zależności odpowiadającej funkcji harmonicznej sinus lub
kosinus). Możliwość synchronizacji ruchu ciężarka na sprężynie z ruchem cienia przedmiotu na
tarczy świadczy o tym, że ciężarek na sprężynie także wykonuje drgania harmoniczne.

Zatem w tym doświadczeniu sprawdziliśmy ogólną prawidłowość, że układ pod wpływem siły
kwazisprężystej wykonuje drgania harmoniczne – również ciężarek pod wpływem siły sprężystej.

Jeżeli nie dysponujemy torem powietrznym, doświadczenie to możemy wykonać inaczej. Sprężynę
z ciężarkiem zawieszamy pionowo na statywie. Również pionowo ustawiamy tarczę gramofonu z
przymocowanym do niej przedmiotem. Podobnie jak poprzednio, doprowadzamy do synchronizacji
ruchu cieni.

Pytania i problemy

1. Scharakteryzuj ruch, który wykonuje oscylator harmoniczny.
2. Podaj definicje następujących pojęć dotyczących ruchu drgającego: amplituda, okres, częstotliwość, częstość

kołowa.
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3. Przedstaw i opisz zależność maksymalnej prędkości w ruchu drgającym harmonicznym od amplitudy drgań i
częstotliwości.

4. Napisz równanie przedstawiające zależność chwilowej wartości przyśpieszenia od chwilowej wartości wychylenia
w ruchu drgającym harmonicznym. W jakim położeniu znajduje się ciało drgające, gdy przyśpieszenie osiąga
maksymalną wartość? Jaka jest wtedy prędkość tego ciała?

5. Wyjaśnij, co to znaczy, że wychylenie i prędkość w danej chwili ruchu drgającego harmonicznego są przesunięte
w fazie. Czy przesunięcie fazowe pomiędzy wychyleniem i przyspieszeniem ma taką samą wartość, jak pomiędzy
wychyleniem i prędkością? Podaj wartość tych przesunięć.

6. Czym charakteryzuje się siła, która nazywamy siłą kwazisprężystą? Przedstaw tę siłę za pomocą wzoru, wyjaśnij
znaczenie symboli.

7. Pomiędzy dwiema równiami pochyłymi toczy się kulka (Rysunek 5.5: Kulka toczy się bez rozpraszania energii
pomiędzy dwiema równiami pochyłymi na stronie 150), zatrzymując się przed dotarciem na szczyt każdej z nich
(pomijamy rozpraszanie energii w ruchu kulki). Czy ruch ten jest ruchem drgającym? Czy można mu przypisać
amplitudę, okres, częstotliwość, maksymalną prędkość? Czy jest to ruch harmoniczny prosty? Uzasadnij swoje
odpowiedzi.

Rysunek 5.5: Kulka toczy się bez rozpraszania energii pomiędzy dwiema równiami pochyłymi

5.2 Wahadło
W tym rozdziale opiszemy ruch wahadła. Zobaczymy, że im krótsze wahadło, tym szybciej się waha – ma krótszy
okres wahań.

Wahadło matematyczne

Wahadło matematyczne jest to ciężarek o małych rozmiarach zawieszony na cienkiej nici, który może się wahać
(Rysunek 5.6: Wahadło matematyczne. Zmiany ruchu wahadła są wywołane składową siły ciężkości na stronie
151). Zatem dla rozważań nad jego ruchem możemy przyjąć, że wahadło matematyczne to układ składający się z
punktu materialnego umieszczonego na nierozciągliwej i nieważkiej nici o długości .



 | Drgania i fale mechaniczne | 151

Rysunek 5.6: Wahadło matematyczne. Zmiany ruchu wahadła są wywołane składową siły ciężkości

Rozważymy małe drgania wahadła, dla których kąt wychylenia  nie przekracza kilku stopni (Rysunek 5.6: Wahadło
matematyczne. Zmiany ruchu wahadła są wywołane składową siły ciężkości na stronie 151). Możemy zatem
przyjąć, że w przybliżeniu: ruch punktu materialnego jest prostoliniowy, wychylenie liczone po łuku jest (w
przybliżeniu) równe , a składowa siły ciężkości  jest skierowana (w przybliżeniu) wzdłuż . Zatem

( wzór 330 ) 

Widzimy, że siła ta jest proporcjonalna do wychylenia . Jest ona zwrócona zawsze do środka, tzn. zawsze ma znak
przeciwny do znaku wychylenia . Uwzględniając ten fakt, możemy napisać, że

( wzór 331 ) 

Siła ta ma postać siły kwazisprężystej (wzór 324 na stronie 147): , gdzie

( wzór 332 ) 
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Jak stwierdziliśmy w poprzednim podrozdziale, jeżeli na układ działa siła kwazisprężysta, to układ ten może
wykonywać drgania harmoniczne. Tak jest w naszym przypadku, więc wahadło matematyczne wykonuje drgania
harmoniczne o okresie drgań (zgodnie ze wzorem (wzór 328 na stronie 148))

( wzór 333 ) 

Po prostym przekształceniu otrzymujemy wzór na okres drgań wahadła matematycznego:

( wzór 334 ) 

Widzimy, że nie zależy on od masy wahadła ani od amplitudy drgań (przy małych wychyleniach).

Wzór (wzór 334 na stronie 152) może służyć do doświadczalnego wyznaczenia przyśpieszenia ziemskiego , gdy
znana jest długość  wahadła i jego okres drgań . Przekształcając ten wzór, otrzymujemy

( wzór 335 ) 

Wzorem tym się posłużymy, wykonując doświadczenie „Wahadło”.

Przykład 3

„Wahadło sekundowe” to takie, którego okres wynosi . Oblicz, jaką długość  powinno mieć
wahadło matematyczne, aby było wahadłem sekundowym.

Odpowiedź: Przekształcając wzór (wzór 335 na stronie 152), otrzymujemy:

( wzór 336 ) 

więc

( wzór 337 ) 

Oznacza to, że aby okres wahadła wynosił 1 s, powinno ono mieć długość 25 cm.

W rzeczywistości możemy zrealizować wahadło matematyczne tylko w przybliżeniu. Głównie dlatego, że nie
możemy zredukować wymiarów ciężarka do punktu materialnego. Rzeczywiste wahadło to raczej tzw. wahadło
fizyczne.

Wahadło fizyczne

Wahadłem fizycznym nazywamy dowolną bryłę sztywną, która może wykonywać drgania w jednej płaszczyźnie
względem osi zawieszenia. Wahadło fizyczne przedstawiono na Rysunek 5.7: Wahadło fizyczne wychylone z położenia
równowagi o kąt α  na stronie 153. Symbol  oznacza oś zawieszenia wahadła,  – jego środek masy,  – odległość
środka masy  od osi zawieszenia . Odchylając wahadło o mały kąt  spowodujemy, że będzie wykonywało drgania
harmoniczne.
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Rysunek 5.7: Wahadło fizyczne wychylone z położenia równowagi o kąt 

Aby wyprowadzić wzór na okres wahań wahadła fizycznego, zwrócimy uwagę na analogię między ruchem
bryły sztywnej i ruchem punktu materialnego. Wykorzystamy także wyniki rozważań z rozdziału 5.1 Oscylator
harmoniczny na stronie 144. Odpowiednikiem równania (wzór 323 na stronie 147)

( wzór 338 ) 

jest dla wahadła fizycznego (bryły sztywnej, patrz tom. 2, rozdział 4.6 Moment pędu i druga zasada dynamiki dla
bryły sztywnej) równanie

( wzór 339 ) 

(wykorzystaliśmy tu wzór , podstawową zasadę dynamiki bryły sztywnej – patrz t. 2, wzór (#unique_56/
unique_56_Connect_42_eq44)), oraz analogie: , ). Odpowiednikiem równania (wzór 324 na stronie
147)

( wzór 340 ) 

jest dla wahadła fizycznego równanie

( wzór 341 ) 
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(wykorzystaliśmy tu analogie: , ). Porównując prawe strony powyższych wzorów na , otrzymamy:

( wzór 342 ) 

Stąd

( wzór 343 ) 

Można zauważyć, spoglądając na Rysunek 5.7: Wahadło fizyczne wychylone z położenia równowagi o kąt α  na
stronie 153 i stosując te same przybliżenia, które posłużyły do wyprowadzenia wzoru na  w przypadku wahadła
matematycznego, że moment siły  wynosi

( wzór 344 ) 

Zwróćmy uwagę, że zastosowane przybliżenie (w przypadku obu wahadeł) jest równoważne często stosowanemu
przybliżeniu . Przybliżenie to jest tym lepsze, im kąt  jest mniejszy. Dlatego nasze rozważania są
stosowalne tylko dla niewielkich wychyleń.

Zatem, uwzględniając znak, mamy:

( wzór 345 ) 

Tak więc  i zgodnie z (wzór 343 na stronie 154)

( wzór 346 ) 

Ponieważ okres , więc z równania (wzór 346 na stronie 154) otrzymamy wzór na okres  wahań wahadła
fizycznego:

( wzór 347 ) 

Zauważmy, że wzór (wzór 334 na stronie 152) na okres drgań wahadła matematycznego wynika ze wzoru (wzór
347 na stronie 154), jako jego szczególny przypadek. Istotnie, moment bezwładności wahadła matematycznego

 (patrz tom 2, rozdz. Dynamika bryły sztywnej). Podstawiając tę wartość momentu bezwładności do wzoru
(wzór 347 na stronie 154), otrzymamy wzór (wzór 334 na stronie 152).

EXE  PDF Doświadczenie: Ruch harmoniczny

Przykład 3

Wyznacz okres drgań wahadła fizycznego utworzonego przez jednorodny pręt o długości 
zawieszony na jednym z końców (Rysunek 5.8: Szczególne wahadło fizyczne – pręt zawieszony na
jednym końcu na stronie 155).

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/ruch_harmoniczny/RuchHarmoniczny-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/ruch_harmoniczny/ruch_harmoniczny.pdf
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Rysunek 5.8: Szczególne wahadło fizyczne – pręt zawieszony na jednym końcu

Odpowiedź: Zastosujemy wzór (wzór 347 na stronie 154):

( wzór 348 ) 

gdzie  jest odległością środka masy pręta od punku zawieszenia. Moment bezwładności pręta

względem środka masy wynosi  (wzór (#unique_58/unique_58_Connect_42_eq13)).
Stosując twierdzenie Steinera (rozdział 4.3 Twierdzenie Steinera. Zależność momentu bezwładności
od położenia osi obrotu), otrzymamy moment bezwładności pręta względem jego końca:

. Podstawiając to do wzoru (wzór 347 na stronie 154), otrzymamy

( wzór 349 ) 

Widzimy, że okres tego wahadła jest  razy mniejszy od okresu wahadła matematycznego o takiej
samej długości.
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Pytania i problemy

1. Opisz, czym charakteryzuje się wahadło, które można nazwać wahadłem matematycznym. Wyprowadź wzór na
okres drgań własnych tego wahadła.

2. Opisz, czym charakteryzuje się wahadło, które można nazwać wahadłem fizycznym. Wyprowadź wzór na okres
drgań własnych tego wahadła.

3. Kulka ma promień  i jest zawieszona na nici o długości  w ziemskim polu grawitacyjnym . Okres drgań tego
wahadła wyrażono na dwa sposoby:  korzystając ze wzoru (wzór 334 na stronie 152) oraz  korzystając ze
wzoru (wzór 347 na stronie 154).

a. Przypomnij sobie wzór na moment bezwładności kuli o promieniu  oraz treść prawa Steinera i wykaż, że
.

b. Wyprowadź warunek, jaki musi spełniać stosunek , by procentowa różnica pomiędzy  i  była mniejsza
niż 1%:

( wzór 350 ) 

5.3 Doświadczenie „Wahadło”
Celem doświadczenia jest eksperymentalne sprawdzenie teorii ruchu wahadła matematycznego.

W poprzednim podrozdziale, wychodząc z praw mechaniki, wyprowadziliśmy wzór (wzór 334 na stronie 152) na
okres drgań wahadła matematycznego oraz wzór (wzór 335 na stronie 152) na przyśpieszenie ziemskie :

( wzór 351 ) 

Wzór ten pozwala wyznaczyć doświadczalnie wartość przyśpieszenia ziemskiego , jeżeli znana jest długość 
wahadła i jego okres . Ponieważ wartość  jest dobrze znana, a wartości  i  możemy łatwo zmierzyć, więc mamy
okazję sprawdzić, czy rzeczywiście wyprowadzony przez nas wzór zgadza się z rzeczywistością i pośrednio – czy
zastosowane rozumowanie przy jego wyprowadzeniu było prawidłowe.

Nasze doświadczenie zaplanujemy następująco:

Zawieszamy ciężarek na cienkiej nici długości około 70 cm i całość zaczepiamy na statywie. Miarką z podziałką
milimetrową mierzymy długość wahadła  (czyli odległość od punktu zawieszenia wahadła do środka ciężarka).
Pomiar powtarzamy trzykrotnie - najlepiej przez różne osoby w grupie pomiarowej.

Wyniki pomiarów oraz ich wartość średnią wpisujemy do uprzednio przygotowanej tabelki pomiarów (Rysunek 5.9:
Tabelka pomiarów na stronie 156).

Rysunek 5.9: Tabelka pomiarów

Mierzymy czas  dziesięciu okresów, czyli czas 10 pełnych wahnięć (przypominamy, że okres to czas jednego pełnego
wahnięcia, np. czas upływający od momentu, gdy wahadło jest w lewym skrajnym położeniu, do momentu, gdy
znajdzie się ponownie w tym położeniu). Mierzymy łączny czas 10 okresów dla zmniejszenia niepewności pomiaru
okresu. Wynik pomiaru czasu t wpisujemy do tabelki, do której wpisujemy też obliczony okres .

Obliczamy wartość przyśpieszenia ziemskiego , podstawiając wartości  i  do wzoru (wzór 335 na stronie 152).
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Sprawdzamy, czy wartość , obliczona na podstawie naszych wyników doświadczalnych, zgadza się ze znaną
wartością  (z jaką dokładnością?). Cieszymy się, jeżeli tak jest, gdyż ta zgodność jest dowodem
doświadczalnym na to, że teoria wahadła matematycznego jest zgodna z rzeczywistością.

W celu dokładniejszego sprawdzenia, czy nasz wynik pomiaru przyśpieszenia ziemskiego  zgadza się w granicach
niepewności pomiaru z wartością tablicową, przeprowadzamy dyskusję niepewności pomiarowych.

Najpierw szacujemy niepewności pomiaru długości wahadła  i okresu . Podstawiamy je do wzoru na
niepewność względną wielkości złożonej :

( wzór 352 ) 

Wzór ten wynika z ogólnej formuły znajdowania niepewności względnych wielkości złożonych w postaci
iloczynowej (t. 1, rozdz. 1.D1 Ocena dokładności wyników pomiarów (Dodatek)).

Obliczamy niepewność pomiaru , podstawiając do wzoru  otrzymane uprzednio wartości.

Zapisujemy wynik końcowy w postaci:

( wzór 353 ) 

oraz wniosek końcowy z przeprowadzonego doświadczenia.

5.4 Energia oscylatora harmonicznego
W czasie wykonywania drgań ciało zmienia ciągle swoją prędkość, zmienia się więc i energia kinetyczna ciała. Jeżeli
zaniedbamy rozpraszanie energii ciała, to możemy stwierdzić, że całkowita energia ciała drgającego jest stała. Zatem,
jeżeli prędkość ciała maleje, to maleje jego energia kinetyczna i musi rosnąć jego energia potencjalna, i na odwrót –
jeżeli rośnie jego prędkość i energia kinetyczna, to energia potencjalna maleje. Zatem ciało wykonujące drgania cały
czas doznaje przemiany energii kinetycznej w energię potencjalną, i na odwrót.

Omawianie energii ciała wykonującego drgania podzielimy na dwie części – energię kinetyczną i potencjalną.

Energia kinetyczna . Ponieważ w ruchu drgającym harmonicznym  (wzór (wzór 315 na stronie
146)), więc

( wzór 354 ) 

Wykorzystując wzór (wzór 326 na stronie 148): , otrzymamy

( wzór 355 ) 

Jeżeli ciało w ruchu drgającym jest wychylone z położenia równowagi o , to działa na nie siła zwrotna
(kwazisprężysta)  i (podobnie jak w przypadku naciągniętej sprężyny) ciało ma energię potencjalną wyrażoną

za pomocą wzoru  (t. 2, rozdz. 3.2 Energia potencjalna wzór (#unique_53/unique_53_Connect_42_eq8)).
Teraz , więc

( wzór 356 ) 

Porównując wzory (wzór 355 na stronie 157) i (wzór 356 na stronie 157), zauważamy, że gdy energia
kinetyczna jest największa, energia potencjalna jest równa zeru, i na odwrót – gdy energia potencjalna jest
największa, energia kinetyczna wynosi zero. W każdej chwili czasu całkowita energia , czyli suma energii
kinetycznej i potencjalnej, jest stała, gdyż dodając te dwa wyrażenia do siebie, otrzymamy

( wzór 357 ) 
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(gdyż wiadomo, że ). Ponieważ , więc mamy również:

( wzór 358 ) 

Wykresy energii w ruchu harmonicznym przedstawione są na Rysunek 5.10: Zależność od czasu na stronie 158.

a) energii potencjalnej (linia czarna), energii kinetycznej (linia czerwona) i energii całkowitej (linia
zielona), b) wychylenia  (linia czarna), prędkości (linia czerwona). Należy zauważyć, że okres
zmian energii kinetycznej i potencjalnej jest dwa razy mniejszy od okresu zmian wychylenia i

prędkości

Rysunek 5.10: Zależność od czasu

Wzór (wzór 358 na stronie 158) wskazuje, że energia całkowita oscylatora harmonicznego jest proporcjonalna
do kwadratu amplitudy drgań. Oczywiście, całkowita energia oscylatora jest stała w czasie tylko wtedy, gdy nie
ma rozpraszania energii (np. na tarcie, również na emisję fali). Na skutek rozpraszania energia drgań maleje. Przy
malejącej energii maleje amplituda drgań (Rysunek 5.11: Drgania tłumione na stronie 159), mamy wtedy do
czynienia z drganiami tłumionymi lub gasnącymi. Przykładem drgań gasnących może być ruch huśtawki, której
pobudzanie do wychyleń zostało zaniechane.
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Wykres zależności wychylenia od czasu, linią przerywaną zaznaczono tzw. obwiednię drgania, która opisuje zmianę
amplitudy drgań w

czasie

Rysunek 5.11: Drgania tłumione

Pytania i problemy

1. Opisz przemiany energii w ruchu harmonicznym. Przedstaw i wyjaśnij równanie opisujące całkowitą energię
oscylatora harmonicznego.

2. W pewnej fazie drgania harmonicznego wychylenie ciała z położenia równowagi stanowi połowę amplitudy
drgań. Oblicz, jaką część prędkości maksymalnej stanowi prędkość ciała w tym momencie.

5.5 Drgania wymuszone. Rezonans
Dotychczas omawialiśmy drgania swobodne, tzn. takie, które zachodzą pod wpływem początkowego wychylenia
ciała z położenia równowagi (lub nadania początkowej prędkości), zaś dalszy ruch odbywa się bez udziału sił
zewnętrznych. Przy zaniedbaniu sił tarcia drgania takie nie zanikają, co, oczywiście, jest pewną idealizacją. W
rzeczywistości, na skutek istnienia sił tarcia drgania takie prędzej czy później muszą zaniknąć; są to tzw. drgania
gasnące. Jednakże można temu zapobiegać przez ciągłe pobudzanie układu drgającego za pomocą periodycznej siły
zewnętrznej. Takie drgania nazywamy drganiami wymuszonymi.

Nasze rozważania ograniczymy do drgań wymuszonych działaniem sinusoidalnej siły wymuszającej (jest to bardziej
powszechny przypadek, niż by się wydawało; warto wiedzieć, że każdą siłę periodyczną można rozłożyć na składowe
sinusoidalne). Przyjmiemy, że siła wymuszająca  ma amplitudę  i działa z częstością kołową . Zatem

( wzór 359 ) 

Układ drgający pod wpływem siły wymuszającej można sobie wyobrazić na przykład tak, jak pokazano na Rysunek
5.12: Przykład drgań wymuszonych na stronie 160. Oprócz siły wymuszającej  w układzie drgającym działa
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jeszcze siła (kwazi)sprężysta  oraz siła tarcia . Wypadkowa tych sił nadaje ciału przyśpieszenie . Zgodnie
z drugą zasadą dynamiki Newtona mamy

( wzór 360 ) 

Można wykazać, a doświadczenie to potwierdza, że w przypadku sinusoidalnej siły wymuszającej układ drga z
częstością tej siły . Zatem drgania wymuszone odbywają się według równania

( wzór 361 ) 

(gdzie występująca w argumencie funkcji sinus faza początkowa  oznacza, że drganie wymuszone może różnić się
fazą od drgania siły wymuszającej). Zatem przyśpieszenie ciała, zgodnie ze wzorem (wzór 319 na stronie 146),
wyniesie

( wzór 362 ) 

Ciężarek  połączomy jest z kołem zamachowym za pomocą elastycznego (np. gumowego) walca lub przez
połączenie teleskopowe. Ciężarek drga z częstością  siły wymuszającej, a nie z częstością drgań własnych .

Ciężarek może poruszać się ze zmienną amplitudą

Rysunek 5.12: Przykład drgań wymuszonych

Podstawiając do (wzór 360 na stronie 160) wartości przyśpieszenia i przemieszczenia oraz zaniedbując tarcie
( ), otrzymamy równanie:

( wzór 363 ) 
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które powinno być spełnione w każdej chwili, co jest możliwe w dwóch przypadkach – gdy  lub gdy . Dla
 równanie (wzór 363 na stronie 160) po uproszczeniu przyjmuje postać:

( wzór 364 ) 

Podstawiając tu  (wzór (wzór 422 na stronie 197), gdzie dla częstości własnej przyjęliśmy oznaczenie ,
aby ją odróżnić od częstości wymuszającej ), otrzymamy wzór na amplitudę drgań wymuszonych:

( wzór 365 ) 

Ponieważ, zgodnie z definicją, amplituda jest dodatnia, więc wzór (wzór 365 na stronie 161) ma sens wtedy, gdy
częstość drgań wymuszających jest mniejsza od częstości drgań własnych, tzn. gdy . Wtedy drgania odbywają
się w tej samej fazie co siła wymuszająca (tzn. że drgania te ani nie spóźniają się, ani nie przyśpieszają w stosunku
do drgań siły wymuszającej). Gdy , drgania zachodzą w przeciwfazie z drganiami siły wymuszającej ( ).
Wtedy dla amplitudy należy wziąć wartość bezwzględną z wyrażenia (wzór 365 na stronie 161):

( wzór 366 ) 

Wykres amplitudy drgań wymuszonych w zależności od częstości siły wymuszającej przedstawiony jest na Rysunek
5.13: Krzywa rezonansowa na stronie 161a; wykres wykonano według powyższego wzoru. Widzimy, że w pobliżu
częstości własnej  krzywa gwałtownie rośnie, do tego stopnia, że dla częstości wyrażenie traci sens, gdyż
amplituda rośnie do nieskończoności. Dzieje się tak, ponieważ przy wyprowadzaniu wzoru (wzór 366 na stronie
161) nie uwzględniliśmy tłumienia drgań przez tarcie. W rzeczywistości krzywa zagina się (przestaje rosnąć)
w pobliżu częstości własnej i w tym miejscu amplituda osiąga maksimum (Rysunek 5.13: Krzywa rezonansowa
na stronie 161b). Im mniejsze tłumienie, tym większa maksymalna amplituda wychylenia (Rysunek 5.13:
Krzywa rezonansowa na stronie 161c). Zjawisko gwałtownego narastania amplitudy drgań dla częstości drgań
w pobliżu częstości własnej nazywamy rezonansem; zaś wykres zależności amplitudy wychylenia od częstości siły
wymuszającej nazywamy krzywą rezonansową.

a) Teoretyczny wykres amplitudy drgań wymuszonych w zależności od częstości siły wymuszającej.
W sytuacji idealnej - według wzoru (wzór 366 na stronie 161), krzywa dąży do nieskończoności
w pobliżu częstości własnej , b) rzeczywista zależność, z uwzględnieniem tłumienia
– krzywa osiąga maksimum, c) im większe tłumienie, tym mniejsza maksymalna amplituda

drgań

Rysunek 5.13: Krzywa rezonansowa
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Doświadczenie pokazowe

Na haku w suficie (lub na wysięgniku statywu) zawieszamy sprężynę, doczepiamy do niej jeden lub
dwa odważniki zaopatrzone w haczyki z obu stron. Pod odważnikiem zawieszamy drugą sprężynę,
której dolny koniec powinien swobodnie wisieć nad stołem. Chwytamy dolny koniec sprężyny,
przyciągamy do powierzchni stołu i drugą ręką wprawiamy w drgania ciężarek. Obserwujemy
drgania własne, starając się „zapamiętać” ich częstotliwość (rytm tych drgań).

Następnie wytłumiamy ręką drgania własne i stukamy końcem sprężyny miarowo o stół,
każdorazowo unosząc koniec sprężyny o kilka milimetrów nad blat. Jeśli częstotliwość „stukania”
będzie istotnie mniejsza lub większa od częstotliwości własnej, to amplituda drgań ciężarka
będzie niewielka. Jednak gdy dopasujemy częstotliwość stukania do częstotliwości własnej
drgań, to uzyskamy zaskakująco dużą amplitudę drgań - przy niezmienionej amplitudzie czynnika
wymuszającego.

Zjawisko rezonansu występuje bardzo często w przyrodzie i technice. Znane są przypadki niszczącego działania
rezonansu, na przykład gdy częstość własna drgań budynków była zgodna z częstością drgań gruntu nawet podczas
słabego trzęsienia ziemi. Konstrukcje inżynierskie ulegały zniszczeniu przez pracujące w nich silniki – wprawdzie
o małej mocy, ale mające częstość równą częstości własnej drgań konstrukcji. Te same przyczyny powodują nieraz
łamanie się wałów korbowych czy śmigiełek wirników turbin. Bardzo znanym przykładem destrukcyjnych skutków
rezonansu jest zerwanie się w 1940 roku mostu nad cieśniną Tacoma w Stanach Zjednoczonych (Rysunek 5.14:
Katastrofa mostu pod wpływem drgań rezonansowych na stronie 162). W takich sytuacjach do rezonansu dochodzi
najczęściej w sposób nieplanowany, następuje przypadkowa zbieżność częstości własnej układu (z istnienia której
częstokroć nie zdajemy sobie sprawy) z częstością jakiegoś czynnika wymuszającego (którego pojawienia się
częstokroć nie przewidzieliśmy).

a) Most przed katastrofą, b) Ten sam most, który uległ zniszczeniu na skutek tego, że wpadł w rezonans z drganiami
wywołanymi przez

wichurę

Rysunek 5.14: Katastrofa mostu pod wpływem drgań rezonansowych

W innych przypadkach rezonans jest pożytecznie wykorzystywany, w sposób celowy. W radio- i teletechnice obwody
rezonansowe mają szerokie zastosowanie w szczególności do wykrywania bardzo słabych sygnałów. Będzie o tym
mowa w dalszej części podręcznika.

Popularnym przykładem jest huśtawka. Osoba na huśtawce wykonuje intuicyjnie ruchy swojego ciała z określoną
częstością, by wywołać wahania huśtawki o dużej amplitudzie.
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Przykład 4

W wagonie kolejowym znajduje się ciężarek o masie  zawieszony na sprężynie o
współczynniku . Przy jakiej prędkości pociągu  wahadełko wpadnie w rezonans, jeżeli
szyny mają długość ?

Odpowiedź: Rezonans nastąpi wtedy, gdy częstość własna drgań ciężaka na sprężynce będzie
równa częstości stuków kół o złącza szyn (i związanych z tym ruchów wagonu w kierunku góra-

dół). Innymi słowy, gdy okres drgań własnych  jest równy czasowi przemieszczenia się

pociągu na odległość równą długości szyny stąd

( wzór 367 ) 

Pytania i problemy

1. Wyjaśnij, na czym polega zjawisko rezonansu. Narysuj krzywą rezonansową.
2. Podaj przykłady korzystnego (celowego, planowego) i niekorzystnego występowania rezonansu.

5.6 Podstawowe cechy fal
Ruch falowy występuje w przyrodzie bardzo często. Spotykamy go w postaci fal na wodzie. Rozchodzenie się drgań
w powietrzu to fale akustyczne, dzięki którym możemy się porozumiewać i słuchać muzyki. Rozchodzenie się w
przestrzeni zmiennych pól, elektrycznego i magnetycznego, to fale elektromagnetyczne, do których należą fale
radiowe i radarowe służące do telekomunikacji. Do fal elektromagnetycznych należy też światło. Tego rodzaju ruch
spotykamy w mikroświecie, gdyż ruch cząstek elementarnych ma również charakter falowy.

Najłatwiejsze do obserwacji są fale mechaniczne. Na ich przykładzie najłatwiej zrozumiemy podstawowe prawa
ruchu falowego. Dlatego od nich rozpoczynamy omawianie zjawisk falowych – wyróżnimy fale poprzeczne i
podłużne, dowiemy się, dlaczego fale rozchodzą się w ośrodku ze skończoną prędkością, a nie błyskawicznie,
natychmiast. Fale elektromagnetyczne, m.in. radiowe i świetlne, omówimy w dalszych częściach podręcznika.

Wykonamy doświadczenia dotyczące ruchu fali mechanicznej i wyciągniemy z nich wnioski dotyczące fal w
ogólności.

Doświadczenie pokazowe 1

Weźmy długi sznur (5, 6 metrów) i umocujmy go jednym końcem do ściany, a drugi trzymajmy w
ręku. Uderzając grzbietem dłoni w sznur, przekonamy się, że powstałe wygięcie (odkształcenie)
sznura nie pozostaje w spoczynku, ale porusza się wzdłuż sznura, jak na Rysunek 5.15:
Odkształcenie sznura przemieszcza się ze stałą prędkością – jest to ruch falowy na stronie 164.
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Rysunek 5.15: Odkształcenie sznura przemieszcza się ze stałą prędkością – jest to
ruch falowy

Z doświadczenia wyciągamy wniosek, że odkształcenie wywołane w ośrodku sprężystym (tutaj w sznurze)
rozchodzi się w tym ośrodku. Mówimy, że przez sznur przebiega fala. Dlatego ruch falowy określa się jako ruch
odkształcenia w ośrodku, zaś rozchodzące się odkształcenie nazywamy falą.

Dlaczego odkształcenie nie pozostaje w spoczynku, a rozchodzi się w ośrodku w postaci fali? Otóż, cząstka ośrodka
sprężystego odchylona z położenia równowagi zaczyna drgać, a ponieważ jest ona powiązana siłami wiązania z
sąsiednimi cząstkami, pobudza sąsiednią cząsteczkę do drgań, ta pobudza następną sąsiednią itd. W ten sposób
odkształcenie przemieszcza się na coraz większą odległość, czyli rozchodzi się w ośrodku. Mówimy, że w ośrodku
występuje sprzężenie między jego elementami.

Dlaczego odkształcenie rozchodzi się w ośrodku nie „błyskawicznie”, ale z określoną prędkością? (Widzieliśmy, że
aby odkształcenie mogło przejść z jednego do drugiego końca sznura, musiał upłynąć określony czas). Występuje tu
coś w rodzaju „sztafety”. Cząsteczki znajdują się w pewnej, chociaż małej, ale skończonej odległości od siebie. Jedna
cząsteczka oddaje część swojej energii drugiej, ta z kolei następnej itd. Na przekazanie tej „pałeczki” potrzebny jest,
choć krótki, ale skończony odcinek czasu, za każdym razem jednakowy. Stosunek wzajemnej odległości sąsiednich
cząsteczek do tego elementarnego czasu przekazania energii jest właśnie prędkością (skończoną) fali.

Doświadczenie pokazowe 2

W tym doświadczeniu zastąpmy sznurek wężem gumowym (gumą pasmanteryjną czy innym
materiałem elastycznym), który można mniej lub bardziej naprężyć. Przeprowadzając
doświadczenie przy różnych naprężeniach ośrodka przekonamy się, że prędkość rozchodzenia
się fali jest tym większa, im ośrodek jest bardziej naprężony. Wynika to przede wszystkim z
faktu, że przy zwiększonym naprężeniu sąsiednie cząsteczki ośrodka są silniej ze sobą sprzężone
(powiązane ze sobą), dzięki czemu szybciej przekazują sobie energię. Związek prędkości
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rozchodzenia się fali z naprężeniem ośrodka wykorzystuje się m.in. przy strojeniu gitar i innych
instrumentów strunowych (patrz – fale stojące).

Kierunek rozchodzenia się odkształcenia w ośrodku nazywamy kierunkiem rozchodzenia się fali. Widzieliśmy
w przeprowadzonym doświadczeniu, że odkształcenie rozchodziło się wzdłuż sznura (od ręki do ściany). A
jaki był kierunek drgań? Drgania cząsteczek sznura odbywały się z góry na dół i odwrotnie, tzn. prostopadle do
kierunku rozchodzenia się fali. Mówimy, że mamy tu do czynienia z falą poprzeczną. Ogólnie, falę nazywamy falą
poprzeczną, gdy drgania odbywają się prostopadle do kierunku jej rozchodzenia.

Nie zawsze tak jest. Inny skrajny przypadek występuje wtedy, gdy drgania odbywają się wzdłuż kierunku
rozchodzenia się fali. Mamy wówczas do czynienia z falą podłużną. Możemy ją zaobserwować w kolejnym
doświadczeniu.

Doświadczenie pokazowe 3

Uderzamy dłonią w jeden koniec zawieszonej na cienkich linkach długiej sprężyny. Obserwujemy,
jak wywołane w ten sposób zagęszczenie zwojów sprężyny przemieszcza się wzdłuż sprężyny, z
jednego jej końca na drugi.

Rysunek 5.16: Zagęszczenie sprężyny przemieszcza się ze stałą prędkością – fala
podłużna

Fale głosowe (akustyczne) zaliczamy do fal podłużnych. Fala głosowa polega na rozchodzeniu się zagęszczeń i
rozrzedzeń powietrza lub innego ośrodka – gazowego albo ciekłego.

Przyjrzyjmy się jeszcze bardzo często spotykanym falom – falom na wodzie. Jeżeli spokojną powierzchnię wody
zakłócimy, na przykład wrzucając kamień, to na powierzchni wody zacznie się rozchodzić fala. Z pozoru wydaje
się, że jest to fala poprzeczna - taki bowiem ruch wykonuje powierzchnia wody. Jednakże bliższa analiza wykazuje,
że cząsteczki wody wykonują w przybliżeniu ruchy kołowe (Rysunek 5.17: W fali na powierzchni wody cząsteczki
poruszają się po okręgach na stronie 166). Wobec tego taka fala nie jest ani poprzeczna, ani podłużna.
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Rysunek 5.17: W fali na powierzchni wody cząsteczki poruszają się po okręgach

Przykład 5

W badaniach sejsmicznych drgań skorupy ziemskiej wykorzystuje się fakt, że fale podłużne
rozchodzą się szybciej niż fale poprzeczne. Wiadomo, że prędkość fali podłużnej wynosi

, zaś fali poprzecznej . Sejsmograf wykazał różnicę czasu 
między nadejściem fali podłużnej i poprzecznej. Znajdź odległość źródła trzęsienia ziemi od
stacji sejsmicznej (przyjmij, że przy takiej wartości  sejsmograf zarejestrował tylko fale, które
rozchodziły się w skorupie ziemskiej, oraz że można zaniedbać krzywiznę skorupy ziemskiej).

Odpowiedź: Oznaczmy przez  odległość między stacją sejsmiczną a centrum trzęsienia ziemi.
Zatem

 oraz 

Stąd

 oraz 

więc

( wzór 368 ) 

Skąd

( wzór 369 ) 

Widzimy, że odległość centrum trzęsienia ziemi od stacji sejsmicznej wynosiła 1324,6 km.

Pytania i problemy

1. Wyjaśnij, na czym polega ruch falowy. Podaj klasyfikacje fal oraz przykłady fal odpowiadających tej klasyfikacji.
2. Scharakteryzuj falę poprzeczną i falę podłużną. Czy mogą być takie fale, które nie są ani poprzeczne, ani

podłużne?
3. Z okna na drugim piętrze zwisa swobodnie gumowy wąż. Przy ziemi uderzono go, wysyłając ku górze poprzeczną

falę. Czy fala ta porusza się jednostajnie, zwalnia czy przyspiesza? Uzasadnij swój wybór. Wskazówka: zwróć
uwagę na rozkład ciężaru w zwisającym pionowo wężu.

5.7 Fala harmoniczna
Fala harmoniczna to fala sinusoidalna, tzn. taka, w której drgania zachodzą zgodnie z funkcją sinus (lub kosinus). Ze
złożenia fal harmonicznych można otrzymać wiele innych fal.

Jeżeli w doświadczeniu pokazowym, zamiast uderzać dłonią w sznur, będziemy jego końcem potrząsać, wprowadzając
go w ruch drgający harmoniczny, to w sznurze wytworzy się fala w postaci sinusoidy. Przeanalizujmy teraz to
zjawisko dokładniej, co pozwoli nam odpowiedzieć na pytanie, dlaczego tak się dzieje. Wyróżnijmy na rysunku
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sznura cząstki i ponumerujmy je (Rysunek 5.18: Oddziaływanie cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje
powstanie fali harmonicznej na stronie 167a). Cząstkę  pobudzamy do drgań harmonicznych o okresie .
Poszczególne fazy ruchu są przedstawione na kolejnych rysunkach b-e.

Na Rysunek 5.18: Oddziaływanie cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje powstanie fali harmonicznej na
stronie 167b pokazana jest sytuacja, gdy cząstka  osiągnęła swoje największe wychylenie, po czasie równym

. Cząstka  pociągnięta przez cząstkę  została również pobudzona do drgań. Jednakże wymagało to pewnego
czasu, co powoduje, że cząstka  po jednej czwartej okresu nie osiągnęła jeszcze swojego najwyższego wychylenia i
ciągle porusza się w górę, cząstka  jeszcze bardziej się opóźnia, a cząstka  i następne jeszcze nie rozpoczęły ruchu
drgającego.

Rysunek 5.18: Oddziaływanie cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje powstanie fali
harmonicznej

Na Rysunek 5.18: Oddziaływanie cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje powstanie fali harmonicznej
na stronie 167c przedstawiona jest sytuacja po czasie równym połowie okresu. Cząstka  wróciła do miejsca
początkowego, ale ma prędkość zwróconą w dół, co zaznaczono strzałką. Cząstka  po osiągnięciu swojego
największego wychylenia, zmierza w dół, podobnie cząstka . Teraz cząstka  ma największe wychylenie, zaś cząstki

 i  zostały pobudzone do ruchu w górę (podobnie jak to było z cząstkami  i  po czasie ). Zatem w efekcie
oddziaływania sprężystego cząstek, po połowie okresu ułożą się w kształcie połówki sinusoidy.
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Rozumując podobnie, dojdziemy do wniosku, że po czasie równym  cząstki ułożą się tak, jak na Rysunek 5.18:
Oddziaływanie cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje powstanie fali harmonicznej na stronie 167d, zaś
po czasie  – tak jak na Rysunek 5.18: Oddziaływanie cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje powstanie fali
harmonicznej na stronie 167e. Widzimy, że po pełnym okresie cząstki ułożą się na sinusoidzie i w tym czasie fala
dotrze do cząstki .

Odległość, jaką fala przebędzie w czasie jednego pełnego okresu, nazywamy długością fali i oznaczamy . Jasną jest
rzeczą, że prędkość rozchodzenia się fali wynosi:

( wzór 370 ) 

Występujący tu okres  drgań cząstki w ruchu falowym nosi nazwę okresu fali. Podobnie jak w ruchu drgającym,
częstotliwość fali definiuje się jako odwrotność okresu

( wzór 371 ) 

Zatem, zgodnie ze wzorem (wzór 370 na stronie 168), prędkość fali można wyrazić za pomocą wzoru

( wzór 372 ) 

Prędkość rozchodzenia się fali w danym ośrodku jest stała i zależy tylko od własności tego ośrodka.

Wskazówka:  Stałość prędkości fali jest spełniona z bardzo dobrym przybliżeniem dla większości ośrodków.
Jednakże w niektórych przypadkach zdarza się, że prędkość fali zależy także od częstotliwości. Przykładem
takiego ośrodka może być szkło dla fal świetlnych.

Zatem ze wzoru (wzór 372 na stronie 168) wnioskujemy, że iloczyn częstotliwości i długości fali dla danego
ośrodka jest stały. To oznacza, że jeżeli w ośrodku wzbudzimy drgania o większej częstotliwości, rozchodząca się
fala będzie miała mniejszą długość lub – ściślej – długość fali w danym ośrodku jest odwrotnie proporcjonalna do jej
częstotliwości (co symbolicznie zapisujemy  lub ). Czyli fale o większej częstotliwości są krótsze.

Wartość maksymalną wychylenia cząstki z położenia równowagi nazywamy amplitudą fali i zwykle oznaczamy przez
.

Przyjrzyjmy się jeszcze raz Rysunek 5.18: Oddziaływanie cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje powstanie
fali harmonicznej na stronie 167. Mimo iż cząstki drgają w określonych miejscach w górę i w dół w stosunku do
położenia równowagi, fala się przemieszcza.

Wskazówka:  Wynika to z faktu, że drgania cząstek nie zachodzą jednocześnie w całym ośrodku, w
jednakowej fazie, lecz ich faza jest coraz późniejsza, im dalej od źródła fali.

Na rysunku poziomą strzałką zaznaczono ruch „grzbietu” fali, tzn. przemieszczanie się maksymalnego wychylenia
(z lewa na prawo). Widzimy, że w tym przypadku ruch fali polega na przemieszczaniu się poszczególnych faz
drgających cząstek. Zauważmy, że w fali harmonicznej jest wiele cząstek mających w danej chwili taką samą
fazę (Rysunek 5.19: Dwie najbliższe cząstki mające fazy zgodne znajdują się w odległości równej długości fali
λ  na stronie 169), tzn. cząstek, które mają jednakowe wychylenia z położenia równowagi i jednakowy zwrot
prędkości chwilowej. Mówimy, że te cząstki mają zgodne fazy. Na przykład, na Rysunek 5.18: Oddziaływanie
cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje powstanie fali harmonicznej na stronie 167e zgodne fazy mają
cząstki  i . Dwie najbliższe cząstki mające zgodne fazy znajdują się w odległości równej długości fali  (Rysunek
5.19: Dwie najbliższe cząstki mające fazy zgodne znajdują się w odległości równej długości fali λ  na stronie 169).
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Rysunek 5.19: Dwie najbliższe cząstki mające fazy zgodne znajdują się w odległości równej długości
fali 

O dwóch cząstkach, które mają wychylenia i prędkości jednakowej wartości, ale przeciwnego zwrotu (Rysunek 5.20:
Dwie najbliższe cząstki mające fazy przeciwne znajdują się w odległości równej połowie długości fali na stronie
169), mówimy, że mają fazy przeciwne. Na przykład, na Rysunek 5.18: Oddziaływanie cząstek odkształcanych
harmonicznie powoduje powstanie fali harmonicznej na stronie 167e fazy przeciwne mają cząstki  i ,  i ,  i 
itd. Dwie najbliższe cząstki mające fazy przeciwne znajdują się w odległości równej połowie długości fali.

Rysunek 5.20: Dwie najbliższe cząstki mające fazy przeciwne znajdują się w odległości równej
połowie długości fali

Wszystko, co powiedziano wyżej, odnosi się również do fal podłużnych.

Przykład 6

Wiemy, że prędkość rozchodzenia się fal dźwiękowych w powietrzu wynosi . Wyznacz
długość fali dźwiękowej rozchodzącej się od kamertonu, który wydaje dźwięk o częstotliwości

.

Odpowiedź: Korzystając ze wzoru (wzór 372 na stronie 168), mamy , więc

( wzór 373 ) 

Długość fali dźwiękowej emitowanej przez ten kamerton wynosi .

Pytania i problemy

1. Jaką falę nazywamy falą harmoniczną? Wyjaśnij, co rozumiesz przez pojęcia: długość fali, okres, częstotliwość
oraz prędkość fali. Opisz związki między tymi wielkościami.

2. Gdy fale sejsmiczne przechodzą przez warstwy wnętrza Ziemi o różnej gęstości, to dochodzi do zmiany prędkości
rozchodzenia się tych fal. Rozstrzygnij, czy towarzyszy temu zmiana częstotliwości fali, czy długości fali.
Uzasadnij swoje rozstrzygnięcie.

3. Czy w jednym określonym ośrodku możemy wzbudzić fale o różnych częstotliwościach? Napisz i wyjaśnij
związek między długością fali i jej częstotliwością.
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4. Wyjaśnij pojęcia: amplituda fali, faza fali. Kiedy cząstki ośrodka mają fazy zgodne, a kiedy przeciwne?

5.8 Równanie fali harmonicznej
Napiszemy teraz równanie, które będzie dawało informacje o wychyleniu dowolnej cząstki w fali harmonicznej w
każdej chwili. Znajomość tego równania pozwoli nam rozwiązać wiele problemów związanych z ruchem falowym.

Rozważania nasze przeprowadzimy dla fali poprzecznej, ale wyprowadzone równanie będzie również słuszne dla fali
podłużnej.

Rysunek 5.21: Fala dociera do punktu ośrodka odległego o  od źródła po czasie , 

Niech fala rozchodzi się wzdłuż osi , a wychylenia cząstek odbywają się w kierunku równoległym do osi  (Rysunek
5.21: Fala dociera do punktu ośrodka odległego o x od źródła po czasie t' , x=vt'  na stronie 170). Widzieliśmy
już na Rysunek 5.18: Oddziaływanie cząstek odkształcanych harmonicznie powoduje powstanie fali harmonicznej na
stronie 167, że każda cząstka, do której dotarła fala, wykonuje takie same drgania harmoniczne, ale opóźnione o
czas potrzebny na dotarcie fali do niej. Zatem, jeżeli wychylenie cząstki drgającej w początku układu współrzędnych
( ) jest dane równaniem , to dla cząstki  odległej o  od cząstki  drgania będą się odbywać według
takiego samego równania, ale będą opóźnione o czas  dotarcia fali do tego miejsca:

( wzór 374 ) 

Ponieważ , więc

( wzór 375 ) 

Wiemy, że

( wzór 376 ) 

oraz że , więc czynnik  można przekształcić w następujący sposób:

( wzór 377 ) 

Podstawiając to oraz (wzór 376 na stronie 170) do równania (wzór 375 na stronie 170), otrzymamy

( wzór 378 ) 
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Ponieważ punkt  wybraliśmy dowolnie, więc równanie (wzór 378 na stronie 170) jest słuszne dla każdego
punktu fali o współrzędnej . Zatem równanie to możemy traktować jako równanie fali harmonicznej, gdzie  jest
wychyleniem cząstki w punkcie o współrzędnej  w chwili . Równanie to będzie słuszne również dla fali podłużnej
(wtedy  będzie oznaczać wychylenie cząstki równoległe do ).

Wygodnie jest wprowadzić grecką literę  oznaczającą wychylenie:  a amplitudę oznaczyć przez . Przy
takim oznaczeniu równanie fali

( wzór 379 ) 

może opisywać dowolną falę harmoniczną, np. akustyczną – wtedy  oznacza ciśnienie drgającego powietrza, falę
elektromagnetyczną – wtedy  oznacza wektor  lub  drgającego pola elektromagnetycznego.

Warto zauważyć, że równanie to wykazuje ciekawą symetrię. Jak widać,  jest funkcją dwóch zmiennych – czasu 
i współrzędnej przestrzennej : . Widzimy, że czas i przestrzeń w tej funkcji występują na jednakowych

prawach – współrzędna czasowa  jest mnożona przez czynnik  określający periodyczność fali w czasie,

natomiast współrzędna przestrzenna  jest mnożona przez czynnik  określający periodyczność fali w przestrzeni.
Czynnik ten nosi nazwę liczby falowej i zwykle oznacza się go literą :

( wzór 380 ) 

Zatem liczba falowa  mówi nam, ile długości fali mieści się na odcinku równym  metrów. Podobnie i częstość
kołowa  mówi nam, ile okresów mieści się w odcinku czasu równym  sekund.

Jeżeli zastosujemy te oznaczenia, jednowymiarowe równanie fali harmonicznej przybierze postać:

( wzór 381 ) 

Przykład 7

Wyznacz prędkość fali, znając jej równanie:

( wzór 382 ) 

Odpowiedź: Porównanie ze wzorem (wzór 381 na stronie 171) prowadzi do wniosku, że

 oraz . Stąd . Gdy zarówno , jak i  są dodatnie, fala rozchodzi się w
kierunku ujemnych wartości .

PDF xlsxĆwiczenie: Składanie drgań podłużnych - dudnienia

PDF xlsxĆwiczenie: Składanie drgań poprzecznych - figury Lissajous

Pytania i problemy

1. Napisz równanie fali harmonicznej w jednym wymiarze. Objaśnij znaczenie symboli.
2. Wyprowadź równanie fali harmonicznej, korzystając z równania drgań harmonicznych.

5.9 Energia i natężenie fali
Każdy element (cząstka) ośrodka, w którym rozchodzi się fala, ma energię ruchu drgającego. Fala, przechodząc przez
ośrodek, pobudza coraz to nowe cząstki do drgań. W ten sposób fala przenosi energię. Miarą energii fali przenoszonej
przez jednostkową powierzchnię w jednostce czasu jest natężenie fali.

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/media/zadania/drgania_podluzne.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/media/zadania/drgania_podluzne.xlsx
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/media/zadania/drgania_poprzeczne.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/media/zadania/drgania_poprzeczne.xlsx
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Wyobraźmy sobie mały element ośrodka o objętości  i masie . Zgodnie ze wzorem (wzór 358 na stronie 158),
średnia energia jego ruchu drgającego wynosi

( wzór 383 ) 

Dzieląc ją przez objętość , otrzymamy wyrażenie na średnią gęstość energii fali:

( wzór 384 ) 

gdzie  jest gęstością ośrodka. Widzimy, że średnia gęstość energii fali o określonej częstości  wynosi

( wzór 385 ) 

Jest ona proporcjonalna do kwadratu amplitudy fali.

Ponieważ fala rozchodzi się w ośrodku, więc przenosi energię między jego elementami. Dla scharakteryzowania
wielkości przenoszonej energii w jednostce czasu posługujemy się pojęciem natężenia fali.

Natężeniem fali nazywamy średnią wielkość energii przenoszonej przez jednostkowy wycinek powierzchni falowej
w jednostce czasu:

( wzór 386 ) 

Jest to średnia moc przechodząca przez jednostkowy wycinek powierzchni falowej. Jednostką natężenia fali jest
.

Rysunek 5.22: W czasie  przez powierzchnię  przejdzie tyle energii fali, ile jest jej zawarte w
objętości 

W czasie  przez powierzchnię  przejdzie tyle energii fali, ile jest jej zawarte w objętości 
(Rysunek 5.22: W czasie Δ t przez powierzchnię S przejdzie tyle energii fali, ile jest jej zawarte w objętości V  na
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stronie 172), gdzie  – prędkość fali. Energia . Po podstawieniu tego wyrażenia do (wzór 386 na
stronie 172) i skróceniu otrzymamy:

( wzór 387 ) 

Korzystając ze wzoru (wzór 385 na stronie 172), w końcu otrzymamy:

( wzór 388 ) 

Widzimy, że nie tylko średnia energia, ale również i natężenie fali o określonej częstości jest proporcjonalne do
kwadratu jej amplitudy.

Przykład 8

Wewnątrz cylindrycznej rury o średnicy  w powietrzu biegnie fala sinusoidalna.
Natężenie fali wynosi . Wyznacz energię  przenoszoną przez falę w czasie 1
minuty.

Odpowiedź: Z wzoru (wzór 386 na stronie 172) mamy:

( wzór 389 ) 

Przykład 9

Chcemy, aby natężenie dźwięków dochodzących do naszych uszu wynosiło  (jest
to natężenie wystarczająco głośnej muzyki). Przyjmując, że głośnik znajduje się w odległości

, i zakładając, że wysyła fale dźwiękowe jednakowo we wszystkich kierunkach, oblicz,
jaka powinna być moc tzw. akustyczna głośnika. Przyjmij, że nie ma pochłaniania energii fali przez
powietrze.

Odpowiedź: Wyobraźmy sobie, że głośnik jest otoczony sferą o promieniu  i powierzchni .
Wówczas cała moc  emitowana przez głośnik przejdzie przez tę powierzchnię. Korzytsając ze

wzoru (wzór 386 na stronie 172) i uwzględniając, że , otrzymamy natężenie fali w

odległości  od źródła równe . Stąd

( wzór 390 ) 

Zauważmy tutaj, że moc akustyczna głośnika jest znacznie mniejsza od mocy elektrycznej dostarczanej do głośnika,
np. ze wzmacniacza. Wynika to z faktu, że typowa sprawność głośnika, czyli stosunek mocy akustycznej do mocy
elektrycznej, nie przekracza 5%.

Dla porównania podajmy też, że moc akustyczna ludzkiego narządu mowy (podczas „normalnego” mówienia) jest
rzędu  a podczas bardzo głośnego śpiewu czy krzyku osiąga . Z kolei maksymalne moce akustyczne
głośników koncertowych mierzone są w setkach watów.

Pytania i problemy

1. Podaj wzór na średnią energię fali i średnią gęstość fali.
2. Przedstaw związek między natężeniem fali i jej amplitudą.
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5.10 Zasada Huygensa, ugięcie fali

Doświadczenie pokazowe 1

Wbijamy w cienką listewkę szereg szpilek równomiernie rozmieszczonych, np. co 5 mm (Rysunek
5.23: „Grzebień” zbudowany w celu wywołania fali płaskiej na wodzie na stronie 174).
Powstanie w ten sposób swego rodzaju „grzebień”. Uderzamy rytmicznie tym grzebieniem w
powierzchnię wody. Zauważymy, że powstanie jedna fala płaska. Widzimy, że nałożenie się
jednocześnie wzbudzonych fal kulistych, pochodzących z wielu położonych blisko siebie źródeł,
daje wypadkową falę płaską.

Wskazówka:  Zastosowano tu nazwy: fala płaska i fala kulista, które dotyczą fal
rozchodzących się w przestrzeni 3 wymiarowej. Wprawdzie fale na powierzchni
wody nie rozchodzą się w postaci fal przestrzennych, ale raczej powierzchniowych
– dwu-wymiarowych, to jednak powyższe pojęcia są przydatne i w tym opisie.

Fala płaska to taka fala, której czoło (powierzchnia falowa) jest płaszczyzną (w
dwóch wymiarach - prostą).

Fala kulista to taka fala, której czoło (powierzchnia falowa) jest powierzchnią
kulistą, (w dwóch wymiarach – okręgiem).

Rysunek 5.23: „Grzebień” zbudowany w celu wywołania fali płaskiej na wodzie

Im gęściej są położone źródła fal, tym bardziej fala wypadkowa będzie przypominać falę płaską.
Najlepszy efekt otrzymamy, uderzając w wodę prostą cienką linijką.

W przestrzeni płaską powierzchnię falową otrzymamy, gdy źródła fal będą gęsto położone na wspólnej płaszczyźnie.
Oczywiście, fala, której powierzchnia falowa jest płaszczyzną, nazywa się falą płaską. Tworzenie się fali płaskiej
z wielu fal kulistych jest przedstawione na Rysunek 5.24: Tworzenie się fali płaskiej przez nakładanie jednocześnie
pobudzonych fal kulistych, których źródła znajdują się na płaszczyźnie na stronie 175.
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Rysunek 5.24: Tworzenie się fali płaskiej przez nakładanie jednocześnie pobudzonych fal kulistych,
których źródła znajdują się na płaszczyźnie

Wykonując doświadczenie 1, wyciągnęliśmy wniosek, że nałożenie szeregu fal kulistych może utworzyć falę płaską.
Zatem można powiedzieć i odwrotnie, że płaską powierzchnię falową można rozłożyć na szereg fal kulistych. Po raz
pierwszy zauważył to Christiaan Huygens (wym. hoejchens), fizyk holenderski, w drugiej połowie XVII w.

W ogólnym przypadku można udowodnić następującą zasadę, zwaną zasadą Huygensa:

Zamapiętać:  Każdy punkt ośrodka, do którego dotarła fala, staje się źródłem nowej (elementarnej) fali
kulistej.

To samo obowiązuje dla fali jednowymiarowej. Gdy analizowaliśmy ruch fali na sznurze, doszliśmy do wniosku,
że każda cząstka pobudzona do drgań przez falę sama pobudza następną do drgań, czyli staje się źródłem fali dla
następnych cząstek sznura. Wniosek ten odniesiony do trzech wymiarów jest właśnie treścią zasady Huygensa.

Potwierdzenie tej zasady w dwóch wymiarach otrzymamy, wykonując poniższe doświadczenie.

Doświadczenie pokazowe 2

Wywołajmy na wodzie falę płaską i na jej drodze ustawmy przegrodę z wąską szczeliną, szerokości
około 1 mm (którą możemy utworzyć, ustawiając obok siebie na przykład dwie deseczki), jak na
Rysunek 5.25: Otwór w przegrodzie, do którego dotarła fala, staje się źródłem nowej fali kulistej na
stronie 176. Za przegrodą utworzy się fala kulista. Wynik doświadczenia jest zgodny z zasadą
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Huygensa, gdyż spośród wszystkich punktów linii falowej wydzieliliśmy jeden, który stał się
rzeczywiście źródłem nowej fali kulistej.

Rysunek 5.25: Otwór w przegrodzie, do którego dotarła fala, staje się źródłem nowej
fali kulistej

Tworzymy teraz w przegrodzie szerszą szczelinę (np. rozsuwając deseczki) i – podobnie jak
poprzednio – przed przegrodą wzbudzamy falę płaską Obserwujemy, że fala płaska przechodzi w
tym samym kierunku co przed przegrodą, ale w pobliżu krawędzi przegrody rozchodzi się kuliście
(Rysunek 5.26: Na krawędziach przegrody powstają fale kuliste na stronie 177). Teraz widzimy,
że zgodnie z zasadą Huygensa, spośród punktów położonych na linii falowej dwa skrajne ujawniły
się jako źródła fal kulistych.
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Rysunek 5.26: Na krawędziach przegrody powstają fale kuliste

Przyglądając się rezultatom powyższego doświadczenia, widzimy, że fala przed przegrodą poruszała się w
określonym kierunku (prostopadłym do przegrody), a po przejściu przez przegrodę rozchodziła się także w nowych,
zmienionych kierunkach. Zjawisko pojawiania się nowych kierunków rozchodzenia się fali w związku z obecnością
przeszkody nazywamy ugięciem lub dyfrakcją fali na tej przeszkodzie.

Wskazówka:  Podkreślmy na koniec, że zjawisko ugięcia jest charakterystyczne wyłącznie dla ruchu
falowego (dla rozchodzenia się fal). W ruchu makroskopowych korpuskularnych obiektów nie stwierdza
się zmian kierunku ruchu, ani pojawiania się nowych kierunków ruchu w związku z natrafieniem czy
mijaniem jakiejkolwiek przeszkody. Żołnierz schowany za narożnikiem budynku nie jest narażony na pociski
wystrzeliwane przez niewidocznego za murem nieprzyjaciela. Słyszy jednak wystrzały - fale dźwiękowe
uginają się na przeszkodzie, jaką stanowi narożnik, zaś pociski kontynuują swój lot prosto albo zostają przez
mur zatrzymane.

Pytania i problemy

1. Podaj treść zasady Huygensa.
2. Wyjaśnij, na czym polega zjawisko ugięcia fali na przeszkodzie.
3. Znana jest anegdota o człowieku, który wrzucał z mostu do wody kwadratowe płyty chodnikowe i dziwił się,

że uzyskuje na wodzie „okrągłe” fale. Uzasadnij, korzystając z zasady Huygensa, efekt uzyskany przez owego
człowieka; wykaż przy tym, że jego obserwacja była przybliżona. Wskazówka: narysuj kilka powierzchni stałej
fazy w kolejnych chwilach po uderzeniu płyty w wodę.

5.11 Interferencja
Zanim bliżej omówimy interferencję – czyli nakładanie się fal, podamy zasadę superpozycji fal. W tym celu
przeprowadźmy poniższe doświadczenie.
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Doświadczenie pokazowe 1

Dotknij jednocześnie dwoma ostrymi prętami powierzchnię wody. Z obu miejsc styku prętów z
wodą rozejdą się dwa kręgi, które przejdą przez siebie. Jedna fala przejdzie przez drugą, jak gdyby
tamta nie istniała.

Wyciągamy wniosek, że fale nie oddziałują ze sobą, ale rozchodzą się niezależnie jedna od drugiej.

Jeżeli dwie fale (lub więcej) spotykają się w określonym miejscu, to pobudzają tam cząstkę do drgań – każda z
osobna, niezależnie od siebie (ponieważ fale nie oddziałują ze sobą). Wychylenie cząstki ośrodka jest sumą
wychyleń wynikających z drgań fal pochodzących z różnych źródeł. Jest to treść zasady superpozycji.

Następne doświadczenie pokaże nam interferencyjny obraz fal na wodzie.

Doświadczenie pokazowe 2

Za pomocą dwóch ostrzy połączonych ze sobą w postaci widełek pobudzamy wodę do drgań w
dwóch miejscach jednocześnie. Zaobserwujemy, że w wyniku nakładania się fal rozchodzących się
z dwóch źródeł powstaną smugi, gdzie nie ma drgań cząsteczek wody, na przemian z obszarami,
gdzie woda faluje ze zdwojoną intensywnością (Rysunek 5.27: Obraz interferencyjny fal na wodzie
wychodzących z dwóch źródeł na stronie 178).

Rysunek 5.27: Obraz interferencyjny fal na wodzie wychodzących z dwóch źródeł

Obecnie spróbujemy zrozumieć, dlaczego przy interferencji powstaje taki właśnie rozkład fal. Weźmy pod uwagę
najpierw sytuację prostszą, gdy nakładają się dwie fale (Rysunek 5.28: Interferencja na stronie 179). Jeżeli dwie
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fale w miejscu spotkania, np. w punkcie , mają fazy zgodne, tzn. grzbiety jednej fali spotykają się jednocześnie z
grzbietami drugiej, wtedy i doliny jednej fali spotykają się jednocześnie z dolinami drugiej fali – w takim punkcie
następuje interferencyjne wzmocnienie fali (Rysunek 5.28: Interferencja na stronie 179a). Jeżeli sytuacja jest taka,
jak na Rysunek 5.28: Interferencja na stronie 179b (dotyczy on innego punktu, niż pokazany na Rysunek 5.28:
Interferencja na stronie 179a, oznaczmy go ), gdzie fale spotykają się w przeciwfazie, tzn. grzbiety jednej fali
spotykają się z dolinami drugiej i na odwrót, to wtedy w takim punkcie następuje interferencyjne wygaszenie fali.

a) Fale spotykają się w fazach zgodnych – następuje wzmocnienie fali wypadkowej,
b) Fale spotykają się w fazach przeciwnych – następuje wygaszenie fali

wypadkowej

Rysunek 5.28: Interferencja

Na Rysunek 5.27: Obraz interferencyjny fal na wodzie wychodzących z dwóch źródeł na stronie 178 przedstawiono
obraz interferencyjny fal kulistych wychodzących z dwóch szczelin, ujęty w jednej określonej chwili. Podobnie jest
na schematycznym Rysunek 5.29: Wzmocnienie i wygaszenie fal na stronie 180, na którym grzbiety fal zaznaczono
linią ciągłą, doliny zaś linią przerywaną. Widzimy, że miejsca spotkań grzbietów dwóch fal albo ich dolin (tam
występuje wzmocnienie) występują wzdłuż określonych linii, w przybliżeniu prostych rozbiegających się, także
w przybliżeniu, od środka odcinka łączącego szczeliny szczelin. Miejsca spotkań grzbietów jednej fali z dolinami
drugiej fal (tam występuje wygaszenie) układają się - również w przybliżeniu - wzdłuż linii prostych naprzemiennie z
liniami wzmocnień.
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Wzmocnienia fali występują wzdłuż określonych linii (w przybliżeniu prostych), gdzie fale spotykają się w
fazach zgodnych, zaś wygaszania wzdłuż linii (także w przybliżeniu prostych), gdzie fale spotykają się w fazach

przeciwnych

Rysunek 5.29: Wzmocnienie i wygaszenie fal

Obecnie opiszemy to zjawisko ściślej, za pomocą języka matematyki. Najpierw zauważmy, że aby mógł powstać
stabilny obraz interferencyjny, fale składowe muszą mieć jednakową częstość  i stałą różnicę faz. Fale o tej samej
częstości rozchodzące się w tym samym ośrodku będą miały również jednakowe długości  i jednakowe liczby
falowe .

Załóżmy, że w odległości  od przesłony z dwiema szczelinami znajduje się ekran (Rysunek 5.30: Fale wychodzące z
dwóch źródeł Ź 1 i Ź 2 , dochodząc do ekranu E , tworzą naprzemiennie maksima i minima natężenia fali wypadkowej
na stronie 181). Fale dochodzące do różnych jego punktów  będą tam bądź to wzmacniane, bądź to wygaszane.
Wzmocnienie lub wygaszenie fali na ekranie zależy od różnicy odległości źródeł fal (szczelin) od interesującego nas
punktu  na ekranie  (nazywa się ją różnicą dróg). Oczywiście, ta różnica dróg jest zależna od położenia
punktu  na osi  lub od kąta , gdyż – jak widać na rysunku – w przybliżeniu . Zatem natężenie
drgania wypadkowego na ekranie  będzie się zmieniać wraz z kątem  (i również – wraz z wartością ) okresowo,
jak na Rysunek 5.30: Fale wychodzące z dwóch źródeł Ź 1 i Ź 2 , dochodząc do ekranu E , tworzą naprzemiennie
maksima i minima natężenia fali wypadkowej na stronie 181.

Natężenie wypadkowe osiąga maksimum w tych miejscach, gdzie różnica dróg jest równa parzystej wielokrotności
połowy długości fali, tzn.

( wzór 391 ) 
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gdzie  jest dowolną liczbą całkowitą. Tam powstanie interferencyjne maksimum.

Natężenie wypadkowe jest minimalne w tych miejscach, gdzie różnica dróg jest równa nieparzystej wielokrotności
połowy długości fali, tzn.

( wzór 392 ) 

gdzie  jest dowolną liczbą całkowitą.

W skrócie warunki na maksimum i minimum interferencyjne można zapisać następująco:

( wzór 393 ) 

( wzór 394 ) 

Rysunek 5.30: Fale wychodzące z dwóch źródeł  i , dochodząc do ekranu , tworzą
naprzemiennie maksima i minima natężenia fali wypadkowej

Przy interferencji następuje przegrupowanie energii – energia przechodzi z miejsc minimalnego natężenia do miejsc
z maksimami natężenia. Zgodnie z zasadą zachowania energii, średnie natężenie (Rysunek 5.30: Fale wychodzące z
dwóch źródeł Ź 1 i Ź 2 , dochodząc do ekranu E , tworzą naprzemiennie maksima i minima natężenia fali wypadkowej
na stronie 181) jest równe sumie natężeń obu fal: .
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Interferencja jest zjawiskiem typowo falowym (podobnie jak dyfrakcja). Jeżeli nie znamy natury jakiegoś
promieniowania, ale możemy wykazać doświadczalnie, że promieniowanie to wykazuje interferencję, to możemy
twierdzić, że mamy do czynienia z falą. W ten sposób udowodniono na przykład, że światło ma naturę falową.

Pytania i problemy

1. Na czym polegają zjawiska interferencji i dyfrakcji fali?
2. Jaki warunek musi spełniać różnica dróg fal, aby wystąpiło: a) maksimum interferencyjne fali wypadkowej, b)

minimum interferencyjne fali wypadkowej? Wyjaśnij mechanizm powstawania minimum i maksimum.
3. Podaj treść zasady superpozycji fal.
4. Dwa źródła,  i , odległe o , emitują fale o jednakowych długościach . Źródła te leżą na

końcach średnicy okręgu o środku . Wskaż wszystkie punkty na okręgu, w których występuje wzmocnienie
interferencyjne tych fal.

5.12 Fale stojące
Szczególnym przypadkiem interferencji dwóch fal jest fala stojąca. Można ją zademonstrować, w przypadku
jednowymiarowego ośrodka, wykonując następujące doświadczenie.

Doświadczenie pokazowe

Aby wywołać falę, potrząsamy rytmicznie jednym końcem sznura przymocowanego drugim
końcem do ściany, jak w doświadczeniu pokazowym. Fala odbija się od nieruchomego końca
sznura i – nakładając się z falą biegnącą w przeciwną stronę – wytwarza w niektórych miejscach
sznura szczególnie silnie drgania, w innych miejscach drgania praktycznie nie występują.
Odkształcenia sznura nie przesuwają się wzdłuż sznura. Dlatego taką falę nazywamy falą stojącą, w
przeciwieństwie do fali, w której drgania przemieszczają się z miejsca na miejsce.

Jak już wspomniano, w fali stojącej zarówno miejsca wychyleń maksymalnych, jak i miejsca, w których brak
wychyleń, nie zmieniają swojego położenia. Miejsca wychyleń maksymalnych nazywamy strzałkami, miejsca, w
których brak wychyleń, nazywamy węzłami.

Rysunek (Rysunek 5.31: Powstawanie fali stojącej jako wynik nakładania się fali padającej z falą odbitą na
stronie 183) wyjaśnia, dlaczego interferencja fali padającej z falą odbitą prowadzi do powstania fali stojącej.
Przedstawiona została na nim sytuacja, gdy punkt odbicia jest sztywno zamocowany (odbicie od twardej ściany). Jest
to istotne założenie, gdyż z teorii ruchu falowego wynika, że fala odbita od „ośrodka bardziej gęstego” zmienia fazę
na przeciwną, co widać na Rysunek 5.31: Powstawanie fali stojącej jako wynik nakładania się fali padającej z falą
odbitą na stronie 183.

Wskazówka:  Gdyby sznur był przyczepiony do ściany za pośrednictwem lekkiej (mocnej) nici, to fala
odbita od „ośrodka mniej gęstego” (tzn. od nici) nie zmieniałaby fazy. Wtedy także powstałaby fala stojąca w
sznurze, ale inny byłby rozkład strzałek i węzłów – zamieniłyby się miejscami (patrz pytanie 2).

Zawiera on jak gdyby „zdjęcia migawkowe” fali padającej, fali odbitej i fali wypadkowej w odstępach czasu co

 okresu. Dla ułatwienia interpretacji fala odbita ma na rysunku nieco mniejszą amplitudę niż padająca, choć dla
potrzeb wyznaczania fali wypadkowej przyjęto, że amplitudy obu fal są jednakowe.

Omówmy kolejne przypadki:

a)  – widzimy, że cząstki w fali odbitej (która porusza się w lewo) są wychylone w tę samą stronę co cząstki w
fali padającej (poruszającej się w prawo), więc fala wypadkowa w tym momencie zostaje wzmocniona.

b)  – fala odbita przesunęła się w lewo o ćwierć długości fali, a fala padająca o tę samą wartość – w prawo, więc
obecnie cząstki w obu falach są wychylone przeciwnie; fale chwilowo wygaszają się wzajemnie.

c)  – obie fale przesunęły się tak, że znowu się wzmacniają, ale faza fali wypadkowej jest przeciwna do fazy na
rysunku a). I tak dalej.
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Należy zauważyć, co widać wyraźnie na rysunkach a-e, że najsilniejsze drgania fali wypadkowej (strzałki) są zawsze
w tych samych miejscach, jak również punkty, gdzie występuje brak wychyleń (węzły). Czyli strzałki i węzły są
umiejscowione w fali wypadkowej, nie przesuwają się. Tak samo zresztą zachowują się i miejsca drgań o mniejszych
amplitudach. Dlatego taką falę wypadkową nazywamy falą stojącą. Łatwo możemy zauważyć, że odległość między

dwoma sąsiednimi węzłami (jak i strzałkami) wynosi , natomiast odległość węzła od najbliższej strzałki wynosi .

Rysunek 5.31: Powstawanie fali stojącej jako wynik nakładania się fali padającej z falą odbitą

EXE  Rura Kundta

Przykład 10: Fala stojąca w strunie

W strunie powstała fala stojąca, z dwoma strzałkami. Odległości między punktami wykonującymi
drgania o jednakowej amplitudzie  wynoszą  i . Wyznacz długość
fali oraz amplitudę  w środku strzałki.

Odpowiedź:

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/RuraKundta/RuraKundta-setup.exe
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Rysunek 5.32: Fala stojąca – jedna długość fali

1. Na długości  odłożą się dwie połówki fali, czyli .

2. Jednakową amplitudę fala osiąga w czterech miejscach, które można graficznie wyznaczyć,
jeżeli poprowadzimy poziomą linię na wysokości . Odetnie ona falę stojącą w tych miejscach, w
których ma ona jednakową amplitudę. Zaznaczamy te miejsca na osi .

3. Zauważmy, że miejsca o jednakowej amplitudzie są położone symetrycznie względem
maksimów (strzałek fali) i minimum (węzła fali), tzn. znajdują się w jednakowej odległości 

po obu stronach tych maksimów i muszą się znajdować też w jednakowej odległości  po obu
stronach środkowego węzła.

Na podstawie rysunku można określić, czemu jest równa długość fali .

Aby znaleźć amplitudę w środku strzałki , należy napisać równanie fali stojącej Stąd

( wzór 395 ) 

odnoszące się do przypadku, gdy na odcinku  odkładała się połówka fali. To równanie możemy

zastosować wprost do połowy naszej struny, wykonując w nim odpowiednie podstawienie .
Mając to równanie, możemy podstawić współrzędną .

Na rysunku widać, że . Zatem

( wzór 396 ) 

Aby znaleźć , napiszemy równanie amplitudy fali. W rozwiązaniu poprzedniego zadania
otrzymaliśmy równanie amplitudy fali (wzór 395 na stronie 184)

( wzór 397 ) 

odnoszące się do przypadku, gdy na odcinku  odkładała się połówka fali. To równanie możemy

zastosować wprost do połowy naszej struny, podstawiając . Otrzymamy

( wzór 398 ) 

Dla współrzędnej  mamy

( wzór 399 ) 

Na rysunku widać, że , więc . Stąd

( wzór 400 ) 

EXE  PDF Ćwieczenie: Rura Kundta

http://fizyka.if.pw.edu.pl/~wlf/data/_uploaded/file/RuraKundta-setup.exe
http://fizyka.if.pw.edu.pl/~wlf/data/_uploaded/file/Instrukcje/Wykonanie%20cwiczenia%20Rura%20Kundta.pdf
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Pytania i problemy

1. Wyjaśnij zjawisko powstawania fali stojącej. Co to są „węzły” i „strzałki”? Ile wynosi odległość między
sąsiednimi strzałkami i sąsiednimi węzłami? Ile wynosi odległość między strzałką i sąsiadującym węzłem?

2. W rozdziale 5.6 Podstawowe cechy fal na stronie 163 rozważaliśmy falę stojącą w sznurze zamocowanym
jednym końcem do ściany. Na tym końcu musiał powstać węzeł, gdyż tam sznur nie mógł drgać. Wtedy faza fali
przy odbiciu ulegała zmianie o . Gdy sznur jest zawieszony na elastycznej nitce, jego koniec może wykonywać
drgania i może tam powstać strzałka fali stojącej – faza fali przy odbiciu nie ulega zmianie. Wykonaj rysunek
podobny do Rysunek 5.31: Powstawanie fali stojącej jako wynik nakładania się fali padającej z falą odbitą na
stronie 183, aby odpowiedzieć na pytanie, jaki będzie wtedy rozkład węzłów i strzałek w fali stojącej.

5.13 Fale akustyczne
Fale akustyczne, czyli dźwiękowe, odbieramy stale za pomocą naszych organów słuchu. Fale te poznamy bliżej.
Dowiemy się, jakie warunki musi spełniać fala akustyczna, aby była słyszalna, czym się różnią fizycznie tony od
szmerów oraz dlaczego poziom natężenia dźwięku mierzymy w skali logarytmicznej (za pomocą tzw. decybeli), a nie
w skali liniowej.

Fala akustyczna to zaburzenia rozchodzące się w ośrodku sprężystym, takim jak powietrze, woda, metal. Zaburzenia
te polegają na chwilowych zmianach gęstości ośrodka, co wywołuje chwilowe lokalne różnice ciśnienia rozchodzące
się w ośrodku.

Prędkość rozchodzenia się fali akustycznej zależy od ośrodka. W powietrzu, w normalnych warunkach, przy średniej
wilgotności wynosi około , w wodzie , w kauczuku , w
żelazie .

W potocznym znaczeniu przez dźwięk rozumie się dźwięk słyszalny, tj. fale akustyczne, które może odbierać ludzkie
ucho. Drgania odbieramy jako dźwięk wtedy, gdy ich częstotliwość v zawiera się w przedziale ,
jeśli jeżeli ich amplituda mieści się w odpowiednim zakresie (nie są zbyt słabe i zbyt silne). Fale sprężyste o
częstotliwościach mniejszych niż 16 Hz to infradźwięki, o częstotliwościach większych od słyszalnych, w granicach

, to ultradźwięki, a dźwięki o jeszcze większych częstościach, powyżej , nazywamy
hiperdźwiękami.

Wskazówka:  Warto dodać, że niektóre zwierzęta słyszą dźwięki o częstotliwości powyżej granicy 20 kHz.
Na przykład, delfiny słyszą dźwięki do 200 kHz, nietoperze do 100 kHz, psy do 35 kHz. Ta cecha psów może
być wykorzystywana w policji. Przy śledzeniu przestępcy policjant może wydawać rozkazy psu za pomocą
tzw. niemego gwizdka wydającego wysoki dźwięk niesłyszalny dla ucha człowieka, a doskonale słyszalny dla
psa.

Natężenie dźwięku

Oczywiście, nasze wrażenie, że jeden dźwięk jest silniejszy, a drugi słabszy, czyli tzw. głośność, zależy od natężenia
 fali dźwiękowej; (głośność zależy także od częstotliwości dźwięku). Jednakże głośność nie jest proporcjonalna do

natężenia fali dźwiękowej, ale, w przybliżeniu, do logarytmu (np. dziesiętnego) z tego natężenia. Gdy na przykład
stwierdzamy subiektywnie, że jeden dźwięk jest dwa razy mocniejszy od drugiego, to wcale nie znaczy, że stosunek
natężeń tych dźwięków wynosi dwa. Natężenie drugiego dźwięku musi być w przybliżeniu 10 razy większe, aby
wydał się nam dwa razy silniejszy od pierwszego.

Gdy na przykład subiektywnie stwierdzamy, że różne dźwięki (o tej samej częstotliwości) różnią się głośnością o tyle
samo, to wcale nie znaczy, że obiektywnie różnica ich natężeń (fal dźwiękowych) jest stała. Okazuje się, że stały (w
przybliżeniu) jest wtedy iloraz tych natężeń.

Wskazówka:  Fakt ten jest szczególnym przypadkiem stosowanej w biologii i fizjologii zasady Webera-
Fechnera, dotyczącej reakcji organizmów żywych na bodźce fizyczne. Stanowi ona, że percepcja takiego
bodźca przez organizmy żywe jest proporcjonalna do logarytmu natężenia czynnika, który tę reakcję
wywołuje. Zasada ta objaśnia nie tylko czułość ludzkiego ucha na natężenie dźwięku, ale także subiektywny
odbiór wysokości dźwięków. Stosuje się ona również do odbioru bodźców wzrokowych, czego przykładem
może być skala wielkości gwiazdowych, stosowana i rozwijana od czasów starożytnych.



 | Drgania i fale mechaniczne | 186

Dlatego dla scharakteryzowania głośności dźwięku przyjmuje się nie skalę liniową, lecz logarytmiczną. W tym celu
definiuje się tzw. poziom natężenia, który mierzymy za pomocą wzoru:

( wzór 401 ) 

Jednostką na tej skali jest tzw. bel. Wzrost natężenia o rząd wielkości, czyli dziesięciokrotnie, odpowiada jednemu
belowi. Zero na tej skali umownie odpowiada natężeniu fali . Przyjęto dla tego punktu skali tę
właśnie wartość natężenia, ponieważ „średnie ucho” nie reaguje na dźwięki o mniejszym natężeniu. Jest to tzw. próg
słyszalności lub próg czułości ucha ludzkiego. Ta wartość progowa dotyczy dźwięku o częstotliwości .

Wskazówka:  Trzeba tu zaznaczyć, że dźwięki w zakresie częstotliwości od  do około ,
przy którym nasze ucho jest najbardziej czułe, gdyż są słyszalne nawet przy bardzo małym natężeniu rzędu

.

Ze względu na to, że jednostka 1 bel jest zbyt duża, stosuje się jednostkę dziesięć razy mniejszą – 1 decybel, w
skrócie 1 dB. Poziom natężenia mierzony w decybelach wyraża się za pomocą wzoru:

( wzór 402 ) 

Rysunek 5.33: Przykłady różnych dźwięków

Jeżeli dźwięki są dostatecznie silne, to przestają być odbierane przez ucho jako dźwięki, a wywołują wrażenie bólu.
Minimalną wartość natężenia dźwięku, przy którym pojawia się wrażenie bólu, nazywamy progiem bólu. On również
zależy od częstotliwości dźwięku – jest największy dla  i odpowiada natężeniu około .

Głośność dźwięku. Krzywe izofoniczne

Obszar słyszalności ucha wygodnie jest przedstawiać na wykresie, na którym na osi odciętych odkłada się
częstotliwość dźwięków, a na osi rzędnych poziom natężenia (Rysunek 5.34: Obszar słyszalności jest ograniczony
krzywą progu słyszalności i krzywą progu bólu na stronie 187). Jak widać na rysunku, obszar ten jest ograniczony
dwiema krzywymi progowymi.

Doświadczenie wykazuje, że czułość naszego ucha zależy od częstotliwości dźwięku. Dwa dźwięki różnej
częstotliwości o jednakowym poziomie natężenia są odbierane przez ucho jako dźwięki o niejednakowej głośności.
Widoczne to jest na Rysunek 5.34: Obszar słyszalności jest ograniczony krzywą progu słyszalności i krzywą progu
bólu na stronie 187. Dlatego wprowadzono jednostki głośności wyrażające wrażenie fizjologiczne w tzw. fonach.
W tym celu wyróżniono dźwięk wzorcowy, którego częstotliwość wynosi . Przyjęto, że dźwięk wzorcowy
o określonym poziomie natężenia (wyrażonego w dB) liczbowo ma tyle samo fonów co decybeli. Zatem dźwięk
o dowolnej częstotliwości będzie miał tyle samo fonów co dźwięk wzorcowy, jeżeli wywoła takie samo wrażenie
dźwiękowe (głośność). Linie jednakowej głośności przedstawiono na rysunku liniami czerwonymi. Na wykresie
widzimy, że zgodnie z definicją fonów, na linii pionowej odpowiadającej  czerwone linie głośności mają
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wspólne punkty z odpowiednimi liniami poziomymi o określonej liczbie decybeli. Natomiast dźwięki o innych
częstotliwościach na ogół różnią się głośnością, mimo że mają jednakowy poziom natężenia. Można powiedzieć, że
linie czerwone wyrażają wrażliwość ucha na dźwięki o różnej częstotliwości.

Rysunek 5.34: Obszar słyszalności jest ograniczony krzywą progu słyszalności i krzywą progu bólu

Wysokość i barwa dźwięku

Dowolne drganie można rozłożyć na drgania harmoniczne proste różniące się amplitudami i częstotliwościami
drgań. Wykres amplitud drgań składowych (jako funkcji częstotliwości) nazywamy widmem drgania złożonego. W
zależności od charakteru ich widma, dźwięki dzielimy na dźwięki tonalne i szumy lub szmery.

Dźwięki tonalne lub muzyczne – to dźwięki, które mają widmo liniowe (Rysunek 5.35: Przykłady widma liniowego
dźwięku tonalnego na stronie 188). Takie widmo mają różne instrumenty muzyczne; takie dźwięki może
także wydawać człowiek. Jeżeli widmo składa się tylko z pojedynczej linii, to odpowiadający mu dźwięk można
przedstawić za pomocą tylko jednej funkcji sinusoidalnej. Taki dźwięk nazywa się tonem prostym lub czystym.

Szumy lub szmery to dźwięki, które mają widmo ciągłe (Rysunek 5.36: Przykład widma szumu na stronie 188).
Przykłady: szum morza, szelest liści, wybuch pocisku, skrzypienie drzwi, niektóre zgłoski mowy (np. „sz”) itd.
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a) dźwięki składowe o niższych częstotliwościach mają amplitudy większe niż w przypadku

b)

Rysunek 5.35: Przykłady widma liniowego dźwięku tonalnego

Rysunek 5.36: Przykład widma szumu
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Dźwięki tonalne charakteryzują się ponadto wysokością i barwą. O wysokości dźwięku decyduje jego częstotliwość, o
barwie – skład jego widma.

Wskazówka:  W szczególności ludzka mowa (tzw. mowa artykułowana) polega na tym, że narząd mowy
nadaje różne barwy dźwiękom mającym nieść różne znaczenia (informacje). Przykładowo, widmo zgłoski ‘a’
jest inne, niż zgłoski ‘i’. Z kolei barwa nadawana tym samym zgłoskom przez różne osoby jest nieco inna -
dzięki temu mamy zdolność do wzajemnego rozpoznawania się „po głosie”.

Pytania i problemy

1. Na czym polega rozchodzenie się fal akustycznych?
2. Podaj, jaką wielkością fizyczną różnią się dźwięki od infra-, ultra- i hiperdźwięków. W jakim zakresie tej

wielkości występują te dźwięki?
3. Co to jest głośność dźwięku? W jakim celu posługujemy się poziomem natężenia dźwięku? Przedstaw związek

między poziomem natężenia dźwięku i jego natężeniem.
4. Wyjaśnij pojęcia: próg słyszalności i próg bólu.
5. Jaką wielkość fizyczną wyrażamy w fonach? Podaj jej definicję.
6. Co to są dźwięki tonalne i szumy lub szmery? Czym się one różnią? Podaj przykłady tych dźwięków. Co to jest

ton prosty?
7. Wyjaśnij, dlaczego barwa i wysokość charakteryzują dźwięk.

5.14 Efekt Dopplera
Efekt Dopplera polega na zmianie częstości odbieranej fali, gdy źródło lub odbiornik się porusza. Gdy źródło
dźwięku oddala się od nas, ton rejestrowany przez nasze ucho jest niższy, czyli ma niższą częstość, i rejestrowana fala
jest dłuższa. Wiedząc, o jaką wartość wzrasta długość fali, możemy określić prędkość oddalania się źródła dźwięku.
Podobnie jest w obserwacji optycznej – tzw. poczerwienienie galaktyki pozwala określić prędkość jej oddalania się od
nas. Obecnie przyjrzymy się bliżej temu efektowi w akustyce.

Dotychczas uważaliśmy, że częstość źródła , częstość fali  i częstość odbierana przez odbiornik (np. przez nasze
ucho lub mikrofon)  są jednakowe. Dlatego oznaczaliśmy je wspólnym symbolem . Jest to słuszne tylko
wtedy, gdy źródło i odbiornik nie poruszają się w ośrodku, w którym rozchodzi się fala. Jednakże gdy źródło lub
odbiornik są ruchome, wówczas  lub . Zjawisko to odkrył w 1842 roku Christian Doppler – fizyk i
astronom austriacki.

Ze zjawiskiem tym spotykamy się w życiu codziennym – na przykład, wysokość tonu silnika odbieranego przez nasze
ucho jest wyższa, gdy samochód się do nas zbliża, a gwałtownie spada, gdy samochód się oddala. Jeszcze wyraźniej
zjawisko to jest zauważalne na wyścigach motocyklowych. Wcale nie musimy chodzić na te wyścigi, wystarczy
obejrzeć je w telewizji – gdy motocykle mijają kamerę, słychać wyraźne obniżanie tonu ich silników.

Zmianę częstotliwości fali przy ruchomym źródle, a więc i długości fali, najłatwiej można zaobserwować w
następującym doświadczeniu.

Doświadczenie pokazowe

Na powierzchni wody wytwarzamy falę, umieszczając w niej rytmiczne źródło poruszające się
ze stałą prędkością. Obserwujemy, że kręgi na wodzie nie są koncentryczne, ale zagęszczają się
przed źródłem, a rozrzedzają się za nim (Rysunek 5.37: Zdjęcie fal na wodzie wytworzonych przez
ruchome źródło na stronie 190).
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Rysunek 5.37: Zdjęcie fal na wodzie wytworzonych przez ruchome źródło

Wyprowadzimy teraz wzór na częstotliwość odbieraną przez odbiornik, przy źródle poruszającym się względem
ośrodka z prędkością . Przyjmiemy, że jest ona mniejsza od prędkości fali  ( ), ponieważ w przeciwnym
przypadku powstałaby komplikacja związana z wytworzeniem się fali uderzeniowej. Wiemy już, że przed ruchomym
źródłem fala ulegnie skróceniu. Gdy źródło było nieruchome, długość fali wynosiła . Teraz długość fali
zmniejszy się o odcinek  przebyty przez źródło w czasie , więc . Zatem

( wzór 403 ) 

Fala za ruchomym źródłem będzie dłuższa: . Zatem dla tego przypadku

( wzór 404 ) 

Ruch źródła ma wpływ na długość fali, natomiast nie wpływa na prędkość rozchodzenia się fali, gdyż jest ona
uwarunkowana własnościami sprężystymi ośrodka. Zatem  i . Podstawiając te wartości do (wzór 403
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na stronie 190) i (wzór 404 na stronie 190), po przekształceniu otrzymamy częstotliwość rejestrowaną przez
odbiornik:

( wzór 405 ) 

( wzór 406 ) 

Gdy źródło pozostaje w spoczynku, a odbiornik porusza się względem ośrodka z prędkością , wówczas odbiornik
zarejestruje zmienioną częstotliwość. Jednakże zmiana częstotliwości teraz odbywa się na innej zasadzie. Długość
fali pozostaje niezmieniona, gdyż źródło jest w spoczynku: . Ale fala porusza się względem odbiornika
ze zmienioną prędkością , gdy odbiornik zbliża się do źródła, i z prędkością , gdy odbiornik się od

niego oddala. Częstotliwość rejestrowana przez odbiornik wyniesie . Zatem

( wzór 407 ) 

Rysunek 5.38: Efekt Dopplera

( wzór 408 ) 

Widzimy, że częstotliwość rejestrowana przez odbiornik zmienia się w przypadku, gdy źródło się porusza, a odbiornik
spoczywa, jak również w przypadku, gdy źródło spoczywa, a odbiornik się porusza. Jednakże zmiany te w obu
przypadkach są różne.

EXE  PDF  Doświadczenie: Efekt Dopplera

HTML Doświadczenie zdalne: Efekt Dopplera

Rysunek 5.39: Efekt Dopplera

Przykład 11

Porównaj wynik zmiany częstotliwości rejestrowanej przez odbiornik w dwóch przypadkach: a) gdy
źródło zbliża się do nieruchomego odbiornika z prędkością , b) gdy odbiornik zbliża się do
nieruchomego źródła z prędkością .

Odpowiedź: a) Podstawiając do wzoru (wzór 406 na stronie 191) , otrzymamy:

( wzór 409 ) 

b) Podstawiając do wzoru (wzór 407 na stronie 191) , otrzymamy:

( wzór 410 ) 

Widzimy, że wyniki znacznie różnią się od siebie. Zatem dla fal mechanicznych jest rzeczą istotną,
czy względem ośrodka porusza się źródło, czy odbiornik.

Rysunek 5.40: Efekt Dopplera

Wobec zasady względności wydaje się, że nie powinno być różnicy między wynikami w tych dwóch przypadkach,
gdyż nie powinno być ważne, co właściwie się porusza – źródło czy odbiornik. Jednakże należy zauważyć, że ich
ruch względny nie jest tu istotny. Liczy się ich ruch względem ośrodka sprężystego, w którym rozchodzą się fale.
Przekonamy się, omawiając fale elektromagnetyczne, że efekt Dopplera nie zależy od tego, czy porusza się źródło,
czy odbiornik. Dla tych fal bowiem nie ma ośrodka (rozchodzą się w próżni). Wtedy ważny jest tylko ruch względny
źródła względem odbiornika i lub na odwrót.

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/efekt_dopplera/EfektDopplera-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/efekt_dopplera/Efekt_Dopplera.pdf
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/instrukcje/doppler/
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Przykład 12

Podstawowy ton sygnału dźwiękowego lokomotywy wynosi . Obserwator stojący
na peronie stwierdza, że ma on częstość . Czy lokomotywa zbliża się, czy oddala od
obserwatora? Jaką ma prędkość?

Odpowiedź: Długość fali się zmniejsza przed ruchomym źródłem, więc jej częstotliwość się
zwiększa. Zatem lokomotywa zbliża się do obserwatora. Obowiązuje tu wzór (wzór 405 na stronie
191), gdzie , więc

( wzór 411 ) 

Stąd obliczymy prędkość  lokomotywy, gdyż prędkość głosu w powietrzu jest znana:
. Po przekształceniu tego wzoru otrzymamy:

( wzór 412 ) 

Prędkość lokomotywy wynosi 54 km/h.

Pytania i problemy

1. Na czym polega zjawisko Dopplera?
2. Wyjaśnij, na czym polega efekt Dopplera dla fal akustycznych. Przedstaw równania opisujące zmiany, które są

istotą efektu Dopplera. Wyprowadzić te równania.
3. Dlaczego odbierana zmiana częstotliwości dźwięku podczas ruchu źródła różni się od zmiany częstotliwości

podczas ruchu odbiornika? Przecież ruch jest względny, a zasada względności mówi, że jeżeli ciało  porusza
się względem ciała  z określoną prędkością, to ciało  porusza się względem ciała  z tą samą wartością
bezwzględną prędkości.

4. Wyjaśnij, czy można ustalić prędkość źródła dźwięku lub prędkość odbiornika fal dźwiękowych, jeżeli znamy
częstotliwość dźwięku wysyłanego przez źródło i częstość dźwięku rejestrowanego przez odbiornik.



Rozdział

6
Drgania elektromagnetyczne. Prąd zmienny

Podrozdziały:

• 6.1 Prądnica prądu
przemiennego

• 6.2 Prosty obwód prądu
przemiennego

• 6.3 Transformator
• 6.4 Silniki prądu przemiennego
• 6.5 Dioda

Zagadnienia opisane w tym rozdziale obejmują ważną klasę zjawisk
związanych z okresową powtarzalnością elektrycznych procesów fizycznych,
z którymi często mamy do czynienia na co dzień. Przykładem tego typu
procesu jest prąd przemienny – w sieci domowej. Zapoznanie się z tymi
zagadnieniami pozwoli ci zrozumieć wiele zjawisk związanych z działaniem
różnych urządzeń elektrycznych, które dzisiaj towarzyszą nam na co dzień.
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6.1 Prądnica prądu przemiennego
Prąd przemienny ma zastosowanie w życiu codziennym. Prawie wszystkie urządzenia elektryczne i elektroniczne,
jak żarówka, grzejnik, pralka, wywietrznik, radio, telewizor czy komputer, są zwykle zasilane prądem przemiennym
czerpanym z sieci domowej. Przede wszystkim dlatego powinniśmy poznać podstawowe prawa nim rządzące. Aby
wytworzyć prąd elektryczny przemienny, należy – zgodnie z prawem indukcji Faradaya – zmieniać strumień pola
magnetycznego przechodzący przez obwód, w którym chcemy wytworzyć prąd. Oto podstawa budowy wszelkiego
typu prądnic.

W doświadczeniu pokazowym (rozdz. 4.2 Prawo indukcji Faradaya na stronie 128) pokazaliśmy, że podczas
wsuwania magnesu do zwojnicy i wysuwania go indukuje się w niej prąd. Jeżeli będziemy poruszać magnesem raz
w jedną, raz w drugą stronę, to prąd zaindukowany w obwodzie zwojnicy i galwanometru będzie zmieniał swoją
wartość i zwrot, w zależności od tego, w którą stronę poruszamy magnesem. Można powiedzieć, że dzięki pracy
mechanicznej w obwodzie został wzbudzony zmienny prąd elektryczny. Zatem mieliśmy do czynienia z bardzo prostą
prądnicą – urządzeniem, które produkuje prąd elektryczny kosztem jakiejś innej energii (np. mechanicznej).

a) Prąd przemienny wytwarzany w ramce obracanej w polu magnetycznym jest przekazywany do obwodu
za pomocą dwóch przewodów ślizgających się na szczotkach , b) wektor powierzchni  (prostopadły
do płaszczyzny ramki) tworzy z wektorem indukcji stałego pola magnetycznego  chwilowy kąt

Rysunek 6.1: Prądnica

Łatwiej niż ruch posuwisto-zwrotny jest jednak wytworzyć ruch obrotowy, dlatego w zwykłych prądnicach mamy do
czynienia z takim właśnie ruchem - bądź to magnesu (elektromagnesów), bądź to zwojnicy w stałym polu magnesów
(elektromagnesów). Zasada działania jednej z takich prądnic widoczna jest na Rysunek 6.1: Prądnica na stronie
194, gdzie zwojnicę dla przejrzystości przedstawiono w postaci tylko jednej ramki. Ramka ta obraca się ze
stałą prędkością kątową  w zewnętrznym polu magnetycznym o indukcji . W chwili  wektor  (prostopadły
do płaszczyzny ramki) tworzy z wektorem  kąt . Na skutek obrotu ramki przepływa przez nią okresowo
zmieniający się strumień pola magnetycznego, który wyraża się za pomocą wzoru

( wzór 413 ) 
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Zgodnie z prawem indukcji Faradaya, zmienny strumień pola magnetycznego wywołuje w ramce zmienną siłę
elektromotoryczną (wzór (wzór 292 na stronie 132)):

( wzór 414 ) 

Można wykazać matematycznie (a doświadczenie to potwierdza), że jeżeli strumień  zmienia się zgodnie z funkcją
minus kosinus, to siła elektromotoryczna zmienia się zgodnie z funkcją sinus według wzoru

( wzór 415 ) 

Właśnie takiej wartości siła elektromotoryczna, zmieniająca się okresowo, pojawia się na szczotkach prądnicy
oznaczonych na Rysunek 6.1: Prądnica na stronie 194 symbolem . Właściwości siły elektromotorycznej danej
wzorem (wzór 415 na stronie 195) zilustrowano na Rysunek 6.2: Wykres zależności sinusoidalnie zmiennej siły
elektromotorycznej od czasu (dla dwóch okresów zmienności) na stronie 195.

Wielkość  nazywamy amplitudą tej siły elektromotorycznej; można wykazać, że . Amplituda to
największa wartość, jaką osiąga ta siła elektromotoryczna:

( wzór 416 ) 

Okres zmian  siły elektromotorycznej oraz częstotliwość tych zmian  związane są z częstością kołową  zgodnie ze
znanymi wzorami:

( wzór 417 ) 

Rysunek 6.2: Wykres zależności sinusoidalnie zmiennej siły elektromotorycznej od czasu (dla dwóch
okresów zmienności)

Jeżeli do przewodów doprowadzających do szczotek podłączymy jakiś odbiornik elektryczny (np. opornik
elektryczny, którym jest włókno żarówki), to popłynie przez niego prąd, który będzie się zmieniał w czasie według
funkcji harmonicznej (jest to określenie dla dowolnej spośród funkcji sinus lub kosinus). Taki prąd nazywamy
prądem przemiennym.

Źródło prądu o sile elektromotorycznej zmieniającej się według funkcji harmonicznej (np. sinus, jak we wzorze
(wzór 415 na stronie 195)) nazywamy źródłem napięcia przemiennego. Takie źródła występują w elektrowniach,
z takich źródeł są zasilane zakłady przemysłowe i prywatne mieszkania. Częstotliwość standardowa źródeł napięcia
przemiennego w Europie wynosi  (czyli ). Z kolei amplituda źródeł napięcia przemiennego,
typowo wykorzystywanego w mieszkaniach, wynosi ok. 325 V.
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Dynamo rowerowe to nic innego jak małych rozmiarów prądnica. Częstotliwość siły elektromotorycznej wytwarzanej
przez dynamo zależy od jego obrotów, a to zależy od prędkości jazdy rowerem. Warto wspomnieć, że w takiej
prądnicy stosuje się obracający się magnes. W stojanie zawierającym uzwojenie wzbudza się siła elektromotoryczna
indukcji. Oczywiście, zasada pracy jest taka sama jak opisana na początku tego podrozdziału, gdyż liczy się ruch
względny zwojnicy w stosunku do magnesu i nie jest ważne, czy magnes jest w spoczynku, a zwojnica się obraca, czy
na odwrót.

Rysunek 6.3: Drganie rezonansowe w obwodzie RLC cz.1

Pytania i problemy

1. Jak powstaje prąd przemienny w prądnicy? Przedstaw na rysunku zasadę działania prądnicy.
2. Podaj treść prawa, które zastosujesz, by wyjaśnić zasadę działania prądnicy prądu przemiennego. Zapisz za

pomocą wzoru zależność, która z tego prawa wynika. Przedstaw zależność od czasu przemiennej SEM uzyskanej
z prądnicy.

3. Oblicz okres zmian napięcia przemiennego, stosowanego w Europie.
4. Powszechnie wiadomo, że gdy rowerzysta wykorzystujący dynamo do zasilania żarówek zwalnia, to lampki na

rowerze przygasają. Wyjaśnij powód tego zjawiska.

Rysunek 6.4: Drganie rezonansowe w obwodzie RLC cz.2

6.2 Prosty obwód prądu przemiennego
Prąd przemienny zachowuje się w tym samym obwodzie inaczej niż prąd stały. Obecność cewki indukcyjnej wpływa
silniej na wartość natężenia prądu zmiennego. Dla prądu stałego kondensator tworzy przeszkodę nie do przebycia,
gdyż stanowi dla niego przerwę w obwodzie. Natomiast prąd przemienny może płynąć w obwodzie z kondensatorem.

Wskazówka:  Wiadomo, że kondensator włączony szeregowo stanowi przerwę w obwodzie prądu stałego,
dlaczego zatem w obwodzie prądu przemiennego z tak połączonym kondensatorem płynie prąd? Otóż,
w obwodzie z kondensatorem zasilanym zmienną SEM, na okładkach kondensatora zmienia się ładunek,
który do niego dopływa i odpływa od niego, zatem w przewodach dochodzących do kondensatora ładunki
przepływają. Przepływające ładunki to właśnie prąd. Natomiast w przypadku zasilania takiego obwodu stałą
SEM, po naładowaniu okładek kondensatora ładunek już nie płynie - czyli nie płynie prąd.

Opór czynny

Do źródła prądu przemiennego o sile elektromotorycznej (wzór 415 na stronie 195)

( wzór 418 ) 

podłączmy odbiornik o zwykłym oporze . Powstanie obwód elektryczny taki, jak na Rysunek 6.5: Obwód prądu
przemiennego zawierający opór czynny R  na stronie 197, w którym popłynie prąd przemienny o natężeniu .
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Rysunek 6.5: Obwód prądu przemiennego zawierający opór czynny 

W obwodzie prądu przemiennego, podobnie jak w obwodzie prądu stałego, obowiązują prawa Kirchhoffa (rozdz. 2.8
Prawa Kirchhoffa na stronie 65). Zatem w dowolnej chwili napięcie na oporze  jest równe SEM, tzn. 
lub

( wzór 419 ) 

Natężenie prądu zmienia się zatem według zależności

( wzór 420 ) 

Widzimy, że amplituda natężenia prądu wynosi

( wzór 421 ) 

Zatem wzór (wzór 420 na stronie 197) możemy zapisać w postaci

( wzór 422 ) 

Z powyższych wzorów wynika, że w obwodzie z oporem czynnym (zwykły opór nazywamy oporem czynnym,
dla odróżnienia od oporów pozornych: pojemnościowego i indukcyjnego, o których [nie będziemy mówić w
naszym kursie, gdyż wybiega to poza podstawę programową]) pod wpływem sinusoidalnej SEM zachodzą drgania
harmoniczne natężenia prądu o tej samej częstości i fazie, co SEM. Przedstawiono je na wykresie (Rysunek 6.6:
Drgania natężenia prądu w obwodzie z oporem czynnym odbywają się z tą samą częstością oraz w tej samej fazie co
drgania SEM na stronie 198).
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Rysunek 6.6: Drgania natężenia prądu w obwodzie z oporem czynnym odbywają się z tą samą
częstością oraz w tej samej fazie co drgania SEM

Natężenie skuteczne i napięcie skuteczne

Podobnie jak w przypadku prądu stałego, w obwodzie z oporem czynnym przy przepływie prądu przemiennego
wydziela się ciepło Joule'a. Chwilowa moc jest iloczynem oporu  i kwadratu chwilowego natężenia prądu:

( wzór 423 ) 

Jak widać, maksymalna wartość mocy wynosi

( wzór 424 ) 

Wykres tej zależności, wraz z wykresem zależności natężenia prądu od czasu (linia przerywana), jest przedstawiony
na Rysunek 6.7: Wykres mocy oraz natężenia prądu  na stronie 198. Widzimy na nim, że moc zmienia się bardzo
szybko (z częstością dwa razy większą niż częstość prądu). Zwykle nie interesuje nas chwilowa wartość mocy liczona
w ułamku sekundy, ale jej średnia wartość liczona w dłuższych okresach czasu. Na przykład, jeśli zasilamy prądem
przemiennym grzejnik elektryczny, żarówkę lub silnik elektryczny odkurzacza, to ważna jest dla nas średnia moc
prądu w tych urządzeniach.

a) Wykres chwilowej mocy prądu przemiennego w zależności od czasu. Pole

zaciemnione pod krzywą jest równe polu prostokąta  o wysokości równej ,
b) równość tych pól można stwierdzić, jeżeli zauważymy, że pola  i  oraz  i  są

równe

Rysunek 6.7: Wykres mocy oraz natężenia prądu

Jak obliczyć średnią moc prądu przemiennego? Wiemy, że moc chwilowa to stosunek pracy do czasu liczony w

bardzo krótkich odcinkach czasu: , natomiast moc średnią wyraża taki sam wzór, ale stosunek 
liczymy w dłuższych odcinkach czasu. Ponieważ zmiany mocy powtarzają się okresowo, więc średnia moc w

dowolnie długim czasie jest równa średniej mocy przypadającej na jeden okres, czyli , gdzie  oznacza
pracę wykonaną w czasie jednego okresu . Praca ta to pole powierzchni pod krzywą chwilowej mocy, wyróżnione
na Rysunek 6.8: Praca prądu przemiennego jest liczbowo równa polu powierzchni pod krzywą P(t)  na stronie 199
szarym kolorem). Elementarna praca wynosi , co odpowiada polu powierzchni wąskiego paska. Suma
wszystkich takich pasków to cała praca i w przybliżeniu cała powierzchnia pod krzywą. Jak widać na Rysunek 6.7:
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Wykres mocy oraz natężenia prądu  na stronie 198, pole tej powierzchni jest równe polu powierzchni prostokąta
, którego podstawa jest równa okresowi, a wysokość połowie maksymalnej wartości mocy:

( wzór 425 ) 

Zatem

( wzór 426 ) 

Rysunek 6.8: Praca prądu przemiennego jest liczbowo równa polu powierzchni pod krzywą 

Wartość natężenia , jakie powinien mieć prąd stały, aby jego moc była równa średniej mocy prądu przemiennego,
nazywa się natężeniem skutecznym. Porównując wzór na moc tego prądu  z wyrażeniem (wzór 426 na stronie
199), otrzymujemy

( wzór 427 ) 

a stąd

( wzór 428 ) 
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Widzimy więc, że prąd przemienny o amplitudzie natężenia  w swoim działaniu cieplnym lub mechanicznym

jest równoważny prądowi stałemu o natężeniu równym . Podobnie definiujemy SEM skuteczną i napięcie

skuteczne:

( wzór 429 ) 

Wzór na moc prądu przemiennego będzie taki sam, jak wzór na moc prądu stałego  (wzór 142 na stronie 60),
bowiem

( wzór 430 ) 

Zwykle, jeżeli jest mowa o napięciu lub natężeniu prądu przemiennego, to ma się na myśli właśnie napięcie skuteczne
lub natężenie skuteczne.

Zwróćmy uwagę na to, że wzór (wzór 430 na stronie 200) dotyczy mocy prądu przemiennego wydzielonej na
oporze  w obwodzie, w którym nie uwzględniono elementów  i .

Przykład 1

Zwykle się podaje, że w domowej sieci prądu przemiennego napięcie wynosi 230 V. Co to oznacza?
Jakie może być maksymalne napięcie na odbiornikach elektrycznych podłączonych do tej sieci?

Odpowiedź: Mówiąc o napięciu, mamy tu na myśli przemienną siłę elektromotoryczną. Wartość
230 V odnosi się do SEM skutecznego, zatem

,więc .

Widzimy, że przy czerpaniu prądu z sieci maksymalne napięcie na odbiorniku elektrycznym wynosi
.

Pytania i problemy

1. Przedstaw graficznie pracę prądu przemiennego i tym sposobem oblicz średnią pracę wykonaną w ciągu jednego
okresu.

2. Jeżeli mówimy, że źródło napięcia przemiennego domowej sieci ma napięcie 230 V, to co to oznacza? Czy to, że
chwilowa wartość napięcia, np. na końcach włókna żarówki, nie może przekroczyć 230 V? Odpowiedź uzasadnij.

3. Wyjaśnij pojęcia: napięcie i natężenie skuteczne. Przedstaw związek pomiędzy maksymalną i skuteczną wartością
napięcia i natężenia prądu przemiennego.

6.3 Transformator
Transformator jest urządzeniem działającym na zasadzie indukcji elektromagnetycznej, pozwalającym na
podwyższanie lub obniżanie napięcia zmiennego. Bardzo często korzystamy z różnych urządzeń pracujących
przy różnych napięciach, podczas gdy prąd jest czerpany ze wspólnego źródła. Na przykład, wiele układów
półprzewodnikowych stosowanych w komputerach, telewizorach czy radioodbiornikach wymaga napięcia rzędu kilku
woltów, dzwonek elektryczny – kilkunastu woltów, kineskop telewizora zaś kilkunastu kilowoltów. Wszystkie te
urządzenia czerpią prąd z domowej instalacji elektrycznej prądu przemiennego o napięciu 230 V. Transformator jest
właśnie wygodnym i prostym urządzeniem stosowanym do zmiany napięcia.

Dzięki wynalezieniu transformatora, w instalacji elektrycznej powszechnie stosuje się prąd przemienny, a nie
stały. Ma to duże znaczenie, szczególnie przy przesyłaniu prądu na duże odległości, gdzie w linii przesyłowej, dla
zmniejszenia strat energii elektrycznej, stosuje się napięcia rzędu setek kilowoltów.
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Rysunek 6.9: Uproszczony rysunek transformatora

Schemat transformatora jest przedstawiony na Rysunek 6.9: Uproszczony rysunek transformatora na stronie 201.
Dwie cewki o różnej liczbie zwojów są nawinięte na wspólnym żelaznym rdzeniu. Zmienny prąd w jednej cewce
wywołuje zmienny strumień pola magnetycznego przepływający również przez drugą cewkę, w której – na zasadzie
indukcji Faradaya – indukuje się SEM. Cewka, do której podłączone jest źródło napięcia zmiennego, nazywa się
uzwojeniem pierwotnym transformatora, a druga – uzwojeniem wtórnym. Symbolicznie transformator przedstawia się
tak, jak na Rysunek 6.10: Symboliczne przedstawienie transformatora na stronie 202.
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Rysunek 6.10: Symboliczne przedstawienie transformatora

Transformator pracuje na biegu jałowym wtedy, gdy uzwojenie pierwotne jest połączone ze źródłem napięcia
przemiennego, zaś uzwojenie wtórne jest nieobciążone, tzn. otwarte. Przemiennemu prądowi towarzyszy
zmienne pole magnetyczne, które koncentruje się w rdzeniu żelaznym i jest znikome na zewnątrz. Strumień pola
magnetycznego jest praktycznie jednakowy w dowolnym przekroju rdzenia. Przez każdy zwój przepływa zatem
zmienny strumień pola magnetycznego, który wywołuje jednakową w każdym zwoju SEM indukcji  (patrz prawo
indukcji Faradaya, (wzór 292 na stronie 132)) niezależnie od tego, czy jest to uzwojenie pierwotne, czy wtórne.
Chwilową wartość tego strumienia oznaczymy przez . Zatem

( wzór 431 ) 

Wobec tego we wszystkich  zwojach uzwojenia pierwotnego powstanie wypadkowa SEM (samo)indukcji równa

( wzór 432 ) 

we wszystkich zaś  zwojach uzwojenia wtórnego powstanie wypadkowa SEM (samo)indukcji równa

( wzór 433 ) 

Stąd

( wzór 434 ) 
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Opór rzeczywisty  uzwojeń jest zwykle bardzo mały, można go więc zaniedbać. Tak więc zgodnie z drugim prawem
Kirchhoffa bezwzględna wartość napięcia na zaciskach cewki pierwotnej jest w przybliżeniu równa bezwzględnej
wartości SEM (samo)indukcji:

( wzór 435 ) 

W otwartym uzwojeniu wtórnym nie ma prądu, więc bezwzględna wartość napięcia na zaciskach cewki wtórnej jest
równa bezwzględnej wartości SEM:

( wzór 436 ) 

Dzieląc stronami te dwa ostatnie równania i wykorzystując (wzór 434 na stronie 202), otrzymamy

( wzór 437 ) 

Ponieważ chwilowe wartości napięć i SEM zmieniają się jednocześnie, więc równanie (wzór 437 na stronie 203)
jest słuszne dla dowolnej chwili. Zatem jest ono słuszne również dla napięć skutecznych. Współczynnik  w tym
równaniu nazywa się przekładnią transformatora lub współczynnikiem transformacji. Oczywiście, transformator
podnosi napięcie, gdy  (wtedy ), natomiast obniża napięcie, gdy  (wtedy ).

Transformator jest obciążony wtedy, gdy do uzwojenia wtórnego dołączony jest odbiornik energii. W tym przypadku
natężenie prądu w uzwojeniu wtórnym nie jest równe zeru. Czerpanie energii z uzwojenia wtórnego odbywa się
kosztem dostarczania energii do uzwojenia pierwotnego transformatora. Zaniedbując straty energii, możemy napisać,
że moc dostarczana do transformatora jest w przybliżeniu równa mocy wyjściowej, czyli

( wzór 438 ) 

lub

( wzór 439 ) 

Z równania tego wynika, że transformator tyle razy podnosi napięcie, ile razy zmniejsza natężenie prądu, i na odwrót.

Należy dodać, że transformatory charakteryzują się dużą wydajnością, gdyż straty energii nie przekraczają zwykle
.

Pytania i problemy

1. Podaj zasadę działania transformatora. Narysuj schemat transformatora. Co to jest uzwojenie pierwotne i wtórne?
2.

Udowodnij, że dla transformatora spełniony jest związek . Objaśnij znaczenie symboli.

3.
Udowodnij, że dla transformatora spełniony jest związek . Podaj znaczenie symboli.

4. Dlaczego przy przekazywaniu energii elektrycznej na dużą odległość w linii przesyłowej stosuje się wysokie
napięcie uzyskane dzięki transformatorom? Odpowiedź uzasadnij. Wskazówka: Weź pod uwagę to, że straty
przy przesyłaniu prądu wynikają głównie z wydzielania energii w postaci ciepła z przewodów przesyłowych.
Przypomnij sobie prawo Joule'a-Lenza.

5. Uzwojenie pierwotne transformatora o przekładni  podłączono do źródła napięcia stałego . Czy na
uzwojeniu wtórnym tego transformatora może pojawić się niezerowe napięcie?

6. Przypomnij sobie zasadę działania dźwigni dwustronnej. Podaj analogię pomiędzy działaniem takiej dźwigni a
działaniem transformatora.

6.4 Silniki prądu przemiennego
Omówimy teraz zasadę działania silników elektrycznych opartą na wirującym polu magnetycznym oraz zasadę pracy
silnika asynchronicznego i komutatorowego.
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Wyobraźmy sobie stojan silnika mający cztery uzwojenia połączone szeregowo parami  i  (Rysunek 6.11:
Wektor indukcji B → zmienia się wraz ze zmianami wartości natężenia prądu w uzwojeniu na stronie 204).
Jeżeli prąd przemienny płynie tylko przez uzwojenie , to w pewnej chwili wektor indukcji pola magnetycznego

 jest skierowany tak, jak na rysunku. Po pewnym czasie prąd zmienia zwrot na przeciwny, zmieni się więc na
przeciwny zwrot wektora . Wartość wektora  będzie się zmieniać wraz ze zmianami wartości natężenia prądu w
uzwojeniu. Innymi słowy, wektor  będzie wykonywał drgania harmoniczne z taką samą częstością jak prąd. Gdy
prąd przemienny płynie tylko przez uzwojenie , to drgania wektora  będą występowały wzdłuż kierunku .

Na rysunku chwilowy prąd płynie tylko przez uzwojenie

Rysunek 6.11: Wektor indukcji  zmienia się wraz ze zmianami wartości natężenia prądu w
uzwojeniu

Jeżeli oba uzwojenia  i  połączymy równolegle, to możemy przyjąć, że w tych uzwojeniach nie będzie
przesunięcia fazowego między drganiami prądu. To znaczy, gdy w jednym uzwojeniu natężenie prądu będzie miało
wartość zero, to i w drugim wystąpi prąd zerowy; jeżeli w jednym uzwojeniu prąd będzie maksymalny, to i w drugim
będzie maksymalny. Ponadto, w każdej innej chwili natężenie prądu w obu uzwojeniach narasta jednocześnie i maleje
jednocześnie. Zatem wypadkowy wektor indukcji pola magnetycznego ma kierunek wzdłuż dwusiecznej kąta między
kierunkami  i  i wykonuje drgania harmoniczne.

Jeżeli jednak w jednym z uzwojeń prąd będzie przesunięty w fazie o  (można to osiągnąć przez włączenie do

tego uzwojenia odpowiednio dobranego kondensatora), to składowe wektora  nie będą zmieniać się jednocześnie,
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ale wystąpi między nimi takie samo przesunięcie fazowe – o . W wyniku tego wektor wypadkowy będzie się
obracał z częstością równą częstości drgań prądu. Powstanie wirujące pole magnetyczne. Na Rysunek 6.12: Wektor
indukcji B → wiruje z częstością równą częstości drgań prądu w uzwojeniach stojana silnika na stronie 205a-f
przedstawiono kolejne fazy drgań prądu w uzwojeniach  i  i odpowiadający im kierunek oraz zwrot wektora
indukcji .

Mamy tu przypadek składania dwóch drgań prostopadłych. Koniec wektora porusza się po okręgu. Występuje
pełna analogia do drgań mechanicznych – punkt materialny pobudzony jednocześnie do drgań prostopadłych o
jednakowych amplitudach przesuniętych w fazie o  porusza się po okręgu.

Przesunięcie fazowe prądu w sąsiednich nabiegunnikach wynosi

Rysunek 6.12: Wektor indukcji  wiruje z częstością równą częstości drgań prądu w uzwojeniach
stojana silnika

Wirujące pole magnetyczne można osiągnąć przy większej (niż cztery) liczbie nabiegunników elektromagnesów w

stojanie silnika, np. . Wtedy przesunięcie fazowe natężenia prądu w sąsiednich nabiegunnikach wynosi .

1. Silnik asynchroniczny. Z pewnością znasz takie doświadczenie: gdy do igły kompasu zbliżymy biegun magnesu
i zataczać będziemy nim koła, wówczas igła zacznie się kręcić, podążając za biegunem magnesu. Podobny
wynik otrzymamy, gdy zamiast ruchomego magnesu zastosujemy wirujące pole magnetyczne opisane wyżej.
Wyobraźmy sobie, że na Rysunek 6.12: Wektor indukcji B → wiruje z częstością równą częstości drgań prądu
w uzwojeniach stojana silnika na stronie 205 w miejscu wypadkowego wektora  znajduje się magnes
stały (odpowiednik igły magnetycznej). Magnes ten będzie wirował. Oto w uproszczeniu idea pracy silnika
asynchronicznego.

W przypadku biegu jałowego, gdy silnik nie wykonuje pracy, po pewnym czasie od włączenia prądu wirnik wiruje
z taką samą częstością, jak wirujące pole magnetyczne stojana. Jeżeli jednak silnik pracuje pod obciążeniem,
wykonując pracę, to wirnik jest hamowany i obraca się wolniej niż pole magnetyczne stojana. Tym wolniej, im
większe jest obciążenie silnika. Zatem częstość wirowania wirnika jest inna niż magnetycznego pola wirującego.
Dlatego właśnie te silniki noszą nazwę silników asynchronicznych.

2. Silnik komutatorowy. Zasada działania takiego silnika jest przedstawiona na Rysunek 6.13: Schemat budowy
silnika komutatorowego na stronie 206. Widzimy, że budowa silnika komutatorowego na prąd przemienny
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jest bardzo podobna do budowy silnika na prąd stały opisanego w rozdziale 3.9 Urządzenia wykorzystujące
oddziaływania magnetyczne na stronie 116. Obecnie ważne jest to, że w stojanie mamy elektromagnes zasilany
tym samym prądem przemiennym, co wirnik. Jego uzwojenie jest połączone w szereg z ramką wirnika. Na
Rysunek 6.13: Schemat budowy silnika komutatorowego na stronie 206a widać, że taki chwilowy kierunek
przepływu prądu powoduje skręcanie ramki wirnika w kierunku pokazanym zgiętą strzałką. Przy odwróceniu
kierunku prądu (Rysunek 6.13: Schemat budowy silnika komutatorowego na stronie 206b), odwraca się
również kierunek pola magnetycznego na przeciwny i w efekcie ramka obraca się w dalszym ciągu w tym samym
kierunku, co poprzednio. Mimo że prąd przemienny ciągle odwraca kierunek swojego przepływu, wirnik ciągle
się obraca w tym samym kierunku.
a) Chwilowy kierunek przepływu prądu powoduje, że para sił skręca ramkę wirnika w kierunku
pokazanym zgiętą strzałką, b) przy odwróceniu kierunku prądu odwraca się również kierunek
pola magnetycznego na przeciwny i w efekcie ramka obraca się w tym samym kierunku, co

poprzednio

Rysunek 6.13: Schemat budowy silnika komutatorowego

Komutator to na rysunku dwa półkoliste styki, do których dotykają szczotki doprowadzające prąd przemienny.
Takie zasilanie ramki zapewnia, że co pół obrotu zmienia się w niej kierunek przepływu prądu, niezależnie
od zmian spowodowanych zmianą znaku napięcia zasilającego. Dzięki temu moment sił obracających ramkę
utrzymuje stały zwrot. Stąd nazwa silnik komutatorowy. Silniki tego typu spotykamy na co dzień w urządzeniach
takich, jak suszarka do włosów, golarka elektryczna, wentylator itp.

Pytania i problemy

1. Przedstaw na schematycznych rysunkach zasadę tworzenia wirującego pola magnetycznego.
2. Opisz krótko zasadę działania silnika asynchronicznego. Skąd pochodzi jego nazwa?
3. Opisz krótko zasadę działania silnika komutatorowego.

6.5 Dioda
W tym rozdziale omawiamy prąd zmienny. Prąd zmienny można przerobić na prąd stały (lub na prąd w przybliżeniu
stały, jednokierunkowy) stosując w obwodach elektrycznych diody.

Dioda – to dwuelektrodowy element elektroniczny, który przewodzi prąd niesymetrycznie, łatwiej w jednym kierunku
niż w przeciwnym.

Pierwszymi stosowanymi diodami były diody próżniowe – lampowe. Obecnie częściej stosowane są diody
półprzewodnikowe. Omówimy tu obydwa typy diod.
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Dioda próżniowa

Na Rysunek 6.14: Lampowa dioda próżniowa na stronie 207 przedstawiono schematycznie diodę próżniową
lampową. W szklanej bańce opróżnionej z powietrza znajdują się dwie elektrody (oznaczone "+" i "-") do których
doprowadzone są druciki – przewody wychodzące na zewnątrz. Elektroda "-" to katoda, elektroda "+" to anoda.

Elektroda oznaczona znakiem "-" to katoda, a oznaczona "+" to anoda, odpowiada to
polaryzacji prostej elektrod – przy której łatwo przepływają elektrony. Napięcie między
elektrodami to tzw. napięcie anodowe, oznaczone przez . Napięcie żarzenia oznaczono przez

Rysunek 6.14: Lampowa dioda próżniowa

Przy takiej polaryzacji elektrod przewodnictwo prądu elektrycznego jest duże, natomiast przy polaryzacji odwrotnej
– przewodnictwo jest małe. Spowodowane jest to tym, że katoda jest żarzona zwykle drucikiem wolframowym
(odpowiednio ukształtowanym) do którego doprowadza się napięcie żarzenia . Pod wpływem wysokiej
temperatury z katody wylatują elektrony (zjawisko to nazywa się termoemisją), które w próżniowej bańce mogą
swobodnie poruszać się. Gdy anoda spolaryzowana jest dodatnio, to elektrony są do niej przyciągane. W przeciwnym
wypadku, przy polaryzacji odwrotnej anoda odpycha elektrony i prąd prawie nie płynie między elektrodami.
Oto zasada działania diody próżniowej. Na Rysunek 6.15: Zdjęcie lampowej diody próżniowej na stronie 208
przedstawiono zdjęcie lampowej diody próżniowej stosowanej we wzmacniaczach akustycznych wysokiej klasy w
połowie ubiegłego wieku.
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Rysunek 6.15: Zdjęcie lampowej diody próżniowej

Dioda półprzewodnikowa

Obecnie w różnych urządzeniach elektronicznych powszechnie stosuje się diody półprzewodnikowe. Istotą działania
diody półprzewodnikowej, tak jak i innych diod, jest przewodzenie prądu w jednym kierunku a blokowanie go
w kierunku przeciwnym. Dioda półprzewodnikowa zbudowana jest z dwóch warstw półprzewodnika o różnych
własnościach - tzw. złącza -  (od positive-negative).

Aby zrozumieć działanie diody półprzewodnikowej należy najpierw zapoznać się z podstawowymi pojęciami fizyki
półprzewodników. Niezbędne wiadomości na ten temat podajemy niżej.

Nośniki prądu w półprzewodnikach, elektrony i dziury

Jeżeli elektron znajdujący się w atomie w sieci krystalicznej półprzewodnika zostanie wzbudzony i opuści swoje
miejsce, powstaje puste miejsce, które nazywamy dziurą elektronową. Ten uwolniony elektron może się swobodnie
poruszać między jonami sieci krystalicznej i reaguje na zewnętrzne pole elektryczne. Dlatego może brać udział w
przewodnictwie elektrycznym. Nazywamy go elektronem przewodnictwa. Na miejsce zwolnione przez elektron –
dziurę – może przeskoczyć sąsiedni elektron, pozostawiając po sobie nową dziurę, która może być zapełniona przez
nowy elektron itd. Taki ruch dziury jest równoważny przejściu elektronów w kierunku przeciwnym. Sytuacja ta
jest podobna do przemieszczania się luki w rzędzie samochodów stojących w korku na jezdni (Rysunek 6.16: Puste
miejsce w zapełnionym elektronami półprzewodniku stanowi dziurę na stronie 209). Dziura zachowuje się jak
ładunek dodatni równy ładunkowi elektronu.
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Przemieszczanie się luki w rzędzie stojących samochodów przypomina ruch dodatniej dziury w morzu

elektronów

Rysunek 6.16: Puste miejsce w zapełnionym elektronami półprzewodniku stanowi dziurę

Półprzewodniki domieszkowane  i 

Półprzewodniki czyste z bardzo małą ilością domieszek – atomów obcych - w temperaturach pokojowych mają
bardzo mało swobodnych elektronów i dziur (swobodnych, tzn. takich które mogą swobodnie się przemieszczać
wewnątrz półprzewodnika). Jednakże celowe dodanie domieszki do półprzewodnika powoduje zwykle, że
półprzewodnik uzyskuje stosunkowo dużą ilość swobodnych elektronów lub dziur. W zależności od rodzaju
domieszki mamy możliwość uzyskania półprzewodników ze swobodnymi elektronami lub ze swobodnymi
dziurami (zależnie od rodzaju domieszki). Półprzewodnik, w którym przeważają swobodne elektrony nazywamy
półprzewodnikiem typu  (  – negative). Zaś półprzewodnik, w którym przeważają swobodne dziury nazywamy
półprzewodnikiem typu  (  – positive).

Zasadniczą częścią w elementach półprzewodnikowych jest tzw. złącze - . Jest to warstwa półprzewodnika typu
 połączona z warstwą półprzewodnika typu  (Rysunek 6.17: Pojedyncze złącze p - n , występujące w diodach

półprzewodnikowych na stronie 210).
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Rysunek 6.17: Pojedyncze złącze - , występujące w diodach półprzewodnikowych

Złącze -  - dioda

Przy połączeniu półprzewodnika typu  z półprzewodnikiem typu , część elektronów z obszaru  przechodzi
do obszaru , a dziury przejdą w kierunku odwrotnym. Ten ruch ładunków zachodzi wskutek zjawiska dyfuzji.
W przypadku braku pola zewnętrznego w obszarze  bezpośrednio przylegającym do złącza powstanie nadmiar
elektronów. Po przeciwne stronie złącza powstanie niedobór elektronów i utworzy się nadmiarowy ładunek dodatni w
obszarze . W ten sposób powstaje w obszarze złącza warstwa podwójna ładunku o pewnej grubości  (Rysunek 6.18:
Warstwa zaporowa (inwersyjna) w złączu p - n  na stronie 210), która będzie powstrzymywać dalsze przechodzenie
elektronów i dziur przez granicę złącza. Warstwę tę nazywamy warstwą zaporową (lub inwersyjną).

Rysunek 6.18: Warstwa zaporowa (inwersyjna) w złączu -

Warstwa ta może poszerzać się lub zwężać pod wpływem zewnętrznego pola elektrycznego. Jeżeli podłączymy
obszar  z biegunem dodatnim źródła a biegun ujemny z obszarem , to elektrony jak i dziury przemieszczą się w
kierunkach przeciwnych od granicy złącza. Poszerzy się w ten sposób warstwa zaporowa (Rysunek 6.19: Warstwa
inwersyjna w złączu p - n  na stronie 211a). Wypadkowa koncentracja elektronów i dziur w warstwie zaporowej
będzie znacznie mniejsza niż w pozostałych częściach półprzewodnika. W wyniku czego zwiększa się opór całkowity
półprzewodnika. Prąd przy takim podłączeniu źródła jest mały. Jeżeli podłączymy źródło odwrotnie, tzn. dodatnim
biegunem do obszaru , a ujemnym do , to warstwa zaporowa zawęzi się, gdyż elektrony będą kierować się z
obszaru  do granicy złącza, jak i dziury z obszaru  (Rysunek 6.19: Warstwa inwersyjna w złączu p - n  na stronie
211b). Warstwa zaporowa będzie stanowiła mały opór dla prądu. Przy takiej polaryzacji złącza będzie płynął duży
prąd. Widzimy, że złącze w jedną stronę przepuszcza duży prąd, zaś w przeciwną stronę przepuszcza mały prąd.
Dlatego złącza -  stosowane są jako prostowniki prądu.
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a) polaryzacja zaporowa, b) polaryzacja prosta albo polaryzacja

przewodzenia

Rysunek 6.19: Warstwa inwersyjna w złączu -

Złącze półprzewodnikowe -  działa prostowniczo na prąd zmienny; łatwo go przepuszcza przy polaryzacji w
kierunku prostym, ale słabo przepuszcza go przy polaryzacji przeciwnej, zaporowej (Rysunek 6.20: Charakterystyka
prądowo-napięciowa złącza p - n , tzw. diody na stronie 212). Zwykle maksymalna wartość prądu zaporowego nie
przekracza kilku miliamperów na  powierzchni złącza. Jednakże przy znacznym wzroście napięcia zaporowego
(od kilku do kilkuset woltów, zależnie od konstrukcji złącza) może dojść do lawinowego przejścia elektronów w
kierunku zaporowym, co może doprowadzić do zniszczenia diody. W kierunku prostym natężenie prądu osiąga
wartość wielu amperów już przy napięciu kilku woltów. Prąd w kierunku prostym nie może być też zbyt duży, gdyż
przegrzanie złącza doprowadziłoby do jego zniszczenia, dlatego w prostownikach dużej mocy stosuje się specjalne
radiatory odprowadzające ciepło.
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Rysunek 6.20: Charakterystyka prądowo-napięciowa złącza - , tzw. diody

Na rysunku Rysunek 6.21: Zdjęcia różnych diod półprzewodnikowych na stronie 212 przedstawiono zdjęcia
różnych diod półprzewodnikowych.

Rysunek 6.21: Zdjęcia różnych diod półprzewodnikowych

Jednym z podstawowych zastosowań diody (półprzewodnikowej lub lampowej) jest uzyskiwanie przepływu prądu
w jednym kierunku, w sytuacji gdy obwód (Rysunek 6.22: Opornik R zasilany napięciem zmiennym przez diodę na
stronie 213) jest zasilany napięciem zmiennym.
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Na schemacie pokazano symbol diody i zaznaczono kierunek przepływu prądu (kierunek przewodzenia

diody)

Rysunek 6.22: Opornik  zasilany napięciem zmiennym przez diodę

Ze względu na właściwości prostownicze diody prąd w obwodzie płynie praktycznie tylko w jednym kierunku, choć
nie jest to prąd stały (Rysunek 6.23: Przebieg dwóch okresów prądu „wyprostowanego jednopółowkowo” w obwodzie
z poprzedniego rysunku na stronie 214). Przez połowę okresu zmian napięcia  ma on charakter sinusoidalny,
przez drugą połowę jego natężenie wynosi zero. Taki prąd nazywamy „jednopołówkowo wyprostowanym”.
Amplituda natężenia prądu  dana jest wzorem (wzór 421 na stronie 197), gdyż opór diody w kierunku
przewodzenia jest na ogół pomijalny wobec oporu  opornika:

( wzór 440 ) 
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Rysunek 6.23: Przebieg dwóch okresów prądu „wyprostowanego jednopółowkowo” w obwodzie z
poprzedniego rysunku

Włączenie w obwód układu czterech diod (tzw mostka Gretza) pozwoliłoby uzyskać prąd „dwupołówkowo
wyprostowany” (jego przebiegiem jest funkcja ), a odpowiednie dołączenie kondensatora
zbliżyłoby ten przebieg do prądu stałego.

W celu polepszenia stałości prądu wyprostowanego stosuje się specjalne układy elektroniczne.

Fotodioda działa jak detektor światła, czyli podobnie jak fotokomórka. Zasada działania jest prosta. Prąd w złączu
-  i w obwodzie jest bardzo mały. Wystarczy złącze oświetlić, aby prąd wzrósł wielokrotnie, gdyż wtedy będą

wytwarzane dodatkowe nośniki prądu (patrz wyżej). Tzw. fotoprąd będzie proporcjonalny do natężenia światła, czyli
do liczby fotonów padających na jednostkę powierzchni złącza w jednostce czasu.

Diody emitujące światło i lasery półprzewodnikowe

Diody emitujące światło i lasery półprzewodnikowe. Diody wysyłające światło nazywamy diodami
luminescencyjnymi (LED). Diody te są stosowane m.in. w technice oświetleniowej (patrz przykład: rys. Rysunek
6.24: Przykład zastosowania diod półprzewodnikowych emitujących światło na stronie 215). Są one również
szeroko stosowane w różnego rodzaju urządzeniach elektronicznych, jako wskaźniki w postaci świecących punktów
świetlnych.

Złącze - , przez które przepływa prąd, wysyła promieniowanie świetlne. Dlaczego złącze w diodzie tej świeci? Otóż
podczas przepływu prądu elektrony przewodnictwa z obszaru  przechodzą do obszaru , gdzie napotykają dziury,
czyli puste miejsca. Elektrony, zapełniając te dziury (mówimy, że elektrony rekombinują z dziurami), muszą oddać
energię. Oddają ją w postaci fotonów światła. Przy małej koncentracji nośników płynącego prądu światło zostaje
wysyłane spontanicznie. Przy dużych koncentracjach przekraczających wartość progową dla danego półprzewodnika
może wystąpić emisja wymuszona. W przypadku, gdy kryształ, z którego jest wykonana dioda luminescencyjna, jest
oszlifowany tak, by odległość przeciwległych ścianek  odpowiadała warunkowi wzmocnienia światła laserowego

, (tak aby powstała fala stojąca, patrz rozdział 5.12 Fale stojące na stronie 182) dioda wysyła światło spójne i
staje się laserem półprzewodnikowym.



 | Drgania elektromagnetyczne. Prąd zmienny  | 215

Rysunek 6.24: Przykład zastosowania diod półprzewodnikowych emitujących światło

Pytania i problemy

1. Opisz działanie diody próżniowej.
2. Zdefiniuj dziurę w półprzewodniku i opisz, jak się zachowuje w polu elektrycznym.
3. Opisz półprzewodnik typu  i .
4. Opisz działanie diody półprzewodnikowej.
5. W obwodzie przedstawionym na rysunku Rysunek 6.25: Opornik R zasilany napięciem zmiennym przez diodę na

stronie 216 amplituda SEM wynosi , opór opornika wynosi , a mierniki wskazują skuteczne wartości
natężenia prądu i napięcia. Natężenie prądu w obwodzie przebiega zgodnie z wykresem na Rysunek 6.23:
Przebieg dwóch okresów prądu „wyprostowanego jednopółowkowo” w obwodzie z poprzedniego rysunku na
stronie 214.

a. Wyraź przez  wskazania woltomierza podłączonego do punktu  w obwodzie.
b. Wyraź przez  wskazania woltomierza podłączonego do punktu  w obwodzie.
c. Wyraź przez  i  wskazania amperomierza (wskazania te będą jednakowe, niezależnie od sposobu

podłączenia woltomierza).
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Woltomierz można podłączyć za diodą (punkt ) bądź przed diodą (punkt

)

Rysunek 6.25: Opornik  zasilany napięciem zmiennym przez diodę
6. Opisz działanie fotodiody.
7. Opisz działanie diody luminescencyjnej. Kiedy dioda stanie się laserem półprzewodnikowym?



Rozdział

7
Fale elektromagnetyczne

Podrozdziały:

• 7.1 Widmo fal
elektromagnetycznych

• 7.2 Obszary widma bliskie
promieniowaniu widzialnemu
– podczerwień, ultrafiolet,
promienie Roentgena

Mimo cech wspólnych, charakteryzujących wszystkie fale, każdy rodzaj fal
ma swoją specyfikę. Zasadniczą cechą fal elektromagnetycznych jest to, że
rozchodzą się one w próżni i nie potrzebują do tego materialnego ośrodka.
Ponadto mają bardzo szeroki zakres częstotliwości i długości. Dlatego
nawet w obrębie fal elektromagnetycznych wyróżniamy fale o różnych
własnościach.

Z falami elektromagnetycznymi związanych jest wiele różnorodnych zjawisk
fizycznych wykorzystywanych w różnych obszarach działalności człowieka.
Najdłuższe fale (o najmniejszej częstotliwości) służą do przesyłania audycji
radiowych na duże odległości, krótsze fale są wykorzystywane w komunikacji
telewizyjnej i satelitarnej.

Wąski zakres krótkich fal elektromagnetycznych wykorzystują nasze oczy –
dzięki nim możemy widzieć. Fale te opisuje się w oddzielnym dziale fizyki –
optyce. Są one także wykorzystywane we współczesnej technice laserowej.

W obszarze tych fal ujawnia się wyraźnie nowa cecha: dualizm falowo-
korpuskularny, trudne do pojęcia zjawisko charakterystyczne dla
mikromaterii.

Jeszcze krótsze fale – promienie Roentgena – wykorzystujemy w
wielu dziedzinach, a przede wszystkim w medycynie. Najkrótsze
fale – promieniowanie gamma – charakteryzują się m.in. niezwykłą
przenikliwością. Zagadnienia omawiane w tym rozdziale są bardzo ważne
dla współczesnego człowieka i dlatego powinniśmy je poznać bliżej.
Najpierw omówimy bardziej szczegółowo widmo fal elektromagnetycznych,
następnie odpowiemy sobie na pytanie, co jest przyczyną powstawania fal
elektromagne¬tycznych, i określimy ich prędkość. Omówimy sposoby ich
wytwarzania i detekcji oraz pokażemy, w jaki sposób moduluje się je dla
celów przekazu informacji m.in. audiowizualnej.
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7.1 Widmo fal elektromagnetycznych
Wszystkie fale elektromagnetyczne rozchodzą się w próżni z tą samą prędkością , natomiast różnią się
częstotliwością i długością fali. Sposoby wytwarzania i odbierania (detekcji) fal w różnych zakresach częstotliwości
różnią się znacznie i to głównie decyduje o nazwach fal.

Wszystkie fale można uszeregować według ich częstotliwości (lub długości fali). Taką klasyfikację fal
elektromagnetycznych nazywamy widmem fal elektromagnetycznych. Przedstawiono ją na Rysunek 7.1: Widmo fal
elektromagnetycznych na stronie 218.

Widzimy, że poszczególne zakresy fal zachodzą częściowo na siebie, gdyż fale o pokrywających się częstotliwościach
można wytworzyć zarówno za pomocą techniki specyficznej dla jednego, jak i drugiego zakresu. Na przykład,
niektóre mikrofale można wytworzyć także za pomocą techniki podczerwieni. Innym przykładem są promienie
rentgenowskie, które powstają w lampach rentgenowskich. Przy długości poniżej 0,1 nm mogą być wytwarzane
również przez jądra pierwiastków radioaktywnych – wówczas są zwane promieniami .

Widmo fal elektromagnetycznych nie ma granicy – ani dla fal długich, ani dla fal krótkich. Obecnie znajdujemy
z jednej strony widma coraz dłuższe fale, np. ostatnio wykryto fale o częstotliwości  i długości wynoszącej
około 5000 promieni Ziemi. Z drugiej strony, w promieniowaniu kosmicznym, wykrywa się wysokoenergetyczne
promieniowanie  o częstotliwościach większych od .

Najbogatszym źródłem fal elektromagnetycznych odbieranych na Ziemi jest nasze Słońce, do którego przystosowała
się większość gatunków biologicznych. Jesteśmy ciągle bombardowani przez wiele fal dochodzących z Kosmosu.
Właściwie wszystko, co o nim wiemy, pochodzi z informacji odczytanych z fal elektromagnetycznych.

Wskazówka:  W ostatnich dwóch-trzech dekadach zaczynamy rejestrować i interpretować informacje
płynące z kosmosu, zawarte w dochodzących do Ziemi strumieniach neutrin.

Rysunek 7.1: Widmo fal elektromagnetycznych

Pytania i problemy

1. Scharakteryzuj widmo fal elektromagnetycznych. Nazwij fale najkrótsze i najdłuższe. Czy istnieją jakieś naturalne
granice zakresu długości fal elektromagnetycznych w widmie?

2. Wiadomo, że zakresy różnych fal elektromagnetycznych nie wykluczają się wzajemnie, ale zachodzą na siebie. Na
przykład, promienie podczerwone i mikrofale mają w pewnym obszarze widma te same długości fal, więc czym
się różnią? Podaj jeszcze przynajmniej dwa takie przykłady.

3. Jak wyglądałoby nasze codzienne życie, gdyby nie doszło do odkrycia fal elektromagnetycznych?
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7.2 Obszary widma bliskie promieniowaniu widzialnemu – podczerwień,
ultrafiolet, promienie Roentgena

Niewidzialne promieniowanie elektromagnetyczne, o długościach fali większych od widzialnych promieni
czerwonych i mniejszych od najkrótszych fal radiowych, nazywamy promieniowaniem podczerwonym. Z drugiej
strony, poza granicą widma widzialnego występuje promieniowanie ultrafioletowe. Fale te są krótsze od najkrótszych
fal widzialnego promieniowania fioletowego. Bardzo krótkie promienie ultrafioletowe to już promienie Roentgena,
których fale w większości są jeszcze krótsze niż fale ultrafioletowe. Te niewidzialne dla oka ludzkiego fale mają wiele
bardzo ciekawych własności i zastosowań.

Promieniowanie podczerwone

Przyjmuje się umownie, że obszar promieniowania podczerwonego obejmuje fale o długościach (w próżni) od około
 do około .

Wskazówka:  Tu jak w innych miejscach określamy fale elektromagnetyczne za pomocą ich długości w
próżni, mimo, ze cechą zasadniczą tych fal jest ich częstotliwość, która nie zmienia się gdy fala przechodzi z
jednego ośrodka do drugiego. Przemawia za tym poglądowość.

Ten obszar promieniowania dzieli się dalej na trzy mniejsze: bliską podczerwień ( ), średnią
podczerwień ( ) i daleką podczerwień ( ). Widma w podczerwieni, podobnie jak
widzialne, mogą być liniowe lub ciągłe (o tych rodzajach widm wspominaliśmy w rozdziałach 2.1 Promieniowanie
termiczne i 2.3 Widma promieniowania gazów). Widm tych nie można obserwować bezpośrednio oczami, ale
można je rejestrować na kliszach fotograficznych czułych na podczerwień lub za pomocą odpowiednich elementów
światłoczułych.

Wskazówka:  Analiza widm w podczerwieni, powszechnie stosowana w fizyce ciała stałego oraz w chemii,
pozwala na pozyskiwanie informacji o charakterze wiązań w cząsteczkach chemicznych i w kryształach.

Wszystkie ciała rozgrzane do temperatury rzędu setek kelwinów w większym lub mniejszym stopniu promieniują
podczerwień, której natężenie zależy od temperatury. Na przykład, ludzkie ciało promieniuje podczerwień o
największym natężeniu przy długości fali . Do celów przemysłowych i medycznych stosuje się specjalne
lampy podczerwieni. Do ogrzewania i suszenia zwykle stosuje się lampy żarowe dużej mocy ( ).
Rozgrzane rurki ceramiczne o temperaturze około  bardzo mało promieniują w zakresie widzialnym, ale silnie
w podczerwieni i dlatego nazywa się je źródłami ciemnymi.

Ponieważ nasze oczy nie reagują na podczerwień, trzeba było wynaleźć i skonstruować detektory tego
promieniowania. Najczęściej stosowane to detektory cieplne, fotograficzne i fotoelektryczne.

Najprostszym detektorem cieplnym jest płytka pokryta sadzą z dołączonym do niej czujnikiem temperatury. Pod
wpływem pochłoniętego promieniowania płytka rozgrzewa się. Rozgrzewanie się ciał pod wpływem pochłoniętego
promieniowania podczerwonego ma szerokie zastosowanie, np. w przemyśle spożywczym do nagrzewania i
pasteryzacji. Promienie podczerwone wchodzą stosunkowo głęboko do rozgrzewanej substancji. Przyśpiesza to
znakomicie proces suszeniu przedmiotów pokrytych farbami i lakierami.

Jeżeli w spektrometrze umieścimy kliszę fotograficzną i wyznaczymy długości fali otrzymanego widma, to
z łatwością możemy stwierdzić, że wychodzą one poza zasięg promieni widzialnych. Do celów zastosowań
podczerwieni preparuje się specjalne klisze o podwyższonej czułości w obszarze podczerwonym. Dzięki temu
możemy wykonywać zdjęcia w ciemności, bez oświetlenia fotografowanych przedmiotów światłem widzialnym.

Detektory fotoelektryczne wykorzystują zjawisko zmiany własności elektrycznych pod wpływem promieniowania
podczerwonego. Na przykład, fotokomórki oparte są na zjawisku fotoelektrycznym (co zostało omówione w rozdziale
2.2 Zjawisko fotoelektryczne, fotony), oporniki półprzewodnikowe, których opór zmienia się podczas pochłaniania
promieniowania podczerwonego, lub luminescencyjne elementy, które pod wpływem promieni podczerwonych
wzmacniają lub wygaszają wzbudzone uprzednio świecenie luminescencyjne.

Podczerwień ma szerokie zastosowanie we wszelkiego rodzaju noktowizorach, pozwalających na „widzenie”
w ciemności. Ciała o różnej temperaturze wysyłają promienie podczerwone z różnym natężeniem. Dlatego w
noktowizorze ciała cieplejsze wydają się jaśniejsze.
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Substancje pochłaniają różne długości fal elektromagnetycznych w różnym stopniu. Dlatego są substancje, które są
przeźroczyste dla światła widzialnego, natomiast nie przepuszczają promieni podczerwonych. Do takich substancji
zalicza się zwykła woda, której kilkucentymetrowa warstwa nie przepuszcza światła podczerwonego o 
(dlatego wody używa się jako filtrów cieplnych). Inny przykład to czarny papier, który jest doskonale przeźroczysty
dla dalekiej podczerwieni. Warstwy chmur lub mgły słabo przepuszczają promienie widzialne, natomiast są
obszary widma podczerwonego, dla których warstwy te są przeźroczyste. Fotografując aparatem z kliszą czułą
na podczerwień, uzyskujemy zdjęcia obiektów zasłoniętych chmurami. Może to mieć zastosowanie w fotografii
satelitarnej i do celów szpiegowskich.

Promieniowanie ultrafioletowe

Ciała rozgrzane do wysokiej temperatury, rzędu tysięcy kelwinów, (także Słońce i inne gwiazdy) wysyłają w
znacznym stopniu również promieniowanie krótkofalowe – ultrafioletowe. Światło ultrafioletowe można wykryć za
pomocą ekranu pokrytego luminoforem. Luminofory wysyłają widzialne promieniowanie pod wpływem padającego
nań niewidzialnego światła ultrafioletowego. Istnieje wiele innych detektorów promieni ultrafioletowych, m.in. klisze
fotograficzne, jak również fotokomórki czułe na to promieniowanie.

Długości fal ultrafioletowych mieszczą się w przedziale . Podobnie jak poprzednio, umownie wyróżnia
się bliski, średni i daleki ultrafiolet, nazywane odpowiednio UV-A, UV-B i UV-C. Zakres fal dalekiego ultrafioletu
zachodzi częściowo na promienie rentgenowskie.

Widma promieniowania ultrafioletowego bywają ciągłe lub liniowe. Analiza widmowa w tym zakresie długości fal
jest bardzo ważna i daje m.in. wiele cennych informacji o budowie atomów i cząsteczek.

Jedną z najważniejszych własności promieniowania ultrafioletowego jest jego duża aktywność chemiczna.
Szczególnie jest ono aktywne w stosunku do związków organicznych. Wprawdzie to promieniowanie, padając
na siatkówkę naszego oka, nie wywołuje wrażeń optycznych, jednakże jego działanie jest wyraźne. Dlatego,
przebywając w górach, przy silnym nasłonecznieniu powinniśmy stosować ciemne okulary nieprzepuszczające
ultrafioletu. Zwykłe okulary szklane również chronią oczy, bowiem szkło jest przeźroczyste dla promieni
widzialnych, ale prawie w całości absorbuje promienie ultrafioletowe.

W małych dawkach promienie ultrafioletowe są korzystne dla organizmu człowieka – zapobiegają krzywicy u
dzieci, w skórze wytwarzają ochronny pigment oraz witaminę . Wpływają ponadto korzystnie na centralny układ
nerwowy. W medycynie stosuje się to promieniowanie do odkażania sprzętu medycznego i unieszkodliwiania
bakterii.

Promienie rentgenowskie

Promienie rentgenowskie dzisiaj są powszechnie znane i zbadane. Warto wiedzieć, że w roku 1995 obchodziliśmy
setną rocznicę ich odkrycia, dokonanego przez niemieckiego fizyka Wilhelma Roentgena.

Odkrycie to miało olbrzymi wpływ na rozwój fizyki, chemii, medycyny, a również i biologii. Zasadnicza idea
skonstruowanej przez niego lampy rentgenowskiej do dzisiaj jest podstawą budowy nowoczesnych lamp tego typu.
To właśnie Roentgen otrzymał pierwszą w historii nagrodę Nobla z fizyki

Rysunek 7.2: Wilhelm Roentgen (1845-1923), fizyk niemiecki, odkrywca krótkofalowego
promieniowania elektromagnetycznego – promieni rentgenowskich
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Roentgen miał niezwykły dar obserwacji i potrafił dostrzec nowe zjawiska tam, gdzie wielu innych uczonych nie
dostrzegało niczego godnego uwagi. Dzięki temu udało mu się dokonać odkrycia, które miało olbrzymi wpływ
na rozwój wielu dziedzin nauki. Roentgen, podobnie jak inni fizycy końca XIX wieku, zajmował się zjawiskiem
tzw. promieni katodowych, czyli wylatujących z katody elektronów w próżniowej bańce szklanej. Pewnego razu
zauważył, że klisza fotograficzna, która leżała obok bańki katodowej, naświetliła się, mimo że była owinięta czarnym
papierem. Inne zjawisko, które zauważył, to świecenie papierowego ekranu pokrytego luminoforem podczas
zbliżania doń bańki katodowej z przyłożonym napięciem. Jego zdziwienie było wielkie, gdy na ekranie zauważył cień
kości własnej dłoni, w której trzymał wspomnianą bańkę katodową. Stwierdził, że dłoń stała się przeźroczysta dla
nieznanych promieni, które nazwał promieniami . Później przyjęła się powszechnie nazwa: promienie Roentgena.

Promienie rentgenowskie w widmie fal elektromagnetycznych znajdują się w przedziale długości fal .
Te z krańca krótkofalowego nazywamy twardymi, zaś z drugiego, długofalowego krańca – miękkimi.

Promienie rentgenowskie, które mają ciągłe widmo, nazywają się rentgenowskimi promieniami hamowania, a
czasami również białymi promieniami rentgenowskimi (nazwa zaczerpnięta od białego światła promieni widzialnych,
które też mają widmo ciągłe). Promienie o nieciągłym widmie nazywają się charakterystycznymi promieniami
rentgenowskimi. Nazwano je tak dlatego, że charakteryzują materiał, z którego jest wykonana antykatoda lampy
rentgenowskiej.

Do podstawowych własności promieni rentgenowskich zaliczamy ich dużą przenikliwość, działanie fotochemiczne
(np. w kliszach fotograficznych), fotoelektryczne (fotoefekt) i jonizacyjne gazów, przez które przechodzą, pobudzanie
fluorescencji luminoforów. Wszystkie te własności służą m.in. do detekcji tych promieni. W szczególności bardzo
rozpowszechnione są komory jonizacyjne do badania natężenia promieniowania rentgenowskiego.

Emisja promieni 

Tak jak w przypadku innych fal elektromagnetycznych, emisja promieni rentgenowskich zachodzi wtedy, gdy ładunki
elektryczne doznają przyśpieszenia (np. gdy elektrony są w ruchu przyśpieszonym, lub opóźnionym, np. w ruchu
drgającym) wtedy ładunki tracą energię wypromieniowując fale elektromagnetyczne.

Energia tracona przez ładunki elektryczne jest zamieniana na energię promieniowania elektromagnetycznego.
Do wytworzenia promieni  potrzebne są dużo większe zmiany energii elektronów niż w przypadku promieni
widzialnych. Do wytworzenia promieni widzialnych wystarczą energie elektronów z zewnętrznych powłok
elektronowych. Natomiast do wytworzenia promieni  trzeba użyć elektronów z wewnętrznych powłok
(znajdujących się bliżej jądra). Różnice energii elektronów wewnętrznych są dużo większe od elektronów
zewnętrznych.

Tak duży zakres zmian energii uzyskuje się również przy wyhamowywaniu rozpędzonych elektronów uderzających w
metalową elektrodę (lampy rentgenowskiej).

Przy przejściach między poziomami energetycznym elektronów wewnętrznych w atomach powstają promienie
 o widmie nieciągłym (liniowym). Są to tzw. promienie  charakterystyczne. Natomiast elektrony hamowania

produkują promienie  o widmie ciągłym.

W lampie rentgenowskiej wytwarzane jest promieniowanie obu typów (Rysunek 7.3: λ 1 i λ 2 to długości fal
charakterystyczne dla pierwiastka emitującego promienie X  na stronie 222).
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Rysunek 7.3:  i  to długości fal charakterystyczne dla pierwiastka emitującego promienie 

Na Rysunek 7.4: Zdjęcie lampy rentgenowskiej na stronie 222 widoczne jest zdjęcie typowej lampy rentgenowskiej
stosownej w różnych urządzeniach.

Rysunek 7.4: Zdjęcie lampy rentgenowskiej

Na Rysunek 7.5: Schemat lampy rentgenowskiej na stronie 223 pokazano schemat rentgenowskiej lampy
elektronowej. Promienie  są produkowane w obszarze antykatody na skutek wyhamowywania bombardujących
ją elektronów. Antykatoda jest chłodzona wodą. Elektrony wylatują z katody i są następnie przyśpieszane wysokim
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napięciem (rzędu kilkudziesięciu tysięcy woltów) pola elektrycznego panującego między elektrodami. W bańce
szklanej lampy panuje bardzo niskie ciśnienie gazu rzędu .

Niskie napięcie  służy do podgrzewania katody, co ułatwia emisję z niej elektronów; wysokie napięcie  służy do
przyspieszania

elektronów

Rysunek 7.5: Schemat lampy rentgenowskiej

Promienie  wytwarzane w lampach służą z powodzeniem w większości zastosowań – głównie w medycynie.

Obecnie wytwarza się (dla potrzeb badań w różnych dziedzinach nauki i techniki) promienie  o wysokim natężeniu
promieniowania. Te promienie powstają przez poruszające się po okręgach elektrony w synchrotronach; stąd nazwa
promienie synchrotronowe.

Ostatnio wytworzono za pomocą laserów rentgenowskich promienie o bardzo wysokim natężeniu, przewyższającym
tysiące razy synchrotronowe.

Pytania i problemy

1. Czy promienie podczerwone są widzialne dla oka człowieka? Jeżeli nie, to w jaki sposób możemy je wykryć?
2. Czy promienie podczerwone charakteryzują się długościami fali a) większych, czy b) mniejszych od światła

widzialnego?
3. Czy promienie podczerwone charakteryzują się częstotliwościami fali a) większych, czy b) mniejszych od światła

widzialnego?
4. Podaj kilka zastosowań podczerwieni.
5. Dlaczego noktowizory pozwalają widzieć w ciemności?
6. Czy promienie ultrafioletowe są widzialne dla oka człowieka? Jeżeli nie, to w jaki sposób możemy je wykryć?
7. W jakim zakresie długości fal mieszczą się promienie ultrafioletowe – podaj zakres  w nm.
8. Podaj kilka zastosowań promieni ultrafioletowych.
9. W jakim zakresie długości fal mieszczą się promienie  – podaj zakres  w nm.
10. Podaj nazwy dwóch zasadniczych rodzajów widm promieni rentgenowskich i scharakteryzuj te promienie.
11. Podaj jakie znasz sposoby wytwarzania promieni .
12. Narysuj schemat lampy rentgenowskiej i objaśnij jej działanie.
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A. Optyka fizyczna

Mimo cech wspólnych charakteryzujących wszystkie fale, każdy rodzaj fal
ma swoją specyfikę. Cechą wyróżniającą fale świetlne jest to, że działają na
nasze oczy. To dzięki tym falom możemy oglądać świat. Najwięcej informacji
docierających do naszej świadomości uzyskujemy właśnie za pośrednictwem
światła. Fale świetlne zajmują stosunkowo wąski przedział częstotliwości
i długości fal elektromagnetycznych. Dział fizyki zajmujący się światłem
nazywamy optyką.

Zagadnienia optyczne omówimy w dwóch częściach. Rozpoczniemy od
przedstawienia falowych właściwości światła. Omówimy zagadnienia
dyfrakcji, interferencji oraz dyspersji światła, które pozwolą na zrozumienie,
czym są barwy światła, ukażą nam, na czym polega wysoka precyzja
pomiarów optycznych oraz w jaki sposób można dzięki widmom dalekich
gwiazd uzyskiwać informacje o ich składzie chemicznym i prędkości.
Dowiemy się również, co to są lasery i jakie mają własności.

Drugą część tego rozdziału poświęcimy tzw. optyce geometrycznej.
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8.1 Prawa odbicia i załamania światła
Na lekcjach w gimnazjum dowiedziałeś się, że podczas odbicia promienia światła obowiązuje prawo: kąt odbicia jest
równy kątowi padania. Z kolei przy przechodzenia światła z jednego ośrodka do drugiego światło ulega załamaniu,
a stosunek prędkości rozchodzenia się światła w tych ośrodkach jest równy współczynnikowi załamania .
Teraz, korzystając z podstawowej zasady ruchu fali, tj. zasady Huygensa, będziesz mógł zrozumieć, dlaczego te
prawa obowiązują.

Rozważymy płaską falę świetlną padającą na płaską gładką powierzchnię. Na Rysunek 8.1: Czoło BD fali płaskiej
odbitej jest utworzone przez nałożenie się elementarnych fal kulistych rozchodzących się od powierzchni odbijającej
falę na stronie 226 powierzchnię odbijającą falę oznaczono literami . Czoło fali  jest prostopadłe do
promieni fali  i . Kąt padania  to kąt zawarty między promieniem a linią normalną, czyli prostą prostopadłą do
płaszczyzny odbijającej .

Rysunek 8.1: Czoło  fali płaskiej odbitej jest utworzone przez nałożenie się elementarnych fal
kulistych rozchodzących się od powierzchni odbijającej falę

Zgodnie z zasadą Huygensa, która mówi, że każdy punkt powierzchni falowej jest źródłem elementarnej fali wtórnej,
powierzchnią falową fali odbitej będzie płaszczyzna styczna do elementarnych fal wtórnych, których środki leżą
na płaszczyźnie . Czoło fali padającej  nie dociera jednocześnie do tej płaszczyzny. Wzbudzenie drgań fali
wtórnej w punkcie  nastąpi o czas  wcześniej niż w punkcie . W momencie, gdy fala dociera do punktu  i
zaczyna tam wzbudzać drgania, fala elementarna wzbudzona wcześniej w punkcie  rozprzestrzeni się w postaci
półsfery o promieniu równym . Półsfery fal elementarnych wychodzących z punktów położonych
między punktami  i  będą miały promienie różnej długości, co zaznaczono na rysunku. Czoło fali odbitej  jest
styczne do tych fal wtórnych i prostopadłe do promieni  i  wychodzących z punktów  i .

Łatwo teraz możemy wykazać, że kąt odbicia  jest równy kątowi padania . Zauważmy, że trójkąt  jest
przystający do trójkąta . Oba trójkąty są prostokątne i mają wspólną przeciwprostokątną . Bok  trójkąta

 jest równy bokowi  trójkąta  – w czasie , gdy promień  pokonywał drogę z punktu  do 
( ), promień  przebył odcinek  z tą samą prędkością, więc , a co za tym idzie, .
Odpowiednie kąty w trójkątach przystających muszą być sobie równe, więc kąt odbicia, który oznaczyliśmy przez ,
jest równy kątowi padania . Wykazaliśmy zatem, że

Zamapiętać:  kąt odbicia jest równy kątowi padania.

Ponadto z zasady Huygensa wynika, że
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Zamapiętać:  promień padający, prosta prostopadła do powierzchni odbijającej oraz promień odbity
leżą we wspólnej płaszczyźnie.

Te dwa stwierdzenia stanowią prawo odbicia światła.

Ważną własnością biegu promieni świetlnych jest ich odwracalność. Gdy odwrócimy bieg promienia światła,
wówczas promień odbity stanie się promieniem padającym, a padający – odbitym.

Przejdźmy teraz do omówienia prawa załamania światła. Wyprowadzimy je, wychodząc z zasady Huygensa.
Najpierw jednak omówimy samo zjawisko załamania światła.

Na granicy dwóch ośrodków część energii promieniowania wraca do pierwszego ośrodka – występuje odbicie światła.
Jeżeli drugi ośrodek jest przeźroczysty, to światło może przejść przez granicę ośrodków i wówczas z reguły zmienia
kierunek swego biegu. Właśnie to zjawisko nazywamy załamaniem światła.

Rysunek 8.2: Pałeczka zanurzona w wodzie wydaje się złamana

Skutkiem załamania światła jest pozorne zakrzywianie się prostych przedmiotów częściowo zanurzonych w wodzie.
Na pewno zauważyłeś, patrząc z boku na łyżeczkę zanurzoną w szklance herbaty, że wydaje się ona załamana na
granicy wody i powietrza. To samo dotyczy pałeczki zanurzonej w wodzie (Rysunek 8.2: Pałeczka zanurzona w
wodzie wydaje się złamana na stronie 227). Te i inne proste obserwacje każą nam sądzić, że przy przejściu z
jednego ośrodka do drugiego światło ulega załamaniu.
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Doświadczenie pokazowe

Do pokazania biegu promienia padającego, załamanego i odbitego od granicy dwóch ośrodków
wykorzystamy wąski promień światła, uzyskany na przykład z latarki. Latarkę przesłaniamy kartką
ciemnego papieru z wąską szczeliną i puszczamy promień pod pewnym kątem do płaskościennego
naczynia szklanego, np. akwarium, napełnionego częściowo wodą (Rysunek 8.3: Pokaz biegu
promienia padającego, załamanego i odbitego na stronie 228). Przebieg wiązki światła z
latarki można uwidocznić, umieszczając w naczyniu na przykład (nieco ukośnie do pionu)
szarą płytkę z tworzywa sztucznego lub kartkę z kartonu. Można również rozpylić nad wodą
sproszkowaną kredę szkolną lub puścić nad nią trochę dymu, na przykład z kopcącego knota świecy
lub patyczka (nie należy stosować dymu tytoniowego!). Ponadto do wody można dodać trochę
fluoresceiny lub zabarwić ją przez dodanie małej ilości innego płynu – płynu do mycia naczyń,
herbaty lub mleka. Obserwujemy promień padający, załamany, a także i odbity od powierzchni
wody. Zauważamy również, że promień padający, załamany i odbity leżą zawsze we wspólnej
płaszczyźnie prostopadłej do powierzchni wody (w naszym przypadku – w płaszczyźnie pionowej).

Rysunek 8.3: Pokaz biegu promienia padającego, załamanego i odbitego

Przebieg wiązki światła padającej na granicę rozdziału ośrodków schematycznie przedstawia Rysunek 8.4: Przebieg
wiązki światła padającej na granicę rozdziału ośrodków; zrezygnowano z pokazania promienia odbitego na
stronie 229. Promień  pada pod kątem  do linii normalnej  do powierzchni rozdziału ośrodków. Promień
przechodzący  jest załamany względem tej linii pod kątem . Kąt  nazywa się kątem padania, kąt  nazywa się
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kątem załamania. Dla prostoty rysunku pominęliśmy tutaj promień odbity, trzeba jednak pamiętać, że na granicy
dwóch ośrodków część światła zawsze się odbija.

Rysunek 8.4: Przebieg wiązki światła padającej na granicę rozdziału ośrodków; zrezygnowano z
pokazania promienia odbitego

Wskazówka:

Wyprowadzimy teraz prawo załamania światła. Załamanie światła wynika z tego, że prędkość jego
rozchodzenia się w różnych ośrodkach jest różna. Oznaczmy przez  prędkość światła w ośrodku pierwszym
i przez  w drugim. Niech na płaszczyznę rozdziału ośrodków  pada płaska fala (Rysunek 8.5: Czoło
BD fali płaskiej przechodzącej do drugiego ośrodka jest utworzone przez nałożenie się elementarnych fal
kulistych rozchodzących się od powierzchni rozdziału ośrodków na stronie 230). Powierzchnia czoła fali

 jest prostopadła do promieni  i . W chwili, gdy promień  dociera do powierzchni  w punkcie ,
w drugim ośrodku zaczyna się rozchodzić fala elementarna. Jej promień dotrze do punktu  w tym samym
czasie , w którym promień  pokona odcinek  w pierwszym ośrodku. Ze względu na różne prędkości
światła w tych ośrodkach długości odcinków  i  nie będą jednakowe

, 
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Rysunek 8.5: Czoło  fali płaskiej przechodzącej do drugiego ośrodka jest utworzone przez
nałożenie się elementarnych fal kulistych rozchodzących się od powierzchni rozdziału
ośrodków

Powierzchnię fali przechodzącej otrzymamy, prowadząc płaszczyznę  styczną do wszystkich wtórnych
fal elementarnych, których środki są położone na płaszczyźnie rozdziału . Widzimy, że promień 
(prostopadły do powierzchni falowej ) będzie załamany w stosunku do promienia  oraz że .
Matematyczny związek między tymi kątami otrzymamy, wykorzystując własności trójkątów prostokątnych:

 i . Zatem

( wzór 441 ) 

( wzór 442 ) 

Po podzieleniu tych równań stronami i uproszczeniu otrzymamy

( wzór 443 ) 

gdzie  jest wielkością stałą dla danych ośrodków – jak widać, niezależną od kąta padania.

Otrzymaliśmy prawo Snelliusa załamania światła, które słowami można wyrazić następująco:

Zamapiętać:  Stosunek sinusa kąta padania do sinusa kąta załamania jest stały dla danych dwóch ośrodków.

W uzupełnieniu należy podać:
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Zamapiętać:  Promień padający, przechodzący i prosta prostopadła do powierzchni rozdziału leżą we
wspólnej płaszczyźnie.

O prawdziwości prawa załamania światła upewnimy się, wykonując doświadczenie „Snellius” (patrz rozdział 8.2
Doświadczenie „Snellius” na stronie 233). Współczynnik załamania światła jest to stała wielkość, charakteryzująca
dwa ośrodki, wyrażająca stosunek prędkości światła w jednym ośrodku do prędkości światła w drugim ośrodku:

( wzór 444 ) 

Widzimy, że – zgodnie z (wzór 443 na stronie 230) – kąt załamania  jest mniejszy od kąta padania  wtedy, gdy
światło w ośrodku drugim rozchodzi się wolniej niż w ośrodku pierwszym. Zwróćmy uwagę, że przy odwróceniu
biegu światła, gdy przechodzi ono z ośrodka „ ” do ośrodka „ ”, posługujemy się współczynnikiem załamania ,
będącym odwrotnością :

( wzór 445 ) 

Pełna nazwa tak zdefiniowanego współczynnika powinna brzmieć: względny współczynnik załamania, gdyż dotyczy
współczynnika załamania jednego ośrodka względem drugiego. Można jednak zdefiniować tzw. bezwzględny
współczynnik załamania określonego ośrodka względem próżni. Jest on równy stosunkowi sinusa kąta padania do
sinusa kąta załamania przy przejściu promienia z próżni do danego ośrodka, jak również jest równy stosunkowi
prędkości światła w próżni  do prędkości światła w danym ośrodku :

( wzór 446 ) 

Korzystając ze wzoru (wzór 444 na stronie 231), względny współczynnik załamania światła można wyrazić za
pomocą stosunku bezwzględnych współczynników załamania – bezwzględny współczynnik załamania pierwszego
ośrodka

( wzór 447 ) 

a drugiego ośrodka

( wzór 448 ) 

więc

( wzór 449 ) 

Znając bezwzględny współczynnik załamania dla danego ośrodka, ze wzoru (wzór 446 na stronie 231) możemy
obliczyć, ile wynosi prędkość światła w tym ośrodku. Prędkość ta zależy od stanu fizycznego ośrodka, jego gęstości
i temperatury, a także od częstotliwości fali świetlnej (więc i od jej długości). Zwykle w danym ośrodku światło o
mniejszej częstotliwości (większej długości fali) rozchodzi się szybciej od światła o wyższej częstotliwości (mniejszej
długości fali), więc światło czerwone (duża długość fali) rozchodzi się szybciej od zielonego (średnia długość fali), a
zielone szybciej od fioletowego (mała długość fali). Dlatego w tablicach wartości współczynników załamania podaje
się, jakiego światła dotyczą i w jakim stanie znajduje się ośrodek. Jeżeli tych danych nie ma, to oznacza, że wpływ
tych czynników można zaniedbać.

Ponieważ w większości przypadków określa się współczynnik załamania w stosunku do powietrza, więc trzeba
wiedzieć, ile wynosi współczynnik załamania powietrza względem próżni. Prędkość światła w powietrzu nieznacznie
różni się od prędkości światła w próżni, dlatego bezwzględny współczynnik załamania powietrza nieznacznie
różni się od jedności, np. w normalnych warunkach dla żółtego światła (lampy sodowej, ) wynosi

. Zatem dla dowolnego ośrodka bezwzględny współczynnik załamania  jest w przybliżeniu równy
współczynnikowi załamania  względem powietrza:

( wzór 450 ) 
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Wartości współczynnika załamania względem powietrza dla niektórych substancji podane są w tabeli na Rysunek
8.6: Wartości współczynnika załamania względem powietrza (dla światła żółtego sodowego, λ =589nm )  na stronie
232.

Rysunek 8.6: Wartości współczynnika załamania względem powietrza (dla światła żółtego sodowego,
)

Rozważmy teraz szczególnie ciekawy przypadek, mający ważne zastosowanie praktyczne – tzw. całkowite odbicie.
Jeżeli promień światła pada na ośrodek optycznie gęstszy, czyli o współczynniku załamania , to zgodnie ze
wzorem (wzór 443 na stronie 230) promień załamuje się w ten sposób, że kąt załamania jest mniejszy od kąta
padania (  – Rysunek 8.7: Kąty odbicia i załamania na stronie 232a). Jeżeli promień będzie się poruszał w
przeciwną stronę, z ośrodka optycznie gęstszego do rzadszego (Rysunek 8.7: Kąty odbicia i załamania na stronie
232b), to sytuacja będzie odwrotna. Kąty „zamienią się rolami” – teraz kąt padania będzie mniejszy od kąta
załamania  i prawo załamania przybierze postać:

( wzór 451 ) 

Jeżeli będziemy zwiększać kąt padania, to przy pewnej jego wartości  kąt załamania będzie prawie równy 
(wzór 450 na stronie 231c). Wtedy, zgodnie z (wzór 451 na stronie 232)

( wzór 452 ) 

a) Kąt padania jest większy od kąta załamania przy przejściu promienia do ośrodka gęstszego optycznie, b) sytuacja
jest odwrotna przy odwróconym biegu promienia, c) przy dostatecznie dużym kącie padania  kąt załamania
jest prawie równy , d) przy kącie padania  następuje całkowite odbicie od powierzchni rozdziału

ośrodków

Rysunek 8.7: Kąty odbicia i załamania
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Kąt padania  odpowiadający warunkowi (wzór 452 na stronie 232) nazywa się kątem granicznym. Wystarczy
teraz tylko nieznacznie przekroczyć ten kąt, a promień nie będzie miał możliwości przejść do drugiego ośrodka.
Wtedy nastąpi całkowite odbicie – promień odbije się od powierzchni rozdziału ośrodków pod kątem równym kątowi
padania (Rysunek 8.7: Kąty odbicia i załamania na stronie 232d).

Należy zwrócić uwagę na to, że nie dzieje się tak, że przy zwiększaniu kąta padania promień przechodzi do drugiego
ośrodka całkowicie pod coraz większym kątem załamania, aż raptem dla  ginie promień załamany i pojawia
się promień odbity. W rzeczywistości na granicy dwóch ośrodków wiązka padająca dzieli się na dwie – odbitą i
załamującą się (wzory na zależność natężenia każdej z tych wiązek od kąta padania i współczynnika załamania są
dość złożone i dlatego nie będziemy ich wyprowadzać). Zgodnie z prawem zachowania energii natężenie (patrz
rozdział 5.9 Energia i natężenie fali na stronie 171) promienia padającego jest równe sumie natężeń promienia
przechodzącego i odbitego (Rysunek 8.7: Kąty odbicia i załamania na stronie 232):

( wzór 453 ) 

W miarę wzrastania kąta padania, wzrasta natężenie promienia odbitego i maleje natężenie promienia załamanego.
Przy zbliżaniu się kąta padania do kąta granicznego natężenie promienia załamanego zbliża się do zera, a natężenie
promienia odbitego do natężenia promienia padającego (Rysunek 8.7: Kąty odbicia i załamania na stronie 232c).
Przy przechodzeniu przez kąt graniczny nie ma żadnej skokowej zmiany!

Rysunek 8.8: Światłowód

Całkowite odbicie wykorzystuje się w technice światłowodowej. Cienkie włókna szklane pokrywa się warstewką
materiału o współczynniku załamania mniejszym niż współczynnik szkła. Na skutek wielokrotnego całkowitego
odbicia promień światła może się poruszać wzdłuż w prostego lub zgiętego włókna. Włókna kompletuje się w wiązki,
które mogą przenosić obrazy po drodze zakrzywionej. Każde włókno w wiązce przenosi tylko mały fragment obrazu.
Takie światłowody wykorzystuje się w medycynie do obserwacji trudno dostępnych wewnętrznych organów, np.
podczas operacji chirurgicznej. Światłowody znalazły także zastosowanie do przenoszenia informacji dźwiękowych i
wizualnych w telefonii i telewizji.

EXE  PDF Załamanie światła, Pryzmat

Pytania i problemy

1. Podaj podstawowe dwa prawa dotyczące odbicia i załamania światła. Z jakiej zasady ruchu falowego one
wynikają?

2. Co to jest współczynnik załamania i jakim wzorem się wyraża? Czym się różni absolutny od względnego
współczynnika załamania? Podaj wzór wiążący te dwa typy współczynników.

3. Co to jest całkowite wewnętrzne odbicie i kąt graniczny? Podaj przykład zastosowania zjawiska całkowitego
wewnętrznego odbicia.

4. Na granicę pomiędzy powietrzem i cieczą pada światło pod kątem . Stwierdzono, że promienie:
wchodzący do cieczy i odbity od jej powierzchni są do siebie prostopadłe. Oblicz bezwzględny współczynnik
załamania tej cieczy.

8.2 Doświadczenie „Snellius”
Celem naszego doświadczenia jest upewnienie się o prawdziwości prawa załamania światła – prawa Snelliusa. Przy
opracowaniu wyników doświadczenia, do powtarzających się obliczeń można wykorzystać komputer. Ćwiczenie
można wykorzystać na lekcji informatyki.

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/pryzmat/Pryzmat-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/pryzmat/Pryzmat.pdf
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Rysunek 8.9: Szkolny przyrząd do pomiaru współczynnika załamania światła

Do wykonania doświadczenia potrzebny będzie prosty przyrząd przedstawiony na Rysunek 8.9: Szkolny przyrząd do
pomiaru współczynnika załamania światła na stronie 234. Główną jego częścią jest koło z podziałką stopniową
(pełny kątomierz) umieszczone na statywie na osi, aby mogło obracać się wraz z umieszczonym na nim szklanym
półkolem. Na statywie znajduje się też latarka z wąską szczeliną umożliwiającą rzucanie wiązki światła na półkole
pod dowolnym kątem.

Ustawiamy koło kątomierza wraz z półkolem szklanym tak, aby kąt padania wiązki światła na płaską powierzchnię
półkola szklanego był bliski , np. . Staramy się zmierzyć kąt załamania  (w razie niemożności dokonania
odczytu, zmniejszamy kąt  o  i ponawiamy próbę). Następnie powtarzamy pomiary kątów, zmieniając stopniowo
kąt padania, np. , , ,… , . Wyniki pomiarów wpisujemy do tabelki pomiarów (Rysunek 8.10:
Tabelka pomiarów na stronie 234).

Rysunek 8.10: Tabelka pomiarów

Obliczamy wartości sinusów kątów  i  i wpisujemy je do odpowiednich rubryk tabelki pomiarów. Dla każdej pary

kątów obliczamy stosunek  i także wpisujemy go tabelki.

Wykonujemy wykres zależności  od  w ten sposób, że na osi odciętych odkładamy wartości , zaś
na osi rzędnych wartości  (patrz Rysunek 8.11: Przykładowy wykres zależności y=nx , gdzie y= sin α i x=
sin β  na stronie 235). Uwaga: wykres należy wykonać na papierze formatu A4, mniejszy wykres nie pozwoliłby
uwidocznić wyraźnie niepewności pomiarowych, które są tu małe.

Z prawa załamania światła (wzór 443 na stronie 230) wynika, że

( wzór 454 ) 

czyli

( wzór 455 ) 

a to jest zależność liniowa. Cieszymy się, jeżeli punkty na wykresie układają się w pobliżu prostej, gdyż świadczy
to o tym, że potwierdziliśmy doświadczalnie prawo załamania światła! Wartość współczynnika kierunkowego tej
prostej określa nam wartość współczynnika załamania ośrodka półkola (szkła) względem powietrza. Obliczamy go,
korzystając z wykresu, i wynik zapisujemy w tabeli.
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Rysunek 8.11: Przykładowy wykres zależności , gdzie  i 

Przeprowadzamy dyskusję niepewności pomiarowych. Naszym celem jest ocena wartości  – niepewności pomiaru
współczynnika załamania. Musimy najpierw znaleźć wzór na . Jeżeli potraktujemy , oraz 
jako zmienne we wzorze na , to zgodnie z ogólnym wzorem (patrz rozdział 1.D1 Ocena dokładności wyników
pomiarów (Dodatek)) niepewność pomiaru wielkości iloczynowej wynosi

( wzór 456 ) 

Zatem musimy najpierw wyznaczyć niepewności  i . Jak wyznaczyć te wielkości?
Łatwo ocenimy niepewności  i  przyjmując za podstawę dokładność skali kątomierza oraz szerokość wiązki
światła. Przykładowo, w jednym z takich doświadczeń przyjęto, że . Mając te wartości, możemy
ocenić  i .

Dla każdej wartości kąta  i  (dwie pierwsze rubryki w tabelce pomiarów) znajdujemy (w tablicach wartości
sinusów lub za pomocą kalkulatora) wartości sinusa kąta większego odpowiednio o  i  (np. o ) i
korzystamy ze wzoru

( wzór 457 ) 
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oraz

( wzór 458 ) 

Korzystając z powyższych wzorów, wypełniamy następne dwie rubryki naszej tabelki. Dane z tych rubryk posłużą
nam do umieszczenia prostokątów niepewności pomiarowych na wykresie (patrz Rysunek 8.11: Przykładowy wykres
zależności y=nx , gdzie y= sin α i x= sin β  na stronie 235). Następnie według wzoru (wzór 456 na stronie 235)
wyznaczamy niepewności pomiarów  i wypełniamy ostatnią rubrykę tabelki.

Przykładowe wartości pomiarów oraz wyniki obliczeń umieszczono w tabeli (Rysunek 8.12: Tabelka pomiarów
(wartości przykładowe) na stronie 236).

Rysunek 8.12: Tabelka pomiarów (wartości przykładowe)

Korzystając z wyników umieszczonych w tabelce, obliczamy średnią wartość współczynnika załamania. Odrzucamy
przy tym wynik znacznie odbiegający od pozostałych. W podanym przykładzie odrzucamy wartość . Dla tej
wartości największa jest też niepewność . Z oczywistych względów nie uwzględniamy ostatniego wyniku
(dzielenie zera przez zero).

Końcowy wynik pomiaru – wartość współczynnika załamania (uprzednio obliczoną wartość średnią) wraz z
niepewnoścą pomiarową – zapisujemy w wyróżnionym miejscu. Jako niepewność pomiarową wartości średniej
możemy przyjąć największe odchylenie od tej wartości średniej pojedynczego wyniku wchodzącego do średniej. W
naszym przykładzie

( wzór 459 ) 

Sprawdzamy, czy otrzymany przez nas współczynnik załamania zgadza się z odpowiednią wartością uzyskaną przez
nas (z jaką dokładnością?). Zapisujemy wniosek wypływający z tego porównania.

Zapisujemy wnioski i spostrzeżenia z dyskusji niepewności pomiarowych oraz wniosek końcowy z wykonanego
doświadczenia.

HTML Doświadczenie zdalne: Prawo Snelliusa

Pytania i problemy

1. Przedstaw powód, dla którego w opisanym doświadczeniu badamy zjawisko załamania przy wejściu światła z
powietrza do szkła, zaś nie zajmujemy się załamaniem światła przy przejściu ze szklanego półkola z powrotem do
powietrza. Czy to drugie załamanie nie fałszuje wyników pomiarów? Uzasadnij swoją odpowiedź.

8.3 Dyspersja światła
Izaak Newton odkrył, że światło białe składa się z różnych barw i powstaje na skutek zmieszania światła wszystkich
„barw tęczy” („badał rozmaitość promieni świetlnych i wynikające stąd własności barw, których nikt dotąd nawet nie
podejrzewał” – słowa z nagrobka Newtona). W tym podrozdziale dowiesz się, w jaki sposób Newton dokonał swego
odkrycia oraz uzyskasz więcej informacji na temat światła barwnego.

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/instrukcje/snelius/
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Zajmując się udoskonaleniem teleskopu, Newton zwrócił uwagę na to, że obrazy w teleskopie mają tęczową
obwódkę. Tęczowe obwódki obrazów otrzymywanych za pomocą soczewek, jak również tęczowe obwódki
przedmiotów oglądanych przez pryzmat, były obserwowane już wcześniej, ale nikt przed nim nie potrafił tego
zinterpretować. Traktowano to jako swoisty „efekt uboczny”. Newton wpadł na pomysł powiększenia tego efektu
za pomocą prostego doświadczenia. Wykorzystał do tego cienki promień światła słonecznego przedostający się
do zaciemnionego pokoju przez mały otworek w okiennicy. Na drodze tego promienia ustawił szklany pryzmat.
Po przejściu przez pryzmat światło padało na przeciwległą ścianę. Newton zauważył, że promień rozprzestrzeniał
się w postaci wachlarza, dając na ścianie szereg obrazów otworka we wszystkich kolorach tęczy (Rysunek 8.13:
Doświadczenie Newtona z rozszczepieniem światła w pryzmacie na stronie 237). Tak otrzymane pasmo barwne
Newton nazwał widmem (łac. spectrum). Natomiast zjawisko rozszczepienia światła nazwał dyspersją (łac. dispersio
oznacza rozproszenie).

Wskazówka:  Dziś określenie dyspersja używamy w odniesieniu do tego właśnie zjawiska, które badał
Newton. Określenie „rozpraszanie światła” używamy w odniesieniu do zjawiska, w którym wskutek
oddziaływania światła z materią dochodzi do losowych zmian kierunków jego rozchodzenia się. W efekcie
ośrodek sprawia wrażenie, że „świeci” w każdym kierunku. Przykładem jest tu świecenie nieba wskutek
rozpraszania światła w powietrzu atmosferycznym.

Rysunek 8.13: Doświadczenie Newtona z rozszczepieniem światła w pryzmacie

Przesłaniając otwór w okiennicy zabarwionym szkiełkiem, Newton obserwował, że wszystkie barwne obrazy otworka
na przeciwległej ścianie znikały z wyjątkiem tego, którego barwa była taka sama, jak szkiełka. Stało się jasne, że
to nie pryzmat zabarwia światło (jak sądzono uprzednio), ale że rozszczepia światło białe na jego składowe barwne
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(Rysunek 8.13: Doświadczenie Newtona z rozszczepieniem światła w pryzmacie na stronie 237). Widzimy więc, że
światło białe to mieszanina światła o różnych barwach. Ich jednoczesne działanie na nasze oczy daje wrażenie światła
białego. Można się o tym przekonać, wykonując doświadczenie – zbierając za pomocą pryzmatu obróconego o 
promienie barwne, uzyskane przez rozłożenie za pomocą pryzmatu białego promienia, znowu otrzymamy światło
białe (Rysunek 8.14: Światło rozszczepione przez pierwszy przyzmat zostaje przepuszczone przez drugi pryzmat na
stronie 238).

Rysunek 8.14: Światło rozszczepione przez pierwszy przyzmat zostaje przepuszczone przez drugi
pryzmat

Można się też przekonać, tak jak robił to Newton, puszczając wydzielony promień barwny na drugi pryzmat, że ten
promień nie ulega już dalszemu rozszczepieniu. W ten sposób Newton wykazał, że „jednorodne” barwy (dzisiaj
nazywamy je monochromatycznymi) nie mogą się dalej rozdzielać na barwy składowe.

Newton stwierdził też, że promienie o różnej barwie mają różne współczynniki załamania w szkle. Najbardziej
odchyla się w pryzmacie promień fioletowy, najmniej czerwony. Newton starał się wytłumaczyć różnicę
współczynników załamania różnych barw tym, że według niego światło czerwone miało składać się z ciężkich
cząstek (korpuskuł), fioletowe zaś z lekkich. Dlatego przyciągane przez substancję ośrodka mniej masywne cząstki
fioletowe odchylają się silniej od masywnych czerwonych.

Dzisiaj zjawisko to jest tłumaczone zupełnie inaczej. Wiemy, że współczynnik załamania zależy od prędkości
rozchodzenia się światła w danym ośrodku. Przekształcając wzór (wzór 446 na stronie 231), mamy

( wzór 460 ) 

Wnioskujemy więc, że promień czerwony odchyla się w szklanym pryzmacie mniej niż fioletowy, ponieważ jego
prędkość w ośrodku szklanym jest większa – ma on zatem mniejszy współczynnik załamania. Jak już wcześniej o tym
wspominaliśmy, prędkość rozchodzenia się fali światła w danym ośrodku zależy od jej częstotliwości (więc i długości
fali). Promień czerwony, którego prędkość w ośrodku szklanym jest większa, ma mniejszą częstość fali (większą
długość fali) niż promień fioletowy. Znając obecnie te zależności, dyspersję światła określamy jako zależność
współczynnika załamania (więc i prędkości światła) od częstotliwości fali.

W tabeli (Rysunek 8.15: Wartości współczynnika załamania światła dla różnych ośrodków na stronie 239)
podano, ze względnie dużą dokładnością, wartości współczynnika załamania dla różnych barw w trzech popularnych
ośrodkach, na Rysunek 8.16: Zależność współczynnika załamania od częstotliwości fali światła na stronie 239
zaś przedstawiono je w postaci wykresu. Widzimy, że szkło ołowiowe bardziej załamuje światło niż szkło zwykłe i
jeszcze bardziej niż woda - świadczy o tym średnia wartość współczynnika załamania. Niezależnie od tego, różnica
współczynników załamania  jest prawie dwa razy większa niż dla szkła zwykłego. To zaś oznacza, że szkło
ołowiowe bardzo silnie rozszczepia światło (jest ośrodkiem silnie dyspersyjnym). Dlatego szkła ołowiowego używa
się do szlifowanych wyrobów szklanych, tzw. kryształów. Duża różnica współczynnika załamania dla różnych
barw (mówimy popularnie: duża dyspersja światła) powoduje, że kryształy, załamując światło, mienią się różnymi
barwami. Znany pod tym względem jest też diament, dla którego różnica  wynosi , jest więc ponad dwa
razy większa niż dla szkła ołowiowego.
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Rysunek 8.15: Wartości współczynnika załamania światła dla różnych ośrodków

W próżni dyspersja nie występuje, prędkość fali światła dla wszystkich częstotliwości jest jednakowa. Można się o
tym przekonać za pomocą prostych obserwacji. Gdyby również w próżni promienie czerwone były szybsze niż inne,
wówczas, obserwując na przykład światło Słońca, które dociera do nas zaraz po jego zaćmieniu, zauważylibyśmy
zmiany jego barwy – najpierw byłoby czerwone. Takich zjawisk jednak się nie obserwuje.

Zwróć uwagę, że przedstawione zależności są rosnące – znane są jednak
materiały, dla których zależność ta jest malejąca; mówimy wtedy o dyspersji

anomalnej

Rysunek 8.16: Zależność współczynnika załamania od częstotliwości fali światła

Można powiedzieć, że świat jest taki kolorowy dzięki temu, że światło białe jest złożone z wielu barw. Kartka papieru
jest biała, ponieważ odbija w jednakowym stopniu wszystkie barwy składowe padającego na nią światła białego.
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Pokrywając farbą kartkę papieru, nie wytwarzamy kolorowego światła, ale powodujemy uchwycenie przez farbę
pewnych kolorów światła na nią padającego – odbija się od niej tylko część barwnych promieni, dając nam wrażenie,
że kartka ma określony kolor. W ten sposób również i inne przedmioty widzimy jako kolorowe.

Zjawiska świetlne w atmosferze ziemskiej

Ze zjawiskiem dyspersji związanych jest wiele efektów świetlnych w atmosferze. Podajemy nazwy i bardzo pobieżne
opisy najczęściej spotykanych zjawisk świetlnych. Więcej informacji na ich temat, wraz z widowiskowymi często
zdjęciami, uzyskasz bez problemu, wpisując te nazwy w przeglądarkę internetową. Przy tej okazji znajdziesz być
może informacje o innych, tutaj niewymienionych zjawiskach.

Najbardziej znana jest tęcza (Rysunek 8.17: a). Fragment tęczy powstałej w kroplach wody z fontanny, b). Na lewo
od tęczy głównej widoczny fragment tęczy drugiego rzędu na stronie 240a). Powstaje ona, gdy światło słoneczne
wchodzi w krople wody unoszące się w powietrzu, odbija się po drugiej stronie kropli i wychodzi z niej. Obu
przejściom światła (z powietrza do wody i z wody do powietrza) towarzyszy jego załamanie i rozszczepienie. W
efekcie powstaje barwny łuk, który obserwujemy na niebie mając Słońce „z tyłu głowy” (ze względu na odbicie
wewnątrz kropli). Warto uważnie przyjrzeć się tęczy - czasami zobaczy się tęczę podwójną (Rysunek 8.17: a).
Fragment tęczy powstałej w kroplach wody z fontanny, b). Na lewo od tęczy głównej widoczny fragment tęczy
drugiego rzędu na stronie 240a), z odwróconą sekwencją kolorów. Spostrzegawczy obserwator zauważy
zdecydowanie ciemniejszy obszar nieba pomiędzy tęczami a jaśniejszy pod tęczą główną. Teoria przewiduje także
powstanie tęczy trzeciego i czwartego rzędu, ale te są obserwowane bardzo rzadko.

Rysunek 8.17: a). Fragment tęczy powstałej w kroplach wody z fontanny, b). Na lewo od tęczy
głównej widoczny fragment tęczy drugiego rzędu
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Z dyspersją światła w kryształkach lodu, wirujących i powoli opadających w wysokich chmurach, związane są dwa
podstawowe zjawiska barwne: halo (kolorowa obwódka wokół Słońca, Rysunek 8.18: Halo 22 ° wokół Słońca na
stronie 243) i słońce poboczne (dwie plamy barwne, jedna na prawo a druga na lewo od Słońca, Rysunek 8.19:
a). Na prawo od Słońca, w małej chmurce, powstało słońce poboczne, b). Powiększenie tego słońca pobocznego 
na stronie 245). W obu przypadkach zjawisko polega na wejściu światła do wnętrza kryształka, jego załamaniu
i rozszczepieniu, a następnie wyjściu - bardzo podobnie do przejścia światła przez pryzmat. Oznacza to, że halo
i słońce poboczne obserwujemy w świetle przechodzącym, mając Słońce przed sobą, w stosunkowo niewielkiej
odległości kątowej od niego (najczęściej obserwuje się halo o promieniu kątowym ).
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Rysunek 8.18: Halo  wokół Słońca
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Rysunek 8.19: a). Na prawo od Słońca, w małej chmurce, powstało słońce poboczne, b).
Powiększenie tego słońca pobocznego
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Barwne obwódki i plamy świetlne są także obserwowane - szczególnie w mgliste noce - wokół Księżyca czy wokół
latarń. Jednak zjawisko to, zwane wieńcem (Rysunek 8.20: Wieniec świetlny (trochę niejednorodny) powstał na tle
latarni podczas nocnego naśnieżania stoku narciarskiego na stronie 247), jest czymś innym niż halo - promień
takiej obwódki jest znacznie mniejszy, a powstaje ona nie wskutek rozszczepienia, lecz w wyniku dyfrakcji światła na
mikroskopijnych kropelkach wody lub drobinkach lodu, unoszących się w wilgotnym powietrzu (o dyfrakcji światła
będziemy mówić w rozdziale 8.6 Dyfrakcja i interferencja światła na stronie 254).
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Rysunek 8.20: Wieniec świetlny (trochę niejednorodny) powstał na tle latarni podczas nocnego
naśnieżania stoku narciarskiego

Z dyfrakcją światła słonecznego związane jest powstawanie glorii - kolorowej obwódki wokół cienia obiektu
widocznego, najczęściej w górach lub z pokładu samolotu, na warstwie chmur zalegających poniżej obserwatora.
Na szczególną uwagę zasługuje tu widmo Brockenu (któremu gloria często towarzyszy), ze względu na wierzenia
taterników związanych z jego pojawieniem się.

Pytania i problemy

1. Podaj przedział długości fal elektromagnetycznych odbieranych przez nasze oczy.
2. Co to jest dyspersja światła? Czym różni się światło monochromatyczne od białego?

8.4 Interferencja światła
Jednym z podstawowych zjawisk ruchu falowego jest interferencja Występowanie interferencji rozstrzyga o tym,
czy badane zjawisko ma charakter falowy. Jeżeli badamy nowe promieniowanie o nieznanym mechanizmie i jeżeli
stwierdzamy interferencję, to możemy twierdzić, że mamy do czynienia z falą. Światło ma naturę falową, więc
powinno wykazywać interferencję. Jednakże zwykle nie obserwujemy tego zjawiska, mimo że oświetlenie pochodzi
od dwóch źródeł światła – na przykład dwóch żarówek (interferencja, jak wiemy, zachodzi np. wtedy, gdy fale
wychodzące z dwóch źródeł spotykają się – występują wtedy miejsca wzmocnienia i naprzemiennie osłabienia fali).
Włączenie dodatkowej żarówki najwyżej sprawi, że będzie jaśniej, ale miejsc z naprzemiennym wzmocnieniem i
wygaszaniem światła nie zaobserwujemy. Wyjaśnimy, dlaczego tak się dzieje i jakie warunki muszą być spełnione,
aby wystąpiła interferencja światła.
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Koherencja światła

Przyczyna niewystępowania zjawiska interferencji przy oświetleniu powierzchni za pomocą dwóch lub kilku
lamp leży w tym, że fale świetlne pochodzące z tych źródeł nie są zgodne ze sobą – mówimy, że nie są spójne lub
koherentne. W celu otrzymania stabilnego obrazu interferencyjnego, fale muszą być spójne. Falami koherentnymi
(lub spójnymi) nazywamy takie fale, które mają jednakową długość oraz stałą w czasie różnicę faz we wszystkich
miejscach obszaru, w którym się nakładają, (owa różnica faz jest na ogół różna dla różnych punktów).

A jakie fale świetlne wysyła zwykła żarówka? Promieniuje światło w ten sposób, że poszczególne atomy włókna
żarówki wypromieniowują sinusoidalne ciągi falowe (długości kilku metrów) przypadkowo – niezależnie jeden
od drugiego. Wyświecanie pojedynczego ciągu falowego przez atom trwa około . Zatem, jeżeli spotkają się
dwie wiązki z różnych źródeł, różnica faz poszczególnych ciągów falowych obu wiązek będzie się zmieniać w
sposób przypadkowy. Powstanie, owszem, jakiś obraz interferencyjny, ale po czasie rzędu owych  zostanie on
zastąpiony zupełnie innym obrazem, bez związku z poprzednim. Nie ma więc warunków do wystąpienia interferencji,
która mogłaby być zarejestrowana zarówno przez jakikolwiek przyrząd, jak i przez nasze oko.

Wskazówka:  Inaczej promieniują lasery – wysyłają ciągi falowe spójne. Spójność wiązki (a nie, jak się
często sądzi, jej moc) jest zasadniczą cechą laserów, odróżniającą je od innych źródeł światła.

Jednakże możliwe jest zaobserwowanie interferencji światła pochodzącego ze zwykłych źródeł. Co ciekawsze,
interferencja światła była od dawna obserwowana, ale ludzie nie zdawali sobie sprawy z tego. Na pewno wiele razy
widziałeś efekt interferencji światła, bawiąc się w dzieciństwie bańkami mydlanymi, które – szczególnie w świetle
słonecznym, wspaniale się zabarwiają tęczowymi kolorami. Obserwując światło odbite od kałuży, na której są plamy
oleju lub nafty, widzimy, że mieni się różnymi kolorami – jest to efekt interferencji światła.

Bezdyfrakcyjna interferencja światła

Jak wytłumaczyć zabarwienie cienkich błonek oraz zmiany ich kolorów w zależności od kąta widzenia? Rysunek
(Rysunek 8.21: Fala 1 padająca na powierzchnię błonki dzieli się na dwie: odbitą 1 ' i załamaną 1 ' '  na stronie
248) przedstawia promień  padający na powierzchnię cienkiej błonki, który częściowo odbija się w postaci
promienia , a częściowo przechodzi jako promień  do ośrodka błonki, załamując się, i po odbiciu od przeciwległej
wewnętrznej powierzchni wychodzi z tego ośrodka, ponownie się załamując, po czym obie części promienia
poruszają się równolegle i interferują ze sobą. Jeżeli promień , który ma do przebycia dłuższą drogę, spóźnia się w
stosunku do promienia  o całkowitą liczbę długości fali, to następuje wzmocnienie fali; jeżeli natomiast spóźnia się
o całkowitą, nieparzystą liczbę połówek fali, to nastąpi osłabienie fali wypadkowej. Rezultat zależy od kąta padania
promienia, grubości i współczynnika załamania błonki oraz od długości fali.

Po wyjściu fale nakładają się na siebie: a) osłabiają się, b) wzmacniają się wzajemnie

Rysunek 8.21: Fala  padająca na powierzchnię błonki dzieli się na dwie: odbitą  i załamaną 

W tym przypadku, mimo że światło pochodzi ze zwykłego źródła, obie wiązki  i  są koherentne, ponieważ każdy
ciąg falowy ulega rozszczepieniu na dwa ciągi, które następnie łączą się ze sobą po przebyciu różnych dróg. Dla
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wszystkich ciągów falowych o jednakowej długości fali przy danym kącie padania występuje taka sama różnica faz
między promieniem odbitym od zewnętrznej powierzchni błonki a promieniem odbitym od powierzchni wewnętrznej.
Występują więc warunki do stabilnej interferencji. Jeżeli na błonkę pada światło białe, to w danym kierunku wzmocni
się (lub wygasi) tylko fala o określonej długości i po odbiciu otrzymamy światło o odpowiedniej barwie. Barwa
światła, którego fala została wzmocniona, dominuje nad pozostałymi i właśnie tę barwę obserwujemy. Natomiast,
jeśli w widmie światła białego zabraknie fali określonej długości, to światło uzyska barwę dopełniającą. Jeżeli błonka
ma różną grubość, to przy oświetleniu światłem białym pojawią się różne barwy.

Rysunek 8.22: Wzmocnienie i osłabieniae są uwarunkowane różnicą liczby fal ułożonych na
odcinkach  i , która decyduje, czy fale spotkają się w fazach zgodnych (wzmocnienie), czy w
przeciwnych (osłabienie)

Wyprowadzimy teraz wzory będące warunkami na wzmocnienie i osłabienie fali. Fale  i  będą się wzmacniać,
gdy spotkają się w fazach zgodnych, więc gdy różnica liczby fal, które ułożą się na odcinkach  i  (Rysunek
8.22: Wzmocnienie i osłabieniae są uwarunkowane różnicą liczby fal ułożonych na odcinkach l 1 i 2 l 2 , która
decyduje, czy fale spotkają się w fazach zgodnych (wzmocnienie), czy w przeciwnych (osłabienie) na stronie 249),
będzie liczbą całkowitą (na razie nie uwzględniliśmy zmiany fazy przy odbiciu fali od zewnętrznej ani wewnętrznej
powierzchni błonki). Stąd

( wzór 461 ) 
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gdzie  jest liczbą całkowitą,  jest długością fali w błonce, zaś  długością fali w powietrzu. Zależność między tymi

długościami fal otrzymamy ze związku: , więc

( wzór 462 ) 

Po uwzględnieniu tego wzoru, warunek (wzór 461 na stronie 249) przybierze postać:

( wzór 463 ) 

Teraz uwzględnimy zmianę fazy przy odbiciu od powierzchni błonki. Z teorii ruchu falowego wiadomo, że przy
odbiciu fali od ośrodka gęstszego następuje zmiana fazy na przeciwną (rozdz. 5.12 Fale stojące na stronie 182 –
przypomnij sobie odbicie fali na sznurze umocowanym do ściany - Rysunek 5.31: Powstawanie fali stojącej jako
wynik nakładania się fali padającej z falą odbitą na stronie 183). W przypadku fali świetlnej ośrodkiem o większej
gęstości optycznej jest ośrodek o większym współczynniki załamania. Zatem przy odbiciu promienia od zewnętrznej

powierzchni błonki następuje przesunięcie fazy o , czyli o , zaś przy odbiciu od wewnętrznej powierzchni takie
przesunięcie fazy nie następuje. Po uwzględnieniu tych rozważań warunek (wzór 463 na stronie 250) przyjmuje
postać:

( wzór 464 ) 

Z Rysunek 8.22: Wzmocnienie i osłabieniae są uwarunkowane różnicą liczby fal ułożonych na odcinkach l 1 i 2
l 2 , która decyduje, czy fale spotkają się w fazach zgodnych (wzmocnienie), czy w przeciwnych (osłabienie) na

stronie 249 możemy odczytać, że  oraz . Uwzględniając te

wyrażenia we wzorze (wzór 464 na stronie 250), otrzymamy:

( wzór 465 ) 

Po podstawieniu  i po prostych przekształceniach otrzymamy:

( wzór 466 ) 

Natomiast warunek osłabienia, przy uwzględnieniu zmiany fazy przy odbiciu fali od powierzchni zewnętrznej błonki,
otrzymamy z równania podobnego do (wzór 464 na stronie 250):

( wzór 467 ) 

Po przekształceniach, dla osłabienia fali otrzymamy warunek:

( wzór 468 ) 

Podsumujmy wyniki naszych rozważań:

Zamapiętać:

• warunek wzmocnienia fali: 
• warunek osłabienia fali: 

Przykład 1

Cienka równoległościenna błonka mydlana jest oświetlona światłem czerwonym o długości fali
. Wzmocnienie światła jest widoczne, gdy obserwujemy promień odbity

pod kątem  do prostej normalnej do powierzchni. Natomiast pod kątem  jest
obserwowane osłabienie światła. Pomiędzy tymi kierunkami nie występują żadne inne wzmocnienia
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ani wygaszenia. Wiedząc, że współczynnik załamania błonki mydlanej wynosi , wyznacz
grubość błonki.

Odpowiedź: Z warunków wzmocnienia (wzór 466 na stronie 250) i wygaszania (wzór 468 na
stronie 250) mamy:

( wzór 469 ) 

( wzór 470 ) 

W obu przypadkach wartość  jest jednakowa, gdyż rozpatrujemy kolejne wygaszenie po
wzmocnieniu.

Odejmując te równania stronami, otrzymamy:

( wzór 471 ) 

Korzystając ze związku , otrzymamy , więc

( wzór 472 ) 

Zatem

( wzór 473 ) 

Podstawiając wartości liczbowe, otrzymamy, że błonka ma grubość

( wzór 474 ) 

Rysunek 8.23: Interferometr Michelsona

Pytania i problemy

1. Co to znaczy, gdy mówimy, że dwie wiązki światła są koherentne lub spójne. Czy światło wychodzące z żarówki
elektrycznej jest spójne?

2. Podaj warunki na wzmocnienie i wygaszanie fali podlegającej interferencji przy odbiciu od cienkiej błonki.

8.5 Zastosowania interferencji światła
Interferencja światła ma szerokie zastosowanie w praktyce. Pozwala na bardzo dokładne pomiary i badania
materiałów. Tutaj przytoczymy tylko dwa przypadki jej zastosowania.

Kontrola jakości obróbki powierzchni

Kładąc na badanej powierzchni przedmiotu (np. wykonanego ze stali) bardzo gładką równoległościenną płytkę
wzorcową, w miejscach nierówności wytwarzamy między nią a badaną powierzchnią warstewkę powietrza o
niejednakowej grubości (Rysunek 8.24: Badanie nierówności powierzchni stalowego wyrobu na stronie 252).
Miejsca te uwidocznią się przez zakrzywienia interferencyjnych prążków jednakowej grubości powstałych przy
odbiciu światła od badanej powierzchni i wewnętrznej powierzchni płytki wzorcowej. Precyzja tej metody jest bardzo

duża, gdyż umożliwia wykrycie nierówności powierzchni wyrobu z dokładnością do  długości fali światła, tj. z

dokładnością rzędu .
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Na interferujące promienie  i  nakłada się dodatkowo promień , co
zaburza obraz interferencyjny uzyskiwany w obszarach pozbawionych

nierówności

Rysunek 8.24: Badanie nierówności powierzchni stalowego wyrobu

Rozjaśnianie soczewek

Obiektywy współczesnych aparatów fotograficznych, lunet, lornetek, projektorów, peryskopów, kamer telewizyjnych
i innych urządzeń optycznych składają się z dużej liczby szkieł optycznych - soczewek pryzmatów i in. Światło
przy przejściu przez taki układ optyczny doznaje wielokrotnych odbić od wielu powierzchni. Zwykle liczba odbić
przewyższa 10 a w optyce podwodnej 40. Każdorazowo przy odbiciu światło traci ok. 5-9% swojej energii. W efekcie
końcowym przechodzi tylko ok. 10-20% światła. Obniża się jasność obrazu, a co za tym idzie, jego jakość. Na
fotografiach np. pojawia się tzw. woal.

Dzięki pokryciu szkieł optycznych cienką warstwą przeciwodblaskową mającą współczynnik załamania  mniejszy
od szkła następuje wygaszenie promieni odbitych na zasadzie interferencji. Zwiększa się w ten sposób ilość światła
przechodzącego, a obrazy otrzymywane w urządzeniu stają się jaśniejsze.*)

Wskazówka:  *) Należy zwrócić uwagę na to, że wygaszenie światła światłem (przez interferencję) nie
oznacza przekształcania jego energii w inne postaci energii. Wygaszenie się fali w danym obszarze oznacza,
że fala tam się nie rozchodzi. Wygaszanie fal odbitych w obiektywie z warstwą przeciwodblaskową oznacza,
że fala przechodzi w pełni przez obiektyw.
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Rysunek 8.25: Interferencja promieni odbitych w warstwie przeciwodblaskowej

Rozważmy przypadek, gdy promień padający  jest prostopadły do powierzchni warstwy (na Rysunek 8.25:
Interferencja promieni odbitych w warstwie przeciwodblaskowej na stronie 253 promień jest nieco odchylony od
prostopadłej w celu lepszego uwidocznienia biegu promieni). Promień odbity od górnej powierzchni  interferując
z promieniem odbitym od dolnej powierzchni  warstwy może się wygasić wtedy, gdy wzdłuż drogi promienia 
równej  (  - grubość warstwy odblaskowej) ułoży się nieparzysta wielokrotność połówek długości fali  (faza fali
odbitej nie ulega zmianie, gdy odbija się od środowiska o większym współczynniku załamania), więc

( wzór 475 ) 

gdzie .

Długość fali w ośrodku warstwy  jest mniejsza od długości fali w powietrzu  i wyraża się wzorem , który
wynika z zależności: .

Wobec tego grubość warstwy odblaskowej powinna wynosić

( wzór 476 ) 

Normalnie na soczewkę pada światło białe zawierające fale światła o różnych długościach. Wygaszenie zgodnie
z powyższym wzorem zachodzi tylko dla jednej długości fali. Grubość warstwy odblaskowej dobiera się tak,
aby wygaszała promieniowanie światła o długości fali odpowiadającej środkowej części widma, tj. 
(światło zielone, mające największe natężenie w widmie światła słonecznego). Światło ze skraju widma o barwach
- czerwonej i fioletowej są słabo wygaszane. Dlatego obiektyw i okulary z warstwą odblaskową mają zabarwienie
błękitne.

Widać wyraźnie, że część nie pokryta tą warstwa przepuszcza światło dużo

słabiej

Rysunek 8.26: Dla porównania przepuszczalności światła, szkło okularowe w połowie pokryto
warstwą przeciwodblaskową
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Pytania i problemy

1. Opisz krótko zasadę badania nierówności powierzchni za pomocą zjawiska interferencji światła.
2. Na czym polega sposób poprawienia jasności obiektywów za pomocą stosowania tzw. warstw

przeciwodblaskowych?

8.6 Dyfrakcja i interferencja światła
Ważne:  Zwykle obserwujemy, że promienie światła rozchodzą się po liniach prostych. Jednakże przy
przejściu światła przez małe otwory zauważamy, że światło ulega ugięciu, czyli dyfrakcji. Zjawisko to
występuje dlatego, że światło ma naturę falową. Dlaczego jednak obserwujemy ugięcie tylko na małych
otworach? Na to pytanie odpowiemy sobie w tym rozdziale. Stwierdzimy również, że ugięciu fali światła
towarzyszy interferencja.

Wcześniej podkreślaliśmy, że charakterystyczną cechą ruchu falowego jest interferencja. Również i dyfrakcja
jest charakterystyczną cechą ruchu falowego. Z dyfrakcją fali spotkaliśmy się przy rozpatrywaniu fal na wodzie
przechodzących przez szczeliny (patrz rozdz. 5.10 Zasada Huygensa, ugięcie fali na stronie 174). Doświadczenie
przekonuje nas, że fala płaska przechodząc przez mały otwór ugina się i za otworem rozchodzi się w różnych
kierunkach, jak na Rysunek 8.27: a) Ugięcie fali jest wyraźnie obserwowalne dla małych otworów, przez które
przechodzi fala. b) Im większy otwór, tym mniejsza część energii fali rozchodzi się na boki na stronie 254a. Obraz
ugięcia fali objaśniliśmy zasadą Huygensa, która mówi że każdy punkt powierzchni falowej jest źródłem nowej fali
kulistej. Taki obraz jak na Rysunek 8.27: a) Ugięcie fali jest wyraźnie obserwowalne dla małych otworów, przez
które przechodzi fala. b) Im większy otwór, tym mniejsza część energii fali rozchodzi się na boki na stronie 254a
otrzymamy wtedy, gdy rozmiary otworu są porównywalne z długością fali, wtedy bowiem możemy przyjąć, że
otwór przepuszcza tylko jedną falę kulistą spośród wielu takich fal składających się na czoło fali dochodzącej do
przeszkody. Jeżeli będziemy poszerzać otwór w przeszkodzie, to wiele fal kulistych czoła fali dochodzącej do otworu
utworzy falę płaską, która przejdzie bez ugięcia, ugięcie zajdzie tylko na krawędziach otworu (Rysunek 8.27: a)
Ugięcie fali jest wyraźnie obserwowalne dla małych otworów, przez które przechodzi fala. b) Im większy otwór, tym
mniejsza część energii fali rozchodzi się na boki na stronie 254b). Ten obraz jest jednak przybliżony, gdyż fale
kuliste wychodzące z takiego otworu będą interferować. Skutek takiej interferencji opiszemy na przykładzie fal
świetlnych.

Rysunek 8.27: a) Ugięcie fali jest wyraźnie obserwowalne dla małych otworów, przez które
przechodzi fala. b) Im większy otwór, tym mniejsza część energii fali rozchodzi się na boki

Energia obserwowanego promieniowania w określonym kierunku zależy od tego ile fal elementarnych składa się
na obserwowaną falę (padającą na odbiornik fali). Energia ta, mówiąc w uproszczeniu, jest proporcjonalna do
liczby fal elementarnych biegnących w określonym kierunku. Ze względu na to, że fale świetlne mają bardzo małą
długość fali , to przy otworach o rozmiarach rzędu 0,1 mm olbrzymia większość fal elementarnych utworzy falę
płaską a tylko pojedyncze na krawędziach otworu dadzą efekt dyfrakcyjny. Porównajmy ile razy średnica otworu

 jest większa od przeciętnej długości fali światła . Otrzymamy:
, czyli średnica otworu jest pięć tysięcy razy większa od długości fali. Zatem nic dziwnego, że dyfrakcja

nawet na tak małym otworze jest bardzo słaba i praktycznie niezauważalna. Dlatego w optyce geometrycznej, gdzie
rozpatrujemy bieg światła w różnych przyrządach optycznych takich jak lupa, luneta, czy mikroskop, możemy
przyjąć podstawową zasadę prostoliniowego rozchodzenia się promieni światła.

Zjawisku ugięcia towarzyszy interferencji fal elementarnych zachodząca za otworem.

Doświadczenie pokazowe: Interferencja w ugiętej wiązce światła

Na drodze wiązki światła z lasera ustawiamy wąską szczelinę o szerokości ok. 0,3 mm, a dalej
ekran, jak na Rysunek 8.28: Układ doświadczalny dla obserwacji dyfrakcji światła na szczelinie na



 | Optyka | 255

stronie 255. Na ekranie zaobserwujemy obraz dyfrakcyjny szczeliny składający się z jednego
silnego wąskiego pasma w środku i wielu coraz słabszych pasm po obu stronach pasma środkowego
- Rysunek 8.29: a) Zdjęcie obrazu dyfrakcyjnego szczeliny, b) zależność natężenia światła od kąta
ugięcia na stronie 255a.

Na Rysunek 8.29: a) Zdjęcie obrazu dyfrakcyjnego szczeliny, b) zależność natężenia światła od kąta
ugięcia na stronie 255b przedstawiono zależność natężenia światła od kąta ugięcia.

Rysunek 8.28: Układ doświadczalny dla obserwacji dyfrakcji światła na szczelinie

Rysunek 8.29: a) Zdjęcie obrazu dyfrakcyjnego szczeliny, b) zależność natężenia
światła od kąta ugięcia

Rysunek (Rysunek 8.30: Zgodnie z zasadą Huygensa wzmocnienia, naprzemiennie z wygaszaniem fal zachodzą w
określonych kierunkach na stronie 255) pokazuje jak powstaje obraz dyfrakcyjny szczeliny na ekranie.

Linie czerwone przedstawiają grzbiety fal, linie niebieskie – doliny, kropki czerwone miejsca spotkań
grzbietów, niebieskie – miejsca spotkań dolin; tam mamy wzmocnienia fal. Za pomocą krzyżyków oznaczono
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spotkania grzbietów z dolinami – wygaszanie fal. Oznaczono również kierunki wzmocnień i wygaszeń

fal

Rysunek 8.30: Zgodnie z zasadą Huygensa wzmocnienia, naprzemiennie z wygaszaniem fal zachodzą
w określonych kierunkach

Wykorzystując zasadę Huygensa widzimy, że będziemy mieli do czynienia, naprzemiennie, ze wzmocnieniem i
wygaszaniem fali. Im większy kąt ugięcia , tym mniej energii przypada na jednostkowy przekrój powierzchni fali.

Wskazówka:

Bliższe rozważenie dyfrakcji ułatwi nam zrozumienie na czym polega rewelacyjne odkrycie optyki XX wieku
- holografii, o której więcej możesz przeczytać w dodatku na końcu tego rozdziału. Dlatego przyjrzymy się
bliżej dyfrakcji fali świetlnej na szczelinie.

Wzór na amplitudę fali ugiętej na szczelinie przedstawia się następująco:

( wzór 477 ) 

gdzie  – kąt ugięcia fali (kat pomocniczy).

Natężenie fali jest proporcjonalne do kwadratu amplitudy. Zatem natężenie fali w obserwowanym kierunku
wyniesie:

( wzór 478 ) 
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Wykres zależności amplitudy fali ugiętej od  według wzoru (wzór 477 na stronie 256) jest przedstawiony
na Rysunek 8.31: a) Wykres zależności amplitudy fali ugiętej na pojedynczej szczelinie od kąta pomocniczego
α , b) wykres zależności natężenia fali ugiętej wynika z podniesienia do kwadratu funkcji amplitudy tej fali na
stronie 257a. Na Rysunek 8.31: a) Wykres zależności amplitudy fali ugiętej na pojedynczej szczelinie od
kąta pomocniczego α , b) wykres zależności natężenia fali ugiętej wynika z podniesienia do kwadratu funkcji
amplitudy tej fali na stronie 257b przedstawiono wykres natężenia fali ugiętej według wzoru (wzór 478 na
stronie 256). Widzimy, że wykres odtwarza przebieg dyfrakcji otrzymany w doświadczeniu: Wzmocnienia
i wygaszenia natężenia występują naprzemiennie. Natężenia maksimów maleją szybko po obu stronach
głównego maksimum.

Rysunek 8.31: a) Wykres zależności amplitudy fali ugiętej na pojedynczej szczelinie od
kąta pomocniczego , b) wykres zależności natężenia fali ugiętej wynika z podniesienia do
kwadratu funkcji amplitudy tej fali

Pytania i problemy

1. W jaki sposób korzystając ze zjawiska dyfrakcji możemy wyjaśnić, że do celów optyki geometrycznej możemy
posługiwać się pojęciem promienia świetlnego poruszającego się wzdłuż określonych linii, mimo że światło ma
charakter falowy?

2. Z jakiej zasady wynika obraz dyfrakcyjny światła za pojedynczą szczeliną? Narysuj schemat powstawania
minimów i maksimów natężenia światła.

8.7 Interferencja światła przechodzącego przez wiele szczelin
Ważne:  W doświadczeniach z falami na wodzie pokazaliśmy w jaki sposób powstaje interferencja fal
pochodzących od dwóch źródeł. W przypadku światła nie udaje się obserwować interferencji światła
pochodzącego np. od dwóch żarówek (ze względu na niekoherentność ich promieniowania), ale możemy
uzyskać obraz interferencyjny dla światła przechodzącego, przez dwie szczeliny. Po raz pierwszy
doświadczenie takie przeprowadził z sukcesem T. Young, na początku XIX wieku. Tego typu eksperymenty
rozstrzygały, że światło ma naturę falową. Później zbudowano siatkę dyfrakcyjną umożliwiającą precyzyjne
pomiary optyczne.

Interferencja światła na dwóch szczelinach

Jeżeli przepuścimy światło przez dwie wąskie szczeliny blisko siebie położone, to po przejściu przez szczeliny
światło padające na ekran utworzy obraz interferencyjny w postaci wielu prążków, naprzemiennie, jasnych i
ciemnych.

Wskazówka:  To doświadczenie jest bardzo trudne do przeprowadzenia ze światłem pochodzącym ze źródeł
„konwencjonalnych”. Z kolei wykorzystanie światła laserowego prowadzi do powstania skomplikowanego
obrazu interferencyjno-dyfrakcyjnego. Obraz ten wynika z nałożenia się dwóch efektów – dyfrakcji na
każdej ze szczelin oddzielnie oraz interferencji fal ugiętych wychodzących z tych szczelin. Pierwszego efektu
(dyfrakcji na pojedynczych szczelinach) moglibyśmy uniknąć, stosując szczeliny o szerokości rzędu długości
fali użytego światła.

Doświadczenie to przebiega podobnie jak w przypadku interferencji fal na wodzie wychodzących z dwóch źródeł
- rozdz. 5.11 Interferencja na stronie 177. Podobnie jak tam, maksima (interferencyjne) natężenia fali występują w
miejscach, gdzie fale spotykają się w fazach zgodnych.
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Rysunek 8.32: Wzmocnienie fal „ ” i „ ” występuje wtedy, gdy różnica dróg  jest równa całkowitej
wielokrotności długości fali

Minima występują tam, gdzie fale spotykają się w fazach przeciwnych. Na Rysunek 8.32: Wzmocnienie fal „ 1 ” i „ 2
” występuje wtedy, gdy różnica dróg Δ jest równa całkowitej wielokrotności długości fali na stronie 258 pokazano
schematycznie dwa promienie wybiegające z obu szczelin pod kątem . W celu wyznaczenia kierunków kątowych,
dla których występują maksima i minima fali wypadkowej trzeba określić różnicę dróg tych promieni. Widzimy z
rysunku, że różnica ta wynosi  (  - odległość między szczelinami). Te dwa promienie będą nakładać się w
fazach zgodnych, gdy  będzie całkowitą wielokrotnością długości fali , stąd warunek na wzmocnienie:

( wzór 479 ) 

Warunek na minimum otrzymamy, gdy  będzie całkowitą wielokrotnością nieparzystej liczby połówek długości fali

, więc

( wzór 480 ) 

Siatka dyfrakcyjna

Obraz dyfrakcyjny w doświadczeniu Younga jest na ogół mało wyraźny, ze względu na to, że tylko mała część
strumienia światła przechodzi przez szczeliny. Dlatego zbudowano tzw. siatkę dyfrakcyjną, która stanowi układ nie
dwóch, ale wielu szczelin. Siatkę dyfrakcyjną można wykonać różnymi sposobami. Jeden ze sposobów polega na
wykonaniu szeregu delikatnych równoległych rys na szkle. Rysy takie stanowią przeszkody dla światła, przerwy
między rysami spełniają rolę szczelin. Odległość między sąsiednimi szczelinami w siatce dyfrakcyjnej nazywa
się stałą siatki. Zwykle jest ona bardzo mała. W pracowniach szkolnych stała siatki wynosi od 0,01 mm do 0,003
mm. Do celów naukowych stosuje się siatki dyfrakcyjne o dużo mniejszej stałej, nawet poniżej 0,001 mm. Warunki
wzmocnienia i wygaszenia wyrażają się identycznymi wzorami jak dla dwóch szczelin (wzór 479 na stronie 258)
i (wzór 480 na stronie 258). Bowiem, jeżeli fale wychodzące z dwóch sąsiednich szczelin wzmacniają się w
określonym kierunku, to będą się wzmacniać również fale w tym kierunku z pozostałych szczelin. To samo dla
wygaszania.

W praktyce wykorzystuje się warunek wzmocnienia światła ugiętego na siatce dyfrakcyjnej, czyli wzór:

( wzór 481 ) 

Siatka dyfrakcyjna służy m.in. do bardzo dokładnego wyznaczania długości fal świetlnych. Jak widać ze wzoru (wzór
479 na stronie 258), przy znajomości stałej siatki , wystarczy zmierzyć precyzyjnie kąt ugięcia . W tym celu
stosuje się specjalne przyrządy zwane spektrometrami.

Ważnym parametrem siatki dyfrakcyjnej jest tzw. zdolność rozdzielcza , która określa możliwość rozróżnienia w
obrazie dyfrakcyjnym dwóch fal długości fali  i , między którymi występuje różnica .  definiujemy jako

( wzór 482 ) 

Wskazówka:  Dlaczego przyjęto taką definicję zdolności rozdzielczej siatki dyfrakcyjnej?

Wiemy, że światło po przejściu przez siatkę dyfrakcyjną ulega naprzemiennemu wzmacnianiu i wygaszaniu.
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Wzmocnienie pierwszego rzędu zachodzi pod kątami  wynikającymi z warunku (wzór 481 na stronie
258):

( wzór 483 ) 

Po tym wzmocnieniu zachodzi wygaszenie pod kątem  wynikającym z warunku:

( wzór 484 ) 

gdzie  – liczba szczelin w siatce dyfrakcyjnej.

(wyprowadzenie tego wzoru można znaleźć np. w http://www.wseiz.pl/files/materialy/7siatkadyf.pdf)

Warunkiem na rozdzielanie dwóch fal o bliskich sobie długościach jest tzw. kryterium Rayleigha, które brzmi:

Aby dwa wzmocnienia fal  i  były rozróżniane, to różnica kątowa wzmocnień tych fal powinna być taka,
aby wygaszenie pierwszej przypadało we wzmocnieniu drugiej. Czyli

( wzór 485 ) 

( wzór 486 ) 

Odejmując stronami - otrzymujemy po przekształceniu (wzór (wzór 482 na stronie 258)):

( wzór 487 ) 

W przypadku, gdy na siatkę dyfrakcyjną rzucimy światło białe, to po przejściu otrzymamy widmo ciągłe. Zjawisko
to łatwo możemy wytłumaczyć, gdyż wiemy, że światło białe składa się z różnych barw o różnej długości fali. Z
warunku (wzór 479 na stronie 258) możemy odczytać, że kąt ugięcia  jest tym większy im większa jest długość
fali. Zatem otrzymujemy, że (odwrotnie niż w pryzmacie) najsilniej ugina się promień czerwony (największa długość
fali w widmie) a najmniej promień fioletowy (najkrótsza fala w widmie).

Nasze rzęsy stanowią siatkę dyfrakcyjną. Dlatego spoglądając na światło, mrużąc oczy możemy zauważyć
zabarwione tęczowo światło. Siatka dyfrakcyjna może dawać obraz interferencyjny nie tylko w świetle
przechodzącym, ale również w odbitym. Dlatego patrząc na płytę kompaktową widzimy jej tęczowe zabarwienie.

Przykład 2

W doświadczeniach optycznych często korzysta się z ze światła żółtego promieniowanego przez
lampę sodową. Zwykle podaje się długość fali tego promieniowania jako . W
rzeczywistości to promieniowanie składa się z dwóch fal monochromatycznych o długościach

 i . Jaka zdolność rozdzielcza siatki dyfrakcyjnej jest potrzebna, aby
móc rozdzielić te dwie fale?

Odpowiedź: Siatka dyfrakcyjna jest w stanie rozdzielić dwie fale, jeżeli jest spełniony warunek
, gdzie  jest liczbą szczelin w siatce dyfrakcyjnej. Właśnie stosunek 

(gdzie  jest minimalną różnicą długości fal, które mogą być rozdzielone) nazywa się zdolnością
rozdzielczą siatki dyfrakcyjnej. Zatem w naszym przypadku

Siatka powinna mieć przynajmniej 982 szczelin. Jeżeli cała siatka ma szerokość 2 cm, to znaczy,
że gęstość szczelin w siatce powinna wynosić 491 na centymetr, lub 49,1 na milimetr. Wtedy stała
siatki wyniesie .

Pytania i problemy

1. Podaj wzór (i objaśnij znaczenie symboli) na warunek wzmocnienia fal światła wychodzącego z dwóch szczelin.
2. Co to jest siatka dyfrakcyjna i do czego ona służy?
3. Stała siatki dyfrakcyjnej wynosi 0,0001 mm. Co sądzisz o możliwości zastosowania tej siatki do badania światła

widzialnego? Uzasadnij swój pogląd.

http://www.wseiz.pl/files/materialy/7siatkadyf.pdf
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8.8 Widma optyczne. Spektroskopia
Ważne:  Prawie wszystkie źródła światła promieniują jednocześnie światło złożone z fal o wielu długościach.
Takie światło złożone po przejściu przez pryzmat lub siatkę dyfrakcyjną ulega rozbiciu na promienie o
określonej długości fali. Dzięki temu otrzymujemy rozkład widmowy padającego światła. Do precyzyjnych
pomiarów długości fali występujących w widmach służą specjalne przyrządy zwane spektrografami.
Analizując widma możemy otrzymać wiele cennych informacji, m.in. o budowie atomów (możemy „zajrzeć”
do wnętrza atomu) oraz o tym z jakich substancji składa się ciało wysyłające światło. Za pomocą spektrografii
uzyskuje się większość informacji o odległych gwiazdach i galaktykach.

Spektrograf i spektroskop

Jak już wspomniano, do otrzymywania widma służy nam pryzmat lub siatka dyfrakcyjna, które stanowią podstawowy
element w spektrografie. Prosty schemat spektrografu przedstawiono na Rysunek 8.33: Schemat spektrografu na
stronie 260. Światło przechodząc przez szczelinę  umieszczoną w ognisku soczewki  (szczelina wraz z tą
soczewką stanowi tzw. kolimator ) po przejściu przez nią pada w postaci wiązki równoległej na siatkę dyfrakcyjną

. Siatka ugina fale światła tym silniej im dłuższa fala na nią pada. Dzięki temu, złożone światło rozbija się na fale
monochromatyczne tworząc widmo.

Rysunek 8.33: Schemat spektrografu

To światło pada z kolei na soczewkę , która skupia promienie na kliszy fotograficznej. Zamiast na kliszę, światło
może wpadać, za pośrednictwem okularu bezpośrednio do oka obserwatora. Soczewka  z okularem to tzw. lunetka.
Przyrząd w którym zastosuje się obserwację wizualną widma nazywa się spektroskopem. Lunetkę umieszcza się na
kole kątomierza z podziałką pozwalającą na precyzyjny pomiar kąta ugięcia .

Rodzaje widm

Przypomnimy teraz pokrótce informacje o widmach, z którymi zetknęliśmy się już w pierwszej klasie w rozdziałach
2.1 Promieniowanie termiczne i 2.3 Widma promieniowania gazów. Poznamy przy tej okazji nowy rodzaj widma
emisyjnego.

Wszystkie widma emisyjne można podzielić na trzy typy: ciągłe, liniowe i pasmowe. Niezależnie od tego
wyróżniamy widma pochłaniania czyli absorpcyjne.

Widma ciągłe otrzymujemy wtedy gdy źródło wysyła światło, w którym reprezentowane są wszystkie długości fal z
określonego zakresu. Słońce wysyła światło o widmie ciągłym.

Doświadczenie wykazuje, że światło o widmie ciągłym jest promieniowane przez rozgrzane do wysokiej temperatury
ciała stałe, ciecze oraz bardzo silnie zagęszczone gazy. Widmo ciągłe daje również plazma - stan gazowy o bardzo
wysokiej temperaturze, w którym występują silnie zjonizowane atomy i swobodne elektrony.

Charakter widma ciągłego jest uwarunkowany nie tylko wysyłaniem światła przez pojedyncze atomy, ale również
przez oddziaływania między nimi we wspomnianych wyżej ciałach.

Widmo liniowe składa się z nieciągłego zbioru długości fal wysyłanych przez gazy będące w stanach atomowych a
nie molekularnych. Widma liniowe można otrzymać wtedy, gdy podgrzejemy gaz w płomieniu, lub pobudzimy go do
świecenia w rurce wyładowczej przy przyłożeniu wysokiego napięcia.

Widmo takie składa się z układu oddzielnych ostrych linii będących obrazami dyfrakcyjnymi szczeliny kolimatora.

Pojedyncze atomy nie oddziałujące ze sobą wysyłają ściśle określone długości fal. Zestaw tych długości fal można
podzielić na tzw. serie widmowe, są to określone ciągi linii widmowych, których położenie w widmie jest specyficzne
dla atomów określonego pierwiastka chemicznego. Można powiedzieć, że tak samo, jak za pomocą odcisków palców
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można zidentyfikować człowieka, tak samo za pomocą znajomości rozkładu linii widmowych można zidentyfikować
pierwiastki chemiczne, atomy których wysyłają światło o tych długościach fali. Na tym opiera się spektralna analiza
chemiczna. Obecnie znane są widma atomowe wszystkich pierwiastków, które zestawione są w specjalnych tablicach
spektralnych. Za pomocą analizy widmowej odkrywano nowe pierwiastki, których nazwy nadawano kierując się
barwą dominujących linii widma. Np. cez oznacza kolor niebiesko-błękitny. Hel najpierw był odkryty w widmie
atmosfery słonecznej - stąd nazwa: hel oznacza słoneczny.

Widmo pasmowe. W przypadku, gdy światło jest emitowane przez molekuły gazu nie oddziałujące ze sobą, lub
słabo oddziałujące to w widmie obserwujemy gęste grupowanie się linii w pasma. Poszczególne pasma są rozdzielone
między sobą ciemnymi obszarami.

Widma absorpcyjne można obserwować wtedy, gdy światło białe przechodzi przez nie rozgrzany, nie promieniujący
gaz. Wtedy w widmie ciągłym brakuje niektórych długości fal, które są absorbowane przez atomy gazu. W tych
miejscach w widmie występują linie ciemne, tzw. linie absorpcyjne (np. tzw. linie Fraunhofera w widmie Słońca).

Chemiczną analizę spektralną można równie dobrze wykonywać w oparciu o liniowe widma emisyjne jak i widma
absorpcyjne. Zwykle atomy gazu pochłaniają najsilniej fale o tych długościach, które same promieniują (gdy znajdują
się w innych warunkach, np. w gazie o wysokiej temperaturze). Za pomocą obserwacji ciemnych linii na tle ciągłego
widma słonecznego jak również widma gwiazd można określać skład ich otoczki gazowej, która jest znacznie
chłodniejsza od powierzchni Słońca czy gwiazd. Na tej podstawie stwierdzono, że w całym Wszechświecie występują
tylko te pierwiastki, które znamy na Ziemi.

Słońce ma otoczkę gazową - atmosferę, która również wysyła światło (chociaż o mniejszym natężeniu niż
powierzchnia Słońca). Można to stwierdzić podczas zaćmienia Słońca, gdy sam dysk słoneczny jest zasłonięty przez
Księżyc. Wtedy następuje odwrócenie linii widmowych - w miejscu, gdzie na tle widma ciągłego znajdowały się
ciemne linie absorpcyjne, obserwuje się świecące barwne linie emisyjne.

Pytania i problemy

1. Wykonaj rysunek zasadniczych części spektrografu i opisz jego działanie.
2. Podaj i krótko opisz jakie znasz rodzaje widm emisyjnych i absorpcyjnych światła.

8.9 Polaryzacja światła

Ważne:  Fala elektromagnetyczna jest falą poprzeczną, gdyż drgające wektory  i  są prostopadłe do
kierunku rozchodzenia się fali. Światło, będąc falą elektromagnetyczną, jest też oczywiście falą poprzeczną.
Charakterystyczną cechą fal poprzecznych jest zjawisko polaryzacji, czyli wyróżnione ustawienie drgań w
całej fali. Oczywiście zjawisko polaryzacji nie występuje w fali podłużnej.

Zwykłe światło np. z żarówki nie jest spolaryzowane, to znaczy, że w wiązce takiego światła wektory  i  różnych
ciągów falowych drgają w różnych, przypadkowych kierunkach poprzecznych do kierunku rozchodzenia się fal,
Rysunek 8.34: Ciągi falowe w wiązce zwykłego światła są spolaryzowane przypadkowo na stronie 261.

Wiązka jako całość nie ma wyróżnionego żadnego kierunku drgań - mówimy, że światło takie jest

niespolaryzowane

Rysunek 8.34: Ciągi falowe w wiązce zwykłego światła są spolaryzowane przypadkowo

Jeżeli taką wiązkę światła przepuścimy przez tzw. polaryzator, to wszystkie kierunki drgań, za wyjątkiem jednego
wyróżnionego, zostaną wygaszone i światło takie będzie spolaryzowane liniowo.

Promieniowanie elektromagnetyczne, dla którego kierunek wektora  (jak i wektora ) jest wszędzie jednakowy,
nazywamy promieniowaniem spolaryzowanym liniowo. Do polaryzacji światła służą specjalne przybory zwane
polaryzatorami. Polaryzator ma zaznaczony kierunek w którym następuje polaryzacja światła światła. Zasadę
działania polaryzatora poznamy w dalszej części tego rozdziału. Teraz dla pokazania analogii przedstawimy
polaryzator fal mechanicznych.
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Polaryzację fal mechanicznych można łatwo zademonstrować, gdy wzbudzimy falę poprzeczną w sznurze
wymuszając drgania sznura w różnych dowolnych kierunkach - wtedy mamy falę niespolaryzowaną. Jeżeli fale te
będziemy przepuszczać przez wąską szczelinę wykonaną z deseczek - Rysunek 8.35: Polaryzacja fali mechanicznej
na sznurze na stronie 262, to przejdą tylko te drgania których kierunek jest zgodny z kierunkiem szczeliny. Za
szczeliną otrzymamy falę spolaryzowaną.

Przed pierwszą szczeliną fala jest niespolaryzowana, za nią jest spolaryzowana. Po przejściu przez drugą prostopadłą

szczelinę do pierwszej, fala wygasza się

Rysunek 8.35: Polaryzacja fali mechanicznej na sznurze

Jeżeli ustawimy dalej drugą szczelinę skierowaną prostopadle do poprzedniej, to fala wygasi się całkowicie.

Podobnie i w przypadku światła, gdy przepuścimy wiązkę światła niespolaryzowanego przez polaryzator, to
otrzymamy światło spolaryzowane liniowo. Po przepuszczeniu tak spolaryzowanego światło przez drugi polaryzator,
skręcony o  do poprzedniego, światło zostanie wygaszone.

Wskazówka:  Jeśli drugi polaryzator zostanie ustawiony pod dowolnym kątem , to amplituda 
przechodzącej fali wyrazi się wzorem:

( wzór 488 ) 

gdzie  jest amplitudą fali padającej.

Dobrym modelem polaryzatora optycznego jest układ cienkich równoległych drutów, jest to odpowiedni polaryzator
dla mikrofal (Rysunek 8.36: a) Wektory pola E → wiązki są równoległe do układu drutów, b) Wektor pola E → wiązki
tworzy kąt α z układem drutów na stronie 262). Jeżeli niespolaryzowana wiązka mikrofal przejdzie przez taki
układ, to staje się spolaryzowaną. Natężenie tej wiązki spada wtedy o połowę.

Rysunek 8.36: a) Wektory pola  wiązki są równoległe do układu drutów, b) Wektor pola  wiązki
tworzy kąt  z układem drutów

Jednym z najbardziej popularnych polaryzatorów światła jest tzw. polaroid, który zbudowany jest z masy plastycznej
zawierającej długie równolegle łańcuchy organicznych molekuł. Molekuły te przewodzą prąd elektryczny wtedy, gdy
jego kierunek jest równoległy do tych łańcuchów. W kierunku prostopadłym masa polaroidu stanowi duży opór dla
prądu. Zatem polaroid jest jak gdyby takim układem drucików, tylko w mikroskopowej skali. Nic dziwnego, że działa
tak samo polaryzacyjnie na światło jak tamten układ na mikrofale.
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Polaryzacja przez odbicie od powierzchni niemetalicznej

Polaryzację światła można uzyskać również przy jego odbiciu od granicy dwóch ośrodków. W rozdziale 8.1 Prawa
odbicia i załamania światła na stronie 226 stwierdziliśmy, że gdy promień światła pada na granicę dwóch
ośrodków to częściowo przechodzi do drugiego ośrodka a częściowo ulega odbiciu od tej granicy. Okazuje się, że
promień odbity jest częściowo spolaryzowany, a przy określonym kącie padania  (tzw. kącie Brewstera, którego
tangens jest równy współczynnikowi załamania, ) promień odbity jest całkowicie spolaryzowany liniowo.
Wektor  odbitej wiązki jest równoległy do powierzchni odbijającej.

Dla wyjaśnienia tego zjawiska rozważmy co się dzieje podczas odbicia światła, dlaczego w ogóle światło ulega
odbiciu. Źródłem światła odbitego mogą być jedynie drgające elektrony w atomach ośrodka odbijającego. Atomy
stają się drgającymi dipolami wysyłającymi fale wtórne. Kierunek ich drgań jest zgodny z kierunkiem drgań wektora

 padającej fali. Można wkazać, że drgający elektron najintensywniej wysyła falę w kierunku prostopadłym do
kierunku swoich drgań, natomiast w ogóle nie wysyła fali w kierunku swego ruchu drgającego. Zatem przyjmijmy, że
promień padający jest spolaryzowany tak jak na Rysunek 8.37: W przypadku, gdy promień odbity i załamany tworzą
kąt prosty, to promień odbity jest całkowicie spolaryzowany na stronie 263, tzn. jego wektor  jest usytuowany
w płaszczyźnie rysunku, i pada pod kątem  takim, że drgające elektrony będą poruszały się w kierunku wektora

, skierowanego tak jak ewentualny promień odbity. Wtedy promień odbity w ogóle nie powstanie, bo drgające
elektrony nie wysyłają fali w tym kierunku. Sytuacja taka występuje wtedy, gdy , lub . W tej
sytuacji:

( wzór 489 ) 

Zatem, przy kącie padania  spełniającym warunek: , przy tej polaryzacji nie nastąpi odbicie od granicy
ośrodków.

Rysunek 8.37: W przypadku, gdy promień odbity i załamany tworzą kąt prosty, to promień odbity
jest całkowicie spolaryzowany

Natomiast, jeżeli przy tym kącie  promień padający ma wektor  ustawiony prostopadle do płaszczyzny
rysunku, to promień odbije się i będzie całkowicie spolaryzowany. W przypadku, gdy pod tym kątem pada światło
niespolaryzowane, to wektor  promienia odbitego będzie prostopadły do płaszczyzny rysunku. Innymi słowy;
w przypadku gdy niespolaryzowany promień pada na powierzchnię graniczną pod kątem Brewstera (czyli
spełniającym warunek ), to promień odbity będzie całkowicie spolaryzowany. Jest to tzw. prawo
Brewstera.

Rozumiemy więc na czym polega działanie okularów polaroidowych. Okulary te osłabiają natężenie odbitych
promieni, które są w dużym stopniu spolaryzowane.

Nasze oczy reagują jednakowo na fale świetlne o różnej polaryzacji. Jednakże w przyrodzie spotyka się organizmy,
które reagują na kierunek polaryzacji światła. Do nich należą niektóre owady, np. pszczoły. Warto dodać, że nasze
oczy, jak i oczy zwierząt i owadów reagują na składową elektryczną fali elektromagnetycznej światła, składowa
magnetyczna nie działa na siatkówkę oka.

Rysunek 8.38: Kąt Brewstera

EXE  Kąt Brewstera

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/KatBrewstera/KatBrewstera-setup.exe
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Przykład 3

Okulary polaroidowe mają za zadanie osłabiać światło wpadające do oczu. Mają one przewagę
nad zwykłymi okularami słonecznymi, że nie zaciemniają całego obrazu dochodzącego do oczu,
ale zaciemniają go wybiórczo, redukując przede wszystkim odblaskowe światło odbite. Wiemy, że
przy odbiciu światła następuje jego polaryzacja, dzięki czemu promień odbity może być wygaszony
przez okulary polaryzacyjne. Obliczyć, jaki powinien być kąt padania światła na powierzchnię
wody jeziora, aby obserwator w okularach polaroidowych w ogóle nie widział światła odbitego od
tej powierzchni (współczynnik załamania wody wynosi ).

Odpowiedź: Poszukiwany kąt padania światła, to kąt Brewstera. dany wzorem (wzór 489 na
stronie 263), więc . Stąd otrzymujemy, że . Oczywiście światło odbite
od powierzchni wody będzie wtedy spolaryzowane poziomo, więc oś okularów polaroidowych
powinna być mieć kierunek pionowy. Widzimy więc, że gdy Słońce znajdzie się  nad
horyzontem, to światło odbite od powierzchni jeziora będzie spolaryzowane, a zatem zostanie
odcięte przez okulary.

Pytania i problemy

1. Na czym polega polaryzacja światła? Dlaczego fala wygasza się po przejściu przez dwa poprzecznie ustawione
polaryzatory?

2. Na czym polega polaryzacja światła przy odbiciu? Wykonaj odpowiedni rysunek.

8.10 Pryzmat

B. Optyka geometryczna

Głównym przedmiotem optyki geometrycznej jest badanie powstawania obrazów w różnych instrumentach
optycznych. Do opisu tych zjawisk wykorzystuje się zasady geometrii. Światło ma charakter falowy, dlatego
pełny opis powstawania obrazów, uwzględniający wszystkie występujące tu zjawiska, powinien się opierać na
prawach ruchu fal, czyli na prawach optyki fizycznej. Przykład takiego opisu powstawania obrazu w soczewce
według teorii Abbego podaliśmy w Dodatku do tego rozdziału. Stosowanie tej teorii do wszystkich przypadków
byłoby zbyt skomplikowane. Dlatego chętnie korzystamy z praw optyki geometrycznej, dającej wprawdzie opis
przybliżony, ale za to dużo prostszy. Zanim poznano falową naturę światła, do rozwiązywania problemów związanych
z powstawaniem obrazów w soczewkach i zwierciadłach uczeni z powodzeniem stosowali metody geometryczne.

Optyka geometryczna sprowadza się właściwie do zastosowania trzech praw: prawa prostoliniowego rozchodzenia się
światła (w ośrodkach jednorodnych), prawa odbicia światła i prawa załamania światła. Dwa ostatnie prawa wynikają
z optyki falowej i mogą być stosowane bez ograniczeń. Natomiast prawo prostoliniowego rozchodzenia się światła
ma swoje ograniczenia. Wiemy, że w różnych instrumentach optycznych światło przechodzi przez różne otwory, tzw.
diafragmy. Przy przechodzeniu światła przez bardzo małe otwory następuje zauważalne ugięcie się fali światła i to
ogranicza zakres stosowania optyki geometrycznej.

Podstawowymi pojęciami optyki geometrycznej są wiązka świetlna i promień światła. Wiązka świetlna ma określone
rozmiary geometryczne przekroju poprzecznego kanału (najczęściej cylindrycznego lub stożkowego), wewnątrz
którego rozchodzi się światło, natomiast promień światła to oś geometryczna wiązki świetlnej. Charakteryzuje on
kierunek rozchodzenia się energii światła.

Każdy z nas spotkał się z pryzmatem, gdyż jest to powszechnie stosowany przyrząd optyczny, który ma dużo
różnorodnych zastosowań. W rozdziale 8.3 Dyspersja światła na stronie 236 poznaliśmy jego zdolność do
rozszczepiania światła białego na barwne wiązki monochromatyczne. Obecnie skupimy się nad jego zdolnością do
zmiany kierunku biegu promieni świetlnych.

Pryzmat to graniastosłup, najczęściej o podstawie trójkątnej, wykonany ze szkła lub innego przezroczystego
materiału. Kąt wierzchołkowy  (Rysunek 8.40: Bieg promienia świetlnego w pryzmacie - przedstawienie
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schematyczne na stronie 266) nazywa się kątem łamiącym pryzmatu. Aby zbadać własności załamania światła w
pryzmacie, przeprowadzimy następujące doświadczenie.

Doświadczenie pokazowe

Na urządzeniu do pomiaru kątów padania i załamania wiązek światła (Rysunek 8.39: Szkolny
przyrząd do pomiaru kąta odchylenia w pryzmacie na stronie 265) ustawiamy pryzmat o kącie
łamiącym około . Na jedną ściankę pryzmatu kierujemy wiązkę światła monochromatycznego
w pobliże kąta łamiącego (tak, aby część wiązki załamywała się w pryzmacie, a część przechodziła
obok) pod kątem padania równym prawie . Obracamy pryzmat dookoła osi przechodzącej przez
punkt padania promienia na ściankę pryzmatu, zmniejszając stopniowo kąt padania.

Rysunek 8.39: Szkolny przyrząd do pomiaru kąta odchylenia w pryzmacie

Obserwujemy kąt  odchylenia promienia od pierwotnego kierunku, czyli kąt między promieniem
światła wychodzącym z pryzmatu a przedłużeniem promienia padającego. Zauważamy, że w miarę
zmniejszania się kąta padania  kąt odchylenia  początkowo maleje, a następnie, począwszy
od pewnej wartości kąta padania, zaczyna rosnąć. Zatem istnieje taka wartość kąta padania ,
przy której kąt odchylenia jest najmniejszy (Rysunek 8.41: Przejście promienia przez pryzmat w
przypadku najmniejszego kąta odchylenia ε min  na stronie 267). Dokładniejsza obserwacja
wskazuje na to, że kąt odchylenia przybiera minimalną wartość, gdy kąt padania  jest równy
kątowi  wyjścia z pryzmatu.
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Rysunek 8.40: Bieg promienia świetlnego w pryzmacie - przedstawienie
schematyczne

Rozważymy teraz, od czego zależy kąt odchylenia promienia w pryzmacie . Odpowiednie kąty są zaznaczone na
Rysunek 8.40: Bieg promienia świetlnego w pryzmacie - przedstawienie schematyczne na stronie 266. Kąt  jest
kątem zewnętrznym w trójkącie , więc jest równy sumie kątów przeciwległych. Zatem

 lub .

Ponieważ , więc

( wzór 490 ) 

Wzór ten nie pozwala jednak rozstrzygnąć, jak zmienia się , gdy rośnie kąt padania , gdyż wtedy maleje kąt .
Jednakże wzór ten daje się uprościć w przypadku, gdy kąt łamiący pryzmatu jest mały i kąt padania jest też mały.
Wtedy także kąty ,  i  będą małe i zgodnie z tym, co pamiętamy z trygonometrii, odpowiednie sinusy kątów dadzą
się w przybliżeniu wyrazić przez te kąty (wyrażone w radianach). Ponadto na podstawie wzoru (wzór 443 na stronie

230) wiemy, że współczynnik załamania . Zatem

 i , stąd  i .

Podstawiając to do wzoru (wzór 490 na stronie 266), otrzymamy

( wzór 491 ) 

Jeszcze raz wykorzystamy równanie . Mamy więc

( wzór 492 ) 

Jest to wzór przybliżony, który dla małych kątów łamiących pozwala przewidzieć kąt odchylenia promienia w
pryzmacie, jeżeli jest dany współczynnik załamania szkła lub innego materiału, z którego wykonany jest pryzmat.
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Rysunek 8.41: Przejście promienia przez pryzmat w przypadku najmniejszego kąta odchylenia 

Znając kąt łamiący pryzmatu  i mierząc , można wyznaczyć, ile wynosi współczynnik załamania pryzmatu . Do
tego celu może służyć wzór:

( wzór 493 ) 

Wzór ten łatwo wyprowadzimy, pamiętając, że kąt odchylenia przybiera minimalną wartość , gdy kąt padania 
jest równy kątowi wyjścia  z pryzmatu, tzn. , jak to jest na Rysunek 8.41: Przejście promienia przez pryzmat w
przypadku najmniejszego kąta odchylenia ε min  na stronie 267. Wiadomo, że

( wzór 494 ) 

a na rysunku widzimy, że , tzn. że . Ponadto , więc

 lub .

Podstawiając do wzoru (wzór 494 na stronie 267) otrzymane wyrażenia na  i , otrzymujemy wzór (wzór 493 na
stronie 267).

Rysunek 8.42: Kąt Brewstera

Pytania i problemy

1. Przedstaw na rysunku przejście światła monochromatycznego przez pryzmat. Zaznacz kąt odchylenia promienia w
pryzmacie i kąt łamiący pryzmatu. Podaj definicję obu kątów.
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2. Udowodnij, że kąt odchylenia w pryzmacie można przedstawić za pomocą równania . Podaj warunki, w
jakich ten wzór jest stosowalny.

3. Kiedy kąt odchylenia wiązki światła w pryzmacie przybiera wartość minimalną ? Wyprowadź równanie
przedstawiające związek między współczynnikiem załamania pryzmatu, kątem łamiącym pryzmatu i minimalną
wartością kąta odchylenia promienia.

8.11 Soczewka
Ważne:  Soczewka to podstawowy element rozmaitych instrumentów optycznych. Soczewka okularowa
koryguje wady wzroku, jako lupa powiększa obrazy małych przedmiotów, w mikroskopie pozwala oglądać
mikroorganizmy, w lunetach astronomicznych pozwala nam dostrzec dalekie galaktyki, których nigdy gołym
okiem byśmy nie zobaczyli. Spełnia poza tym szereg innych użytecznych funkcji. Dlatego powinniśmy
poznać jej podstawowe cechy.

Soczewka jest zwykle zbudowana ze szkła; jest to bryła ograniczona z dwóch stron powierzchniami kulistymi.
Bywają też soczewki ograniczone powierzchniami walcowatymi, czy parabolicznymi. Takich soczewek tutaj jednak
rozpatrywać nie będziemy.

Możemy wyróżnić sześć postaci soczewek (Rysunek 8.43: Soczewki na stronie 268): a) dwuwypukłe, b)
płasko-wypukłe, c) wklęsło-wypukłe, d) dwuwklęsłe, e) płasko-wklęsłe, f) wypukło-wklęsłe. Prosta przechodząca
przez środki powierzchni ograniczających soczewkę nazywa się główną osią optyczną soczewki. Soczewka wklęsło-
wypukła różni się tym od soczewki wypukło-wklęsłej, że ta pierwsza jest najgrubsza w środku, a ta druga jest
najcieńsza w środku. Soczewka wklęsło-wypukła należy do soczewek wypukłych (‘a’, ‘b’ i ‘c’ na Rysunek 8.43:
Soczewki na stronie 268), zaś soczewka wypukło-wklęsła do soczewek wklęsłych (‘d’, ‘e’ i ‘f’ na Rysunek 8.43:
Soczewki na stronie 268).

a) dwuwypukła, b) płasko-wypukła, c) wklęsło-wypukła, d) dwuwklęsła, e) płasko-wklęsła, f) wypukło-

wklęsła

Rysunek 8.43: Soczewki

Weźmiemy pod uwagę cienką szklaną soczewkę dwuwypukłą. Pamiętamy na pewno jeszcze z gimnazjum, że jeżeli
na taką soczewkę pada wiązka równoległa do osi optycznej, skupia się w jednym punkcie zwanym ogniskiem,
które zwykle oznacza się przez . Odległość ogniska od soczewki  nazywa się ogniskową soczewki. Odwrotność
ogniskowej soczewki  (wyrażonej w metrach) nazywa się zdolnością skupiającą soczewki, oznaczamy ją
symbolem  i wyrażamy w dioptriach ( ) (np. soczewka o ogniskowej równej  ma zdolność skupiającą

, jeżeli  to  itd.).

Oto wzór na zdolność skupiającą soczewki:

( wzór 495 ) 

gdzie  i  - promienie sferycznych powierzchni soczewki (Rysunek 8.44: Promienie sferycznych powierzchni
soczewki na stronie 269),  – współczynnik załamania materiału soczewki.
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Rysunek 8.44: Promienie sferycznych powierzchni soczewki

Wzór (wzór 495 na stronie 268) jest wzorem uniwersalnym i może służyć do obliczania zdolności skupiającej
dowolnej soczewki cienkiej, jednakże należy pamiętać o znakach. W szczególności, gdy powierzchnia ograniczająca
soczewkę jest wypukła, to jej promień jest dodatni, powierzchnia wklęsła ma - umownie - promień ujemny.

Rysunek 8.45: Ogniskowanie wiązki paraksjalnej w soczewkach wykonanych z materiału o
współczynniku załamania  a) wypukłej i b) wklęsłej

Płaszczyznę musimy traktować jako powierzchnię o nieskończenie dużym promieniu krzywizny. Uwzględniając te
uwagi, łatwo możemy wykazać, że dla  soczewki wypukłe mają zdolność skupiającą dodatnią, zaś soczewki
wklęsłe ujemną. Dlatego mówimy, że soczewki wklęsłe mają urojoną (ujemną) ogniskową. Na Rysunek 8.45:
Ogniskowanie wiązki paraksjalnej w soczewkach wykonanych z materiału o współczynniku załamania n>1 a)
wypukłej i b) wklęsłej na stronie 269 przedstawiono ogniskowanie wiązki paraksjalnej (przyosiowej), czyli takiej,
której szerokość jest dużo mniejsza od promienia krzywizny ograniczającej soczewkę, w soczewkach wypukłej i
wklęsłej wykonanych z materiału o współczynniku załamania . Wzór (wzór 495 na stronie 268) pozwala
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wyznaczyć zdolność skupiającą soczewki również dla  wtedy otrzymujemy wynik odwrotny - soczewka wypukła
jest rozpraszająca, a wklęsła skupiającą.

Wyprowadzenie wzoru na zdolność skupiającą soczewki

Teraz wyprowadzimy wzór (wzór 495 na stronie 268) na zdolność skupiającą soczewki jeżeli dane są promienie
sfer ograniczających soczewkę  i  oraz współczynnik załamania materiału soczewki. Przyjmiemy, że na cienką
soczewkę pada wiązka światła równoległa do osi optycznej soczewki i że średnica wiązki światła jest mała w
porównaniu z promieniami  i  (wiązka taka nazywa się paraksjalną).

Rysunek 8.46: Zależności kątowe przy przejściu promienia przez soczewkę, cienką soczewkę można
w miejscu padania promienia traktować jako fragment pryzmatu

Rysunek (Rysunek 8.44: Promienie sferycznych powierzchni soczewki na stronie 269) przedstawia promień 
padający na soczewkę w punkcie  i wychodzący z niej w punkcie . Te części powierzchni możemy uważać
za płaskie, gdyż są małe w porównaniu z promieniami ich krzywizny. Płaszczyzny te przetną się pod pewnym
kątem  (Rysunek 8.44: Promienie sferycznych powierzchni soczewki na stronie 269). Zatem przejście promienia
przez soczewkę nie będzie się niczym różniło od przejścia przez pryzmat o kącie łamiącym . Będzie więc słuszny
przybliżony wzór, który wyprowadziliśmy dla pryzmatu:

( wzór 496 ) 

Z Rysunek 8.44: Promienie sferycznych powierzchni soczewki na stronie 269 widzimy, że kąt  jest również kątem
zewnętrznym w trójkącie , więc . Zatem

( wzór 497 ) 

We wzorze tym występują małe kąty, możemy więc zastąpić je sinusami lub tangensami. Wykonamy więc
następujące podstawienia:

, , .

Wstawiając te wyrażenia do wzoru (wzór 497 na stronie 270), i skracając przez , ostatecznie otrzymamy:

( wzór 498 ) 

Przykład 4

Mamy do dyspozycji szkło o współczynniku załamania  i chcemy wykonać soczewkę
wypukłą o zdolności skupiającej . Przyjmijmy, że soczewka ma być ograniczona
powierzchniami sferycznymi o jednakowej krzywiźnie. Jaki powinien być promień krzywizny
powierzchni soczewki.

Odpowiedź: Ponieważ , więc zgodnie z wzorem (wzór 495 na stronie 268)
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, stąd .

Podstawiając wartości otrzymamy . Widzimy, że promień krzywizny
powierzchni tej soczewki tylko nieznacznie jest większy od ogniskowej, która wynosi

.

Pytania i problemy

1. Scharakteryzuj rodzaje soczewek ze względu na kształt ich powierzchni.
2. Podaj, co to jest ognisko, ogniskowa soczewki i zdolność skupiająca soczewki. W jakich jednostkach wyrażamy tę

ostatnią?
3. Jaką wiązkę światła nazywamy wiązką paraksjalną? Wyprowadź równanie opisujące zależność zdolności

skupiającej soczewki od współczynnika załamania materiału soczewki i promieni krzywizn jej powierzchni.

8.12 Konstrukcja obrazów w soczewce
Konstruowanie obrazu w soczewkach omawialiście już w gimnazjum. Obecnie przypomnimy sobie podstawowe
zasady oraz wyprowadzimy wzór wiążący odległość przedmiotu i obrazu z ogniskową soczewki, tzw. wzór
soczewkowy.

Weźmy pod uwagę soczewkę skupiającą. Konstruowanie obrazu opiera się na znajomości biegu promieni.
Wystarczy znać bieg dwóch promieni, aby w miejscu ich przecięcia odwzorować obraz  punktu , z którego te
promienie wychodzą. Założymy, że punkt  znajduje się w odległości większej niż ogniskowa, ale mniejszej niż
podwójna ogniskowa, tzn. . Znamy przebieg przynajmniej trzech różnych promieni (Rysunek 8.47: Bieg
charakterystycznych promieni w soczewce skupiającej na stronie 272):

1. promień równoległy do osi optycznej po przejściu przez soczewkę przejdzie przez ognisko  położone po drugiej
stronie soczewki,

2. kierunek promienia przechodzącego przez środek soczewki nie ulegnie zmianie,
3. promień przechodzący przez ognisko  przed soczewką po przejściu przez soczewkę pobiegnie równolegle do osi

optycznej soczewki. Bieg tego promienia jest analogiczny do biegu promienia .

Na Rysunek 8.47: Bieg charakterystycznych promieni w soczewce skupiającej na stronie 272 widzimy, że
otrzymamy w tym przypadku obraz rzeczywisty (rzeczywisty – to znaczy, że promienie odtworzą w rzeczywistości
przedmiot w postaci obrazu utworzonego z punktów przecięcia się promieni) powiększony i odwrócony. Jeżeli
punkt  znajduje się w odległości większej niż podwójna ogniskowa, tzn. , to otrzymamy obraz rzeczywisty
odwrócony i pomniejszony. Mamy tu sytuacją odwrotną do poprzedniego przypadku (odwrotną w sensie zamiany
miejscami przedmiotu i obrazu z odwróceniem zwrotu biegu promieni).
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Rysunek 8.47: Bieg charakterystycznych promieni w soczewce skupiającej

A jak powstaje obraz w soczewce rozpraszającej (jest to typowo soczewka wklęsła)? Zgodnie ze wzorem (wzór 495
na stronie 268) zdolność skupiająca takiej soczewki jest ujemna (ponieważ promienie krzywizny powierzchni
wklęsłych ograniczających soczewkę są ujemne) i ognisko soczewki jest urojone. Oznacza to, że promienie wiązki
równoległej do osi optycznej soczewki po przejściu przez nią rozbiegają się w taki sposób, jak gdyby wychodziły
z jednego punktu  – z ogniska urojonego (Rysunek 8.45: Ogniskowanie wiązki paraksjalnej w soczewkach
wykonanych z materiału o współczynniku załamania n>1 a) wypukłej i b) wklęsłej na stronie 269b); ogniska takie
występują po obu stronach soczewki w jednakowej od niej odległości. To nam pozwala ustalić, jaki będzie bieg
promieni charakterystycznych przechodzących przez soczewkę rozpraszającą (Rysunek 8.48: Powstawanie obrazu
pozornego za pomocą soczewki rozpraszającej na stronie 273):

1. promień równoległy do osi optycznej po przejściu przez soczewkę odchyli się od pierwotnego kierunku w ten
sposób, że jego przedłużenie będzie przechodzić przez ognisko urojone ,

2. kierunek promienia przechodzącego przez środek soczewki nie ulegnie zmianie,
3. promień padający na soczewkę pod takim kątem do osi optycznej soczewki, że jego przedłużenie pada na ognisko

urojone  leżące po drugiej stronie soczewki, po przejściu przez soczewkę będzie biegł równolegle do osi
optycznej soczewki.

Widzimy zatem, że w soczewce rozpraszającej rozbiegające się promienie nie mogą się przeciąć i dać obrazu
podobnego do otrzymanego w przypadku soczewki skupiającej. A jednak za pomocą soczewki rozpraszającej można
otrzymywać obrazy – obrazy urojone. Weźmy pod uwagę sytuację pokazaną na Rysunek 8.48: Powstawanie obrazu
pozornego za pomocą soczewki rozpraszającej na stronie 273. Jeżeli oko umieścimy za soczewką, na drodze
promieni rozbieżnych, to będzie nam się wydawać, że promienie te wychodzą z punktu  leżącego na przedłużeniu
promieni wpadających do oka. Punkt ten jest obrazem pozornym (lub urojonym) punktu .
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Rysunek 8.48: Powstawanie obrazu pozornego za pomocą soczewki rozpraszającej

Różnica między obrazem rzeczywistym a pozornym polega na tym, że obraz rzeczywisty powstaje przez rzeczywiste
przecięcie się promieni i skupienie ich w miejscach, gdzie powstaje obraz (np. na ekranie lub białej ścianie).
Następuje tam skupienie energii fali świetlnej, co może być ujawnione na przykład za pomocą kliszy fotograficznej
lub fotokomórki. Obrazy pozorne natomiast mają znaczenie tylko subiektywne – to nam się wydaje, że promienie
wychodzą jak gdyby z określonych punktów obrazu.

Bardzo prosto możemy teraz wyprowadzić tzw. wzór soczewkowy, który wiąże ze sobą odległość  przedmiotu od
soczewki, odległość  obrazu od soczewki oraz ogniskową soczewki . Wyprowadzimy go dla soczewki skupiającej,
aczkolwiek będzie on również słuszny dla soczewki rozpraszającej. W tym celu napiszemy najpierw dwa równania –
jedno wynika z podobieństwa trójkątów  i  (Rysunek 8.47: Bieg charakterystycznych promieni w soczewce
skupiającej na stronie 272). Stosunek wielkości obrazu do wielkości przedmiotu, tzw. powiększenie, wynosi:

( wzór 499 ) 

Drugie równanie wynika z podobieństwa trójkątów  do :

( wzór 500 ) 

Przyrównując prawe strony tych równań, otrzymamy:

( wzór 501 ) 

Stąd  lub . Dzieląc to równanie przez , otrzymamy ostatecznie wzór soczewkowy:

( wzór 502 ) 

Jak już wspomnieliśmy, wzór ten, mimo że został wyprowadzony dla soczewki skupiającej, jest słuszny również
dla soczewki rozpraszającej. Zupełnie podobnie można go wyprowadzić. Spróbuj to zrobić, rozwiązując zadanie
3 z końca rozdziału. We wzorze soczewkowym odległość  jest zawsze dodatnia, ogniskową  dla soczewki
rozpraszającej przyjmujemy jako ujemną, zaś dla soczewki skupiającej – jako dodatnią. Jeżeli otrzymamy dodatnią
wartość , to znaczy, że obraz jest rzeczywisty i powstaje po drugiej stronie soczewki, jeżeli natomiast  jest ujemne,
to obraz jest pozorny i powstaje po tej samej stronie soczewki, co przedmiot.

Wzory (wzór 499 na stronie 273) i (wzór 502 na stronie 273) pozwalają przewidzieć, jaki będzie obraz
przedmiotu – powiększony czy pomniejszony, rzeczywisty czy urojony – w zależności od odległości  przedmiotu od
soczewki.
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Soczewka skupiająca:

1. dla : , , obraz urojony powiększony,
2. dla : , , obraz rzeczywisty powiększony,
3. dla : , , obraz rzeczywisty pomniejszony.

Soczewka rozpraszająca:

1. Dla każdego : , , obraz urojony pomniejszony.

Wzór (wzór 502 na stronie 273) można przekształcić w ten sposób, aby uzyskać zależność odległości  od
odległości :

( wzór 503 ) 

Wykres funkcji  przedstawia rysunek (Rysunek 8.49: Zależność y od x według wzoru soczewkowego na stronie
274), na którym linią ciągłą pokazano zależność dla soczewek skupiających ( ), zaś linią przerywaną
zależność dla soczewek rozpraszających. Zwróć uwagę, że przy  wykres ma asymptotę pionową dla  – w
tym punkcie wartość  jest nieokreślona – obraz w ogóle nie powstaje.

Rysunek 8.49: Zależność  od  według wzoru soczewkowego

Rysunek 8.50: Obrazowanie za pomocą soczewki
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EXE  PDF Obrazowanie za pomocą soczewki

Przykład 5

Jaką wartość powinna mieć ogniskowa soczewki skupiającej, pełniącej funkcję obiektywu rzutnika,
który ma dawać ostry obraz przeźrocza o wysokości  na ekranie odległym od obiektywu
o ? Wysokość obrazu na ekranie ma wynosić .

Odpowiedź: Powiększenie możemy obliczyć ze wzoru . Znamy więc odległość  i
powiększenie , a poszukujemy wartości ogniskowej . W tym celu przekształcimy wzór
soczewkowy (wzór 502 na stronie 273) w następujący sposób:

, stąd .

Ponieważ , więc

( wzór 504 ) 

Soczewka powinna mieć ogniskową równą 4,9 cm.

Pytania i problemy

1. Przedstaw na rysunku mechanizm powstawania obrazu w soczewce a) skupiającej, b) rozpraszającej.
2. Jaką zależność opisuje równanie nazwane wzorem soczewkowym? Wyprowadź to równanie.
3. Wzór soczewkowy (wzór 502 na stronie 273) został wyprowadzony dla soczewki skupiającej. Jest on jednak

słuszny również dla soczewki rozpraszającej. Wyprowadź w podobny sposób wzór soczewkowy dla takiej
soczewki. Przyjmij, że zarówno , jak i  są formalnie ujemne.

4. Zdefiniuj powiększenie soczewki. Od czego ono zależy?

8.13 Doświadczenie „Soczewka”

Celem doświadczenia jest doświadczalne sprawdzenie wzoru soczewkowego .

Wartość ogniskowej soczewki możemy w przybliżeniu ocenić, mierząc odległość od soczewki obrazu jakiegoś
odległego przedmiotu (w słoneczny dzień możemy skupić za pomocą soczewki promienie słońca w ognisku, w
dzień pochmurny wytwarzamy na kartce papieru obraz na przykład żarówki lampy wiszącej przy suficie). W naszym
doświadczeniu użyjemy soczewki skupiającej o ogniskowej wynoszącej około 15 cm i wyznaczymy dokładną
wartość tej ogniskowej. W tym celu na ławie optycznej ustawiamy żaróweczkę i ekran; między nimi umieszczamy
soczewkę w odległości x o 2-3 cm większej niż ogniskowa soczewki (jak na Rysunek 8.51: Przyrządy na ławie
optycznej służące do pomiaru zależności występujących we wzorze soczewkowym na stronie 276). Zmieniając
położenie ekranu doprowadzamy do uzyskania na nim ostrego obrazu żaróweczki. Mierzymy odległości  i .
Zwiększamy  (początkowo o 1-2 cm, w dalszych pomiarach o 2-3 cm), oddalając soczewkę od żaróweczki,
korygujemy położenie ekranu i mierzymy nowe wartości  i . Czynności te powtarzamy wielokrotnie, np. 10 razy
(do uzyskania odległości  rzędu ), notując za każdym razem wyniki pomiarów odległości  i . Zwracamy przy
tym uwagę na zakres, w jakim ustawienie ekranu pozwala uznać, że otrzymany obraz jest ostry - zakres ten (tzw.
głębia ostrości), jeśli dla większości pomiarów okaże się być większy od podziałki na ławie optycznej (przykładowo 1
cm), pozwoli nam ocenić niepewność  z jaką wyznaczamy odległość  (patrz: dyskusja niepewności pomiarowej).

Wskazówka:  W trakcie pomiarów zauważamy, że w miarę wzrostu odległości  (maleje odległość ). Obraz
jest coraz mniejszy, co jest zgodne ze wzorem (wzór 499 na stronie 273) opisującym powiększenie obrazu.

http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/soczewka/Soczewka-setup.exe
http://ilf.fizyka.pw.edu.pl/podrecznik/files/soczewka/soczewka.pdf
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Rysunek 8.51: Przyrządy na ławie optycznej służące do pomiaru zależności występujących we
wzorze soczewkowym

Wyniki pomiarów wpisujemy do uprzednio przygotowanej tabelki pomiarów (Rysunek 8.52: Przyrządy na ławie
optycznej służące do pomiaru zależności występujących we wzorze soczewkowym na stronie 276).

Rysunek 8.52: Przyrządy na ławie optycznej służące do pomiaru zależności występujących we
wzorze soczewkowym

Korzystając z tabeli, tworzymy wykres zalezności  od . Przykładowy wykres przedstawiono na Rysunek 8.54: a)
Wykres zależności doświadczalnej y od x , krzywa obliczona według wzoru soczewkowego dla otrzymanej wartości
średniej f śr . b) Ten sam wykres, ale w układzie współrzędnych ( 1 x , 1 y ), prosta jest poprowadzona między
punktami doświadczalnymi na stronie 278a.

Cieszymy się, jeżeli przebieg krzywej na naszym wykresie jest taki sam jak górnej gałęzi na wykresie teoretycznym
na Rysunek 8.53: Zależność y od x (dla x>f ) według wzoru soczewkowego na stronie 277.

Musimy się upewnić, czy nasz wykres rzeczywiście odpowiada krzywej teoretycznej wynikającej ze wzoru
soczewkowego (wzór 502 na stronie 273). W tym celu najpierw obliczamy ogniskową naszej soczewki,
podstawiając do wzoru (wzór 502 na stronie 273) wartości  i  uzyskane w doświadczeniu. Pośrednie wyniki

obliczeń – ,  i  – wpisujemy do odpowiednich rubryk tabeli z Rysunek 8.52: Przyrządy na ławie optycznej
służące do pomiaru zależności występujących we wzorze soczewkowym na stronie 276. Obliczamy wartość średnią
ogniskowej . Porównania teorii z doświadczeniem możemy dokonać na dwa sposoby:

1) Obliczamy teoretyczne wartości  z przekształconego wzoru soczewkowego (wzór 501 na stronie 273) i na tle
naszych punktów pomiarowych nanosimy krzywą otrzymaną z tych obliczeń.



 | Optyka | 277

Rysunek 8.53: Zależność  od  (dla ) według wzoru soczewkowego

2) Korzystając z wyników obliczeń wartości  i  tworzymy wykres, odkładając na nim bezpośrednio te wartości.

Zatem wykres tworzymy w układzie współrzędnych  i . Wzór soczewkowy, przy takim podstawieniu
zmiennych, przyjmie postać:

( wzór 505 ) 

Jest to zależność liniowa i na wykresie powinniśmy otrzymać linię prostą, co łatwo można sprawdzić, przykładając
linijkę do punktów pomiarowych. Przykładowy wykres pokazany jest na Rysunek 8.54: a) Wykres zależności
doświadczalnej y od x , krzywa obliczona według wzoru soczewkowego dla otrzymanej wartości średniej f śr . b) Ten
sam wykres, ale w układzie współrzędnych ( 1 x , 1 y ), prosta jest poprowadzona między punktami doświadczalnymi
na stronie 278b.

Wykres, przecinając osie współrzędnych, powinien dać wartości  odwrotności ogniskowej (Rysunek 8.54: a) Wykres
zależności doświadczalnej y od x , krzywa obliczona według wzoru soczewkowego dla otrzymanej wartości średniej
f śr . b) Ten sam wykres, ale w układzie współrzędnych ( 1 x , 1 y ), prosta jest poprowadzona między punktami
doświadczalnymi na stronie 278b, wzór (wzór 505 na stronie 277)). Znajdujemy wartości rzędnej i odciętej
punktów przecięcia prostej z osiami współrzędnych. Obliczamy średnią tych wartości i obliczamy jej odwrotność
– jest to wartość doświadczalna ogniskowej naszej soczewki otrzymana z wykresu. Powinna się ona zgadzać (z
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dokładnością do niepewności pomiarowej, której dyskusję przeprowadzimy poniżej) z wartością  otrzymaną z
obliczeń (tabelka pomiarów).

Rysunek 8.54: a) Wykres zależności doświadczalnej  od , krzywa obliczona według wzoru
soczewkowego dla otrzymanej wartości średniej . b) Ten sam wykres, ale w układzie

współrzędnych ( , ), prosta jest poprowadzona między punktami doświadczalnymi

Przeprowadzamy dyskusję niepewności pomiarowych. Niepewność względną pomiaru ogniskowej wyznaczymy
graficznie z wykresu takiego, jak na Rysunek 8.54: a) Wykres zależności doświadczalnej y od x , krzywa obliczona
według wzoru soczewkowego dla otrzymanej wartości średniej f śr . b) Ten sam wykres, ale w układzie współrzędnych
( 1 x , 1 y ), prosta jest poprowadzona między punktami doświadczalnymi na stronie 278b. Oceniamy najpierw

niepewności pomiaru  i . Niepewności pomiarów  i  można obliczyć, stosując regułę dotyczącą
niepewności wielkości iloczynowej (t. 1, rozdz. 1.D1 Ocena dokładności wyników pomiarów (Dodatek)). Zatem

( wzór 506 ) 

więc

( wzór 507 ) 

W identyczny sposób otrzymamy:

( wzór 508 ) 
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Linie przerywane ograniczają obszar niepewności pomiarowych. Dla potrzeb rysunku przyjęto, że  i  są

jednakowe

Rysunek 8.55: Wykres zależności doświadczalnej,  od  z naniesionymi prostokątami niepewności
pomiarowych

Dla każdej zmierzonej wartości  i  obliczamy niepewności ich odwrotności według tych wzorów i nanosimy je
na wykres w postaci prostokątów niepewności pomiarowych (Rysunek 8.55: Wykres zależności doświadczalnej, 1
x od 1 y z naniesionymi prostokątami niepewności pomiarowych na stronie 279). Korzystając z tego wykresu,
otrzymamy też niepewność pomiaru ogniskowej. Należy poprowadzić dwie proste ograniczające położenie
prostej doświadczalnej, uwzględniając prostokąty niepewności pomiarowych. Proste te odcinają na osiach obszary

niepewności pomiaru odwrotności ogniskowej . Niepewność pomiaru odwrotności ogniskowej możemy

wyrazić za pomocą wzorów podobnych do (wzór 507 na stronie 278) i (wzór 508 na stronie 278):

( wzór 509 ) 
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Wzór ten pozwala nam na znalezienie niepewności pomiaru ogniskowej , gdy jest znana niepewność odwrotności

ogniskowej  – wyznaczyliśmy ją przecież na podstawie wykresu. Zatem ostatecznie  wyznaczymy,

korzystając ze wzoru:

( wzór 510 ) 

Zapisujemy wynik końcowy – wartość ogniskowej soczewki wraz z niepewnością jej pomiaru (pamiętając o
właściwych zaokrągleniach).

Na koniec zapisujemy wniosek końcowy z doświadczenia.

Wykonujemy sprawozdanie z doświadczenia wg wzorcowego formularza.

Pytania i problemy

W ramach uzupełnienia doświadczenia z soczewką skupiającą przeprowadź następujące obserwacje i pomiary:

1. Wykorzystaj ławę optyczną jak na Rysunek 8.51: Przyrządy na ławie optycznej służące do pomiaru zależności
występujących we wzorze soczewkowym na stronie 276, z soczewką o znanej ogniskowej . Umieść ekran w
odległości  większej niż  (np. ) od żarówki. Między ekranem a żarówką umieść soczewkę; przesuwając
ją po ławie optycznej znajdź takie dwa jej położenia, w których uzyskasz ostry obraz żarówki na ekranie.
Przekonaj się, że więcej takich położeń nie ma.

Zmierz i zapisz odległości  i  dla jednego z tych położeń soczewki oraz odległości  i  dla drugiego
położenia; oszacuj ich niepewności pomiarowe. Uwzględnij tzw. głębię ostrości zarówno przy pomiarach  i ,
jak i przy dyskusji niepewności pomiarowych. Zwróć uwagę na rozmiary obrazu w każdym z tych przypadków.
Uzupełnij opis swojego doświadczenia o wnioski, zgodnie z poniższymi poleceniami.

a. Wskaż prawidłowość w obrębie par odległości  i  oraz  i . Jaki związek ma ta prawidłowość z zasadą
„odwracalności biegu promieni świetlnych”?

b. Wskaż, w którym z tych dwóch położeń soczewka spełnia rolę zbliżoną do obiektywu aparatu fotograficznego,
a w którym do obiektywu rzutnika slajdów. Do którego z tych przypadków zaliczyłbyś rolę spełnianą przez
soczewkę w oku ludzkim?

2. Przeprowadź obserwację z punktu 1., ale zmniejsz odległość  do wartości mniejszej niż  (np. ).
Przekonaj się, że nie jest możliwe znalezienie takiego położenia soczewki, w którym uzyskuje się ostry obraz
żarówki na ekranie. Uzupełnij opis swojego doświadczenia o rozważania teoretyczne, zgodnie z poniższymi
poleceniami.

a. Uzasadnij, że poniższy układ równań opisuje przebieg obserwacji z punktu 1.

( wzór 511 ) 

b. Przekształć ten układ równań w taki sposób, by uzyskać z niego jedno równanie na odległość . Przeanalizuj
warunek rozwiązywalności tego równania i uzasadnij różnicę pomiędzy efektem uzyskanym w punkcie 1. a
brakiem efektu w punkcie 2.

c. Przeanalizuj rozwiązanie równania uzyskanego w poleceniu 2b) i uzasadnij, dlaczego w doświadczeniu 1.
uzyskałeś tylko dwa położenia, w których na ekranie powstał ostry obraz żarówki.

3. Wykonaj sprawozdanie z przeprowadzonego doświadczenia według standardowego wzorca.

8.14 Przyrządy optyczne
Ważne:  Podstawowe wiadomości na temat biegu promieni w lupie, mikroskopie i lunecie uzyskałeś już
wcześniej w gimnazjum. W gimnazjum poznałeś wykorzystanie pojedynczych soczewek do korekcji
najczęściej spotykanych wad wzroku: krótko- i dalekowzroczności. Obecnie zajmiemy się najbardziej
typowymi przyrządami optycznymi, wykorzystującymi soczewki (lupa) oraz ich proste układy (luneta
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i mikroskop). Pokażemy, w jaki sposób powstaje obraz w tych przyrządach, od czego zależy jego
powiększenie, wyprowadzimy przy tym odpowiednie wzory.

Lupa

W celu określenia zdolności powiększającej lupy potrzebne nam będzie pojęcie odległości dobrego widzenia.
Przypomnijmy sobie, co to jest. Aby lepiej widzieć małe przedmioty, zbliżamy je do oka. Zwiększa się wtedy kąt,
pod jakim widzimy przedmiot, a jego obraz padający na siatkówkę oka staje się większy. Pamiętamy, że soczewka
naszego oka ma zdolność akomodacji, tzn. zmienia swoją grubość i krzywiznę powierzchni wraz ze zmianami
odległości przedmiotu od oka. Soczewka oczna zmienia swoją ogniskową, dostosowując ją za każdym razem tak,
by obraz na siatkówce był ostry (odległość  od soczewki ocznej do siatkówki jest stała). Jednakże zdolność oka do
akomodacji jest ograniczona. Przy zbliżaniu przedmiotu do oka natrafiamy na taką odległość  (dobrego widzenia),
po przekroczeniu której przedmiot staje się nieostry, gdyż jego obraz wychodzi poza gałkę oczną. Zatem odległość
dobrego widzenia jest to taka odległość przedmiotu od oka, przy której widzimy go jako ostry, najmniej
obciążając przy tym mięśnie oka. Dla przeciętnego oka jest to około 25 cm.

Wskazówka:

Odległość dobrego widzenia

Zmiana grubości soczewki zachodzi pod wpływem jednej z dwóch grup mięśni tzw. antagonistycznych -
jedne mięśnie pogrubiają soczewkę, inne zaś ją spłaszczają. Istnieje zatem grubość „naturalna” soczewki,
która nie wymaga działania żadnej z tych grup mięśni. Z tą grubością związana jest określona zdolność
skupiająca układu optycznego oka (wynosi ona około 44 dioptrii). Z kolei z tą zdolnością skupiającą
związana jest określona odległość oglądanego przedmiotu, którego ostry obraz powstaje na siatkówce.
Ta odległość nazywa się odległością dobrego widzenia, gdyż oglądanie przedmiotów z tej odległości (i z
odległości do niej zbliżonych) wymaga najmniej wysiłku ze strony układu optycznego oka. Czytając książki,
gazety, powinniśmy utrzymywać je w okolicach tej właśnie odległości od oczu. Badania pokazują, że ludzie
korzystający z przyrządów optycznych „intuicyjnie” ustawiają ich położenie lub tak dobierają ich regulacje,
by uzyskać obraz w odległości dobrego widzenia - to założenie będziemy czynili w dalszych rozważaniach
o przyrządach optycznych. Przeciętne oko ludzkie ma odległość dobrego widzenia równą 25 cm. Jednak
wartość ta znacznie różni się u różnych ludzi - przede wszystkim ze względu na drobne nawet wady wzroku.
Przykładowo, krótkowidz, który bez okularów nie widzi ostro dalej niż do odległości jednego metra, ma
odległość dobrego widzenia nieco poniżej 20 cm.

Rysunek 8.56: Bieg promieni w lupie; dla przejrzystości oko zostało nieco odsunięte od lupy

Teraz możemy przejść do omówienia powiększenia lupy. Wiemy, że lupa to pojedyncza soczewka skupiająca,
umożliwiająca oglądanie powiększonych obrazów. Bieg promieni w lupie jest pokazany na Rysunek 8.56: Bieg
promieni w lupie; dla przejrzystości oko zostało nieco odsunięte od lupy na stronie 281. Zaznaczono tam
ogniskową, odległość  przedmiotu od soczewki i odległość y obrazu od soczewki. Standardowo, powiększenie lupy
podaje się dla sytuacji, w której lupa jest trzymana blisko oka (jak soczewka okularów) a przedmiot jest ustawiany
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w takiej odległości  od lupy, by obraz w niej powstał w odległości dobrego widzenia . Warto zwrócić uwagę, że ta
standardowa sytuacja nie zapewnia uzyskania największego powiększenia; największe powiększenie uzyskamy, gdy 
w przybliżeniu będzie równe najmniejszej odległości, przy której oko może jeszcze akomodować.

Aby wyprowadzić wzór na powiększenie lupy, przeprowadzimy rozumowanie podobne do omówionego w rozdziale
8.11 Soczewka na stronie 268, gdzie powiększenie  zdefiniowaliśmy jako stosunek wielkości obrazu do wielkości
przedmiotu. Z podobieństwa trójkątów  i  (Rysunek 8.56: Bieg promieni w lupie; dla przejrzystości oko
zostało nieco odsunięte od lupy na stronie 281) mamy:

( wzór 512 ) 

Wzór soczewkowy (wzór 502 na stronie 273), który dla obrazu pozornego (formalnie  jest ujemne) ma postać:

( wzór 513 ) 

przekształcimy w następujący sposób:

( wzór 514 ) 

stąd

( wzór 515 ) 

Ale , więc

( wzór 516 ) 

Jest to wzór na powiększenie lupy. Wynika z niego na przykład, że jeżeli lupa ma ogniskową 2,5 cm, a ,
wówczas powiększenie wynosi 11.

Wydawałoby się, że stosując dowolnie krótkie ogniskowe, można uzyskiwać dowolnie duże powiększenia
lupy. Tak jednak nie jest, gdyż wzór (wzór 516 na stronie 282) ma ograniczenia praktyczne – jest tylko
wzorem przybliżonym, słusznym dla soczewek cienkich. Soczewka o bardzo małej ogniskowej musi mieć małe
promienie krzywizny powierzchni, co powoduje, że nie możemy jej zaliczać do soczewek cienkich. Z kolei im
grubsza soczewka, tym trudniej jest uzyskać obraz niezniekształcony. W praktyce lupa nie powiększa więcej niż
kilkunastokrotnie.

Mikroskop

Na Rysunek 8.57: Bieg promieni w mikroskopie na stronie 283 przedstawiono bieg promieni w mikroskopie.
Przedmiot  jest umieszczony w odległości nieco większej od ogniskowej obiektywu ( ). Wtedy otrzymujemy
duże powiększenie przedmiotu przez soczewkę obiektywu. Obraz jest odwrócony i powstaje w odległości od
okularu nieco mniejszej od jego ogniskowej. Możemy więc przyjąć . Odległość  obiektywu od okularu jest w
przybliżeniu równa długości tubusa mikroskopu. Odległość obrazu  od obiektywu jest równa .
Wobec tego powiększenie obrazu w soczewce obiektywu wynosi:

( wzór 517 ) 

Powiększenie obrazu w okularze wynosi (w przybliżeniu):

( wzór 518 ) 
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Całkowite powiększenie obu soczewek mikroskopu wyniesie:

( wzór 519 ) 

lub

( wzór 520 ) 

Podstawiając tu wyrażenia (wzór 517 na stronie 282) i (wzór 518 na stronie 282), otrzymamy

( wzór 521 ) 

Rysunek 8.57: Bieg promieni w mikroskopie

Oceniając niezbyt dokładnie powiększenie mikroskopu, można przyjąć wzór przybliżony:

( wzór 522 ) 
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(w liczniku wzoru (wzór 521 na stronie 283) zaniedbaliśmy ogniskową okularu , gdyż jest ona znacznie
mniejsza od długości tubusa , np. , .)

Powiększenie zwykle stosowanych obiektywów wynosi od 8 do 90, zaś okularów od 7 do 15. Zatem całkowite
powiększenie mikroskopu zwykle mieści się w granicach od 56 do 1350.

Współczesna technika komputerowa wprowadziła do mikroskopu ulepszenia, które pozwoliły zwiększyć jakość
oglądanych obrazów oraz uzyskiwać powiększenie dochodzące do 7000, tj. ponad pięciokrotnie większe niż w
tradycyjnym mikroskopie. Uzyskuje się to przez stosowanie kamer wideo o bardzo wysokiej rozdzielczości z
cyfrowym przetwornikiem obrazu i innymi urządzeniami komputerowej obróbki obrazu, pozwalającymi na usuwanie
zniekształceń obrazu powstałych w układzie optycznym mikroskopu.

Rysunek 8.58: Układ optyczny klasycznego mikroskopu

Luneta

Istnieje wiele konstrukcji lunet. My podamy tu zasadę pracy jednej z nich - tzw. lunety Galileusza. Na Rysunek
8.59: Bieg promieni charakterystycznych w lunecie na stronie 285 przedstawiono bieg promieni w lunecie. Obraz
rzeczywisty odległego przedmiotu jest utworzony przez soczewkę skupiającą obiektywu w odległości  od niego.
Odległość ta jest w przybliżeniu równa ogniskowej obiektywu, tzn. . (dzieje się tak, ponieważ przedmiot
znajduje się w bardzo dużej odległości od obiektywu, a wówczas na obiektyw padają promienie prawie równoległe).
Ten obraz jest oglądany przez drugą soczewkę, tzw. okularu. Okular daje obraz urojony w odległości  od niego.
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Odległość  możemy traktować jak odległość dobrego widzenia. Aby w okularze uzyskać duże powiększenie, należy
go ustawić w odległości  od obrazu  równej w przybliżeniu ogniskowej okularu ( ).

Rysunek 8.59: Bieg promieni charakterystycznych w lunecie

W jaki sposób można określić powiększenie lunety? Otóż, gdybyśmy na odległy przedmiot patrzyli okiem
nieuzbrojonym, to widzielibyśmy go pod małym kątem . Dlatego przedmiot wydaje się nam mały – jego obraz
na siatkówce oka jest mały. Patrząc przez okular lunety, widzimy go pod większym kątem  (Rysunek 8.59: Bieg
promieni charakterystycznych w lunecie na stronie 285). Przedmiot oglądany przez lunetę wydaje się nam większy.
Zatem stosunek drugiego kąta  do kąta  możemy uznać za powiększenie lunety i wówczas

( wzór 523 ) 

Wartości małych kątów możemy przybliżyć ich tangensami, gdyż dla nich . Ponieważ

, 

więc

( wzór 524 ) 

Otrzymaliśmy wzór na powiększenie lunety:

( wzór 525 ) 

Widzimy, że aby uzyskać duże powiększenie lunety, należy stosować długie ogniskowe obiektywu, a krótkie
ogniskowe okularu.

Niezależnie od tego, że obraz odległego przedmiotu, oglądanego gołym okiem, utworzony na siatkówce oka jest
mały, to jeszcze dochodzi drugi czynnik słabego widzenia – bardzo mały jest strumień energii świetlnej płynący
do oka. Luneta, oprócz powiększenia obrazu, pełni jeszcze jedną funkcję. Zbiera energię świetlną pochodzącą od
oglądanego przedmiotu z większej powierzchni – obiektywu lunety. Przez to strumień świetlny padający do oka jest
zwielokrotniony, gdyż strumień ten jest proporcjonalny do powierzchni, na którą pada. Efekt jest taki, jak gdyby
źrenica naszego oka zwiększyła się do wielkości obiektywu lunety. Dlatego obiektywy lunet astronomicznych mają
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duże średnice. Łatwo można obliczyć, że luneta astronomiczna o średnicy obiektywu np. 0,5 m zwiększa strumień
energii świetlnej wpadającej do oka około 28 000 razy (przyjęliśmy, że źrenica oka ma średnicę równą około 3 mm).

Pytania i problemy

1. Co to jest odległość dobrego widzenia? Przedstaw na rysunku mechanizm powstawania obrazu w lupie.
2. Wyprowadź równanie opisujące zależność powiększenia lupy od wartości jej ogniskowej. Przedstaw interpretację

tej zależności.
3. Przedstaw na rysunku mechanizm powstawania obrazu w mikroskopie.
4. Wyprowadź równanie opisujące zależność powiększenia mikroskopu od wartości ogniskowej jego obiektywu i

okularu. Przedstaw interpretację tej zależności.
5. Przedstaw na rysunku mechanizm powstawania obrazu w lunecie.
6. Podaj definicję powiększenia lunety i wyprowadź równanie opisujące zależność powiększenia lunety od wartości

ogniskowej jej obiektywu i okularu. Przedstaw interpretację tej zależności.
7. Znany jest efekt „pomniejszania” obrazu przez lunetę (lornetkę), gdy użyjemy jej „odwrotnie” - spojrzymy

w obiektyw zamiast w okular. Uzasadnij ten efekt na gruncie wzoru (wzór 525 na stronie 285). Wykonaj
odpowiedni rysunek.

8.D1 Dodatek: Holografia (temat nadobowiązkowy)
Ważne:  Dzisiaj hologramy są używane na co dzień. Jednakże przeciętny człowiek mało wie w jaki sposób
można utworzyć hologram i na czym ta technika polega. Obecnie, po tym jak zapoznałeś się z dyfrakcją i
interferencją światła, będziesz mógł zrozumieć na czym polega holografia, którą w skrócie można określić
jako szczególną metodę (dyfrakcyjną) tworzenia obrazów przestrzennych.

Zasadę holografii omówimy w kolejności takiej, jak w rzeczywistości idea ta się rodziła i dojrzewała - w
trzech punktach:

1. teoria Abbego dwuetapowego procesu tworzenia się obrazów w soczewkach,
2. idea Wolfkego rozdzielenia tych etapów,
3. metoda Gabora rejestracji i odtwarzania fazy fali ugiętej.

Teoria Abbego

Ernest Abbe, niemiecki fizyk drugiej połowy XIX w., był współzałożycielem zakładów optycznych Zeissa. Jego
wspólnicy, znając talent Abbego, spodziewali się, że polepszy on jakość produkowanych przyrządów optycznych.
Abbe nie tylko wpadł na szereg ciekawych pomysłów ulepszających produkowane przyrządy optyczne, ale opracował
w roku 1873 teorię, która, jak się później okazało, stała się podstawą dzisiejszej holografii. Najłatwiej zrozumiemy
podstawę teorii Abbego, gdy przeprowadzimy następujące doświadczenie:

Doświadczenie pokazowe

Przepuszczamy wiązkę światła lasera przez wąską szczelinę (ok. ). Za szczeliną ustawiamy
soczewkę skupiającą w odległości trochę większej niż jej ogniskowa (np. ). Za soczewką
ustawiamy ekran (białą kartkę kartonu) w takiej odległości od soczewki, aby jej ognisko znalazło
się w płaszczyźnie ekranu (Rysunek 8.60: Doświadczenie ilustrujące teorię dwuetapowego procesu
tworzenia się obrazu szczeliny za pomocą soczewki na stronie 287).
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W płaszczyźnie ogniskowej zachodzi analiza przedmiotu (tutaj szczeliny) w postaci
obrazu dyfrakcyjnego fali światła, zaś dalej następuje synteza i powstaje rzeczywisty obraz

przedmiotu

Rysunek 8.60: Doświadczenie ilustrujące teorię dwuetapowego procesu tworzenia
się obrazu szczeliny za pomocą soczewki

Na ekranie  obserwujemy obraz dyfrakcyjny szczeliny w postaci prążków o zmniejszającej się
jasności po obu stronach głównego prążka. Przesuwamy stopniowo ekran obserwując w trakcie jego
ruchu, jak początkowo prążki interferencyjne się rozmywają, a następnie skupiają się wszystkie
razem tworząc powiększony obraz rzeczywisty szczeliny, gdy ekran wejdzie w położenie .

Wynik tego doświadczenia był właściwie łatwy do przewidzenia. Otrzymanie obrazu dyfrakcyjnego w płaszczyźnie
ogniskowej soczewki jest naturalną konsekwencją dyfrakcji światła na pojedynczej szczelinie omówionej w rozdz.
8.6 Dyfrakcja i interferencja światła na stronie 254. Pierwsza część tego doświadczenia to właściwie powtórzone
doświadczenie z tamtego rozdziału. Soczewka spełnia tu rolę skupiającą równoległych promieni w wiązkach ugiętego
światła. Dostaliśmy zatem, dzięki soczewce, wyraźniejszy obraz dyfrakcyjny niż wtedy. Po przesunięciu ekranu
w nowe położenie otrzymaliśmy ostry obraz szczeliny. Jest to zgodne z prawami optyki geometrycznej. Wiemy,
że przecięcie promieni przechodzących przez soczewkę skupiającą daje obraz przedmiotu (tutaj szczeliny), który
znajduje się przed soczewką.

Jednakże gdyby Abbe jedynie tak interpretował to doświadczenie, to niczego nowego by nie odkrył. Wprawdzie bez
laserów (gdyż ich nie znano) wielu obserwowało podobne doświadczenia, ale jedynie Abbemu wpadła wspaniała
myśl do głowy, dzięki której mógł stworzyć nową falową teorię tworzenia się obrazów za pomocą soczewek. Abbe
zdawał sobie sprawę z tego, że prawa optyki geometrycznej są jedynie dość grubym przybliżeniem rzeczywistości.
Postanowił stworzyć teorię w oparciu o własności falowe światła.

Abbe zrozumiał, że obraz tworzy się w dwóch następujących po sobie procesach. Pierwszy - to wytworzenie obrazu
dyfrakcyjnego w płaszczyźnie ogniskowej - analiza dyfrakcyjna przedmiotu. Drugi proces - to synteza obrazu
dyfrakcyjnego na ekranie. Można więc powiedzieć, że za płaszczyzną ogniskową następuje dyfrakcja dyfrakcji, czyli
ponowne połączenie się światła w falę o kształcie podobnym do tego jaki miała przy opuszczeniu przedmiotu (w
naszym doświadczeniu - szczeliny).

Zatem zgodnie z teorią Abbego doświadczenie to powinniśmy interpretować następująco: Fala o stałej amplitudzie
( ) przechodzi przez szczelinę (Rysunek 8.61: Dwuetapowy proces tworzenia się obrazu na stronie 288a) i ugina
się zgodnie ze wzorem określającym amplitudę fali dyfrakcyjnej (wzór 477 na stronie 256):

( wzór 526 ) 

jak na Rysunek 8.61: Dwuetapowy proces tworzenia się obrazu na stronie 288b. (zwróćmy uwagę na to,
że wyrażenie (wzór 526 na stronie 287) przyjmuje wartości dodatnie i ujemne, gdybyśmy ustawili ekran w
płaszczyźnie ogniskowej, zaobserwowalibyśmy nie amplitudę fali ale wielkość odpowiadającą natężeniu ,
które jest zawsze dodatnie). Następnie na ekranie powstaje ponownie fala o jednakowej amplitudzie  (Rysunek 8.61:
Dwuetapowy proces tworzenia się obrazu na stronie 288c).

Idea Wolfkego rozdzielenia etapów tworzenia obrazu

Polski fizyk Mieczysław Wolfke - profesor Politechniki Warszawskiej - opracował w 1920 roku podstawy teoretyczne
metody rozdzielenia w przestrzeni i w czasie etapów tworzenia obrazu przewidzianych w teorii Abbego - procesu
analizy i syntezy. Zaproponował rejestrację obrazu dyfrakcyjnego na kliszy fotograficznej, a następnie odtworzenia
procesu syntezy obrazu poprzez odpowiednie oświetlenie tej kliszy.

Można powiedzieć, że ta idea stała się podstawą holografii z jednym jednak zastrzeżeniem. Mianowicie Wolfke
zdawał sobie sprawę z tego, że jego metoda nie jest doskonała, gdyż zarejestrowany obraz dyfrakcyjny na kliszy
niesie informację jedynie o natężeniu fali, nie zawiera natomiast informacji o fazie fali (przykładowo - w przypadku
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dyfrakcji na jednej szczelinie natężenie jest proporcjonalne do kwadratu amplitudy fali danej wzorem (wzór 478
na stronie 256), która jest zawsze dodatnia. We wzorze tym zostaje zgubiona informacja o znaku „-” lub „+” tej
amplitudy, co oznacza brak informacji o fazie fali ugiętej).

Mimo tego idea Wolfkego została zrealizowana i z powodzeniem zastosowana do badania struktury kryształów przez
Bragga w roku 1940.

a) Fala o stałej amplitudzie ( ) przechodzi przez szczelinę i ugina się dając b) falę dyfrakcyjną o
zmiennej amplitudzie, po czym c) następuje synteza fali dyfrakcyjnej w jedną falę znowu o stałej amplitudzie

Rysunek 8.61: Dwuetapowy proces tworzenia się obrazu

Metoda Gabora rejestracji i odtwarzania fazy fali dyfrakcyjnej

Idea Wolfkego wymagała udoskonalenia, którego dokonał węgierski fizyk D. Gabor w roku 1949. Gabor podał
metodę rejestracji fazy na kliszy. Ze względu na to, że taka klisza niesie pełną informację o fali dyfrakcyjnej nazwano
ją hologramem, a metodę dwuetapowego tworzenia obrazu – holografią (gr. holographe = zapis całkowity). Dlatego
powszechnie uważa się Gabora za odkrywcę holografii.

Zasada rejestracji fazy przedstawiona jest na Rysunek 8.62: Zasada rejestracji hologramu na stronie 288. Na
kliszę fotograficzną, na której ma być zarejestrowany obraz dyfrakcyjny przedmiotu (tutaj dla prostoty przyjęto
przedmiot w postaci cienkiego pręcika, który jest prostopadły do płaszczyzny rysunku), pada jednocześnie wiązka
ugięta od przedmiotu jak również odbita od zwierciadła, tzw. fala odniesienia. Obie wiązki powstały z jednej wiązki
światła z lasera rozdzielonej w soczewce. Gdyby nie było fali odniesienia, to klisza zarejestrowałaby tylko natężenie
światła ugiętego. Fala odniesienia interferuje z falą ugiętą od przedmiotu dając wzmocnienia fali wypadkowej, tam
gdzie spotykają się w fazie zgodnej, a wygaszania gdy spotkają się w przeciwnych fazach. W ten sposób, stopień
zaświetlenia kliszy jest zależny od natężenia fali ugiętej - od jej amplitudy, ale i również od jej fazy.

Rysunek 8.62: Zasada rejestracji hologramu

Sytuacja ta jest pokazana na Rysunek 8.63: Powstawanie hologramu przedmiotu P  na stronie 289, gdzie
przedstawiono stan fal w jednej określonej chwili („zdjęcie migawkowe pola interferencyjnego fal”). Chwilowe
położenia „grzbietów” fal zaznaczono liniami ciągłymi a „dolin” liniami przerywanymi. Tam gdzie spotyka się linia
ciągła („grzbiet fali”) z linią przerywaną („doliną fali”) występuje wzajemne wygaszenie fal - tam klisza nie naświetla
się. Na odwrót - w miejscach, gdzie spotyka się linia ciągła z linią ciągłą (i przerywana z przerywaną) występuje
wzmocnienie fal - tam klisza naświetla się najsilniej. Jak widać, na kliszy-hologramie powstanie obraz dyfrakcyjny w
postaci prążków. W przypadku takim, jak na Rysunek 8.63: Powstawanie hologramu przedmiotu P  na stronie 289
prążki są rozmieszczone nierównomiernie z malejącą odległością między nimi.
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Rysunek 8.63: Powstawanie hologramu przedmiotu 

Tak naświetlona klisza po wywołaniu staje się siatką dyfrakcyjną dla światła nań padającego (dla sytuacji
przedstawionej na rysunkach jest to siatka dyfrakcyjna z malejącymi odstępami między szczelinami siatki).
Przepuszczone przez nią światło lasera (Rysunek 8.64: Schemat odtwarzania powierzchni falowej w holografii na
stronie 289) ulegnie ugięciu i odtworzy sytuację, która miała miejsce przy jej naświetlaniu w trakcie rejestracji
hologramu.

Rysunek 8.64: Schemat odtwarzania powierzchni falowej w holografii

W ten sposób zostanie odtworzona fala, która była ugięta na przedmiocie , zbiegająca się właśnie do tego
punktu (fala „wklęsła”, gdyż po przejściu fali płaskiej przez hologram - tutaj nierównomierną siatkę dyfrakcyjną -
powierzchnia falowa zagnie się). Powstanie w ten sposób obraz rzeczywisty. Utworzy się również druga fala ugięta
(„wypukła”), rozbieżna, której przedłużenia promieni rozchodzą się z jednego miejsca - obrazu pozornego. Zatem
hologram przy odtwarzaniu daje dwa obrazy przestrzenne - rzeczywisty i pozorny.

Rysunek 8.65: a) Tworzenie się hologramu w postaci regularnej siatki dyfrakcyjnej, gdy na kliszę
padają dwie fale płaskie, b) odtwarzanie powierzchni falowej jest jednoznaczne ze zwykłą dyfrakcją
na siatce dyfrakcyjnej

Dla porównania pokazano na Rysunek 8.65: a) Tworzenie się hologramu w postaci regularnej siatki dyfrakcyjnej,
gdy na kliszę padają dwie fale płaskie, b) odtwarzanie powierzchni falowej jest jednoznaczne ze zwykłą dyfrakcją
na siatce dyfrakcyjnej na stronie 289a tworzenie się hologramu w postaci regularnej siatki dyfrakcyjnej, gdy fala
ugięta od przedmiotu i fala odniesienia są płaskie. Odtwarzanie obrazu przy oświetleniu takiego hologramu niczym
się nie różni od dyfrakcji fali na zwykłej siatce dyfrakcyjnej.

Jak widać do uzyskiwania obrazów holograficznych nie są wymagane soczewki, gdyż obraz dyfrakcyjny
przedmiotów powstaje również bez soczewek. Obecnie, gdy poprawiła się jakość wytwarzania hologramów nie
jest konieczne stosowanie laserów do odtwarzania obrazów holograficznych. Obrazy holograficzne są przestrzenne
a nie płaskie jak w zwykłej fotografii, czy w telewizji. Ze względu na swoje własności holografia znajduje wiele
interesujących zastosowań i jak się wydaje może w przyszłości wyprzeć tradycyjną technikę telewizualną. Już
dziś służy do znakowania towarów, wykrywania mikrodefektów w wyrobach technicznych, w medycynie - do
wykrywania komórek rakowych we wczesnym stadium rozwoju. Może służyć do szyfrowania informacji jak i w
przyszłości dla nowych generacji komputerów wykorzystujących możliwości modelowania holograficznego funkcji
logicznych i pamięci optycznej.

Warto zwrócić uwagę na to, że holografia może wykorzystywać nie tylko fale świetlne, ale także np. akustyczne (tzw.
holografia akustyczna).
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Przykład 6

Hologram małej kulki powstał na skutek interferencji fali kulistej ugiętej na tej kulce z falą
odniesienia płaską, Rysunek 8.66: Rejestracja hologramu małej kulki na stronie 290. Odległość
kulki od kliszy fotograficznej hologramu wynosi . Długość fali światła wynosi

. Jak wygląda hologram?

Rysunek 8.66: Rejestracja hologramu małej kulki

Odpowiedź: Przyjmiemy zgodnie z ogólną postacią równania fali harmonicznej (wzór 312 na
stronie 146), że wartość wektora  kulistej fali ugiętej wyraża się wzorem:

( wzór 527 ) 

dla uproszczenia przyjęto, że amplituda fali  jest stała w miejscach, gdzie fala osiąga kliszę.
Natomiast fala odniesienia płaska będzie miała postać:

( wzór 528 ) 

Na kliszy spotykają się obie fale i wzmacniają się w miejscach, gdzie różnica faz wynosi
wielokrotność , czyli

 gdzie 

Ponieważ , więc

 lub 

Wzmocnienia fali na płaskiej kliszy będą występować na koncentrycznych okręgach o promieniach

. Z Rysunek 8.66: Rejestracja hologramu małej kulki na stronie 290 widzimy, że .
Zatem

( wzór 529 ) 

Stąd możemy obliczyć promienie okręgów na których występują wzmocnienia fali:

( wzór 530 ) 

(W obliczeniu pominięto pod pierwiastkiem czynnik , gdyż .)

Zatem hologram jest w postaci prążków w kształcie koncentrycznych okręgów. Pierwszy okrąg ma
promień , drugi , trzeci  itd.

Holografia komputerowa

Obecnie znaczny postęp w dziedzinie holografii dokonał się dzięki komputerom. W klasycznej holografii optycznej,
hologram powstaje w wyniku rejestracji pola interferencyjnego w realnym układzie optycznym. Natomiast komputer
może wytworzyć hologram wirtualnie, zgodnie z naszą wiedzą teoretyczną. Dzięki temu otrzymuje się hologramy
składające się z wygenerowanego wirtualnie układu prążków struktury dyfrakcyjnej. Taki hologram – wytworzony
komputerowo - zastępuje prążki interferencyjne hologramu optycznego. Jednakże hologram komputerowy ma
przewagę nad hologramem optycznym, gdyż generuje dużo mniejsze szumy (koherentne) niż hologram optyczny.
Ponadto wydajność dyfrakcyjna tej metody jest większa. To znaczy, że za jej pomocą można wytwarzać hologramy
bardziej złożone niż pozwala na to technika optyczna.
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Przy wytwarzaniu hologramu komputer pobiera dane z dostępnych urządzeń peryferyjnych, np. z plotera, drukarki
laserowej, kamery tv. ponadto - również z naświetlarki laserowej czy też działa elektronowego.

Należy podkreślić, że to co było niemożliwe w tradycyjnej holografii optycznej stało się możliwe w holografii
komputerowej. Przykładem może być holografia filmowa i telewizyjna.

Rysunek 8.67: Zdjęcie z pracowni holograficznej Wydziału Fizyki Politechniki Warszawskiej, która
ma znaczny udział w rozwoju tej dziedzinie dziedziny wiedzy

Pytania i problemy

1. Podaj, co to jest holografia. Na czym polega teoria Abbego dwustopniowego powstawania obrazu w soczewce. Na
czym polega analiza dyfrakcyjna obrazu i jego synteza?

2. Podaj na czym polegała idea Wolfkego rozdzielenia etapów tworzenia obrazu. Dlaczego za odkrywcę holografii
uznaje się Gabora, a nie Wolfkego?

3. Na przykładzie przejścia światła przez pojedynczą szczelinę wyjaśnij zasadę teorii Abbego dwustopniowego
powstawania obrazu w soczewce. Wykonaj odpowiednie rysunki.

4. Narysuj schemat układu dla rejestracji i odtwarzania hologramu. Podaj na czym polega wynalazek Gabora
rejestracji fazy obrazu dyfrakcyjnego.





Rozdział

9
Prawa Maxwella (rozdział nadobowiązkowy)

Podrozdziały:

• 9.1 Pierwsze prawo Maxwella
(temat nadobowiązkowy)

• 9.2 Drugie prawo Maxwella
(temat nadobowiązkowy)

James Clerk Maxwell był jednym z najwybitniejszych uczonych XIX wieku.
Jego teoria elektromagnetyzmu jest uwieńczeniem tej dziedziny wiedzy i
bez przesady można stwierdzić, że jest szczytowym osiągnięciem nauki XIX
w. Teoria Maxwella, jak się okazało, była pierwszą teorią odpowiadającą
w pełni postulatom relatywistycznym i zapoczątkowała ruch intelektualny,
który doprowadził do sformułowania przez Einsteina szczególnej teorii
względności. Maxwell na drodze czysto teoretycznej odkrył istnienie fal
elektromagnetycznych i stwierdził, że światło jest właśnie taką falą. Dzięki
temu dokonała się w fizyce ważna integracja odrębnych dotychczas dziedzin
– elektromagnetyzmu i optyki. Jednocześnie nastąpiło ostateczne połączenie
elektryczności i magnetyzmu w naukę zwaną dziś elektromagnetyzmem.
Odkrycie to miało kolosalne znaczenie nie tylko teoretyczne, ale i praktyczne.
Zapoczątkowało m.in. przewrót w dziedzinie telekomunikacji i wywarło
istotny wpływ na kształt naszej cywilizacji (radio, telewizja, mikrofale,
komunikacja satelitarna i in.).

Rysunek 9.1: James Clerk Maxwell (1831-1879)

Jak już wspomniano, teoria Maxwella jest uwieńczeniem dziedziny wiedzy o
elektryczności i o magnetyzmie.

Teoria Maxwella zawiera głównie jego własne osiągnięcia ujęte tutaj jako
pierwsze i drugie prawo Maxwella oraz wcześniej znane prawa. Komplet tych
podstawowych praw został ujęty w system równań, zwanych równaniami
Maxwella. Umożliwia on rozwiązanie wszystkich zagadnień z dziedziny
elektromagnetyzmu. My jednak ograniczymy się do przedstawienia tylko
dwóch równań Maxwella nazywanych pierwszym i drugim prawem
Maxwella.
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9.1 Pierwsze prawo Maxwella (temat nadobowiązkowy)
Pierwsze prawo Maxwella jest uogólnieniem prawa indukcji Faradaya.

Przyjrzyjmy się doświadczeniu przedstawionemu na Rysunek 9.2: W układzie ( x'y'z' ) na elektrony w pętli,
poruszające się wraz z nią w polu magnetycznym, działa siła Lorentza, która wprawia je w ruch okrężny na stronie
294. Przewodnik kołowy (pętla) i magnes zbliżają się do siebie z prędkością . Spójrzmy na tę sytuację z dwóch
układów odniesienia. W układzie , związanym z magnesem, pętla porusza się z prędkością . Na elektrony w
pętli, poruszające się wraz z nią w polu magnetycznym, działa siła Lorentza, która wprawia je w ruch okrężny. W ten
sposób w pętli indukuje się prąd.

W układzie , związanym z pętlą, średnia prędkość ładunków jest równa zeru, więc siła Lorentza też jest równa
zeru, niemniej jednak zbliżający się magnes wywołuje w pętli prąd. Jest to zrozumiałe, gdyż zgodnie z zasadą
względności wszystkie zjawiska w układach inercjalnych przebiegają tak samo (również i przepływ prądu). Skoro
prąd w pętli płynął w układzie , to musi również płynąć w układzie . Liczy się tylko to, że pętla i magnes
są względem siebie w ruchu!

W ten sposób w pętli indukuje się prąd. W układzie  elektrony spoczywają (średnia ich
prędkość jest równa zeru, bo wykonują tylko chaotyczne ruchy termiczne), wypadkowa siła
Lorentza jest równa zeru, zatem prąd w pętli może być wywołany jedynie przez wirowe pole

elektryczne

Rysunek 9.2: W układzie  na elektrony w pętli, poruszające się wraz z nią w polu
magnetycznym, działa siła Lorentza, która wprawia je w ruch okrężny

Zapytajmy zatem, jaka siła w układzie  wywołuje prąd, skoro nie jest to siła Lorentza? Może to być jedynie
siła elektryczna  przemieszczająca ładunki  stanowiące prąd elektryczny. Zatem w układzie  prąd
jest wywołany polem elektrycznym o natężeniu  powstającym w obwodzie pod wpływem zbliżania się do niego
magnesu. Wniosek ten jest całkowicie potwierdzony doświadczalnie, co opiszemy w dalszej części rozdziału.

Jakie cechy ma elektryczne pole indukcyjne wywołujące prąd w obwodzie przy zbliżaniu się magnesu (zbliżaniu się
źródła pola magnetycznego)?

1. Zauważmy, że pole to nie jest takie, z jakim mieliśmy do czynienia w elektrostatyce, gdyż jego linie nie zaczynają
się ani nie kończą na ładunkach elektrycznych (nie jest ono wywołane ładunkami elektrostatycznymi, czyli
ładunki elektryczne nie są źródłami tego pola). Linie elektrycznego pola indukcyjnego zamykają się same w
sobie. Dlatego pole to nosi nazwę pola wirowego.
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2. Siła elektryczna (styczna do toru), przemieszczająca w pętli ładunek , wykonuje pracę. Na małym odcinku drogi
 jest to praca , a przy pełnym obiegu

( wzór 531 ) 

Przypomnijmy sobie, że pole, w którym praca zależy od drogi, nie jest polem zachowawczym. Zatem elektryczne
pole indukcyjne nie jest polem zachowawczym.

Wskazówka:  Podsumujmy nasze dotychczasowe rozważania na temat indukcji elektromagnetycznej. Istnieje
jedno spójne pole elektromagnetyczne. Rozdzielenie tego pola na składowe elektryczną i magnetyczną
zależy od układu odniesienia, względem którego pole to jest obserwowane. W układzie, względem którego
ładunki są w spoczynku, oddziaływanie realizuje się poprzez pole elektryczne. W drugim układzie, względem
którego ładunki są w ruchu, oddziaływanie realizuje się względem dwóch składowych – pola elektrycznego
i magnetycznego. Widzimy, że pole elektryczne i magnetyczne nie istnieją niezależnie od stanu ruchu
układu odniesienia. Sformułowanie to podał Einstein w 1905 roku w swojej fundamentalnej pracy pt. „O
elektrodynamice poruszających się ciał”.

Powróćmy do doświadczenia przedstawionego na Rysunek 9.2: W układzie ( x'y'z' ) na elektrony w pętli, poruszające
się wraz z nią w polu magnetycznym, działa siła Lorentza, która wprawia je w ruch okrężny na stronie 294.
Stwierdziliśmy, że na skutek zmiennego strumienia pola magnetycznego przepływającego przez pętlę powstaje w
niej wirowe pole elektryczne, które przy każdym obiegu pętli wykonuje pracę  przemieszczenia ładunków równą
przemieszczanemu ładunkowi mnożonemu przez cyrkulację wektora  indukowanego pola elektrycznego (suma po
drodze zamkniętej  występująca w równaniu (wzór 531 na stronie 295), nazywa się cyrkulacją wektora

). Pracę tę identyfikujemy z pracą siły elektromotorycznej indukcji  – patrz wzór (wzór 241 na stronie 105). Z

drugiej strony, zgodnie z definicją SEM, . Zatem, stosując wzór (wzór 291 na stronie 131), otrzymamy

( wzór 532 ) 

Wzór powyższy w ogólnej postaci wyraża treść pierwszego prawa Maxwella. Słowami można to wyrazić
następująco:

Zamapiętać:  Zmienne pole magnetyczne wytwarza wirowe pole elektryczne. Cyrkulacja jego wektora  jest
równa szybkości zmian strumienia wektora  pola magnetycznego.

Należy zwrócić uwagę na to, że prawo Maxwella wyrażone za pomocą wzoru (wzór 532 na stronie 295) jest
ogólniejsze od prawa indukcji Faradaya. W treści prawa Maxwella abstrahuje się od obecności przewodnika
w zmiennym polu magnetycznym. Prawo to mówi, że niezależnie od tego, czy występuje obwód elektryczny,
czy mamy do czynienia z próżnią, zawsze zmienne pole magnetyczne spowoduje wywołanie wirowego pola
elektrycznego. Występowanie wirowego pola elektrycznego w obecności przewodnika zamanifestuje się
wystąpieniem indukowanego prądu, o którym mówimy, że jest wywołany przez SEM indukcji.

Najprostszą ilustracją doświadczalnego potwierdzenia prawa Maxwella jest urządzenie do przyśpieszania elektronów
w zmiennym polu magnetycznym – tzw. betatron – omówiony w poniższym przykładzie.

Przykład "Betatron"

Na Rysunek 9.3: Schemat betatronu na stronie 296 przedstawiony jest schemat betatronu –
akceleratora elektronów. Przez uzwojenia elektromagnesu przepływa zmienny prąd elektryczny
(narastający impulsowo), który wytwarza zmienny strumień pola magnetycznego między
nabiegunnikami ektromagnesu. gdzie znajduje się komora próżniowa w kształcie torusa
(obwarzanka), do której wstrzykuje się elektrony. Jak wiemy, zmienne pole magnetyczne wytwarza
wirowe pole elektryczne, które działa na elektrony siłą  i przyśpiesza je. Po każdym obiegu
okręgu elektrony nabywają coraz to większej prędkości. Jest to wyraźny dowód na słuszność
pierwszego prawa Maxwella – w torusie panuje próżnia, nie ma żadnego przewodnika, w którym
mogłaby powstać siła elektromotoryczna indukcji, niemniej jednak elektrony są przyśpieszane.
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Mogą być one przyśpieszane tylko dzięki wirowemu polu elektrycznemu indukowanemu w próżni
torusa przez zmienne pole magnetyczne.

Elektromagnes, oprócz przyśpieszania elektronów, pełni jeszcze inną funkcję: na skutek działania
siły Lorentza , prostopadłej do kierunku ich prędkości, zakrzywia ich tor (siła ta jest
siłą dośrodkową).

a) Przekrój pionowy, b) Widok „z góry” na komorę próżniową w kształcie

torusa

Rysunek 9.3: Schemat betatronu

Maksymalna energia elektronów obiegających setki tysięcy razy orbity kołowe w betatronie
przekracza 100 MeV (przypomnijmy, że 1 eV jest to energia, jaką uzyskuje elektron przy przejściu
różnicy potencjałów 1 V, ). Elektrony przy tej energii osiągają prędkości
wynoszące , gdzie  jest prędkością światła w próżni. Dlatego musimy tu stosować
relatywistyczne prawa ruchu. Ograniczenie energii elektronów w betatronie wynika głównie z tego,
że – przyśpieszane – tracą energię na wypromieniowanie fal elektromagnetycznych.

W celu osiągnięcia jeszcze wyższych energii cząstek stosuje się obecnie akceleratory oparte na
trochę innej zasadzie, niewymagającej stosowania pełnych elektromagnesów.

Pytania i problemy

1. Jakie znaczenie teoretyczne w nauce i jakie konsekwencje praktyczne ma teoria Maxwella?
2. Podaj wzór i wyraź słowami pierwsze prawo Maxwella. Jaki ma ono związek z prawem indukcji Faradaya?
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3. Jakie cechy ma pole elektryczne indukowane przez zmienne pole magnetyczne? Podaj podobieństwa i różnice
tego pola i pola elektrostatycznego.

9.2 Drugie prawo Maxwella (temat nadobowiązkowy)
Drugie prawo Maxwella jest bardzo istotnym uzupełnieniem prawa Ampère'a. Maxwell odkrył to prawo, wychodząc
z założenia, że przyroda „lubi symetrię”, czyli na drodze „rozumowania przez symetrię”. Już nieraz w historii fizyki
takie rozumowanie przyniosło nadspodziewanie dobre wyniki. Tak też stało się i tym razem. Maxwell odkrył zupełnie
nowe prawo poprzez czysto teoretyczne rozumowanie, które nie było nawet sygnalizowane żadnym doświadczeniem.

Spójrzmy jeszcze raz na pierwsze prawo Maxwella (wzór 534 na stronie 297):

( wzór 533 ) 

Wyraża ono myśl, że zmienne pole magnetyczne wywołuje wirowe pole elektryczne. Maxwell, „rozumując przez
analogię”, zapytał: Czy istnieje prawo odwrotne? Czy zmienne pole elektryczne może wywołać wirowe pole
magnetyczne?

Korzystając z analogii do (wzór 534 na stronie 297), to „nowe” prawo należało napisać w następujący sposób:

( wzór 534 ) 

gdzie  jest pewnym współczynnikiem potrzebnym do uzgodnienia jednostek. Wzór (wzór 536 na stronie 297)
należałoby czytać następująco: cyrkulacja pola magnetycznego indukowanego przez zmienne pole elektryczne jest
równa szybkości zmian strumienia pola elektrycznego mnożonego przez pewien stały współczynnik .

Współczynnik  we wzorze (wzór 536 na stronie 297) wyraża się za pomocą wzoru:

( wzór 535 ) 

W ogólnym przypadku, gdy w układzie zarówno występuje zmienny strumień pola elektrycznego, jak i przepływa
prąd elektryczny, drugie prawo Maxwella ma postać:

( wzór 536 ) 

Słowami można to ująć następująco:

Zamapiętać:  Pole magnetyczne jest wytwarzane przez prąd elektryczny, jak również przez zmienne pole
elektryczne. Cyrkulacja wektora  po krzywej zamkniętej jest równa sumarycznemu natężeniu prądu
elektrycznego przenikającego przez powierzchnię rozpiętą na tej krzywej, mnożonemu przez współczynnik 

oraz (lub) szybkości zmian strumienia wektora  pola elektrycznego przechodzącego przez tę powierzchnię,
pomnożonej przez współczynnik .

Jak widzimy, drugie prawo Maxwella jest uogólnieniem prawa Ampère’a. Uogólnienie to jest bardzo ważne – zawiera
istotną nowość.

Zwróćmy uwagę na to, że przy szybkości zmiany strumienia pola elektrycznego  w drugim prawie Maxwella
(wzór 536 na stronie 297) występuje znak „+”, podczas gdy znak przy szybkości zmian strumienia pola

magnetycznego  w pierwszym prawie Maxwella (wzór 534 na stronie 297) to „–”. Wynika to z zasady
zachowania energii. Gdyby znaki w obu przypadkach były jednakowe, wówczas bardzo mały wzrost natężenia
jednego pola powodowałby wzrost drugiego, co z kolei pociągałoby wzrost pierwszego itd. W konsekwencji
prowadziłoby to do nieograniczonego wzrostu obu pól; i na odwrót, bardzo małe zmniejszenie jednego pola
wywołałoby całkowity zanik obu pól.



 | Prawa Maxwella (rozdział nadobowiązkowy) | 298

Widzimy, że mimo wszystko prawa te wykazują asymetrię wynikającą z braku oddzielnych biegunów magnetycznych
(„monopoli”, których dotychczas nie odkryto, mimo intensywnych poszukiwań). Gdyby one istniały, to równania
te osiągnęłyby pełną symetrię, gdyż w prawie pierwszym pojawiłby się wyraz, który miałby interpretację „prądu
magnetycznego”, analogiczny do wyrazu z prądem elektrycznym występującego w prawie drugim.

Z praw Maxwella wynika, że jeżeli w próżni wytworzymy zmienne pole magnetyczne, to wywoła ono wirowe pole
elektryczne (pierwsze prawo Maxwella), które jest na ogół zmienne. To zmienne pole elektryczne wytworzy (zgodnie
z drugim prawem Maxwella) nowe zmienne pole magnetyczne, a to z kolei wytworzy nowe pole elektryczne itd.
Widać stąd, że wystarczy wytworzyć w jakimś miejscu przestrzeni zmienne pole magnetyczne (czy elektryczne), aby
rozpoczął się taniec rozchodzących się w przestrzeni pól – elektrycznego i magnetycznego. Ten taniec to nic innego
jak fala elektromagnetyczna mknąca w przestrzeni z olbrzymią prędkością, tj. z prędkością światła. Zagadnienie
to rozważymy dokładniej w rozdziale 10.2 Relatywistyczna zależność pól magnetycznego i elektrycznego (temat
nadobowiązkowy) na stronie 318.

Pytania i problemy

1. Na czym polega symetria występująca między pierwszym a drugim prawem Maxwella?
2. Podaj wzór i wyraź słowami drugie prawo Maxwella. Jaki ma ono związek z prawem Ampere'a?
3. Obwód przedstawiony na Rysunek 9.4: Obwód ładowania kondensatora przez opornik R  na stronie 298. służy

do ładowania kondensatora  przez opornik . Po zamknięciu klucza , w obwodzie płynie prąd o początkowym
natężeniu ; wraz z upływem czasu natężenie to maleje. Uzasadnij, powołując się na właściwe prawo
Maxwella, że w obszarze pomiędzy okładkami kondensatora występuje pole magnetyczne, które znika wraz z
zakończeniem procesu ładowania.

Rysunek 9.4: Obwód ładowania kondensatora przez opornik 
4. Dlaczego fizycy przedsięwzięli wiele wysiłków, aby znaleźć „monopole” magnetyczne? Jak zmieniłyby się prawa

Maxwella, gdyby one istniały? Spróbuj sam napisać takie „zmienione prawa Maxwella”.
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Rozdział

10
Teoria względności (rozdział nadobowiązkowy)

Podrozdziały:

• 10.1 Od Galileusza i
Newtona do Einsteina.
Ewolucja poglądów na czas,
przestrzeń i dynamikę (temat
nadobowiązkowy)

• 10.2 Relatywistyczna
zależność pól magnetycznego
i elektrycznego (temat
nadobowiązkowy)

Mechanika newtonowska, zwana dzisiaj mechaniką klasyczną, opisuje
poprawnie zjawiska fizyczne dla prędkości znacznie mniejszych od prędkości
światła, czyli dla  (  – prędkość światła w próżni). W przypadku
prędkości bliskich prędkości światła należy stosować teorię względności.

Można postawić pytanie: Skoro większość zjawisk z życia codziennego
zachodzi przy prędkościach znacznie mniejszych od prędkości światła, to
po co zajmować się teorią względności? Otóż należy zdać sobie sprawę
z tego, że światło jest ważnym przedmiotem badań fizyki – nowoczesna
fizyka zajmuje się cząstkami elementarnymi, które mają prędkości bliskie
lub równe prędkości światła, jak na przykład neutrina; zrozumienie zjawisk
elektromagnetycznych również wymaga znajomości teorii względności.
Także współczesna astronomia nie może się obejść bez teorii względności,
m.in. dlatego, że odległe galaktyki poruszają się z prędkościami bliskimi
prędkości światła, a takie obiekty, jak pulsary, gwiazdy neutronowe czy
czarne dziury, wykazują efekty relatywistyczne.

Wreszcie należy zrozumieć, że w wieku dynamicznego rozwoju
współczesnej technologii i lotów kosmicznych człowiek inteligentny nie
może nie zdawać sobie sprawy z takich zjawisk, jak dylatacja czasu, z
konsekwencji wynikających ze wzoru , jak również nie może nie
znać współczesnych poglądów na przestrzeń i czas. Sprawy te stały się
obecnie częścią naszej kultury i muszą je rozumieć, choćby pobieżnie, ci
wszyscy, którzy nie będąc fizykami i inżynierami chcą być uważani za ludzi
wykształconych.
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10.1 Od Galileusza i Newtona do Einsteina. Ewolucja poglądów na czas,
przestrzeń i dynamikę (temat nadobowiązkowy)

Teoria względności jest nauką o podstawowych pojęciach przestrzeni i czasu. Wszystkie zjawiska zachodzą w
przestrzeni i czasie. Przestrzeń i czas jest jak gdyby „sceną”, na której rozgrywają się „spektakle fizyczne” –
zjawiska. Zatem nauka o przestrzeni i czasie – teoria względności – ma znaczenie podstawowe, fundamentalne dla
całej fizyki.

Teorię względności stworzył Albert Einstein w 1905 roku. Praca Einsteina dała całkowicie nowe spojrzenie na
przestrzeń i czas. Jej znaczenie można porównać do przewrotu kopernikańskiego.

Transformacje Galileusza

Zasada względności Galileusza głosi, że we wszystkich układach inercjalnych dowolne zjawisko mechaniczne
przebiega tak samo. Układami inercjalnymi są takie układy, w których obowiązuje pierwsza i druga zasada dynamiki.
Układy inercjalne mogą się poruszać względem siebie tylko ze stałymi prędkościami.

Rysunek 10.1: Współrzędna  punktu  nieruchomego w układzie  maleje z czasem zgodnie ze
wzorem , podczas gdy pozostałe współrzędne nie zmieniają się; tzn.  i 

Podamy teraz relacje matematyczne pozwalające przekształcać współrzędne jednego układu inercjalnego we
współrzędne drugiego układu inercjalnego. Wyobraźmy sobie dwa układy inercjalne. Niech jeden, który nazwiemy
układem , ma współrzędne , , , a drugi –  – współrzędne , , . Załóżmy, że układ  porusza się względem
układu  wzdłuż osi  z prędkością , jak na Rysunek 10.1: Współrzędna x' punktu P nieruchomego w układzie U
maleje z czasem zgodnie ze wzorem x'=x-vt , podczas gdy pozostałe współrzędne nie zmieniają się; tzn. y'=y i z'=z 
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na stronie 302. Pewien punkt , który jest nieruchomy w układzie , będzie się poruszał względem układu 
z prędkością . Zatem, jeżeli dla umownego czasu  współrzędne  i  są sobie równe, to w dowolnym czasie
współrzędna  przybierze wartość

( wzór 537 ) 

Współrzędne  i  pozostaną niezmienione, więc

( wzór 538 ) 

Galileusz zakładał, że czas upływa jednakowo w obu układach, czyli

( wzór 539 ) 

Ponieważ punkt  został wybrany dowolnie, więc współrzędne każdego innego dowolnego punktu będą się
transformować tak samo. Zatem układ poniższych równań (wzór 540 na stronie 303) wiąże wszystkie współrzędne
i dowolny czas dwóch układów inercjalnych. Nosi on nazwę transformacji Galileusza:

( wzór 540 ) 

Aż do przełomu XIX i XX wieku przyjmowano ten układ równań za poprawny, wraz z postulowaną równością
czasów w obu układach. Sformułowanie teorii względności przez Einsteina pokazało jednak, że transformacje
Galileusza są relacjami klasycznymi i mogą być stosowane tylko dla prędkości małych w porównaniu z prędkością
światła. W ogólnym przypadku należy stosować transformacje Lorentza, o których będziemy mówić w dalszym ciągu
tego rozdziału.

Prędkość światła

Przez długi czas uznawano, że prędkość światła jest nieskończenie wielka, czyli że światło pokonuje dowolną drogę
momentalnie. Dopiero od około XVI wieku zaczęto podejrzewać, że światło ma skończoną prędkość. To, że prędkość
światła jest skończona, pierwszy udowodnił doświadczalnie i wyznaczył jej wartość (ok. 1676 r.) Ole Roemer
obserwując ruch Io – księżyca Jowisza – stwierdził, że zaćmienia tego księżyca podlegają okresowym wahaniom
czasowym w zależności od tego, czy Ziemia jest po tej samej, czy po drugiej stronie względem Słońca niż Jowisz.
Doszedł do wniosku, że wahania te można wyjaśnić skończoną prędkością rozchodzenia się światła. Na podstawie
swych obserwacji określił prędkość światła jako równą .

Od tego czasu wykonywano wiele pomiarów prędkości światła z coraz większą dokładnością. Współczesna technika
laserowa, umożliwiająca wytworzenie impulsów światła nano- i pikosekundowych, pozwala precyzyjnie określić tę
prędkość. Z tych pomiarów otrzymano

( wzór 541 ) 

Powstało pytanie, względem jakiego układu odniesienia prędkość ta jest mierzona. Przez analogię do dźwięku
rozchodzącego się w powietrzu przyjęto, że światło rozchodzi się w niewidzialnym ośrodku, tzw. eterze. Eter
musiałby zatem wypełniać całą przestrzeń kosmiczną. Przyjęto, że prędkość światła otrzymana z pomiarów jest
mierzona względem eteru i że jest ona równa  tylko w takim układzie, który spoczywa względem eteru. Dla
obserwatora, który zbliżałby się do źródła światła z prędkością , prędkość światła wynosiłaby .

Albert Michelson (urodzony w Polsce, w Strzelnie – małym mieście na Kujawach) w roku 1887 wykonał
doświadczenie, w którym wykazał, że światło porusza się ze stałą prędkością , niezależnie od prędkości źródła lub
obserwatora. Później wielu uczonych wykonywało podobne doświadczenia z coraz większą dokładnością i zawsze
uzyskiwano taki sam wynik świadczący o stałości prędkości światła.
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Rysunek 10.2: Albert Michelson (1852-1931)

Stałości prędkości światła nie potrafiono wytłumaczyć na gruncie transformacji Galileusza. Powstała konieczność
rewizji idei, które były podstawą tej teorii. Zadanie to rozwiązał Einstein, który odrzucił pojęcie eteru, oparł się na
szczególnej zasadzie względności i odkrył zupełnie nowe własności przestrzeni i czasu.

Postulaty Einsteina

Einstein zbudował teorię względności, opierając się na dwóch postulatach. Pierwszy z nich to szczególna zasada
względności, której treść jest następująca:

Zamapiętać:  Prawa przyrody mają jednakową postać we wszystkich inercjalnych układach
odniesienia.

Treścią drugiego postulatu jest zasada niezmienności prędkości światła:

Zamapiętać:  We wszystkich układach inercjalnych wartość prędkości światła w próżni jest jednakowa
i równa .

Zasada względności Einsteina jest ogólniejsza od zasady względności Galileusza. Galileusz zakładał (tylko)
jednakowy przebieg zjawisk mechanicznych w różnych układach inercjalnych. Einstein przyjął, że dowolne zjawiska
(nie tylko mechaniczne), przebiegają jednakowo w różnych układach inercjalnych. Ruch światła jest jednym z
takich zjawisk. Ale stałość prędkości światła w dowolnym układzie inercjalnym jest sprzeczna z teorią Galileusza,
ponieważ z niej wynika różna prędkość światła w różnych układach. Dlatego Einstein uogólnił zasadę Galileusza oraz
wyodrębnił zjawisko stałości prędkości światła, przyjmując tę prędkość jako uniwersalną stałą przyrody.
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Rysunek 10.3: Albert Einstein (1879-1955), twórca szczególnej i ogólnej teorii względności, odkrył
kwantową naturę światła

Dylatacja czasu

Z postulatów teorii względności wynika, że czas jest względny. Istotę tego efektu można wyrazić następująco: Czas
trwania jakiegoś zjawiska zachodzącego w pewnym punkcie jest najkrótszy w układzie, względem którego
punkt ten spoczywa.

Zależność między czasem  trwania zjawiska zachodzącego w układzie poruszającym się względem układu
odniesienia, mierzonym w układzie nieruchomym, a czasem  trwania tego samego zjawiska, ale mierzonym w
poruszającym się układzie, wyrażamy za pomocą wzoru

( wzór 542 ) 

Ponieważ mianownik w tym wzorze jest mniejszy od jedności, więc , czyli według obserwatora nieruchomego
czas trwania zjawiska zachodzącego w układzie poruszającym się względem niego jest dłuższy niż czas trwania
tego samego zjawiska, ale odbywającego się w układzie ruchomym. Czas  nazywa się czasem własnym. Jest to
czas trwania zjawiska mierzony w pewnym punkcie spoczywającym względem obserwatora. Relatywistyczny efekt
wydłużenia czasu został potwierdzony doświadczalnie.
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Z teorii względności wynika bardzo ciekawy efekt, zwany „paradoksem bliźniąt”, który może wystąpić przy
prędkościach bliskich prędkości światła. Dzięki temu efektowi można by było „podróżować w przyszłość”.
Kosmonauci podróżujący z prędkością bliską prędkości światła po powrocie na Ziemię stwierdziliby, że na Ziemi
upłynął dużo dłuższy czas niż w ich życiu – mogliby się znaleźć nawet w następnym stuleciu, podczas gdy ich
rówieśnicy dawno by poumierali.

Pokażemy teraz, jak z prostego zastosowania postulatów teorii względności wynika, że czas upływa niejednakowo
w różnych układach. Zasadę niezmienniczości prędkości światła oraz zasadę względności zastosujemy do pomiaru
czasu za pomocą prostego zegara zwanego „zegarem świetlnym”. Zegarem takim może być rura o ustalonej długości

 zamknięta dwoma równoległymi zwierciadłami doskonale odbijającymi światło, do której wpuszczono krótki
impuls świetlny przebiegający ją w jedną i drugą stronę (Rysunek 10.4: „Zegar świetlny” na stronie 306). Odcinki
czasu, w którym światło przebiega rurę, są jednakowe, czyli takie urządzenie można uznać za zegar.

Rysunek 10.4: „Zegar świetlny”

Będziemy teraz za pomocą takich zegarów porównywać przebieg czasu upływającego w dwóch układach –
w „nieruchomym”  i „ruchomym” . Zgodnie z tym, co powiedzieliśmy wyżej, pomiaru chwil czasu dla
poszczególnych zdarzeń możemy dokonywać tylko na zegarach znajdujących się w bezpośrednim sąsiedztwie
tych zdarzeń. Nie można zatem porównywać czasu jednego zegara spoczywającego w układzie  z jednym
zegarem ruchomym, ponieważ kolejne wskazania czasu zegara ruchomego odbywają się w różnych miejscach w
układzie . Dla porównania czasów w obu układach należy w układzie  rozmieścić wiele zsynchronizowanych ze
sobą zegarów, które będzie mijał zegar ruchomy. Rysunek (Rysunek 10.5: Porównanie czasów przebiegu impulsu
świetlnego w zegarze ruchomym U ' ze wskazaniami zegarów nieruchomych w układzie U  na stronie 307)
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przedstawia interesującą nas sytuację. W miejscach oznaczonych -  rozmieszczono identyczne zegary. W każdym
z tych miejsc impuls świetlny bądź to startuje od lustra dolnego (miejsca ,  i ), bądź zawraca przy lustrze górnym

(miejsca  i ). Czas przebiegu światła w jedną stronę w zegarze nieruchomym wynosi . Takie odcinki czasu
odmierzają kolejno zegary rozmieszczone w punktach  do . Czas przebiegu światła w identycznym zegarze
ruchomym mierzony w układzie  jest dokładnie taki sam, ponieważ zegar w tym układzie spoczywa i światło ma
do przebycia taką samą drogę  z taką samą prędkością, która tu również wynosi . Natomiast obserwator nieruchomy
w układzie  widzi, że światło biegnące w zegarze ruchomym przebywa drogę po przekątnej, czyli dłuższą
(Rysunek 10.5: Porównanie czasów przebiegu impulsu świetlnego w zegarze ruchomym U ' ze wskazaniami zegarów
nieruchomych w układzie U  na stronie 307b) i musi zużyć więcej czasu na dotarcie do górnego zwierciadła. Na
rysunku przedstawiona jest sytuacja, w której droga  jest dwukrotnie większa od  (gdy kąt , wówczas

). W tym przypadku zdarzenie  – dotarcie sygnału do górnego lustra w zegarze nieruchomym –
występuje wtedy, gdy światło w zegarze ruchomym znajduje się w połowie drogi od dolnego do górnego zwierciadła.
Światło w zegarze ruchomym dociera do górnego zwierciadła dopiero w miejscu oznaczonym . Widzimy, że
zegar ruchomy spóźnia się w stosunku do mijanych kolejno zegarów nieruchomych. To opóźnienie nazywamy
spowolnieniem czasu lub dylatacją czasu.

Przy kącie nachylenia  droga światła dla zegara ruchomego  jest dwa razy dłuższa od drogi światła w
zegarze nieruchomym . Zegar ruchomy w tym przypadku spóźni się i wskaże czas dwukrotnie mniejszy niż zegary
nieruchome

Rysunek 10.5: Porównanie czasów przebiegu impulsu świetlnego w zegarze ruchomym  ze
wskazaniami zegarów nieruchomych w układzie 

Jesteśmy teraz w stanie obliczyć, ile wynosi dylatacja czasu inercjalnego układu  poruszającego się z dowolną
stałą prędkością  względem układu . Wystarczy obliczyć, o ile spóźni się zegar poruszający się z dowolną stałą
prędkością . Czas przelotu światła po drodze  oznaczymy przez , zatem

( wzór 543 ) 
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Z drugiej strony, stosując twierdzenie Pitagorasa, mamy, że , gdzie  jest drogą, jaką przebywa zegar ze
stałą prędkością  w czasie ; , a , zatem

( wzór 544 ) 

lub

( wzór 545 ) 

Stąd wzór wcześniej podany:

( wzór 546 ) 

Na przykładzie zegarów świetlnych można w dość prosty sposób zrozumieć, na czym polega „paradoks bliźniąt”.
Najpierw zauważmy, że dylatacja czasu dana za pomocą wzoru (wzór 546 na stronie 308) jest względna. To
znaczy, że taki sam efekt spowolnienia czasu występuje z punktu widzenia zarówno jednego, jak i drugiego układu
inercjalnego. Wynika to stąd, że sytuacja układu  jest symetryczna względem układu . Układ  porusza się z
prędkością  względem układu , ale i układ  porusza się z taką samą prędkością  (lecz przeciwnie zwróconą)
względem układu . Zatem, gdybyśmy chcieli porównywać wskazania jednego zegara spoczywającego w układzie

 z mijanymi zegarami układu , to obserwator znajdujący się w układzie  stwierdzi, że jego zegar spóźnia się
wobec tych zegarów. I nie ma tu żadnej sprzeczności, gdyż w obydwu przypadkach zachodzi porównanie czasu
jednego zegara z każdym mijanym zegarem innego układu inercjalnego. Czas własny w obu układach jest jednakowy.



 | Teoria względności (rozdział nadobowiązkowy) | 309

Po zawróceniu rakiety (układ ) zegar kosmonauty spóźnia się nadal (spóźnienie zegara ruchomego nie zależy
od zwrotu ruchu). Po powrocie na Ziemię kosmonauta stwierdza, że jego bliźniak postarzał się dużo bardziej niż

on

Rysunek 10.6: Impuls świetlny w zegarze bliźniaka kosmonauty (układ ) spóźnia się względem
zegarów nieruchomych w układzie  – bliźniaka pozostającego na Ziemi

Wydawać by się mogło, że nie ma możliwości stwierdzenia różnego upływu czasu w różnych układach inercjalnych.
Jednakże taka możliwość pojawi się, jeżeli jeden z układów zmieni zwrot swojej prędkości na przeciwny (choć
w czasie zwrotu nie jest inercjalny). Wtedy na zegarach obu układów można porównać upływ czasu. W opisanej
sytuacji oba układy nie mają jednakowej historii, gdyż jeden z nich zmieniał swoją prędkość, a drugi nie. W efekcie
końcowym, czas powinien płynąć wolniej w układzie, który zawracał. Zobrazowane jest to na Rysunek 10.6: Impuls
świetlny w zegarze bliźniaka kosmonauty (układ U' ) spóźnia się względem zegarów nieruchomych w układzie U –
bliźniaka pozostającego na Ziemi na stronie 309. Jeden bliźniak pozostaje w układzie  na Ziemi, drugi bliźniak
– kosmonauta – mija kolejne zegary układu  i stwierdza, że jego zegar spóźnia się w stosunku do mijanych. Na
tym etapie ruchu oba układy  i  są w symetrycznej sytuacji. Sytuacja zmienia się, gdy kosmonauta zawróci
(musi najpierw wyhamować, a następnie przyspieszyć, ale w przeciwną stronę). Powracający kosmonauta jak gdyby
przesiadł się do nowego układu . Po powrocie na Ziemię ma możliwość porównania czasu, który upłynął na jego
zegarze w rakiecie, z czasem na zegarze brata bliźniaka. Stwierdzi, że brat postarzał się dużo więcej od niego.

Transformacje Lorentza

W trakcie dotychczasowych naszych rozważań dowiedzieliśmy się, że transformacje Galileusza nie są zgodne z
zasadą stałości prędkości światła oraz nie uwzględniają względności czasu. Transformacje te są słuszne tylko dla



 | Teoria względności (rozdział nadobowiązkowy) | 310

prędkości małych w porównaniu z prędkością światła. Widzimy zatem, że w teorii względności muszą obowiązywać
inne transformacje współrzędnych przy przejściu z jednego do drugiego układu inercjalnego. Właściwe transformacje
obowiązujące w teorii względności noszą nazwę transformacji Lorentza. Nazwa ta pochodzi od nazwiska H. Lorentza
– uczonego, który pierwszy je wyprowadził.

Transformacje Lorentza (dla układów przedstawionych na Rysunek 10.1: Współrzędna x' punktu P nieruchomego w
układzie U maleje z czasem zgodnie ze wzorem x'=x-vt , podczas gdy pozostałe współrzędne nie zmieniają się; tzn.
y'=y i z'=z  na stronie 302):

( wzór 547 ) 

Widzimy, że transformacje Lorentza różnią się wyraźnie od transformacji klasycznych Galileusza (wzór 540 na
stronie 303). W transformacjach klasycznych przestrzeń i czas są wielkościami wzajemnie niezależnymi. W
transformacjach Lorentza mamy ścisły związek między współrzędnymi przestrzennymi i czasowymi. Nie tylko
współrzędne przestrzenne zależą od czasu (występowało to również w transformacjach Galileusza), ale i czas zależy
od współrzędnych przestrzennych – to właśnie jest odzwierciedleniem wzajemnego powiązania przestrzeni i czasu w
teorii względności. W przekształceniach Galileusza czas jest absolutem niezależnym od układu odniesienia, dlatego w
transformacji czasu nie mają udziału współrzędne przestrzenne.

Wskazówka:

Prawdopodobnie czujesz niedosyt, gdyż tutaj podaliśmy transformacje Lorentza bez ich uzasadnienia.

Spieszymy zaspokoić twoją ciekawość – pokazujemy tu jak można wyprowadzić te transformacje wychodząc
z fundamentalnych założeń – symetrii przestrzeni i czasu.

Warto trochę natrudzić się, aby zrozumieć tę piękną ideę.

Nasze podstawowe założenie brzmi: istnieje pełna symetria między przestrzenią i czasem wyrażająca
się w tym, że przy przejściu z jednego do drugiego układu inercjalnego transformacje współrzędnej
przestrzennej  jest symetryczna (wyraża się takim samym wzorem) z transformacją czasu .

Przyjrzyjmy się transformacjom Galileusza (wzór 540 na stronie 303):

( wzór 548 ) 

( wzór 549 ) 

(pominęliśmy tutaj transformacje współrzędnych  i , jako nieistotnych w naszych rozważaniach).

Już na pierwszy rzut oka widać, że współrzędna  transformuje się inaczej niż współrzędna czasowa .
Widzimy więc, że w transformacjach Galileusza brak symetrii między przestrzenią i czasem.

Aby tę symetrię uzyskać należy czas  transformować takim samym wzorem co . Wprowadzimy jeszcze
pewien stały współczynnik  zależny od prędkości , który dla małych prędkości powinien dążyć do 1,
aby nowa transformacja przeszła w (wzór 548 na stronie 310). Zatem nowe transformacje powinny mieć
postać:

( wzór 550 ) 

( wzór 551 ) 

Celowo zostawiliśmy miejsce we wzorze (wzór 551 na stronie 310) przed ostatnim nawiasem, gdyż
powinniśmy zastosować tu jakiś stały czynnik w celu uzgodnienia jednostek; drugi wyraz w nawiasie musi
mieć taki sam wymiar co pierwszy (sekundy). Zgodność jednostek uzyskamy, gdy ten wyraz podzielimy
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przez stałą  (  musi mieć wymiar prędkości, m/s). Po uzupełnieniu wzoru (wzór 551 na stronie 310)
otrzymujemy następujące wzory transformacyjne:

( wzór 552 ) 

( wzór 553 ) 

Pozostaje tylko znaleźć postać czynnika . W tym celu napiszemy transformacje odwrotne (przejście z układu
nieprimowanego  do układu primowanego ):

( wzór 554 ) 

( wzór 555 ) 

W miejscu znaku "-" we wzorach (wzór 552 na stronie 311)-(wzór 553 na stronie 311) pojawił się znak
"+" ponieważ teraz mamy do czynienia z przejściem z układu  do  (patrz Rysunek 10.1: Współrzędna x'
punktu P nieruchomego w układzie U maleje z czasem zgodnie ze wzorem x'=x-vt , podczas gdy pozostałe
współrzędne nie zmieniają się; tzn. y'=y i z'=z  na stronie 302).

Po wstawieniu  i  z wzorów (wzór 554 na stronie 311) i (wzór 555 na stronie 311) do (wzór 552 na
stronie 311) otrzymujemy równanie w którym niewiadomą jest właśnie 

( wzór 556 ) 

Po przekształceniu otrzymujemy , stąd

( wzór 557 ) 

Wstawiając  w tej postaci do wzorów (wzór 552 na stronie 311)-(wzór 553 na stronie 311)
otrzymujemy (wzór 547 na stronie 310) - transformacje Lorentza!

( wzór 558 ) 

Zamapiętać:

Tabela 1: Symetria czaso-przestrzenna

Transformacja Galileusza Transformacja Lorentza

Brak symetrii między współrzędną przestrzenną i
czasową w transformacjach Galileusza

Symetria między współrzędną przestrzenną i
czasową w transformacjach Lorentza

Te transformacje są słuszne tylko dla małych
prędkości.

Te transformacje są słuszne dla dowolnych
prędkości.
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Względność wymiarów przestrzennych

Prostą konsekwencją transformacji Lorentza jest względność wymiarów przestrzennych mierzonych w różnych
układach odniesienia. Aby się o tym przekonać, przeprowadzimy następujące rozumowanie: Przypuśćmy, że
obserwator w układzie  postanowił zmierzyć długość ruchomego pręta.

Obserwator nieruchomy oceni długość pręta jako

Rysunek 10.7: Spoczywający pręt w układzie ruchomym ma długość 

Niech pręt spoczywa w układzie , a jego końce znajdują się w punktach  i  (Rysunek 10.7: Spoczywający pręt
w układzie ruchomym ma długość l 0  na stronie 312). Długość pręta mierzoną w układzie  oznaczymy przez ,
więc

( wzór 559 ) 

Dla obserwatora w układzie  pręt porusza się z prędkością . Obserwator ten dla zmierzenia długości pręta musi
wyznaczyć współrzędne  i  obu końców pręta, ale współrzędne te podczas ruchu pręta ciągle się zmieniają. Aby
uzyskać właściwy wynik, należy zmierzyć jednocześnie (w określonej chwili ) współrzędne chwilowego położenia
końców pręta. Dla tego obserwatora długość pręta wyniesie

( wzór 560 ) 

Z transformacji Lorentza (wzór 546 na stronie 308) mamy

( wzór 561 ) 

Odejmując te równania stronami, otrzymamy

( wzór 562 ) 

więc zgodnie z (wzór 548 na stronie 310) i (wzór 549 na stronie 310)

( wzór 563 ) 

Otrzymaliśmy znany wzór na tzw. skrócenie Lorentza.
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Wskazówka:  W skróceniu Lorentza zachodzi warunek . Można przyjąć inny sposób pomiaru długości :
wyznaczyć położenia końców ruchomego pręta w chwilach odpowiadających jednemu wspólnemu czasowi w
układzie poruszającym się wraz z prętem ( ). Wtedy otrzymamy warunek przeciwny, czyli: .

Czterowymiarowa czasoprzestrzeń Minkowskiego

Jednym z najbardziej pasjonujących aspektów fizyki jest jej zdolność do pokonywania bariery wyobraźni.
Przykładem tego jest teoria względności. Wyobraźnia człowieka nie sięga poza przestrzeń o trzech wymiarach.
Potrafimy wyobrazić sobie przestrzenie o mniejszej liczbie wymiarów – przestrzeń dwuwymiarową jako
powierzchnię (mającą tylko dwa wymiary: szerokość i długość, brak jej trzeciego wymiaru – grubości) oraz
przestrzeń jednowymiarową jako linię (mającą jedynie jeden wymiar – długość). Hermann Minkowski, opierając się
na szczególnej teorii względności Einsteina, wprowadził do fizyki pojęcie przestrzeni czterowymiarowej.

W teorii względności czas i przestrzeń są wzajemnie powiązane. Przekształcenie czasu zależy od miejsca, w jakim
to przekształcenie następuje, a przekształcenie współrzędnych przestrzennych – od czasu. Minkowski wypowiada
się w tej sprawie następująco: Odtąd przestrzeń i czas rozpatrywane oddzielnie stają się pojęciami skazanymi na
odrzucenie, natomiast połączenie tych dwóch pojęć przetrwa jako obiektywna rzeczywistość.

Dlatego teoria względności zamiast przestrzeni oraz czasu posługuje się jednolitą czterowymiarową
czasoprzestrzenią. Ta czterowymiarowa przestrzeń jest uogólnieniem zwykłej trójwymiarowej przestrzeni , , .
Uogólnienie polega na tym, że do trzech wzajemnie prostopadłych osi ,  i  dodaje się jeszcze czwartą oś związaną
z czasem jako , której, oczywiście, nie można umieścić w przestrzeni trójwymiarowej, lecz poza nią, jako oś
prostopadłą do trzech pozostałych. I tego właśnie nie potrafimy sobie wyobrazić; potrafimy sobie wyobrazić dwie
linie prostopadłe na płaszczyźnie, również i trzy linie wzajemnie prostopadłe w zwykłej przestrzeni, natomiast cztery
linie wzajemnie prostopadłe wykraczają poza naszą wyobraźnię.

W tej czterowymiarowej przestrzeni (zwanej też czasoprzestrzenią) będziemy się posługiwać następującymi
oznaczeniami poszczególnych współrzędnych (zwykle dla czasoprzestrzeni rzeczywistej stosuje się trochę inne
oznaczenia współrzędnych - tu świadomie zastosowaliśmy oznaczenia prostsze):

( wzór 564 ) 

Poszczególne punkty w tej przestrzeni określone są przez cztery współrzędne: trzy przestrzenne i jedną czasową.
Punkty te nazywamy zdarzeniami.
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Zaznaczono linie świata dla punktów mających różne prędkości. Dla światła linia jest nachylona pod kątem

Rysunek 10.8: Przekrój czasoprzestrzeni płaszczyzną wyznaczoną przez  i 

Mimo że czterowymiarowa czasoprzestrzeń jest niewyobrażalna, jednak można wyobrazić sobie przekroje
czasoprzestrzeni płaszczyznami wyznaczonymi przez proste (  i ),(  i ),(  i ). Jeden z takich przekrojów
czasoprzestrzeni płaszczyzną wyznaczoną przez proste  i  (czyli przez  i ) przedstawiony jest na Rysunek 10.8:
Przekrój czasoprzestrzeni płaszczyzną wyznaczoną przez x i ct  na stronie 314. Otrzymujemy w ten sposób wykres
czasoprzestrzenny. Linie przedstawione na wykresie czasoprzestrzennym nazywamy liniami świata. Spoczywający
punkt jest reprezentowany przez linię prostą równoległą do osi czasowej. Punkt poruszający się ruchem jednostajnym
jest reprezentowany przez linię prostą nachyloną do osi  pod kątem większym od . Linia prosta nachylona pod
kątem  oznacza ruch z prędkością światła . Zatem linia wyobrażająca ruch z dowolną prędkością ciała o masie
większej od zera musi być wszędzie nachylona do osi  pod pewnym kątem większym od , ponieważ  jest
prędkością maksymalną.

Wskazówka:  Zauważmy, że wykresy czasoprzestrzenne, takie jak na Rysunek 10.8: Przekrój
czasoprzestrzeni płaszczyzną wyznaczoną przez x i ct  na stronie 314, są podobne do dobrze nam znanych
wykresów zależności położenia i drogi od czasu dla różnych ruchów punktu materialnego, z którymi
zetknęliśmy się w kinematyce. Mamy tutaj zamienione miejscami osie układu współrzędnych. Tam oś
współrzędnej przestrzennej była osią rzędnych, tu jest osią odciętych. Ponadto, obecnie na osi czasowej w
miejsce  odkładamy czas pomnożony przez stały czynnik , czyli .

W czasoprzestrzeni, podobnie jak w zwykłej przestrzeni, występują również wektory, zwane czterowektorami,
gdyż mają cztery rzuty na cztery osie współrzędnych. Odpowiednikiem wektora położenia o składowych , ,  jest
czterowektor o składowych , , , . Jednym z podstawowych czterowektorów jest czteropęd, który omówimy w
następnym podrozdziale.

Dynamika relatywistyczna

Dotychczas zajmowaliśmy się własnościami przestrzeni i czasu. Teraz omówimy relatywistyczne ujęcie takich
wielkości, jak siła, pęd i energia. Zobaczymy, że podstawowe zasady zachowania pędu i energii w teorii względności
obowiązują nadal, ale nabierają nowego sensu. Pojawi się nowy wzór, który nie był znany w teorii klasycznej –
słynny wzór Einsteina na równoważność masy i energii . Nasze rozważania zaczniemy od omówienia pędu
relatywistycznego.

Pęd relatywistyczny
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Wiemy, że fizyka relatywistyczna, zamiast zwykłymi wektorami o trzech współrzędnych, posługuje się
czterowektorami mającymi trzy współrzędne przestrzenne i czwartą – czasową. Podobnie jest i z pędem. Czteropęd
cząstki o masie  i prędkości  definiujemy za pomocą jego czterech składowych, które mają postać:

( wzór 565 ) 

( wzór 566 ) 

( wzór 567 ) 

( wzór 568 ) 

Trzy składowe przestrzenne czteropędu – , ,  – są jednocześnie współrzędnymi wektora pędu
relatywistycznego.

Zatem pęd relatywistyczny ma postać:

( wzór 569 ) 

Podlega on prawu zachowania.

Energia

Szczególnie ciekawa jest interpretacja czwartej składowej czteropędu  – jest to po prostu energia dzielona

przez stałą  ( ), a zatem, korzystając ze wzoru (wzór 568 na stronie 315), otrzymujemy wzór na energię
relatywistyczną ciała poruszającego się z prędkością :

( wzór 570 ) 

Widzimy tu piękne połączenie tego, co w mechanice klasycznej występowało oddzielnie. Pęd i energia są powiązane
we wspólnym czterowymiarowym wektorze jako jego rzuty na osie przestrzenne i na oś czasową. W miejsce dwóch
niezależnych praw zachowania pędu i energii mamy jedno wspólne prawo zachowania czterowektora pędu.

Energia spoczynkowa

Patrząc na wzór (wzór 570 na stronie 315), nie widzimy podobieństwa do klasycznego wzoru na energię
kinetyczną

( wzór 571 ) 

Czyżby wzór relatywistyczny na energię nie zgadzał się ze wzorem klasycznym dla małych prędkości? Żeby
rozstrzygnąć tę kwestię, zapiszmy wzór (wzór 570 na stronie 315) w postaci

( wzór 572 ) 

oraz zastosujmy przybliżony wzór na występujący tu dwumian

( wzór 573 ) 
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Wskazówka:  W matematyce wzór ten przybiera ogólną postać:

( wzór 574 ) 

Wynika ona z rozwinięcia dwumianu  w tzw. szereg Taylora i ograniczenia rozwinięcia do dwóch
pierwszych wyrazów. Przybliżenie to jest tym lepsze, im wielkość  jest małą wielkością w porównaniu z
jedynką. Uczniów zainteresowanych matematyką zachęcamy do poznania zasad „rozwijania w szereg” nie
tylko dwumianów, ale także innych funkcji.

Otrzymamy wtedy:

( wzór 575 ) 

Zatem nowa definicja energii zgadza się z klasyczną, jeżeli do wzoru klasycznego dodamy stałą wielkość

( wzór 576 ) 

Wyraz ten nie znika nawet wtedy, gdy prędkość ciała jest równa zeru. Oznacza on energię spoczynkową ciała. Jest
to słynny wzór Einsteina na równoważność masy i energii, który oznacza, że każde ciało ma energię spoczynkową
określoną przez jego masę mnożoną przez czynnik  (nie należy mylić tej energii spoczynkowej z energią
potencjalną ciała w polu sił zewnętrznych). Wzór ten wyraża bardzo ważną rzecz, nieznaną w teorii klasycznej, że
energia spoczynkowa – wewnętrzna – ciała (lub dowolnego układu zamkniętego ciał) jest równoważna jego masie.
Zatem bezwładność ciała jest miarą jego energii. Każda zmiana energii  pociąga za sobą zmianę  masy ciała.

Wzór ten ma doniosłe znaczenie zarówno poznawcze, jak i praktyczne. Dzięki niemu możemy głębiej zrozumieć
pojęcie masy. Konsekwencje praktyczne to energia jądrowa wyzwalana w reakcjach rozpadu jąder uranu w
elektrowniach jądrowych i bombach nuklearnych oraz energia reakcji syntezy jąder wyzwalana w bombach
wodorowych. Głównym źródłem energii gwiazd i naszego Słońca są właśnie reakcje syntezy jądrowej.

Siła

W fizyce relatywistycznej ulegają modyfikacji nie tylko wyrażenia na pęd i energię, ale również i podstawowe prawo
dynamiki – druga zasada dynamiki Newtona. Prawidłowy wzór relatywistyczny na siłę otrzymamy, gdy do wzoru
Newtona (rozdział 2.5 Pęd i popęd, wzór (#unique_103/unique_103_Connect_42_eq13)) w postaci

( wzór 577 ) 

podstawimy relatywistyczny wzór na pęd (wzór 569 na stronie 315) przy założeniu, że  jest małe.

Wskazówka:  Prawidłowy wzór relatywistyczny na siłę działającą równolegle do prędkości ma postać

( wzór 578 ) 

Wzór ten, po przekształceniu do poniższej postaci pokazuje, że przyspieszenie uzyskiwane przez ciało
poddane działaniu stałej siły nie jest stałe, lecz maleje wraz ze wzrostem jego prędkości. Gdy prędkość ta
zbliża się do , przyspieszenie maleje do zera.

( wzór 579 ) 

Natomiast wzór w postaci  w teorii względności nie może być dalej utrzymany.

Przykład

Ile energii „drzemie” w niedużym kamieniu o masie ? Gdyby tę energię można było
wyzwolić, to jak wypadłoby porównanie z energią produkowaną przez tradycyjną elektrownię?
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Odpowiedź: Zgodnie ze wzorem (wzór 576 na stronie 316) energia spoczynkowa kamienia
wynosi

( wzór 580 ) 

Łatwo można obliczyć, dzieląc otrzymany wynik przez liczbę godzin w roku, że jest to energia, jaką
uzyskuje się z dużej elektrowni o mocy  w ciągu około trzech lat.

Zasada korespondencji

Przyglądając się wzorom relatywistycznym, widzimy, że różnią się one od wzorów klasycznych. Powstaje wobec tego
pytanie: Czy nowe prawa relatywistyczne unieważniają dotychczasowe klasyczne? Tak nie jest, gdyż dla prędkości
małych w porównaniu z prędkością światła wzory relatywistyczne przechodzą w klasyczne. Widzieliśmy to wyraźnie,
rozpatrując wzór na energię kinetyczną. To samo łatwo widać we wzorze (wzór 569 na stronie 315) na pęd. Ogólna

zasada jest taka, że wzory relatywistyczne przechodzą we wzory klasyczne wtedy, gdy .

Zatem „stare” prawa klasyczne stanowią przybliżenie „nowych” praw relatywistycznych. „Stare” prawa klasyczne
nie tracą swojej wartości, są nadal prawdziwe dla prędkości małych w porównaniu z prędkością światła. Prawa
relatywistyczne stosują się do całego zakresu prędkości. Teoria relatywistyczna nie obala więc teorii klasycznej, ale
ogranicza zakres jej ważności.

Powyższe stwierdzenie jest przykładem działania tak zwanej zasady korespondencji lub zasady odpowiedniości.
Zasada ta głosi, że w fizyce, jak i w innych naukach ścisłych, sprawdzone doświadczalnie prawa nie muszą być
obalane przez nowe teorie. Często zdarza się, że nowa teoria ustanawia zakres ważności starej teorii, poprzez
ustanowienie nowych praw rozszerza ten zakres i rzuca w ten sposób światło na szerszy krąg zagadnień. Ponadto
nowa teoria zawiera w sobie starą teorię jako jej przybliżenie.

Zasada korespondencji ukazuje jeden z bardzo istotnych elementów rozwoju nauki. Najpierw powstaje teoria na
podstawie opisu wyników wcześniejszych doświadczeń. W miarę jak gromadzą się nowe doświadczenia, doskonali
się technika pomiarowa, pomiary stają się coraz dokładniejsze oraz powstają nowe odkrycia, istniejąca teoria
radzi sobie z nimi coraz gorzej. Powstaje konieczność opracowania nowej teorii obejmującej wszystkie znane
zjawiska. Nowa teoria na ogół nie obala starej, która została sprawdzona na pewnym wcześniej uzyskanym materiale
doświadczalnym. Nowa teoria wyjaśnia zarówno stare, jak i nowo odkryte zjawiska. Dlatego jest ona ogólniejsza od
starej teorii, gdyż zawiera starą teorię w sobie, jako graniczny przypadek.

Nowa teoria musi się oprzeć na nowych założeniach, często rewolucyjnych w stosunku do starej teorii. Stara
teoria zostaje poddana ostrej krytyce. Wywiązuje się ostra walka między zwolennikami starej i nowej teorii. Nowa
teoria musi przezwyciężyć poglądy, które traktowane są jako „oczywiste” i „same przez się zrozumiałe” – dlatego
prawdziwe. Obrońcy starej teorii zwykle zarzucają nowej, że kłóci się ze zdrowym rozsądkiem. Jednak okazuje się,
że tak zwany zdrowy rozsądek wynika po prostu z naszych przyzwyczajeń. W końcu prędzej czy później zwycięża
nowa teoria, szczególnie wtedy, gdy kolejne doświadczenia ją potwierdzają. Następne pokolenia nie mogą zrozumieć,
dlaczego przy powstawaniu nowych teorii toczyły się tak burzliwe i dziwne dyskusje.

Pytania i problemy

1. Dlaczego człowiek inteligentny powinien znać wnioski wynikające z teorii względności?
2. Wyjaśnij, na czym polega fundamentalne znaczenie teorii względności dla całej fizyki.
3. Jakie układy odniesienia nazywamy układami inercjalnymi?
4. Przedstaw i wyjaśnij równania, które nazywamy transformacją Galileusza.
5. Opisz własności czasu w mechanice klasycznej.
6. Na czym polega istota, związanego z rozchodzeniem się światła, wyniku doświadczenia Alberta Michelsona? Czy

wynik ten jest zgodny z przewidywaniami teorii Galileusza?
7. W jaki sposób Ole Roemer zmierzył prędkość światła?
8. Czy mierzony na Ziemi okres obiegu Jowisza przez jego księżyc jest taki sam wtedy, gdy Ziemia jest najbliżej

Jowisza, oraz wtedy, gdy Ziemia jest najdalej od Jowisza? Co i kiedy spóźnia się podczas obserwacji księżyca
Jowisza?
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9. Podaj treść dwóch podstawowych postulatów Einsteina. Czym różni się zasada względności Einsteina od zasady
Galileusza? Co można powiedzieć o prędkości światła w teorii Galileusza?

10. Wyjaśnij, na czym polega dylatacja czasu. Podaj odpowiedni wzór.
11. Napisz równanie przedstawiające istotę dylatacji czasu. Rozpatrując ruch „zegara świetlnego” względem zegarów

nieruchomych, wyjaśnij słuszność tej zależności.
12. Przedstaw i wyjaśnij równania, które nazywamy transformacją Lorentza.
13. Jaki wniosek wynika z tego, że w transformacjach Lorentza we wzorze na przekształcenie współrzędnej 

występuje czas, a we wzorze na przekształcenie czasu występuje współrzędna ? Czy transformacje Galileusza
mają podobną własność?

14. Wyjaśnij, co rozumiesz przez określenie skrócenie Lorentza. Przedstaw równania opisujące to skrócenie.
15. Jak uważasz, czy można było wcześniej wprowadzić do fizyki pojęcie czterowymiarowej czasoprzestrzeni,

jeszcze przed powstaniem teorii względności? Dlaczego nikt tego nie uczynił?
16. Podaj cztery współrzędne występujące w czasoprzestrzeni. Dlaczego czwarta współrzędna nie jest po prostu

czasem ? Jak w stosunku do trzech osi przestrzennych należy umieścić oś czasową?
17. Przedstaw na wykresie czasoprzestrzennym linię świata światła poruszającego się w kierunku zgodnym z osią 

oraz linię świata punktu materialnego ciągle przyśpieszającego.
18. Podaj wszystkie cztery składowe czteropędu. Jaka jest interpretacja poszczególnych składowych?
19. Podaj wzór relatywistyczny na energię całkowitą ciała poruszającego się z prędkością . Co się dzieje z energią,

gdy prędkość ciała dąży do ? Co się dzieje z energią, gdy prędkość ciała dąży do zera?
20. Wyjaśnij opisaną przez Einsteina wzorem  równoważność masy i energii. Na czym polega jego znaczenie

praktyczne i poznawcze?
21. Ze wzoru Einsteina  wynika, że przy wyzwoleniu energii jądrowej materiał jądrowy zmniejsza swoją

masę. Czy ubytek masy wynika z rozproszenia się materiału wybuchowego? Odpowiedź uzasadnij.
22. Co należy zrobić z wyrażeniem relatywistycznym na energię całkowitą, aby uzyskać wzór relatywistyczny na

energię kinetyczną?
23. Wyjaśnij, czy drugą zasadę dynamiki Newtona można wyrazić w tej samej postaci w mechanice klasycznej i w

mechanice relatywistycznej.
24. Czy teoria względności obala fizykę klasyczną? Podaj treść zasady korespondencji.
25. Wykaż na wybranym przykładzie, że prawa relatywistyczne dla małych prędkości przechodzą w prawa klasyczne.

Jaką zasadę można stąd wywnioskować?

10.2 Relatywistyczna zależność pól magnetycznego i elektrycznego (temat
nadobowiązkowy)

Obecnie mamy już wiedzę wystarczającą do tego, aby zrozumieć ważny fakt, że siły magnetyczne są wynikiem:

1. praw szczególnej teorii względności,
2. prawa Coulomba i
3. niezmienniczości ładunku elektrycznego.

Innymi słowy, siły magnetyczne dają się wyprowadzić z tych trzech warunków.

Rozważmy szczególny przypadek oddziaływania magnetycznego prostoliniowego przewodnika z prądem na
poruszający się pojedynczy ładunek. Może to być np. elektron w sytuacji wcześniej opisanej w rozdziale 3.3
Siła Lorentza i wektor indukcji pola magnetycznego  na stronie 95 (Rysunek 3.14: Strumień elektronów w polu
magnetycznym przewodnika z prądem na stronie 96; patrz również przykład w rozdziale 3.5 Prawo Ampère'a na
stronie 106). Przyjrzyjmy się jeszcze raz bliżej tej sytuacji (Rysunek 10.9: Ładunek q poruszający się równolegle
do przewodnika, w którym płynie prąd o natężeniu I , doznaje działania siły magnetycznej F → B  na stronie
319). Ładunek  poruszający się równolegle do przewodnika z prądem doznaje działania siły Lorentza ,
która jest zwrócona w tym przypadku w stronę przewodnika. Należy zauważyć, że na ładunek nie działa żadna siła
elektrostatyczna, ponieważ przewód z prądem elektrycznym nie jest naładowany. Całkowity ładunek elektronów jest
dokładnie skompensowany przez dodatni ładunek jonów sieci krystalicznej przewodnika. W objętości przewodnika
jest tyle samo ładunków ujemnych – elektronów, co ładunków dodatnich – jonów. Tak sytuacja wygląda w układzie
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odniesienia , w którym przewodnik spoczywa, a ładunek  się porusza z prędkością  równą prędkości unoszenia
elektronów w przewodniku ( ). Widzimy, że w tym układzie na ładunek działa siła prostopadła do prędkości
ładunku. Stwierdzamy, że siła ta jest siłą oddziaływania pola magnetycznego o indukcji  na poruszający się ładunek.

Rysunek 10.9: Ładunek  poruszający się równolegle do przewodnika, w którym płynie prąd o

natężeniu , doznaje działania siły magnetycznej 

Spójrzmy teraz na tę samą sytuację z punktu widzenia układu  poruszającego się z prędkością równą prędkości
ładunku. W tym układzie ładunek spoczywa, więc – zgodnie ze wzorem na siłę Lorentza (wzór 228 na stronie 98)
– siła magnetyczna nie występuje. Czy to znaczy, że dla obserwatora ruchomego (układ ) ładunek nie będzie
przyciągany do przewodnika z prądem? Oczywiście, byłby to absurd, gdyż ładunek jest realnie przyciągany do
przewodnika i dlatego będzie się do niego zbliżał w każdym układzie odniesienia (przecież nie zatrzymamy zbliżania
się ładunku do przewodnika tylko przez to, że inaczej będziemy na niego patrzeć!).

W takim razie, skoro w układzie  siła przyciągająca nie znika, a nie jest to siła Lorentza, to jak ją wytłumaczyć?
Skąd się ona bierze? I tu przychodzi nam z pomocą teoria względności, z której dowiedzieliśmy się (patrz rozdz.
Względność wymiarów przestrzennych na stronie 312), że przedmioty ruchome doznają skrócenia swoich
wymiarów wzdłuż kierunku ich ruchu – tzw. skrócenia Lorentza. Zatem odległości wzajemne jonów dodatnich sieci
krystalicznej przewodnika ulegają skróceniu, a odległości elektronów – nie (ponieważ w układzie  elektrony nie
mają wypadkowej prędkości wzdłuż przewodnika). Wobec tego w układzie  ładunki dodatnie jonów są rozłożone
w objętości przewodnika gęściej niż ładunki ujemne elektronów. O ile w układzie  ładunki elektronów i jonów
dokładnie się kompensują, to w układzie  przewodnik jest naładowany dodatnio i występuje pole elektryczne,
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które przyciąga ładunek znajdujący się na zewnątrz przewodnika (Rysunek 10.10: W układzie U występuje tylko pole
magnetyczne, gęstość wypadkowa ładunków jest równa zeru, a natężenie prądu I  na stronie 320). Pokażemy niżej,
że tę siłę oddziaływania kulombowskiego można wyrazić wzorem dokładnie takim, jak wzór na siłę Lorentza.

W układzie  jest inna gęstość ładunku, inne natężenie prądu , inne pole magnetyczne  i pojawia się pole
elektryczne

Rysunek 10.10: W układzie  występuje tylko pole magnetyczne, gęstość wypadkowa ładunków jest
równa zeru, a natężenie prądu 

Siła oddziaływania magnetycznego jest zatem wynikiem praw teorii względności (relatywistycznego skrócenia
długości), prawa Coulomba (czyli występowania siły elektrycznej w układzie ) oraz prawa niezmienniczości
ładunku elektrycznego. O zmianie gęstości ładunków jonów na skutek skrócenia długości wolno nam mówić
pod warunkiem, że w nowym układzie odniesienia  wartość ładunku nie zmienia się – czyli że ładunek jest
niezmienniczy, niezależny od prędkości.

Prawo niezmienniczości ładunku elektrycznego jest potwierdzone doświadczalnie. Oto przykład. Wiadomo, że
cząsteczka  to układ dokładnie skompensowanych ładunków: dwóch protonów i dwóch elektronów. Takie same
i tyle samo ładunków co w cząsteczce  znajduje się w atomie helu, jednakże jego budowa jest zdecydowanie
inna niż cząsteczki . Elektrony w atomie helu są dużo bliżej protonów, zatem poruszają się dużo szybciej niż
w cząsteczce , jednakże kompensacja ładunków w obu przypadkach jest identycznie doskonała. Oznacza to, że
wartość ładunku nie zależy od prędkości.

Opisane wyżej relatywistyczne uzasadnienie siły Lorentza jest uzasadnieniem jakościowym. Obecnie pokażemy, że
przedstawione rozumowanie da się uzasadnić ilościowo. W tym celu rozważymy najpierw sytuację w układzie .
Siła działająca na ruchomy ładunek  w polu magnetycznym prostoliniowego przewodnika z prądem dana jest za
pomocą wzoru (wzór 254 na stronie 109) z przykładu (rozdz. 3.5 Prawo Ampère'a na stronie 106) i wynosi

( wzór 581 ) 

(W celu uproszczenia rachunków przyjęliśmy, tak samo jak w przykładzie 5, że ładunek  ma prędkość .)

Przyjmiemy, że ładunki w przewodniku są skompensowane, tzn. że gęstość ładunków dodatnich (jonów) jest
dokładnie równa gęstości ładunków ujemnych (elektronów), co symbolicznie zapisujemy , czyli 
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Przejdźmy teraz do układu  poruszającego się z prędkością  wraz z ładunkiem . W tym układzie ładunek 

spoczywa. Natomiast gęstość ładunku jonów dodatnich wynosi  (przyjęliśmy tu, zgodnie z zasadą
niezmienniczości ładunku, że ). Zgodnie ze wzorem (wzór 552 na stronie 311) na skrócenie długości
mamy

( wzór 582 ) 

Zatem

( wzór 583 ) 

Ponieważ , więc

( wzór 584 ) 

Widzimy, że gęstość ładunku dodatniego  jest większa niż w układzie , gdzie wynosiła .

W układzie  prędkość unoszenia ładunków ujemnych – elektronów – jest równa zeru, a gęstość ładunku ujemnego
. Natomiast w układzie  elektrony mają prędkość unoszenia równą , a gęstość ich ładunku ujemnego wynosi .

Zatem dla ładunku ujemnego elektronów obowiązuje taki sam wzór jak (wzór 584 na stronie 321), ale zapisany w
następujący sposób:

( wzór 585 ) 

Widzimy, że  – gęstość ładunku ujemnego elektronów jest mniejsza niż w układzie .

W układzie  przewodnik jest naładowany dodatnio ładunkiem o gęstości . Korzystając ze wzorów
(wzór 584 na stronie 321) i (wzór 585 na stronie 321), otrzymamy

( wzór 586 ) 

czyli

( wzór 587 ) 

Zatem na ładunek  będzie działać siła elektrostatyczna (Rysunek 10.11: Na nieruchomy ładunek w układzie U' działa
siła elektrostatyczna pola naładowanego przewodnika na stronie 322) o wartości

( wzór 588 ) 

pochodząca od pola  o symetrii cylindrycznej, jak na Rysunek 10.10: W układzie U występuje tylko pole
magnetyczne, gęstość wypadkowa ładunków jest równa zeru, a natężenie prądu I  na stronie 320b, wytworzonego
przez naładowany przewodnik ładunkiem o gęstości .
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Rysunek 10.11: Na nieruchomy ładunek w układzie  działa siła elektrostatyczna pola naładowanego
przewodnika

Wartość natężenia pola wytworzonego przez prostoliniowy przewodnik równomiernie naładowany ładunkiem o
gęstości  wynosi

( wzór 589 ) 

(wzór ten podajemy bez wyprowadzenia; zainteresowani wyprowadzeniem uczniowie bez trudu znajdą je w
Internecie, np. pod hasłem Prawo Gaussa). Zatem

( wzór 590 ) 

Podstawiając  ze wzoru (wzór 587 na stronie 321), otrzymamy

( wzór 591 ) 

Z przykładu – wzór (wzór 251 na stronie 108), – wiemy, że , więc . Jeżeli to podstawimy do wzoru

(wzór 591 na stronie 322), otrzymamy następujący wzór na siłę :

( wzór 592 ) 
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Widzimy, że siła  jest równa sile Lorentza  określonej za pomocą wzoru (wzór 581 na stronie 320):

( wzór 593 ) 

z dokładnością do wartości pierwiastka występującego w mianowniku. Rzeczywiście

( wzór 594 ) 

więc wartości tych sił są prawie identyczne z obu punktów widzenia, a dla małych prędkości są równe. Możemy
powiedzieć, że przynajmniej w przypadku małych prędkości widać, iż magnetyzm i elektryczność są po prostu
„dwoma sposobami patrzenia na tę samą rzecz”.

Naprawdę jednak sytuacja jest lepsza. Wartość siły  określona za pomocą wzoru (wzór 592 na stronie 322) to
wartość, jaką uzyskałby w wyniku pomiaru obserwator ruchomy – poruszający się wraz z ładunkiem. Natomiast my
mierzymy tę siłę w układzie nieruchomym. Powinno się zatem wziąć pod uwagę fakt, że przy przejściu z jednego
układu do drugiego siły również podlegają transformacji relatywistycznej. Siła  okaże się wtedy dokładnie równa
sile Lorentza, dla dowolnych prędkości.

Rysunek 10.12: Transformacja siły poprzecznej przy przejściu z układu  do 

Przekonamy się, że te „dwa sposoby patrzenia na to, co się dzieje naprawdę”, dają ten sam wynik fizyczny dla
dowolnej prędkości.

Zapytajmy, jak transformuje się siła poprzeczna  przy przejściu z układu  do układu . Na Rysunek 10.12:
Transformacja siły poprzecznej przy przejściu z układu U' do U  na stronie 323 pokazano siły poprzeczne do

kierunku ruchu układu –  mierzoną w układzie  i  mierzoną w układzie . Siła poprzeczna w układzie  jest
równa

( wzór 595 ) 

w układzie  zaś:

( wzór 596 ) 
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Podzielimy stronami powyższe dwie równości. Otrzymamy:

( wzór 597 ) 

W kierunku poprzecznym przyrosty pędu w obu układach będą jednakowe (bo , zaś początkowa prędkość

elektronu w kierunku  wynosi zero), więc . Natomiast upływ czasu nie będzie jednakowy (wystąpi tzw.

dylatacja czasu). Z nauki teorii względności wiemy (patrz rozdz. Dylatacja czasu na stronie 305), że

( wzór 598 ) 

zatem, zgodnie z (wzór 597 na stronie 324) otrzymamy

( wzór 599 ) 

Widzimy więc, że związek między tą samą siłą poprzeczną mierzoną w jednym układzie i drugim jest
dokładnie taki sam, jak związek (wzór 594 na stronie 323) między siłą elektryczną w układzie  a
magnetyczną w układzie , dla dowolnych prędkości, co właśnie mieliśmy wykazać.
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