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Wstep

Waznym celem nauczania matematyki w liceum i technikum jest wyposazenie przysztego absolwenta w
umiejetnosci matematyczne niezbedne do sprostania wymogom egzaminu maturalnego z matematyki na
wybranym przez niego poziomie. Dodatkowo zakres podstawowy powinien da¢ absolwentowi
umiejetnosci przydatne w codziennym zyciu, za$ zakres rozszerzony — stworzy¢ solidny fundament do
kontynuowania nauki na wymagajacych tego wyzszych studiach. Nauczanie matematyki w sposéb
szczegdlny stymuluje rozwdj intelektualny ucznia, miedzy innymi wyksztatca:

* umiejetnos¢ czytania tekstu ze zrozumieniem, w tym réwniez tekstu zawierajgcego dane statystyczne
prezentowane w rdzny sposdb;

e umiejetnos¢ logicznego myslenia i argumentowania;

¢ nawyku krytycznej analizy informacji;

¢ umiejetnos¢ formutowania hipotez i ich uzasadniania;

* wyobrazZnie przestrzenng;

* umiejetnos¢ planowania strategii rozwigzania problemu;

¢ postawe wykorzystywania narzedzi matematycznych w zyciu codziennym, budowania modelu
matematycznego dla danego kontekstu praktycznego z uwzglednieniem ograniczen i zastrzezen z niego
wynikajacych.



Temat lekcji

1. Podstawowe pojecia
geometryczne

2. Wspotliniowos¢
punktéw wtasnosci.
Nierownos¢ tréjkata

Zakres tresci

Uczen zna

1. PLANIMETRIA

zna okreslenia figur takich jak:
punkt, prosta, pétprosta,
ptaszczyzna, okrag, koto, tuk
wie jak okresli¢ figure wypukta
oraz wklesta; podaje przyktady
potrafi okresli¢ potozenie
prostych na ptaszczyznie
okresla odlegtosc na
ptaszczyznie

wie jak okresli¢ odlegtosc

wie jak korzystac z nierownosci
trojkata aby okresli¢
wspotliniowosc punktow , gdy
odlegtosci miedzy nimi s3
opisane z uzyciem parametru

Uczen:

e wie jak zapisac zaleznosci miedzy figuramina

e wyznacza sume, roznice i czeS¢ wspolng poznanych

ptaszczyznie

figur na ptaszczyznie

Uczen:

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci, stosujac poznane wtasnosci

Liczba
godzin
18



Temat lekcji

3. Katyiich rodzaje

Zakres tresci

* zna podziat katow ze wzgledu
naich miare i rodzaje bokow

* zna pojecia: kat przylegty i kat
wierzchotkowy, katy
naprzemianlegte,
odpowiadajace oraz stosuje ich
wtasnosci do rozwigzywania
zadan

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

znairozréznia rodzaje katéw powstatych w wyniku
przeciecia dwoch prostych rownolegtych trzecia

prosta

zna wtasnosc¢ dotyczaca sumy miar katow

wewnetrznych w trojkata 1
wie i potrafi okresli¢ kat zewnetrzny wielokata

potrafi udowodni¢, ze suma katow zewnetrznych

w wielokacie jest stata

stosuje poznane wtasnosci do rozwigzywania zadan o
podwyzszonym stopniu trudnosci



Temat lekcji

4. Wzajemne potozenie
prostej i okregu

5. Wzajemne potozenie
dwoch okregow

Zakres tresci

zna wtasnosci stycznej do
okregu

okresla przypadki wzajemnego
potozenie prostej i okregu
konstruuje styczng do okregu
przechodzaca przez punkt
lezacy na okregu oraz poza
okregiem

zna twierdzenie o stycznej do
okregu i wykorzystuje go do
rozwigzywania zadan

zna pojecie siecznej okregu lub
kota

zna twierdzenie o odcinkach
stycznych do okregu

okresla wzajemne potozenie

dwodch okregdow w zaleznosci od

odlegtosci srodkow tych
okregow i wielkosci promieni
zna wtasnosci zwigzane z
potozenie dwdch okregdw

Uczen zna

Uczen:

potrafi uzasadni¢ poprawnosc¢ konstrukcji stycznych
do okregu

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci, zwigzanych ze styczna do okregu

stosuje twierdzenie o odcinkach stycznych do okregu
w zadaniach

zna dowdd twierdzenia o odcinkach stycznych do
okregu

Uczen:

zna wtasnosci kiedy okregi sg styczne zewnetrznie lub

wewnetrznie, roztaczne zewnetrznie lub wewnetrznie,

przecinajace sie
rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

Liczba
godzin



Temat lekcji

6. Katy zwigzane
z okregiem: Srodkowe
i wpisane oraz
wtasnosci wynikajace z
ich wzajemnego
potozenia

7.0krag opisany na
trojkacie - wtasnosci

Liczba

Zakres tresci Uczen zna .
godzin
zna okreslenia: kat Srodkowy w .
okregu, kat wpisany w okrag Uezen:
J . e potrafi dowies¢ wtasnosci dotyczacej katow
zna twierdzenie dotyczace wpisanych i sSrodkowych, opartych na tym samym
katow wpisanych i Srodkowych ’fuiu y ych, oparty y y 1
opartych na tym samym tuku, . . : .
. ;. e rozwigzuje zadania, o podwyzszonym stopniu

wykorzystuje wtasnosci do , . .

. . . trudnosci, z zastosowaniem poznanych wtasnosci
rozwigzywania zadan
zna pojecie symetralnej odcinka
ijej konstrykqe Uczen:
wyznacza srodek okregu e iy o .

. s e potrafi obliczy¢ dtugos¢ promienia okregu opisanego
opisanego na trojkacie . , . .
. , . na trojkatach: rbwnoramiennym, rownobocznym,
potrafi wykonac konstrukcje 1
. L prostokatnym
okregu opisanego na trojkacie . . . . :
L e rozwigzuje zadania proste i o podwyzszonym stopniu

zna wtasnosc co do trudnodei

poprawnosci wykonanej
konstrukgji



Temat lekcji

8. Okrag wpisany w
trojkati jego
witasnosci

9. Twierdzenie Pitagorasa _

i jego zastosowanie

Zakres tresci

zna pojecie dwusiecznej kata
oraz jej konstrukcje
geometrycznag

wyznacza srodek okregu
wpisanego w tréjkat i zna
konstrukcje

potrafi teoretycznie wyjasnic
poprawnosc¢ wykonanej
konstrukgji

zna twierdzenie Pitagorasa oraz
twierdzenie odwrotne do
twierdzenia Pitagorasa

stosuje poznane twierdzenia do
[ ]

rozwigzywania zadan
zna jeden z dowodow
twierdzenie Pitagorasa

Liczba

Uczen:

Uczen zna .
godzin
wie, ze dwusieczne katéw tréjkata wyznaczajg sSrodek
okregu wpisanego w trojkat
zna wtasnosc dotyczacag promienia okregu wpisanego
w trojkat prostokatny w zaleznosci od jego bokow 1

zna i potrafi stosowa¢ wzér na pole trojkata w
zaleznosci od jego obwodu i promienia okregu
wpisanego w ten trojkat

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

Uczen:

e rozrdznia rodzaje tréjkatow ze wzgledu na katy i boki
stosuje poznane twierdzenia do rozwigzywania zadan
o podwyzszonym stopniu trudnosci



Temat lekcji

10. Twierdzenie Talesa i
jego zastosowanie

11.Trojkaty i ich punkty
szczegolne.
Twierdzenie

o dwusiecznej kata

Zakres tresci Uczen zna

zna twierdzenie Talesa oraz
twierdzenie odwrotne do
twierdzenia Talesa oraz jego
dowod

stosuje twierdzenia do
rozwigzywania zadan

Uczen:

e zna wtasnos¢ rownolegtosci prostych

e stosuje poznane wtasnosci do rozwigzywania zadan o
podwyzszonym stopniu trudnosci

zna pojecie ortocentrum
trojkata

zna zaleznosci miedzy srodkiem
okregu opisanego na trojkacie
rownobocznym a srodkiem
okregu wpisanego w ten tréjkat

Uczen:
zna wtasnosc, ze w trojkacie srodkowe dzielg sie
w stosunku 1:2
wykorzystuje powyzsza wtasnos¢ do rozwigzywania

zadan

zna pojecia Srodkowej . : . . , . :

POJ& . . ) . e stosuje twierdzenie o odcinku tagczacym Srodki ramion
symetralnej, dwusiecznej tréjkata
trojkata, . . : : : ,
znaJ t?vierdzenie o érodkowveh stosuje poznane twierdzenia do rozwigzywania zadan
troikata y o podwyzszonym stopniu trudnosci

oJKata el e znadowod twierdzenia o odcinku taczacym srodki

wie co to Srodka ciezkosci camion troikata
trojkata 1Ka

. . . : zna dowaod twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie
zna twierdzenie o dwusiecznej

kata w trojkacie

10

Liczba
godzin



Temat lekcji

12. Tréjkaty przystajace i
ich wtasnosci

13. Tréjkaty podobne -

cechy podobienstwa :

14. Twierdzenie o
odcinkach siecznych

Zakres tresci

wie kiedy tréjkaty s
przystajace

zna cechy przystawania
trojkatéw

rozpoznaje trojkaty przystajace
w praktyce

wie kiedy tréjkaty sg podobne
zna cechy podobienstwa
trojkatéw

rozpoznaje trojkaty podobne
wyjasnia podobienstwo
trojkatéw, stosujac poznane
cechy

zna twierdzenie o odcinkach
stycznej i siecznej

zna twierdzenie o odcinkach
siecznych

stosuje poznane twierdzenia w
zadaniach

Uczen zna

Uczen:

e na podstawie twierdzenia o cechach przystawania
trojkatow wyjasnia, ktore trojkaty sa przystajace
stosuje poznane wtasnosci w zadaniach o
podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:

e uzasadnia, ze w trojkacie prostokatnym dtugosc
wysokosci jest Srednig geometryczng dtugosci
odcinkow, na ktore ta wysokosc dzieli
przeciwprostokatna

e korzysta z wtasnosci trojkatow podobnych przy
rozwigzywaniu zadan

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

Uczen:
e dowodzi twierdzenie o odcinkach siecznych
e stosuje poznane twierdzenia w zadaniach o
podwyzszonym stopniu trudnosci

11

Liczba
godzin



Temat lekcji
15. Powtérzenie
wiadomosci
16. Praca klasowa i jej
omowienie

1. Wyrazenia wymierne

Zakres tresci

Uczen zna

2. WYRAZENIA WYMIERNE

odroznia wyrazenie wymierne
od innych wyrazen
algebraicznych

potrafi wyznaczyc¢ dziedzine
wyrazenia wymiernego
oblicza wartos¢ liczbowa
wyrazenia

skraca i rozszerza wyrazenia
wymierne, stosujac rozktad
wyrazen na czynniki

12

Uczen:

wyznacza dziedzine wyrazenia wymiernego, ktorego
mianownik jest wielomianem dowolnego stopnia
stosuje wzory skréconego mnozenia przy skracaniu
lub rozszerzaniu wyrazen wymiernych

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

Liczba
godzin

22



Temat lekcji

2. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych

3.Dodawanie
i odejmowanie
wyrazen wymiernych

4. Przeksztatcanie
wyrazen wymiernych

Zakres tresci

mnozy i dzieli wyrazenia
wymierne, redukuje wyrazy
podobne

sprowadza wyrazenia wymierne

do postaci nieskracalnej
stosuje wzory skréconego
mnozenia

potrafi dodawac i odejmowad

wyrazenia wymierne
sprowadza wynik do postaci
nieskracalnej

stosuje wzory skréconego
mnozenia do zapisywania
wyrazenia w postaci
nieskracalnej

przeksztatca wyrazenia
wymierne

wyznacza poszczegblne
zmienne z wyrazenia
wymiernego

przeksztatca wzory literowe z
fizyki, chemii itp.

Uczen zna

Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

Uczen:

e sprawnie wykonuje dziatania na wyrazeniach
wymiernych

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci
e dowodzi tozsamosci, w ktorych wystepuja wyrazenia
wymierne

13

Liczba
godzin



Temat lekcji

5. Rozwigzywanie
rownan wymiernych

Liczba

Zakres tresci Uczen zna .
godzin
odroznia rownania wymierne
od innych réwnan
sprawdza, czy wskazana liczba
jest rozwigzaniem réwnania,
uwzgledniajac dziedzine
rownania
wyznacza dziedzine rébwnania, Uczen:
gdy w mianowniku jest e rozwigzuje rownania wymierne, sprowadzajac je do
wielomian co najwyzej drugiego  réwnan wielomianowych dowolnego stopnia
stopnia lub wielomian e rozwigzuje rownania wymierne, sprowadzajac je do
wyzszego stopnia zapisany w rownan wielomianowych poprzez podstawienie 5
postaci iloczynowej pomocniczej niewiadomej
rozwigzuje rbwnania wymierne, e rozwigzuje rownania wymierne, wykorzystujac poznane
ktore sprowadzaja sie do wtasnosci - rozktad na czynniki, podstawienie
rownan liniowych lub dodatkowej zmiennej, sprowadzanie do postaci
kwadratowych trojmianu kwadratowego
rozwigzuje rownania wymierne,
korzystajac z wtasnosc
proporcji

rozwigzuje rbwnania wymierne,
sprowadzajac je do rownan
wielomianowych

14



Temat lekcji

6. Rozwigzywanie
nierdbwnosci
wymiernych

7. Wielkosci odwrotnie
proporcjonalne

Zakres tresci

odczytuje rozwigzania
nierdbwnosci wymiernych, gdy z
wykresu odpowiednich funkgcji
wymiernych

rozwigzuje nierdwnosci
wymierne, sporzadzajac
wykresy odpowiednich funkgcji
liniowych lub kwadratowych
wie kiedy wielkosci sg
odwrotnie proporcjonalne
wskazuje przyktady

wyznacza brakujgca wielkos¢
proporcjonalng do danej, gdy
zna wspotczynnik
proporcjonalnosci

rozwigzuje zadania tekstowe,
stosujac wtasnosci
proporcjonalnosci odwrotnej

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

e rozwigzuje nierdwnosci wymierne, sprowadzajac je do
nierownosci wielomianowych

e rozwigzuje nierdwnosci wymierne roznymi metodami

Uczen:

e rozwigzuje zadania tekstowe, w ktorych wystepuja
wielkosci odwrotnie proporcjonalne

e sporzadza wykres funkcji opisujacy wielkosci odwrotnie
proporcjonalne

e rozwiazuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

15



Temat lekcji

8. Wykres funkcji
f(x) =% az0ix =0
i jego przeksztatcanie

9. Zastosowanie wyrazen
wymiernych
w zadaniach

Zakres tresci

rysuje wykres funkgcji
) = =;
X
gdya #0ix# 0
i opisuje jej wtasnosci:
dziedzine, zbior wartosci,
przedziaty monotonicznosci
wskazuje hiperbole
Xy = a
wsréd wykresow réznych
funkgji
szkicuje wykres funkgcji

a

f(x) = ;+ ga #0;x #0
i opisuje jej wtasnosci
szkicuje wykres funkcji

a
f(x) =
0=

i opisuje jej wtasnosci
rozwigzuje zadania tekstowe
typu: droga, predkos¢, czas,
prowadzace do rozwigzywania

rownan zapisanych w postaci
proporcji

;a #0;x #p

Uczen zna

Uczen:

e opisuje wtasnosci funkcji: asymptoty, srodek symetrii
wykresu, osie symetrii wykresu

e podaje wzor funkcji wymiernej na podstawie jej
wykresu

e odczytuje argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje
okreslone wartosci lub spetnia okreslone warunki

e szkicuje wykres opisujacy wielkosci odwrotnie
proporcjonalne, uwzgledniajac dziedzine

e sporzadza wykresy funkcji

f(x) = é+ ga+0x #p

sporzadza wykres funkcji y = [f(x)|, gdy funkcja f jest
dana wzorem

a
f — . 0
x) X_p+ ga #0;x #p

Uczen:

e rozwigzuje zadania tekstowe prowadzace rozwigzuje
zadania tekstowe o podwyzszonym stopniu trudnosci,
korzystajac z rownan i nierobwnosci wymiernych

16

Liczba
godzin



Temat lekcji
10. Powtdrzenie
wiadomosci
11. Praca klasowa i jej
omowienie

1. Miara tukowa kata

Zakres tresci Uczen zna

3. TRYGONOMETRIAII
zna pojecie kata skierowanego
przedstawia kat o dowolnej
mierze stopniowej
w postacia = k - 360° +
gdzie0 < B < 360°
i k jestliczba catkowita
zna pojecie miary tukowej i jej
jednostke - radian
zamienia stopnie na radiany i
odwrotnie

Uczen:
e stosuje miary tukowg i stopniowa kata
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

17

Liczba
godzin

25



Temat lekcji

2. Funkcje
trygonometryczne
dowolnego kata

Zakres tresci

zna definicje funkcji
trygonometrycznych
dowolnego kata

oblicza wartosci funkcji
trygonometrycznych kata,
znajac wspotrzedne punktu
lezacego na ramieniu
koncowym kata

okresla znaki funkgji
trygonometrycznych

w poszczegblnych ¢wiartkach
uktadu wspotrzednych
konstruuje katy w uktadzie
wspotrzednych na podstawie
wartosci funkgji
trygonometrycznych

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

e wyznacza, wartosci funkcji trygonometrycznych
danych katéw

e wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych
dowolnego kata, wykorzystujgc symetrie rozwigzan

e stosuje definicje i wyznacza wartosci funkgji 2
trygonometrycznych dowolnego kata o mierze
wyrazonej w stopniach lub radianach, przez
sprowadzenie do przypadku kata ostrego

e znaistosuje zwigzki trygonometryczne dowolnego
kata do rozwigzywania zadan problemowych

18



Temat lekcji

3. Wykresy funkgji
trygonometrycznych

4.Funkcje
trygonometryczne
sumy i roznicy katow

Zakres tresci

szkicuje wykresy funkcji
trygonometrycznych

y =sinx; y = cosx; y = tgx

y =ctgina podstawie
wykresow okresla wtasnosci
tych funkgji

oblicza wartosci funkgji
trygonometrycznych, stosujac
WZzOry na sinus i cosinus sumy
oraz roznicy katéw

Zna wzory na sinus i cosinus
podwojonego kata i potrafi je
stosowac do rozwigzywania
zadan

oblicza wartosci pozostatych
funkcji trygonometrycznych
kata ostrego, gdy dana jest
wartosc¢ jednej z nich

Liczba

Uczen:

Uczen zna .
godzin
szkicuje wykresy funkcji trygonometrycznych
opisanych wzorem, stosujac przeksztatcenia: symetrie
wzgledem osi uktadu wspotrzednych, symetrie 5

wzgledem punktu (0, 0), przesuniecie o wektor
zapisuje wzér funkcji, ktérej wykres otrzymano po
przeksztatceniach

Uczen:

19

uzasadnia wzory na sinus i cosinus sumy oraz réznicy
katéw

wyznacza wartosci pozostatych funkgji
trygonometrycznych dowolnego kata, gdy dana jest
wartosc jednej z nich

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci



Temat lekcji Zakres tresci

= udowadnia tozsamosci
trygonometryczne, stosujac
poznane wzory

5.Tozsamosci
trygonometryczne

» szkicuje wykresy funkcji typuy
= k+f(x) oraz y = f(k-x)
gdzie f jest funkcja
trygonometryczna
» odczytuje z wykresdéw wtasnosci

6. Wykresy funkgji
trygonometrycznych

y= I.(*f()f) orazy ='f(k*x) tych funkcji wykorzystuje
gdzie f jest funkcja . .
trveonometrvezn okresowosc funkgji
ve yezna trygonometrycznych

= wskazuje okres podstawowy
funkcji trygonometrycznej

Uczen zna

Uczen:

e przeprowadza trudniejsze dowody tozsamosci
trygonometrycznych, stosujgc poznane wzory na
sinus i cosinus sumy oraz réznicy katéw, sume
i roznice sinusow i cosinusow katéw

e wyznacza dziedzine rownosci bedacych
tozsamosciami trygonometrycznymi

Uczen:

e wskazuje wspdlne wtasnosci funkcji f(x); y = k-f(x)
orazy = f(k+x)

e wtasnosci roznigce te funkcje

e wykorzystuje przeksztatcenia: symetrie, przesuniecie
o wektor, do szkicowania wykreséw funkgji
trygonometrycznych

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

20

Liczba
godzin



Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
" rozpoznaje réwnania .
P J Uczen:
trygonometryczne o , .
« rozwiazuje réwnania e rozwigzuje proste rownania trygonometryczne
< RéWnhania trygonometryczne z wykorzystaniem wykresow funkgji
¢ ' . , trygonometrycznych w zbiorze liczb rzeczywistych R
rygonometryczne - z wykorzystaniem wykresow o , . o . 3
whasnosci funkeji trygonometrycznych oraz zapisuje ogblne rozwigzania réownan
R , . i nieréwnosci
rozwigzuje proste rownania o . : .
trygonometryczne typu  sin2x= e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
. ; trudnosci
1/2; sin2x+cosx=1; sinx + cosx =1
" rozpoznaje nierdwnosci .
Uczen:
trygonometryczne typu C e . .
Sinx > @ cosxt < @ tanx > a e rozwigzuje nierébwnosci trygonometryczne, postugujac
8.Nierownosci : rozwiqzd'e o - sie wykresami funkcji trygonometrycznych w zbiorze R
trygonometryczne . pos{ugujqjc s:q wykresami oraz zapisuje ogélne rozwigzania rownan i nierébwnosci
funkeji trygonometrycznych e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
w okreglonych przedziatach trudnosci, stosujac rozne metody
9. Powtorzenie
wiadomosci 3
10. Praca klasowa i jej
omowienie
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Temat lekcji

1. Cigg liczbowy i jego
wtasnosci

Zakres tresci

i Liczba
Uczen zna

godzin
4. CIAGI 28

wie kiedy liczby tworzg ciagg
liczbowy
odroznia ciggi skonczone od
ciggow nieskonczonych Uczeri:
oblicza dqwolny Yvyra% C'agf* e zapisuje wzOr ciggu na podstawie jego kilku
gdy dany jest wzor ogblny ciggu poczatkowych wyrazéw
zp(r);\z/vaddzzaa \évzykrzzgr?aglljiczba ot sprawdza, czy podana liczba jest wyrazem ciggu

P » <2¥ P J e sprawdza, ktore wyrazy ciggu naleza do danego
wyrazem ciggu, gdy prowadzi to orzedziatu
C?o.rozwu;zanla rownania wyznacza wyraz ciggu okreslonego wzorem 2
liniowego, kwadratowego lub rekurencyjnym

prostego rownania
wielomianowego badz
wymiernego

rozumie roznice miedzy
symbolem ciggu (a, )

a symbolem n- tego wyrazu
ciggu - a,, wyznacza wyrazy
ciggu, ktére spetniajg opisany
warunek

podaje wzor rekurencyjny, gdy ciag dany jest wzorem
ogblnym

podaje wzor ogdlny, gdy cigg dany jest wzorem
rekurencyjnym

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
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Temat lekcji

2. Ciggi monotoniczne

Zakres tresci

rozpoznaje Ciggi: rosnacy,
malejacy, staty, na podstawie
ich wykreséw w uktadzie
wspotrzednych

okresla monotonicznosc ciggu
z definicji, okres$lajac znak
roznicy

dp+1 — Ap

Uczen zna

Uczen:

, . T . . a
e okresla monotonicznosc ciggu, badajac |lorazZ—+1

n

rozwigzuje zadania zwigzane z monotonicznoscia
ciggow

23

Liczba
godzin



Temat lekcji

3. Cigg arytmetyczny

Zakres tresci

rozpoznaje cigg arytmetyczny
na podstawie opisu stownego,
wykresu lub kilku wypisanych
wyrazéw

znaistosuje wzérnan- ty
wyraz ciggu arytmetycznego
wyznacza pierwszy wyraz ciggu
arytmetycznego i jego réznice
na podstawie dwéch
dowolnych wyrazow ciggu
rozwigzuje zadania, ktére
dotycza ciggu arytmetycznego,
a ich rozwigzanie sprowadza sie
do uktadéw réwnan liniowych
lub do rownan kwadratowych
sprawdza, z definicji, czy ciag
dany wzorem ogolnym jest
ciggiem arytmetycznym
wyznacza roéznice ciggu
arytmetycznego na podstawie
n -tego wyraz ciggu

wyznacza pierwszy wyraz ciggu
arytmetycznego i jego réznice
na podstawie dwoch
dowolnych wyrazow ciggu.
oblicza wyraz srodkowy
skonczonego ciagu.

rozwiazilie 7zadania dotvc7zace

Uczen zna

Uczen:
e znadowody wtasnosci ciggu arytmetycznego

e okresla monotonicznosc ciggu arytmetycznego

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

dotyczace ciggu arytmetycznego
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godzin



Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
" znawzOr nasumen Uczen:
4. Suman poczatkowych wyrazoéw ciggu. e wyznacza dowolny wyraz, roznice lub liczbe wyrazéow
' = stosuje wzOr nasumen ciggu arytmetycznego
poczatkowych .. , L.
WVraz6W ciael poczatkowych wyrazéw ciggu e zna wzdr na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu 2
arytmet cznqeg o I rozpoznaje ciagi arytmetyczne e wyprowadza wzér na sume n poczatkowych wyrazéw
y y 8 wystepujace w zadaniach ciggu
tekstowych e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
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Temat lekcji

5. Cigg geometryczny

Zakres tresci Uczen zna

rozpoznaje cigg geometryczny na

podstawie opisu stownego lub kilku
wypisanych wyrazéow

zna i potrafi zastosowac wzérnan -

ty wyraz ciggu geometrycznego

wyznacza pierwszy wyraz ciggu
geometrycznego i jego iloraz na

podstawie dwdch dowolnych Uczen:

wyrazowciggu e potrafi okreslic¢ z definicji, czy cigg dany wzorem
rozwigzuje zadania zwiazane z ogblnym jest ciggiem geometrycznym

ciggiem geometrycznym i d dzi wi L .
wyznacza iloraz ciagu e znaldowodzl wtasnosci ciggu geometrycznego

geometrycznego na podstawie wzoru ® 0Zwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
nan - ty wyraz ciagu trudnosci, dotyczace ciggu geometrycznego
wyznacza pierwszy wyraz Ciggu i jego

iloraz na podstawie dwoch

dowolnych wyrazéw ciggu za

pomocg poznanych wzorow

wykorzystuje Srednig geometryczna

do obliczania wyrazu srodkowego

skonczonego ciggu geometrycznego

26
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godzin



Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
" znawzOrnasumen
oczatkowych wyrazéw ci .
peofl?etr Vgne ng PHEEE vczen:
6. Suma n poczatkowych 5 . y . 5 e wyprowadza wzdér na sume n poczatkowych wyrazéw
Lo = stosuje wzor nasumen .
wyrazow ciggu L ciggu geometrycznego 2
poczatkowych wyrazéw ciggu o . : .
geometrycznego L rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
rozpoznaje ciggi geometryczne .
: . trudnosci
wystepujace w zadaniach
tekstowych
» rozwigzuje zadania dotyczace
: Ciggow arytmetycznego i Uczen:
7. Cigg arytmetyczny 5 y y 5 . . . . .
. geometrycznego, korzystajac e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
| geometryczny , , e L
. z uktadéw réwnan liniowych z trudnosci 3
w zastosowaniach . . g . : e .
raktveznveh dwiema niewiadomymi, rownan e wykorzystuje wtasnosci ciaggdw arytmetycznego i
praxtyczny kwadratowych, geometrycznego w rozwigzywaniu zadan

wielomianowych, wymiernych
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Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
" zna pojecie procentu prostego i
sktadanego .
) Uczen:
» wykorzystuje procent sktadany s .
2y rozwiazywaniu zadan wyznacza roczna stope procentowa, jesli zna kapitat
i Eblicza odsetki od kwoty poczatkowy, liczbe okreséw kapitalizacji odsetek
kapitat kon
8. Obliczenia ulokowanej na kilka lat przy ' kapitat o.ncowy , .
. . wyznacza liczbe lat, po ktorych kapitat poczatkowy,
procentowe a ciag statym oprocentowaniu w : . o : 2
cometryczny dowolnym okresie przy znanej stopie oprocentowania i okresie
& kapitalizacii kapitalizacji odsetek, osiggnie dang wartosc
. olflicza ka|J3ita’f zgromadzony po e rozwigzuje zadania dotyczace lokat i kredytow
kilku latach, jesli zna kapitat rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
) . trudnosci
poczatkowy i oprocentowanie
w podanym okresie kapitalizacji
" zna pojecia otoczenia liczby o
danym promieniu )
o = wyznacza wyrazy ciagu, ktore ~ Jczen: . , . .
9. Granica ciggu naleza do otoczenia granicy o e Wyznacza wyrazy ciggu, ktére nalezg do otoczenia
zadanym promieniu granicy o zadanym promieniu
= rozumie intuicyjnie pojecie e wie kiedy ciag jest zbiezny do 0 2

granicy ciggu
" rozpoznaje ciggi zbiezne do 0
1 1

typu i

n’n?
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Temat lekcji

10. Obliczanie granic
ciggéw. Granice
niewtasciwe

11. Granice geometryczne

Zakres tresci Uczen zna

stosuje twierdzenia o granicach

ciggu

oblicza granice ciggow, Uczen:

korzystajac z granic juzznanych e znaiuzasadnia twierdzenia o dziataniach na
ciggow i stosujac wtasnosci o granicach ciggow

dziataniach na granicach e wie kiedy cigg nie ma granicy

potrafi okresli¢ ciagi, ktére nie e rozwigzuje przyktady o podwyzszonym stopniu
maja granic trudnosci

oblicza granice niewtasciwe

ciggow

uczen rozpoznaje szereg

geometryczny

zna warunek zbieznosci szeregu
geometrycznego i potrafi
obliczy¢ zbieznos¢ szeregu
oblicza sume szeregu
geometrycznego zbieznego
zamienia utamek okresowy na
utamek zwykty stosujac
odpowiednie wzory dotyczace
ciagow

Uczen:
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci, w ktorych wykorzystuje zbieznos¢ szeregu
geometrycznego
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Liczba

Temat lekgji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
12. Powtorzenie
wiadomosci 3
13. Praca klasowa i jej
omowienie
5. FUNKCJA LOGARYTMICZNA | WYKLEADNICZA 26
» zna pojecie potegi o wyktadnik  Uczen:
naturalnym, catkowitym, e oblicza wartosci liczbowe wyrazen zawierajacych
wymiernym oraz o wyktadniku potegi oraz pierwiastki
1.Potega o wyktadniku rzeczywistym e przeksztatca wyrazenia zawierajace potegi oraz 5
rzeczywistym » stosuje poznane prawa dziatan pierwiastki
na potegach e stosuje wzory skréconego mnozenia do wykonywania
» znadefinicje i wtasnosci obliczen zawierajacych potegi oraz pierwiastki

pierwiastka arytmetycznego rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
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Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
» zna definicje funkgji
. Wyk’(aanFZ? . dadn Uczer:
ro.zp(?znaje UNKC& Y adnicz wyznacza wzor funkcji wyktadniczej na podstawie jej
= szkicuje wykresy funkcji typu
: : : y =a* wykresu L
2. Funk.qz.a wyk{ad’nl.cza [ dlaa>0 oraz0 < q < 11 o wyzn,acza argum}er.\ty, dla ktqrych funkcja osqga 5
jej wtasnosci . okreslone wartosci lub spetnia podane warunki
sprawdza, czy punkt nalezy do , . . , . .
.. T okresla, na podstawie definicji, wtasnosci funkg;ji
wykresu funkcji wyktadniczej : A iy
. . . wyktadniczych: parzystosc, nieparzystosc,
» podaje wtasnosci funkgji . e L >
o . monotonicznosc¢, réznowartosciowosé
wyktadniczej na podstawie jej
wykresu
» przeksztatca wykres funkcji
wyktadniczej, stosujac: symetrie Uczen:
wzgledem osi uktadu e sporzadza wykresy funkcjiy=(x+a); y=f(x)+a; y=
wspotrzednych, symetrie f(x) +a;y =-f(x); y = f(-x)
3. Preeksztatcanie wzgledem punktu (0, 0) . na po'dstaW|e réwnania funkcji wyk{gdnlczej y = f(x),
. . przeksztatca wykres funkgcji stosujagc odpowiednie przeksztatcenia
wykresow funkgcji . . . . . 2
. wyktadniczej, stosujac e szkicuje wykresy funkcji wyktadniczych otrzymanych w
wyktadniczych N . . L .
przesuniecie rownolegte do osi wyniku ztozenia kilku przeksztatcen
uktadu e zapisuje wzor funkcji wyktadniczej, po dokonanych
» przeksztatca wykres funkcji przeksztatceniach
wyktadniczej, stosujac e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

przesuniecie o dany wektor
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Liczba

Temat lekgji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
" zna pojecie logarytmu
= oblicza logarytmy liczb Uczen:
: dodatnich e stosuje w obliczeniach wzdr na zamiane podstawy
4.Logarytm liczby . L
- . stosuje poznane prawa dziatan logarytmu
dodatniej orazich : , . . 2
whasnodc na logarytmach e dowodzi prostych wtasnosci logarytmow

" znaistosuje wtasnosci e przeksztatca wyrazenia o podwyzszonym stopniu
logarytmdw do obliczania trudnosci zawierajace logarytmy
wartosci wyrazen

= zna definicje funkgji
logarytmicznej

» odréznia funkcje logarytmiczng
od innych funkcji Uczen:

5. Funkcja logarytmiczna = okresla d;ledz!ne funkgji * opisuje wtasnosci funkcji logarytmicznej na podstawie
e . logarytmicznej jej wykresu 2
i jej wtasnosci . . o : : :

= szkicuje wykresy funkgcji e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
logarytmicznych dla trudnosci
a > 11oraz

0<ax<l1l
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Temat lekcji

6. Przeksztatcanie
wykresow funkcji
logarytmicznych

7. Rdwnania
i nierownosci
wyktadnicze

8. Rébwnania
i nieréownosci
logarytmiczne

Zakres tresci

przeksztatca wykres funkcji
logarytmicznej, stosujac:
symetrie wzgledem osi uktadu
wspotrzednych oraz symetrie
wzgledem punktu (0, 0) i
przesuniecie o wektor

opisuje wtasnosci funkcji na
podstawie jej wykresu

rozwigzuje algebraiczniei
graficznie rbwnania oraz
nierownosci wyktadnicze,
stosujgc poznane wtasnosci

rozwigzuje algebraicznie i
graficznie rbwnania oraz
nierdbwnosci logarytmiczne,
stosujac poznane wtasnosci

Uczen zna

Uczen:
o szkicuje wykresy funkcjiy=f(x+a),y=f(x)+a; y=-
f(x);y =f(-x)
na podstawie wykresu funkcji logarytmicznej,
stosujac odpowiednie przeksztatcenia
o szkicuje wykresy funkcji logarytmicznych
otrzymanych w wyniku ztozenia kilku przeksztatcen
e zapisuje wzor funkcji wyktadniczej, ktérej wykres
otrzymuje w wyniku dokonanych przeksztatcen
e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci
Uczen:
e rozwigzuje rownania i nierownosci wyktadnicze z
wartoscig bezwzgledna
e bada liczbe rozwigzan rownania lub nieréwnosci
wyktadniczych w zaleznosci od wartosci parametru
Uczen:
e rozwigzuje proste réwnania i nierownosci
logarytmiczne z wartoscig bezwzgledna
e oblicza liczbe rozwigzan réwnania lub nieréwnosci
logarytmicznych w zaleznosci od wartosci parametru
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Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna godzin
. . . . Uczen:
9. Zastosowanie funkcji = opisuje zjawiska fizyczne, . .. . .
. . .. & stosuje wiadomosci o funkcji wyktadniczej do
wyktadniczej w chemiczne, za pomoca funkgji rozwiazywania probleméw matematycznych 3
praktyce wykladnicze] o podwyzszonym stopniu trudnosci
* opisuje zjawiska fizyczne, Uczen:
10. Zastosowanie funkcji chemiczne, za pomoca funkgji L , . . . :
losarvtmicznei losarvtmicznei e stosuje wiadomosci o funkcji logarytmicznej do 3
gary J 8 y .J . , rozwigzywania zadan o podwyzszonym stopniu
w praktyce = stosuje w obliczeniach wzor na trudnodci
zamiane podstawy logarytmu
11. Powtérzenie
wiadomosci 3
12. Praca klasowa i jej
omowienie
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Temat lekcji

1. Figury jednoktadne

Zakres tresci

i Liczba
Uczen zna

godzin
6. PLANIMETRIAIII 19

zna definicje jednoktadnosci
wyznacza obraz punktu, Uczen:
odcinka, prostej, kata, ' . ,
wielokata. kota w e wyznacza w uktadzie wspotrzednych punkty
'ednok?ad’noéci o danvm érodku jednoktadne w danej skali ki o danym Srodku
Ji danei skali y jednoktadnosci

) wyznacza wzor funkgcji, ktorej wykres jest figurag 2

zna szczegolny przypadek
jednoktadnoscioskalik=11i
skalik=-1

stosuje wtasnosci
jednoktadnosci przy
rozwigzywaniu zadan

jednoktadna do wykresu danej funkgji

e rozwigzuje nietypowe zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci z wykorzystaniem wtasnosci
jednoktadnosci
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Temat lekcji

2.Figury podobne

3. Czworokaty opisane
na okregu

Zakres tresci

zna definicje podobienstwa
podaje przyktady figur
podobnych

zna zwigzek miedzy
jednoktadnoscia

a podobienstwem

stosuje twierdzenie o
obwodach i polach figur
podobnych rozwigzywania
zadan

rozumie, co to znaczy, ze

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

uzasadnia, ze odcinek rownolegty do podstawy
danego trojkata o koncach zawartych w ramionach
tego trojkata wyznacza tréjkat podobny do danego
trojkata

rozwigzuje nietypowe zadania geometryczne

o podwyzszonym stopniu trudnosci z wykorzystaniem
wtasnosci figur podobnych

wielokat jest opisany na okregu Uczen:
zna warunki, jakie musi spetniac ¢ dowodzi twierdzenia dotyczace wielokatdéw opisanych

czworokat, aby mozna byto
wpisac w niego okrag
oblicza pole wielokata
opisanego na okregu
wyznacza dtugosc odcinka
taczacego Srodki ramion
trapezu opisanego na okregu

na okregu

stosuje twierdzenia o okregu wpisanym w czworokat
przy rozwigzywaniu zadan

rozwigzuje nietypowe zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci, dotyczace czworokatow opisanych
na okregu, z zastosowaniem poznanych twierdzen
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Temat lekcji

4. Czworokaty wpisane w
okrag

5. Twierdzenie sinusow

Zakres tresci

wie, co to znaczy, ze wielokat
jest wpisany w okrag

zna warunki, jakie musi spetniac
czworokat, aby mozna byto
opisac¢ na nim okrag

stosuje poznane warunki przy
rozwigzywaniu zadan

zna twierdzenie sinuséw

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:
dowodzi poznane twierdzenia dotyczgce wielokatéw
wpisanych w okrag
stosuje twierdzenia o okregu opisanym na
czworokacie przy rozwigzywaniu zadan
rozwigzuje nietypowe zadania o podwyzszonym
stopniu trudnosci dotyczace czworokatdédw wpisanych
w okrag z zastosowaniem poznanych twierdzen

Uczen:

stosuje twierdzenie sinuséw do e znadowdd twierdzenia sinuséw

wyznaczenia dtugosci boku
trojkata, sinusa kata w trojkacie
lub dtugosci promienia okregu
opisanego na trojkacie

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu

trudnosci, z zastosowaniem twierdzenia sinuséw
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Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
» zna twierdzenie cosinuséw Uczen:
» stosuje twierdzenie cosinuséw e znadowodd twierdzenia cosinusow
do wyznaczenia dtugosci boku e rozwigzuje zadania geometryczne o podwyzszonym
: : trojkata lub cosinusa kata w stopniu trudnosci z wykorzystaniem twierdzenia
6. Twierdzenie o S . Ny
CoSINUSOW trojkacie sinusow i twierdzenia cosinusow 2
" rozwigzuje zadania e rozwigzuje zadania geometryczne o podwyzszonym
geometryczne z zastosowaniem  stopniu trudnosci z wykorzystaniem poznanych
twierdzenia sinusow lub twierdzen
twierdzenia cosinuséw
= znaistosuje wzory na pole
trojkata:
P = ab- sinx
_abc Uczen:
7. Pola i obwody T 4R e rozwigzuje zadania geometryczne o podwyzszonym )
wielokatow stopniu trudnosci z wykorzystaniem poznanych

wzorow i twierdzen

P=yp(p-a)(p—-b)(p-0o
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.. . . , Liczb
Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna Iczba

godzin
= oblicza pola figur ptaskich, w Uczen:
tym: tréjkatow, czworokatdédw, e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
8. Przyktady zastosowan kot, stosujac wzory 5
trygonometrii trygonometryczne oraz
twierdzenie sinuséw i
twierdzenie cosinusow
9. Powtorzenie
wiadomosci 3
10. Praca klasowa i jej
omowienie
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Liczba
godzin

7. GEOMETRIA ANALITYCZNA 20

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna
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Temat lekcji

1. Proste w uktadzie
wspotrzednych

Zakres tresci

rozpoznaje rownanie prostej w
postaci kierunkowej oraz w postaci
ogolnej

zapisuje rbwnanie prostej, gdy zna jej
wspotczynnik kierunkowy i
wspotrzedne punktu do niej
nalezacego

zapisuje rbwnanie prostej w
dowolnej postaci, gdy zna
wspotrzedne dwéch réznych
punktow nalezacych do niej

bada wspétliniowos¢ punktow
wyznacza wspoétrzedne punktu
przeciecia prostych

znajduje réwnanie prostej
przechodzacej przez dany punkt i
réwnolegtej do danej prostej
znajduje rownanie prostej
przechodzacej przez dany punkt i
prostopadtej do danej prostej

bada rownolegtos¢ i prostopadtosc
prostych na podstawie ich réwnan
kierunkowych oraz wtasnosci
rozwigzuje zadania dotyczace figur
geometrycznych o danych
wspotrzednych

Uczen zna

Uczen:

¢ znajduje rownanie prostej na podstawie podanych jej
wtasnosci

® rozwigzuje zadania z parametrem dotyczace prostych i
punktéw w uktadzie wspotrzednych

¢ znajduje rownanie prostej przechodzacej przez dany
punkt i rownolegtej do danej prostej

¢ znajduje rownanie prostej przechodzacej przez dany
punkt i prostopadtej do danej prostej

e rozwigzuje zadania dotyczace figur geometrycznych
umieszczonych w uktadzie wspétrzednych

e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
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Liczba
godzin



Temat lekcji

2. Odlegtosc dwoch
punktéw, srodek
odcinka. Odlegtos¢
punktu od prostej

3. Symetria wzgledem
osi oraz poczatku
uktadu
wspotrzednych

Zakres tresci

wyznacza wspotrzedne srodka
odcinka

wyznacza jeden z koncéw
odcinka, gdy zna wspotrzedne
drugiego konca i Srodka
odcinka

oblicza dtugosc odcinka
oblicza odlegtos¢ dwdch
punktéw

oblicza odlegtos¢ punktu od
prostej

rozwigzuje zadania, w ktorych
wykorzystuje poznane
witasnosci

przeksztatca figury (punkty,
odcinki, proste, okregi

i wielokaty) w symetrii
wzgledem osi uktadu
wspotrzednych lub wzgledem
poczatku uktadu
wspotrzednych

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

rozwigzuje zadania dotyczace figur geometrycznych,
w ktorych wykorzystuje znajomosc obliczania
odlegtosci dwoch punktow, Srodka odcinka i
znajdowania rownan prostych rownolegtych do danej
prostej lub prostopadtej do danej prostej

oblicza odlegtos¢ punktu od prostej

oblicza odlegtos¢ prostych réwnolegtych

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

Uczen:
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wyznacza wspoétrzedne punktow nalezacych do
przeksztatcanych figur, gdy ma dane dotyczace ich
obrazow w pewnej symetrii

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci



Temat lekcji

ymetria wzgledem
osi oraz poczatku
uktadu

wspotrzednych

Zakres tresci

przeksztatca figury (punkty,
odcinki, proste, okregi

i wielokaty) w symetrii
wzgledem osi uktadu
wspotrzednych lub wzgledem
poczatku uktadu
wspotrzednych

Uczen zna

Uczen:
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wyznacza wspotrzedne punktow nalezacych do
przeksztatcanych figur, gdy ma dane dotyczaceich
obrazéw w pewnej symetrii

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu
trudnosci

Liczba
godzin



Liczba

Temat lekgji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
" rozpoznaje rownanie
kanoniczne okregu
» odczytuje wspotrzedne srodka i
dtugos¢ promienia z rownania
okregu w postaci kanonicznej
» sprawdza potozenie punktuo  Uczen:
danych wspotrzednych e rozwigzuje zadania, w ktérych wykorzystuje
wzgledem danego okregu umiejetnos¢ wyznaczania Srodka okregu i dtugosci jego
5. Rownanie okreguw = zapisuje rownanie okregu, gdy promienia
postaci kanonicznej zna wspotrzedne jego Srodkai e zapisuje rownania okregu opisanego na dowolnym 3
i w postaci ogblnej dtugos¢ promienia trojkacie lub wpisanego w dowolny tréjkat
= zapisuje rownania okregu e rozwigzuje zadania z parametrem dotyczace okregu,
opisanego na trojkacie i okregu ktorego rownanie jest zapisane w dowolnej postaci
wpisanego w trojkat e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
prostokatny
" rozpoznaje rownanie ogolne
okregu

* zamienia rownanie ogolne
okregu na rébwnanie kanoniczne
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Temat lekcji

5. Opisywanie kota za
pOMOoC3a Nierdwnosci

6. Wzajemne potozenie
prostej i okregu w
uktadzie
wspotrzednych

Zakres tresci

rozpoznaje nieréwnosc
opisujaca koto

zapisuje nierownos¢ opisujaca
koto, gdy zna wspotrzedne
srodka i dtugos¢ promienia kota
bada potozenie danego punktu
wzgledem danego kota

Uczen zna

Uczen:

bada wzajemne potozenie dwoch kot

opisuje figury geometryczne na ptaszczyznie
wykorzystujac nierownos¢ opisujaca koto oraz sume,
iloczyn irdznice zbiorow

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci

Uczen:

wyznacza punkt wspolny

okregu i prostej, gdy prosta jest .
styczna do okregu

sprawdza potozenie danej

prostej wzgledem danego

okregu

sprawdza potozenie prostej i okregu, gdy prosta i okrag
sg podane w dowolnej postaci

wyznacza réwnanie stycznej do okregu x* +y? = r?

gdy zna wspoétrzedne punktu stycznosci

zapisuje réownanie stycznej do dowolnego okregu, gdy
zna punkt nalezacy do tej prostej lub jej wspdtczynnik
kierunkowy

wyznacza wspotrzedne punktdéw wspodlnych prostej

i okregu

bada potozenie danego odcinka wzgledem danego
kota

rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu trudnosci
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Liczba
godzin



Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna godzin
7. Rozwigzywanie zadan ® rozwigzuje zadania dotyczace Uczer:
z wykazzztjmem EE:elgngv’i ﬁ;:gtgx’v\?wswm’ e rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu 3
wspotrzednych uktadzie wspétrzednych trudnosci, w ktorych wykorzystuje poznane wtasnosci
8. Powtorzenie
wiadomosci 3
9. Praca klasowa i jej
omowienie
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Temat lekcji

1. Proste i ptaszczyzny
w przestrzeni

. . , Liczba
Zakres tresci Uczen zna

godzin
8. STEREOMETRIA 24
= zna potozenie dwoch ptaszczyzn
w przestrzeni
= okresla potozenie prostej i
p’(aszczyzn}/ w pr,zestrzenl Uczen:
®» zna potozenie dwoch prostych w . .. , ..
. uzasadnia warunek prostopadtosci oraz rownolegtosci
przestrzeni . , .
e prostej i ptaszczyzny, dwdch prostych, dwoch
= rozrdznia proste prostopadte,
, , ptaszczyzn
rownolegte, skosne - . .
: . e wyznacza rzuty prostokatne roznych figur ptaskich na
» charakteryzuje prostopadtosc i
ptaszczyzne 1

rownolegtosc prostej i
ptaszczyzny

» charakteryzuje prostopadtosc i
réwnolegtos¢ dwdch ptaszczyzn

= rozumie pojecie kata nachylenia
prostej do ptaszczyzny

= wyznacza rzut prostokatny
punktu, odcinka, prostej na
ptaszczyzne

e stosuje rzuty prostokatne przy okreslaniu odlegtosci
dwoch ptaszczyzn réwnolegtych oraz prostej
réwnolegtej do ptaszczyzny
stosuje rzut prostokatny przy okreslaniu kata
nachylenia prostej do ptaszczyzny
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Temat lekcji

2. Graniastostupy iich
rodzaje

3. Krawedzie i przekatne
w graniastostupie

Zakres tresci

» zna definicje graniastostupa

= wskazuje: podstawy, sciany
boczne, krawedzie podstaw,
krawedzie boczne, wysokos¢,
wierzchotki graniastostupa

®» rozrdznia graniastostupy proste i
pochyte

= Znairozumie pojecie
graniastostupa prawidtowego,
prostego i foremnego

= wskazuje przekatne
graniastostupa

®» oblicza dtugosc krawedzi i
przekatnych graniastostupa,
stosujac poznane twierdzenia

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:

i funkcje trygonometryczne kata e

ostrego w tréjkacie
prostokatnym
» wskazuje katy miedzy
krawedziami graniastostupa,
krawedziami a przekatnymi
= okresla, jaka figura jest dany
przekrdj prostopadtoscianu
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opisuje wtasnosci prostopadtoscianu

bada zalezno$¢ miedzy liczbg scian, krawedzi

i wierzchotkow wieloscianu 1
wykorzystuje wzor Eulera do sprawdzenia, czy istnieje
wieloscian wypukty o danej liczbie wierzchotkow,

krawedzi i Scian

Uczen:

oblicza miary katéw miedzy krawedziami

graniastostupa a jego Scianami, przekatnymi

a Scianami 1
bada istnienie danego przekroju prostopadtoscianu
rozwigzuje zadania o podwyzszonym stopniu

trudnosci



Liczba

Temat lekcji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
= oblicza pola powierzchni ,
e L i Uczen:
. . catkowitej i objetos¢ poznanych . . :
4. Pole powierzchni . ; e rozwigzuje zadania ztozone, dotyczace
e L s graniastostupow . , . . .
catkowitej i objetos¢ okreéla. iaka fioura iest dan graniastostupow, o podwyzszonym stopniu trudnosci, 1
graniastostupa ’!. 2 g a y z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych
przekroj graniastostupa twierdzen

ptaszczyzna
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Temat lekcji

5. Ostrostupy iich
rodzaje

Zakres tresci

zna definicje ostrostupa
wskazuje: podstawe, sciany
boczne, krawedzie podstawy,
krawedzie boczne, wysokos¢,
spadek wysokosci, wierzchotek
ostrostupa

znairozumie podziat
ostrostupow

wskazuje katy miedzy
krawedziami ostrostupa,
krawedziami a przekatnymi
podstawy ostrostupa oraz
oblicza miary tych katow
wskazuje katy miedzy
krawedziami ostrostupa a jego
Scianami, przekatnymi
podstawy ostrostupa a jego
Scianami

Liczba

Uczen:
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Uczen zna .
godzin
wyznacza podstawowe zaleznosci w ostrostupie,
w tym w czworoscianie foremnym
oblicza miary katéw miedzy krawedziami ostrostupa a 1

jego Scianami, przekatnymi podstawy ostrostupa
a jego Scianami

okresla, jaka figure otrzymamy w przekroju
ostrostupa ptaszczyzng



Liczba

Temat lekgji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
= oblicza pole powierzchni
catkowitej i objetos¢ poznanych Uczen:
6. Pole powierzchni ostrostupow L . : .
e e o . e rozwigzuje zadania ztozone dotyczace ostrostupow, o
catkowiteji objetoS¢ = rozwigzuje zadania . . ;. .
podwyzszonym stopniu trudnosci, z wykorzystaniem 2
ostrostupa geometryczne dotyczace . .
. . poznanych twierdzen
ostrostupow, z wykorzystaniem
i poznanych wtasnosci
* znairozumie pojecie kata Uczen:
dwusciennego e wyznacza miary katow dwusciennych miedzy Scianami
7. Kat dwuscienny * rozpoznaje kat miedzy graniastostupow i ostrostupow 2
Scianami w graniastostupachi e rozwigzuje zadania nietypowe o podwyzszonym
ostrostupach stopniu trudnosci
» wie kiedy wieloscian jest foremny
» zna klasyfikacje wieloscianéw Uczen:
foremnych i ich podstawowe e uzasadnia i stosuje zaleznosci miedzy wieloScianami
o wtasnosci foremnymi
8. Wielosciany foremne . . . b . o 2
= wykorzystuje wzory na obliczanie e rozwigzuje zadania dotyczace wielo$cianow
pola powierzchni catkowitej i foremnych, o podwyzszonym stopniu trudnosci,
objetosci wielosciandéw stosujac poznane twierdzenia
foremnych
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Temat lekgji Zakres tresci Uczen zna LICZb.a
godzin
» zna definicje walca
» wskazuje: podstawy,
powierzchnie boczna, tworzaca,
wysokosc, o$ walca
* rozumie pojecia: przekroj osiowy
walca, przekroj poprzeczny Uczen:
walca e rozwigzuje zadania dotyczace walcow,
®» oblicza pole powierzchni o podwyzszonym stopniu trudnosci, poznanych
catkowitej i objetos¢ walca twierdzen
» rozpoznaje w walcach katy
miedzy odcinkami oraz katy
miedzy odcinkami a
ptaszczyznami i oblicza miary
tych katow

9. Pole powierzchni
catkowitej i objetosc
walca
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Temat lekcji

10. Pole powierzchni
i objetos¢ stozka

Zakres tresci

» zna definicje stozka

» wskazuje: podstawe,
powierzchnie boczna, tworzaca,
wysokosc, o$ stozka

* rozumie pojecia: przekroj osiowy
stozka, przekroj poprzeczny
stozka i kat rozwarcia stozka

= oblicza pole powierzchni
catkowitej i objetosc stozka

» rozpoznaje w stozkach katy
miedzy odcinkami oraz katy
miedzy odcinkami a
ptaszczyznami, w tym kat
miedzy tworzaca a podstawa,
kat rozwarcia stozka, oraz
oblicza miary tych katéw

Liczba

Uczen zna .
godzin

Uczen:
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rozwigzuje zadania ztozone dotyczace stozkéw, o
podwyzszonym stopniu trudnosci, z wykorzystaniem
trygonometrii i poznanych twierdzen



Temat lekcji

11. Pole powierzchni
i objetosc kuli

12. Bryty podobne

Zakres tresci

= zna definicje kuli i sfery

» wskazuje: Srodek i promien kuli i
sfery, koto wielkie kuli, pas
kulisty, warstwe kulista

= oblicza pole powierzchni i
objetosc kuli

= okresla jaka figura jest dany
przekroj sfery ptaszczyzna

» zna definicje bryt podobnych

» charakteryzuje wtasnosci bryt
podobnych

= stosuje twierdzenia o polu
powierzchni catkowitej
i objetosci bryt podobnych

Uczen zna

Uczen:

rozwigzuje nietypowe zadania dotyczace kul,
o podwyzszonym stopniu trudnosci, z wykorzystaniem
trygonometrii i poznanych twierdzen

Uczen:
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rozwigzuje nietypowe zadania dotyczace bryt
podobnych, o podwyzszonym stopniu trudnosci,
z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych
twierdzen

Liczba
godzin



Liczba

Temat lekgji Zakres tresci Uczen zna .
godzin
" rozumie pojecia: graniastostup
wpisany w walec, graniastostup
opisany na walcu Uczen:
" rozumie pojecia: stozek wpisany e wyznacza promien kuli wpisanej w wieloscian wypukty
. w walec, walec opisany na w zaleznosci od pola powierzchni catkowitej i
13. Bryty wpisane : . .
i opisane stozk.u o . objet-osa.teg.o wieloScianu . 2
» rozumie pojecia: kula wpisanaw e rozwigzuje nietypowe zadania dotyczace bryt
wieloscian, kula opisana na wpisanych i opisanych, z wykorzystaniem poznanych
wieloScianie twierdzen i trygonometrii
* rozwigzuje zadania dotyczace
bryt wpisanych i opisanych
14. Powtorzenie
wiadomosci 3
15. Praca klasowa i jej
omowienie
Godziny do dyspozycji nauczyciela 12
RAZEM 180
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Scenariusze do klasy Il

1. Planimetria

Temat 1: Podstawowe pojecia geometryczne

Cel lekcji: poznanie podstawowych pojec z geometrii punkt, prosta, potprosta,
ptaszczyzna, okrag, koto, tuk, figura wypukta i wklesta.

Cele edukacyjne: uczen powinien:
Wiedziec co to jest prosta, punkt, potprosta, ptaszczyzna, okrag, koto tuk

Znac pojecia figury wklestej i wypuktej oraz podawac ich przyktady
— Rozumie pojecie odlegtosci na ptaszczyznie

— Wyznaczac iloczyn, sume i roznice figur na ptaszczyznie

— Obliczac¢ odlegtos¢ punktow na ptaszczyznie

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie nastepujacych pojec: punkt, prosta, potprosta, ptaszczyzna,
odlegtos¢ na ptaszczyznie, okrag, koto, tuk, figura wklesta i wypukta
3. Uczniowie podaja przyktady figur wklestych i wypuktych
4, Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Ile prostych mozna poprowadzi¢ przez 3 r6zne punkty?

Zad. 2

Wsréd podanych wielokatéw wskaz wielokaty wypukte:

Zad. 3
Na ile czesci podzielg ptaszczyzne trzy proste?
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Zad. 4

Ktore zdanie jest prawdziwe?

1. Proste rownolegte sa to proste, ktére leza w jednej ptaszczyznie i nie maja punktéw
wspolnych

2. Przez jeden punkt ptaszczyzny mozna poprowadzic tylko dwie proste

3. Przez dowolny punkt ptaszczyzny, nie nalezacy do danej prostej, mozna poprowadzic
tylko jedng prosta do niej rownolegta

4. Przez dwa punkty ptaszczyzny mozna poprowadzi¢ nieskonczenie wiele prostych

Zad. 5
Wsrod podanych wielokatow wskaz wielokat wklesty.

it =
o

Zad. 6

Punkty A, B, C sg wspétliniowe. Odlegtos¢ punktow A i B wynosi 6, a punktow B i C jest
rowna 4. Oblicz odlegtos¢ punktow Ai C.

Zad. 7

Znajdz taka wartos¢ zmiennej x, aby punkty A, B, C byty wspétliniowe.

|AB| = 8

|[BC| =6

|AC| = x

Temat 2: Wspotliniowos¢ punktow. Nierownosc tréojkata

Cel lekcji: poznanie poje¢ zwigzanych z odlegtoscia - wspétliniowos¢ punktéw oraz
stosowanie nierownosci trojkata udowadniania wspotliniowosci punktéw i rozwigzywania
zadan.
Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac pojecie odlegtosci i wspotliniowosci punktow
— Znac nierownos¢ trojkata i stosowac jg do badania wspotliniowosci punktow
— Rozstrzygad jakim trojkatem (prostokatnym, ostrokatnym, rozwartokatnym) jest
tréjkat o danych bokach
— Stosowac nierdwnos¢ trojkata do rozwigzywania zadan z parametrem
Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie nastepujacych pojec: wspotliniowosc punktéw, nierownosc tréjkata
(suma dtugosci dwoch bokow tréjkata musi by¢ wieksza niz dtugosc trzeciego
boku)
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3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Ustal kolejnosc¢, w ktorej potozone sg punkty A, B, C, D, jesli sg one wspétliniowe.
|AC| = 8

|BC| = 11
|CD| = 6

|[BD| =5

Zad.?2

Czy punkty A, B, C sg wspotliniowe?
|AB| = 3

|AC| = 10

|BC| = 13

Zad.3

lle trojkatoéw mozna zbudowad z odcinkdw dtugosci: 1, 2, 3, 4, 57 (kazdego odcinka mozna
uzyc¢ tylko raz)

Zad. 4

Ile wynosi obwod tréjkata rownoramiennego, ktorego boki maja dtugos¢3cm i 7.cm?
Zad. 5

Czy z odcinkow dtugosci: 1 cm, 2 cm, 3 cm mozna zbudowac tréjkat?

Zad. 6
Dwa boki pewnego trojkata prostokatnego maja dtugosci 12i 5. Ile wynosi dtugosc
trzeciego boku?

Temat 3: Wspotliniowos¢ punktow. Nierownosc trojkata

Zad. 1
Okresl jakim tréjkatem jest trojkat o bokach dtugosci: 11 ¢cm, 13 ¢cm, 16 cm.

Zad. 2
Czy trojkat o bokacha =8 cm, b = 10 cm, c = 6 cm jest prostokatny?

Zad. 3

Jakim trojkatem jest trojkat o bokach dtugosci:
a)10cm,7 cm,11 cm

b)3cm,4 cm,5 cm

¢)5cm,8cm,13 cm

Zad. 4

Dla jakiej wartosci x podane odcinki sg bokami trojkata?
2x—1

x+4

3x + 2
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Zad.5

Dla jakiej wartosci parametru m odcinki: 2m, m + 2,4 — m sg bokami trojkata?

Zad. 6

Dla jakiej wartosci zmiennej x odcinki: x + 1, 6, 6 sg bokami trojkata rownoramiennego?

Temat 4: Katy i ich rodzaje

Cel lekcji: poznanie podstawowych rodzajow katéw i zastosowanie wtasnosci katéw do
obliczania ich miar

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac podziat katow ze wzgledu na ich miare: katy wkleste i wypukte, kat prosty,
ostry, rozwarty, petny, potpetny.
— Znac pojecia katow przylegtych i wierzchotkowych oraz stosowac ich wtasnosci do
rozwigzywania zadan
— Wiedzie¢, ze suma miar katow w trojkacie jest rowna 180°, a suma miar katéw w
wielokacie jest stata
— Oblicza¢ miary katow powstatych w wyniku przeciecia dwoéch prostych
rownolegtych trzecig prosta
— Oblicza¢ miary katow w wielokacie o n bokach
Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Nauczyciel podaje podstawowy podziat katow oraz ich definicje: kat wklesty,
wypukty, prosty, ostry, rozwarty, petny, pétpetny
3. Podanie wzoru na obliczanie sumy miar katéw w wielokacie o n bokach
(n—2)-180°
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Miara jednego z katow przylegtych jest osiem razy wieksza od drugiego. Wyznacz te katy.

Zad. 2
Wyznacz miary katéw zaznaczonych na rysunku, jesli AC||BD, AB||DC

Zad. 3
Wyznacz miary pozostatych katow:
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Zad. 4
Wyznacz miary katow trojkata, jesli kat B jest dwa razy wiekszy niz kat 6, a kat a ma miare
66°.

Zad.5

Ile wynosi miara kata przy wierzchotki B trojkata ABC, jesli:
a=112°

g =121°

A B

Zad. 6
Ile wynosi suma katow wewnetrznych w siedmiokacie?

Zad.7
Ile bokow ma wielokat, w ktérym suma miar katéw wewnetrznych wynosi 2160°?
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Temat 5:Wzajemne potozenie prostej i okregu

Cel lekcji: poznanie pojecia stycznej do okregu oraz zastosowanie twierdzenia o
odcinkach stycznych do okregu do rozwigzywania zadan

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Umiec badac¢ wzajemne potozenie prostej i okregu na podstawie danej odlegtosci
prostej od srodka okregu i znanego promienia okregu

Znac pojecie stycznej do okregu i umiec¢ konstruowac styczng do okregu
przechodzaca przez dany punkt

Znac pojecie siecznej okregu

Znac twierdzenie oraz dowod twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie nastepujacych pojeé: styczna i sieczna okregu
3. Nauczyciel pokazuje jak poprawnie skonstruowac styczng do okregu przechodzaca
przez punkt lezacy poza danym okregiem
4. Podanie twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu - ,,odcinki dwéch stycznych
poprowadzonych do okregu z punktu zewnetrznego, wyznaczone przez ten punkt i
odpowiednie punkty stycznosci sg rownej dtugosci”
5. Uczniowie przeprowadzajg dowdd twierdzenia o odcinkach stycznych do okregu
6. Rozwigzywanie zadan
Zad. 1

Okresl wzajemne potozenie prostej k i okregu o Srodku w punkcie S i promieniu r. Niech
d(S, k) bedzie odlegtoscia prostej k od punktu S.

a)

d(S,k)=23

r=3J§
b)d(S,k)=3

r=3

c)

d(S,k)=5v2 -1

r=2,5

Zad. 2

Dla jakiej wartosci parametru m prosta k ma dwa punkty wspolne z okregiem o srodku w
punkcie S

d(S,k)=m"+2m+1

r=-m-1

Zad. 3

Na trojkacie BCD opisano okrag i poprowadzono styczng do tego okregu w punkcie B.
Wyznacz miary katéw trojkata.
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Zad. 4

Trzy okregi o promieniu rownym 4 cm sg styczne zewnetrznie. Wyznacz boki i katy trojkata
EFG.

Temat 6: Wzajemne potozenie dwoch okregow

Cel lekcji: badanie wzajemnego potozenia dwoch okregow w zaleznosci od dtugosciich
promieni i odlegtosci miedzy ich Srodkami

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Okresla¢ potozenie dwdch okregdw w zaleznosci od odlegtosci ich Srodkéw i
dtugosci promieni
— Badac jakie warunki musza byc¢ spetnione, aby okregi byty: styczne zewnetrznie,
styczne wewnetrznie, roztaczne zewnetrznie lub wewnetrznie, przecinajace sie
— Rozwigzywac zadania z parametrem

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Podanie warunkdw , jakie muszg spetniac okregi, aby byty styczne zewnetrznie,
styczne wewnetrznie, roztaczne zewnetrznie lub wewnetrznie, przecinajace sie
3. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1

Okresl wzajemne potozenie okregow o srodkach w punktach Ai B oraz promieniach
dtugosciaib,a > b.

a)a-b<|ABl<a+b

b) | AB|>a+b
)| AB|=0

d) | ABl=a-b
e)|ABl=a+b
f) | AB|<a—b
Zad. 2

Okresl wzajemne potozenie okregow o sSrodkach w punktach Ai B oraz danych
promieniach:

a)

| AB|=5
=3
r,=2
b)

| AB|=8
=6
r,=4
c)

| AB|=6
1 =10
r,=4
d)

| AB|=5
=06
r,=4
Zad. 3

Jak potozone s3 okregi jesli promien pierwszego okregu jest dwa razy wiekszy niz promien
drugiego okregu, a odlegtos¢ miedzy sSrodkami okregow jest Srednig arytmetyczng ich
promieni?

Zad. 4

Dla jakiej wartosci parametru k okregi sg styczne zewnetrznie?
| AB|=2k -1

n=k+3
r,=6-2k
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Zad.5
Okresl wzajemne potozenie okregow o Srodkach w punktach Ai B oraz danych

promieniach:
| AB|=3,5

i =632
=3

Zad. 6

W zaleznosci od parametru m okresl wzajemne potozenie okregdw:
| AB|=6—k

n=k+2

r,=k-1

Temat 7: Katy zwigzane z okregiem: srodkowe i wpisane

Cel lekcji: poznanie podstawowych rodzajow katdéw zwigzanych z okregiem i stosowanie
ich wtasnosci do rozwigzywania zadan

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Wiedzie¢, co to jest kat sSrodkowy okregu i kat wpisany w okrag
— Znac zaleznosS¢ miedzy katem wpisanym w okrag a katem srodkowym okregu
opartym na tym samym tuku i stosowac jg do obliczania miar tych katow
— Dowodzi¢ twierdzenie o katach wpisanym i Srodkowym okregu opartych na tym
samym tuku

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie i zdefiniowanie poje¢: kat wpisany w okrag, kat opisany na okregu
3. Nauczyciel podaje i dowodzi twierdzenie o katach wpisanych i opisanych na tym
samym tuku

N

4. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1
Wyznacz miary katéw zaznaczonych na rysunku:
1.

Zad. 2
Wyznacz miary katow zaznaczonych na rysunku:
1.
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Zad. 4
Okrag podzielono na trzy czesci w stosunku 1: 3: 6, a przez punkty podziatu
poprowadzono styczne do okregu. Podaj miary katow utworzone przez styczne.

Zad. 5
Wyznacz miary katow tréjkata ABC:

D

Zad. 6
Wyznacz miare kata a.

D

800
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Temat 8: Okrag opisany na trojkacie

Cel lekcji: poznanie wtasnosci okregu opisanego na tréjkacie

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Znac pojecie i umiec¢ konstruowac symetralng odcinka

Wiedziec, ze Srodek okregu opisanego na trojkacie lezy na przecieciu symetralnych
bokow

Konstruowac okrag opisany na trojkacie

Wyznaczac promien okregu opisanego na tréjkacie, w szczegolnosci na trojkatach
prostokatnym, rownoramiennym i rownobocznym

Znac zaleznos¢ miedzy promieniem okregu opisanego na tréjkacie rwnobocznym
a wysokoscia trojkata

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Podanie pojecia symetralnej odcinka
3. Nauczyciel konstruuje okrag opisany na trojkacie
4. Podanie sposobow wyznaczania dtugosci promienia okregu opisanego na
tréjkacie, jesli dane sa jego boki (w trojkacie rownobocznym R = gh, w dowolnym
tréjkacie wykorzystanie wzoru na pole trojkata P = i—l:)
5. Rozwigzywanie zadan
Zad. 1

Oblicz dtugos¢ promienia opisanego na trojkacie o bokach dtugosci:
a) 4,6,8

b) V2, 342, 342

Zad. 2

Ile wynosi dtugosc promienia okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym o podstawie
rownej 4?7

Zad. 3

W okrag wpisano trojkat BCD, w ktérym |2C| = 50°, |£D| = 70°. Przez wierzchotek B
poprowadzono styczng do okregu (jak na rysunku). Oblicz miary katow tréojkata DBE.
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Zad. 4
Dtugosc ramienia trojkata rwnoramiennego wynosi 6 cm, a kat miedzy ramionami ma
miare 120°. Wyznacz dtugo$¢ promienia okregu opisanego na tym trojkacie.

Zad.5

Dany jest trojkat prostokatny, w ktérym jedna przy prostokatna ma dtugosc 5, a wysokos¢
poprowadzona z wierzchotka kata prostego wynosi 4. Wyznacz promien okregu opisanego
na trojkacie.

Zad. 6
Na trojkacie BCD opisano okrag, a w punktach B, C, D poprowadzono styczne. Wyznacz
miary katéw trojkata EFG.

Temat 9: Okrag wpisany w trojkat

Cel lekcji: poznanie pojecia dwusiecznej kata oraz zastosowanie jej do konstrukcji okregu
wpisanego w trojkat

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac pojecie dwusiecznej kata i umiec jg konstruowac
— Wyznaczac Srodek okregu wpisanego w tréjkat lezacy na przecieciu dwusiecznych
katow trojkata
— Konstruowac okrag wpisany w trojkat
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— Umiec wyznaczac dtugosc¢ okregu wpisanego w trojkat majac dane dtugosci bokow
trojkata

— Znaciumiec stosowac wzor na pole trojkata z wykorzystaniem dtugosci promienia
okregu wpisanego w tréjkat

— Znac zalezno$¢ miedzy promieniem okregu wpisanego a opisanego na trojkacie
rownobocznym

Porzadek lekgji:

1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec

2. Zdefiniowanie pojecia dwusiecznej kata i pokazanie uczniom jej prawidtowej
konstrukgji

3. Nauczyciel konstruuje okrag wpisany w trojkat. Srodek okregu wpisanego w trojkat
to punkt przeciecia dwusiecznych katow

4. Podanie zaleznosSci miedzy promieniem okregu wpisanego w trojkat rownoboczny
a wysokoscia trojkatar = %h oraz wprowadzenie wzoru na pole dowolnego
tréjkata P = rp

5. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Wyznacz promien okregu wpisanego w tréjkat, w ktorym boki maja dtugosci:
a) 4,4,4

b) 442, 642, 82

c) 3,3,5

Zad. 2
Dany jest trojkat rownoramienny CBD, w ktorym |CD| = |BD|. Wyznacz miary katow
trojkata.

Zad. 3
Trojkat ABC o bokach dtugosci |AB| = 16, |BC| = 24, |AC| = 12 opisano na okregu.
Znajdz dtugosci odcinkéw, na ktore punkty stycznosci podzielity boki trojkata.
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Zad. 4

W tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dtugos¢ 13 cm i jest o 1 cm dtuzsza od

przyprostokatnej. Wyznacz dtugos¢ promienia okregu wpisanego w ten tréjkat.

Zad.5

Czy prawda jest, ze punkt przeciecia sie dwusiecznych dwéch dowolnych katow trojkata

jest jednakowo oddalony od jego bokow?

Zad.6

W tréjkacie prostokatnym przyprostokatna ma dtugosc 4 cm, a przeciwprostokatna 5 cm.
Wyznacz sume promieni okregdw wpisanego i opisanego na tym tréjkacie.

Temat 10:Twierdzenie Pitagorasa

Cel lekcji: poznanie twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
orazich dowody
— Umiec zastosowad twierdzenie Pitagorasa do obliczania bokéw w trojkacie
prostokatnym
— Sprawdzac, czy trojkat o danych bokach jest prostokatny, ostrokatny czy
rozwartokatny

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Nauczyciel podaje twierdzenie Pitagorasa i jego dowod
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Dane sa dtugosci bokow pewnych trojkatow. Wskaz trojkaty prostokatne:
a) 6,8,10

b) 7,22,25

c) 5,8,10

d) 13,12,5

e) 3,4,5

f) 11,13,16

Zad. 2

W tréjkacie prostokatnym z kata prostego poprowadzono wysokos¢ réwng 4 cm, ktora
podzielita przeciwprostokatna na odcinki dtugosci 2 cm i 8 cm. Wyznacz dtugosci
przyprostokatnych.

Zad. 3
Dany jest prostokat ABCD (patrz rysunek). Czy prawdziwe jest podane réwnanie?
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AE®?+ CE*=DE®+ BE?

Zad. 4
W tréjkacie ABC o bokach dtugosci |AB| = 8,|AC| = 6, |BC| = 12 poprowadzono
wysokos¢ AE oraz Srodkowg AD. Wyznacz dtugosc srodkowe;j.

Zad.5
Punkt E nalezy do wnetrza tréjkata prostokatnego ABC. Czy prawdziwa jest rownos¢:

c
q

CF2+ AD? + BG? = CG? + BD? + AF*

G EGLBC
F E
[t o0°
A B=[o0o B
Zad. 6

Przyprostokatna AC tréjkata prostokatnego ABC (kat prosty przy wierzchotku A) ma
dtugosc 3 cmi jest 5 razy krétsza od przeciwprostokatnej. Oblicz dtugos¢ srodkowej CD.

Temat 11: Twierdzenie Talesa

Cel lekcji: wprowadzenie twierdzenia Talesa oraz zastosowanie go do rozwigzywania
zadan

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znadtwierdzenie Talesa oraz twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
— Dowodzi¢ twierdzenie Talesa oraz umiec je zastosowac do rozwigzywania zadan
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— Uzasadnia¢ za pomoca twierdzenie Talesa rownolegtosc prostych
— Wykorzystac twierdzenie Talesa do obliczania dtugosci bokow i pol tréjkatow i
trapezow

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie twierdzenia Talesa oraz podanie twierdzenia odwrotnego do
twierdzenia Talesa
3. Nauczyciel przeprowadza dowod twierdzenia Talesa
4. Uczniowie rozwigzujg w grupach ponizsze zadania, a nastepnie prezentuja
rozwigzania na tablicy

Zad. 1
Wyznacz x iy, jesli AD||CB.

Zad. 2
Wyznacz dtugosci odcinkéw x i y:

ED||BC
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Zad. 3
W trapezie ABCD przedtuzenia ramion przeciety sie w punkcie S. Wyznacz dtugosc
podstawy AB tego trapezu, jesli |AD| = 6,|DS| = 2,|DC| = 5.

Zad. 4
Oblicz pole trojkata wiedzac, ze
|BC| = 6.
3|DE| = 21AC)
|AE| = [AC]
|AC| < |AB|
Zad. 5

Rozstrzygnij, czy prawdziwe jest ponizsze zdanie:
Jesli w tréjkacie ABC prosta m rownolegta do boku BC przechodzi przez srodek boku AB, to
jednoczesnie przecina bok AC w potowie.

Zad. 6

W tréjkacie ABC odcinek DE jest rownolegty do boku BC, punkt D nalezy do boku AB, a
punkt E nalezy do boku AC. Wyznacz dtugos¢ boku AC, jesli:

|AB| + |AC| = 12

|AD| = 2

|AE| = 4

Temat 12: Tréjkaty i ich punkty szczegélne. Twierdzenie o dwusiecznej kata

Cel lekcji: zapoznanie uczniow z podstawowymi wtasno$ciami tréjkatédw oraz zich
punktami szczegblnymi (Srodek ciezkosci, Srodkowa, wysokosé, dwusieczna)

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac pojecie srodka ciezkosci trojkata, sSrodkowej, dwusiecznej kata

— Znactwierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie i Srodkowych tréjkata oraz umiec
przeprowadzi¢ dowody tych twierdzen

— Znacistosowac twierdzenie o odcinku taczacym srodki ramion trojkata

—  Wykorzystywac zwigzek miedzy sSrodkiem okregu wpisanego i opisanego na
trojkacie rownobocznym

— Stosowac poznane twierdzenia do rozwigzywania zadan

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie twierdzenia o dwusiecznej kata w trojkacie, Srodkowych w trojkacie
i twierdzenia o odcinku taczacym Srodki ramion w trojkacie
3. Wprowadzenie wtasnosci, ze w trojkacie sSrodkowe dzielg sie w stosunku 1:2
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4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
W tréjkacie rownobocznym bok ma dtugosc 6 cm. Wyznacz sume promieni okregu
wpisanego i opisanego na tym trojkacie.

Zad. 2

W tréjkacie ABC z wierzchotka C poprowadzono srodkowa. Wyznacz dtugosc tej Srodkowej
wiedzac, ze:

|AB| = 10

|[BC| = 9

|AC| = 5

Zad. 3

W trojkacie ABC danesa: |AB| = 6,|BC| = 10,|CA| = 14.Z wierzchotka B
poprowadzono dwusieczng, ktora przecieta bok AC w punkcie D. Wyznacz dtugosci
odcinkow AD i DC.

Zad. 4
W tréjkacie dane sg dtugosci bokow: |AB| = 8,|BC| = 6,|AC| = 4.Wyznacz dtugosc
dwusiecznej CD.

Zad. 5
W tréjkacie ABC z wierzchotkow A i B poprowadzono srodkowe dtugosci odpowiednio: 18
cmi 7,5 cm. Wyznacz dtugosci bokéw trojkata.

Temat 13: Trojkaty przystajace
Cel lekcji: zastosowanie wtasnosci tréjkatdw przystajacych do rozwigzywania zadan

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac definicje trojkatéw przystajacych i stosowac twierdzenie o cechach
przystawania trojkatédw do rozwigzywania zadan praktycznych
— Rozpoznawac pary tréjkatoéw przystajacych

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia trojkatéw przystajacych i podanie twierdzenia o cechach
przystawania trojkatow
3. Zastosowanie poznanych twierdzen do rozwigzywania zadan

Zad. 1
W okregu poprowadzono Srednice AB i CD. Czy prawda jest, ze odcinki AD i BC s3
przystajace?

Zad. 2
Rozstrzygnij czy tréjkaty przedstawione na rysunkach sa przystajace:
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A

Zad. 3

W tréjkacie rownobocznym ABC o boku dtugosci 4 przedtuzono odpowiednie boki (jak na
rysunku) - czy trojkat jest trojkatem rownobocznym?
E

|AD| = |CE|=|BF|=1

Zad. 4
Przekatna rownolegtoboku dzieli go na dwa tréjkaty. Czy sa one przystajace?

Zad. 5
Proste ki m sa styczne do okregu (patrz rysunek). Czy odcinki BD i CD sg przystajace?
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Zad. 6
W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A jest rowny roznicy kata przy wierzchotku B i kata
przy wierzchotku C. Wyznacz miare najwiekszego kata.

Temat 14: Trojkaty podobne

Cel lekcji: zastosowanie cech podobienstwa tréjkatow do rozwigzywania réznych zadan

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac definicje trojkatédw podobnych oraz twierdzenie o cechach podobienstwa
trojkatow
— Rozpoznawac tréjkaty podobne
— Uzasadniad, ze w trojkacie prostokatnym wysokosc jest Srednig geometryczna
dtugosci odcinkéw, na ktore wysokosc dzieli przeciwprostokatna

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia trojkatéw podobnych
3. Udowodnienie twierdzenia o cechach podobienstwa trojkatow
4. Wprowadzenie wzorow na wysokosc¢ w trojkacie prostokatnym h = %, h? = |AD| -
|DC|
A

B b

5. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1
Sprawdz, czy podane trojkaty sg podobne:
a)

vV \

\\ P 7 |
\‘.\\ B /
\\ 2 |
-
= '|
/) |
E
R-""'M-H_x_
£
c 10
D
12 18
_r.[+ 90° B
10

Zad. 2

Czy prawda jest, ze wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego dzieli trojkat
prostokatny na 2 trojkaty podobne?

Zad. 3

Trojkaty ABC i DEF sg podobne. Dtugosci bokdéw trojkata ABC sg odpowiednio réwne: 5 cm,
6 cm, 9 cm, a obwdd tréjkata DEF wynosi 60 cm. Wyznacz dtugosci bokow tréjkata DEF.

Zad. 4

W tréjkacie prostokatnym dana jest wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego
réwna 12 cm oraz obwaod tréjkata wynoszacy 60 cm. Wyznacz dtugosci bokow trojkata.

Zad. 5

Trojkat ABC jest rownoramienny (|JAC| = |BD]). Na podstawie trojkata zbudowano
poétkole o Srednicy 8 cm. Jaka dtugos¢ maja odcinki AD i BE, jesli ramie trojkata jest rowne
16 cm?
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Zad. 6
Wyznacz dtugos¢ kwadratu wpisanego w trojkat rownoramienny o bokach dtugosci: 20
cm, 26 cm, 26 cm.

Temat 15: Twierdzenie o odcinkach siecznych

Cel lekcji: zastosowanie twierdzenia o odcinkach siecznych do rozwigzywania zadan
praktycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znacidowodzi¢ twierdzenie o odcinkach siecznych
— Stosowac poznane twierdzenia do rozwigzywania zadan

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia siecznej
3. Wprowadzenie twierdzenia i dowodu twierdzenia o odcinkach siecznych
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Oblicz x:
a)
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Zad. 2

Dane sa:
|CF| — |DF| =6
|EF|:|BF| = 3:2

Wyznacz dtugosci odcinkéw CF i DF.

Zad. 3

Dany jest okrag o Srodku w punkcie A i promieniu r. Odlegtos¢ punktu F od srodka okregu
wynosi d. Jesli DF jest sieczna, ktora przecina okrag w punktach D i E, to czy prawdziwa
jest podana rownosc¢?

|EF|-|DF|=|d?-r?|
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Zad. 4
Wyznacz x:
a)

Zad. 5

Dany jest czworokat ABCD oraz:

|AD|=13

|DE|=15

|BC|=15

|BE|=21

Czy na czworokacie ABCD mozna opisac okrag?

Zad. 6
Znajdzxiy:
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Powtorzenie wiadomosci

Zad.1
Wyznacz x:

Zad. 2
W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczng CD. Wyznacz dtugos¢ odcinka DB, jesli
|AD| = 2,]AC| = 10,|BC| = 8.

Zad. 3
Dane sa dtugosci bokow trojkata: 6, 10, 12. Wyznacz promien okregu wpisanego i
opisanego na tym trojkacie.

Zad. 4

W tréjkacie prostokatnym ABC (kat prosty przy wierzchotku A) |[AB| = 2|AC|. Wyznacz
stosunek odcinkow, na jakie podzielita przeciwprostokatng wysokos¢ poprowadzona z
wierzchotka A.

Zad.5

Miara jednego z katow przylegtych jest piec razy wieksza od drugiego. Wyznacz te katy.
Zad.6
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W tréjkacie ABC o bokach dtugosci |AB| = 10, |AC| = 12,|BC| = 16 poprowadzono
wysokos¢ AE oraz Srodkowg AD. Wyznacz dtugosc Srodkowe;j.

Sprawdzian

Zad. 1
Suma katéw pewnego wielokata wypuktego jest rowna 2160°. lle bokéw ma ten wielokat?

Zad. 2
Dla jakiej wartosci parametru m z odcinkéw: 2m + 4,6 — m, m + 2 mozna zbudowac
trojkat?

Zad. 3
Okresl wzajemne potozenie okregéw o promieniach dtugosci ai b i sSrodkach w punktach A
i B.

a)

a=9
b=4

| AB|=5
b)

a=3
b=2

| AB|=7
c)

a=11
b=17

| AB|=6
d)
a=25
b=15

| AB|=4

Zad. 4
Wyznacz dtugosc boku kwadratu wpisanego w tréjkat prostokatny o przyprostokatnej
rownej 8 i przeciwprostokatnej dtugosci 17.

Zad.5
Dwa katy tréjkata ABC majg miary 30° i 40°. Wyznacz miare kata miedzy wysokoscia
poprowadzong z wierzchotka trzeciego kata w jego dwusieczna.

Zad. 6

Punty ABC podzielity okrag na tuki, ktoérych stosunek wynosi 2:3:4. Wyznacz miary katow
tréjkata ABC.
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Zad.7
Wyznacz dtugosci zmiennych x iy

Poprawa pracy klasowej

Zad. 1
Odp. 14

Zad. 2
Odp. m€(0,2)

Zad. 3

a) okregi sg styczne wewnetrznie

b) okregi nie maja zadnych punktéw wspolnych
c) okregi przecinaja sie w dwoch punktach

d) okregi s styczne zewnetrznie

Zad. 4

5
Odp. 5—
P 23

Zad.5
Odp. 5°

Zad. 6
Odp. 40°,60°,80°

Zad. 7

x=16
Odp.
y=25
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Wyrazenia wymierne

Temat 1: Wyrazenia wymierne

Cel lekcji: poznanie podstawowych wtasnosci wyrazen wymiernych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— 0Odrozniac wyrazenia wymierne od innych wyrazen algebraicznych
— Wyznaczac dziedzine wyrazen wymiernych
— Umiec rozszerzac oraz skraca¢ wyrazenia wymierne przy zastosowaniu wzoréw
skroconego mnozenia
— Oblicza¢ warto$¢ liczbowa wyrazen dla danych wartosci zmiennych

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia wyrazenia wymiernego oraz podanie przyktadow takich
wyrazen
3. Przypomnienie wzoréw skréconego mnozenia
(a + b)? = a® + 2ab + b?
(a —b)? = a®? —2ab + b?
(a —b)(a+ b) = a® — b?
(a+ b)® = a® + 3a®b + 3ab? + b3
(a — b)® = a® — 3a®b + 3ab? — b3
a®> — b3 = (a—b)(a® + ab + b?)
a® + b3 = (a+ b)(a*? — ab + b?)
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Oblicz wartosc¢ wyrazen dla podanej wartosci zmiennej x, a nastepnie uszereguj je w
kolejnosci rosnacej:
4x-2

27 —6x-1""

—x-2x"
X2 +8x+15’
—0,5x
4x> +1°
4x’ +x+4

—x +x-1

x=1

3
2
x=-1

Zad. 2
Podaj dziedzine wyrazen:
2
x-3
3x
2x—4

a)

b)
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2x—1
4x* —4x+1
x+3

d
)x2+9

Zad. 3
x—13

Wyznacz dziedzine wyrazenia:
y @y 2x = 5x* —8x+20

Zad. 4

Czy podane wyrazenia sg sobie rowne?
x-3 1

x> -9 | x+3

Zad. 5

3_2
zy
2.3
xz°y

Doprowadz podane wyrazenie do prostszej postaci: —

Zad. 6
Dla jakich wartosci m i n podane funkcje sg rowne?

£ = 1

ig(X)=———
g(x) x*+4x+3

1
(x+n)(x—m)

Zad.7
[le musi wynosi¢ parametr m, aby rownanie byto prawdziwe?
x—-1_ m

3x  3x’—6x>+3x

Zad. 8
— 2 — —
Skro¢ utamek: —% 19X =36
x +7x-60

Temat 2: Wyrazenia wymierne
Kontynuowanie rozwigzywania zadan praktycznych

Zad. 1
Podaj dziedzine wyrazen:
10x-12
x’ —3x" +6x-18
x*—4x+1
3x* —3x
5x° —3x
—x*—4x-3
x-3
2x* +2x° —12x°

b)

c)
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Zad. 2

Doprowadz podane wyrazenie do prostszej postaci:

Zad. 3

Podaj dziedzine wyrazenia:

Zad. 4

Skréc¢ utamek:

Zad.5

a’ +2a*b+ ab?
a® +a’h’

X +4x*+x-6

X —9x

x'=2x —x+2

X —=x*—6x+6

Zapisz w prostszej postaci:
2x+6

X +x—6

2x* —8x—10
b 2

x*—8x+15

—6x> +6x+12

c)

x’—4

x*=3x>—x+3

d)

Zad. 6

x*—4x+3

Czy podane wyrazenia sg rowne?

(x+3)(x+1) i x*+4x+3

X —

5 x-5

Temat 3: Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Cel lekcji: zastosowanie wzoroéw skréconego mnozenia oraz postaci iloczynowej funkcji
kwadratowej do mnozenia i dzielenia wyrazen wymiernych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Mnozyc i dzieli¢ wyrazenia wymierne

Sprowadzac otrzymane wyniki mnozenia i dzielenia do najprostszej, nieskracalnej
postaci

Stosowad wzory skroconego mnozenia, postac iloczynowa funkcji kwadratowej i
rozktadu wielomianu na czynniki do mnozenia i dzielenia wyrazen wymiernych

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci o funkcji kwadratowej i rozktadzie wielomianu na
czynniki
3. Przypomnienie schematu Chornera
4. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1

Wykonaj mnozenie, a nastepnie oblicz wartos¢ wyrazenia dla podanych zmiennych a,bic.
Uszereguj wyrazenia w kolejnosci malejacej:
2a’b 6ab’

3bc? . 2a°h
ab*—a® 3b*

b a+b

g2 2
ab 3b -Z—Z,a=2,b=1
a

,a=2b=1c=-1

,a=0,b=5

a’ +2ab+b? .a—b
a’ —b? a+b

,a=-2,b=4

Zad. 2

Wykonaj mnozenie:
X +2x* x-3

a) 2 5.2
x =9 2x -8
2

b)x x—2 —3x-6
2—-x 18x+18
x’+8 3-2x

C) —-
4—-x" 4x-6
X' +2x  x'+2x
2x* +4x —x*+4

Zad. 3
Wykonaj mnozenie:
X —6x*—x+6 . X +3x? —4x—12

X +x-2 x*=3x-18
Zad. 4
Wykonaj mnozenie, a nastepnie oblicz wartos¢ otrzymanego wyrazeniadlax = —1

3x+6-3x"  3x’+9x+9

12x% +12x-24 —x*+x+2
Zad.5

Doprowadz podane wyrazenie do prostszej postaci:
X’ +5x° +5x—2. x*+2x*-9x—18
X =x"=9x+9 x’+8x*+20x+16

Zad. 6

Czy poprawnie wykonano mnozenie?
3x° +6x° —9x —3x*—11x+4 ~ 3x(x+3)
S3x7—2x+1 X 43x—4  x+l
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Temat 4: Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Zad. 1
Czy uczen prawidtowo wykonat dzielenie podanych wyrazen?
¥ +8x*—x-8 . —x*=7x+8 (x+1D)(x+3)
X’ +7x-18  x*+9x>—9x—81 x—2
Zad. 2
Wykonaj dzielenie:
2 _9x2
a) y—+(y2 +3xy)
2y

_ 2_ 2
b)2x y+4x y

2y 6x°y

x*—x  x’+2x"-3x

xz+xT x> +5x+6
2-2x . 1—x
X +4x+4 x'—x-6

Zad. 3
Wykonaj dziatania:
x’ -8 2x-3  2x*—5x+3

X342 X +2x+4 -1
Zad. 4
Doprowadz do prostszej postaci:
1
o 1
1
x_i
x-—1
Zad. 5

Wykonaj dziatania, a nastepnie podaj wartos¢ wyrazeniadlax =1,y = 3
2

X—y 2xy

2x% +2xy —4y? Ty +3xp+2y°

Zad. 6
Zapisz w prostszej postaci:
-9  x-1

x2—5x+67x2+2x—3
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Temat 5: Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Cel lekcji: stosowanie zasad dodawania i odejmowania wyrazen wymiernych w zadaniach
praktycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Umiec¢ dodawac i odejmowac wyrazenia wymierne o takim samym mianowniku
oraz sprowadzac wyrazenia wymierne do wspolnego mianownika

— Sprowadzac wyrazenia wymierne do nieskracalnej postaci

— Stosowac wzory skréconego mnozenia i rozktad wielomianu dowolnego stopnia na
czynniki

— Oblicza¢ wartos¢ dumy badz réznicy wyrazen dla danej wartosci liczbowej
zmiennej

— Znac kolejnos¢ wykonywania dziatan

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie zasad sprowadzania utamkdéw do wspolnego mianownika oraz
wzoréw skroconego mnozenia
3. Rozwigzywanie zadan praktycznych

Zad.1
Wykonaj dziatania:
2ab-1 2-b
a+b a+b
a+b a+b
3a—-1 3a-1
a’+2ab  —6a
a+b’> a+b’
a-b> 5-3a’
+

a)

b)

c)

d)

l1-a a—1
Zad. 2
Wykonaj dziatania: 3a-2b + 2a—ab _b—3ax

ax ab bx
Zad.3
Czy poprawnie wykonano podane dziatania?

_}H? A 22 21 a13
3621 b2+ 2 (oq_3py=0m2b=b +3a%-3b
a —-b" b-a (a=Db)(a+Db)
Zad. 4

Zapisz w postaci jednego utamka:
7(a——b)__5(2b——3a)4_3(b4—6a)
6 8 2
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Zad. 5

Wykonaj podane dziatania, oblicz wartos¢ otrzymanego wyrazeniadlax =1,y = —4
(x+y), (x=3)° (+p)(x+2y) X -y’

12 4 2 6
Zad. 6

Utamek % przedstaw w postaci sumy lub réznicy dwoch utamkow, z ktérych jeden ma

mianownik réwny 3, a drugi 12.

Zad.7
Upros¢ podane wyrazenie. Pamietaj o kolejnosci wykonywania dziatan.

x+1 x+2 2x-3 1 l—xj
- +— =2 ——t+—
I-x x-1 x" -1 x+1 x-1

Temat 6: Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Zad. 1

Wykonaj dziatania, a nastepnie oblicz wartosci otrzymanych wyrazendlaa = 1,b = 2,x =

—1iuszereguj je w kolejnosci rosnace;j.

1-5 B 1-a°

a+1 —a’-1

2a—6 8x-2

+
2 3

3a-2b 4a* —5b*

ab a

Zad. 2

Czy podane rownanie jest prawdziwe?
x+1+x+2_x+3_—x—4

a-b b-a a-b a-b

Zad. 3
Wykonaj dziatania:
2 I-x 2-x
2 + -
x"+4x+4 x x+2

Zad. 4

Zapisz w prostszej postaci:
X+l x=2 2
+3x 3 —x-3

Zad. 5
Czy podane rownanie jest prawdziwe?
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(x—y)3 _x—xy2 +y3 - 2y—1 _ 2%’ =Tx*y+6xy° —4y+xy° +4°
2

xy X 2y X 2xy

Temat 7: Przeksztatcanie wyrazen wymiernych

Cel lekcji: zastosowanie poznanych dziatan na wyrazeniach wymiernych do
przeksztatcania wzoréw matematycznych, fizycznych i chemicznych w celu wyliczenia z
nich podanej zmiennej

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Przeksztatca¢ wyrazenia wymierne w celu wyznaczenia podanej zmiennej
— Stosowac poznane dziatania do przeksztatcania wzoréw fizycznych i chemicznych

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie kolejnosci wykonywania dziatan
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Z podanego wzoru wyznacz zmienna b:

—(2a—6)—%=2b

Zad. 2

Czy z podanego wzoru poprawnie wyznaczono n?
a,=a,+(n-r

_a,—a+r

n
r

Zad. 3
Czy z podanego wzoru poprawnie wyznaczono x?
x—2
y
2y% —
x= y -1
y=2

+1

2xy =

Zad. 4
Wyznacz zmienng p:

K =K(1+2%
100

Zad.5
Z podanych wzoréw wyznacz zmienng y:
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1

a) ——2x=4
2y
b) x* —2xy—6=2x
x’-1 1-x
c) =—
2y 4

Temat 8: Przeksztatcanie wyrazen wymiernych

Zad. 1
Z podanych wzoréw wyznacz zmienna x:

Zad. 2

Czy z podanego wzoru poprawnie wyznaczono b?
_abc

4R

_4PR

B ac

b

Zad. 3

Z podanego wzoru wyznacz zmienngr: P = -’

360°

Zad. 4

Wyznacz zmienng c: K =

-«
Zad.5
Czy z podanego wzoru poprawnie wyznaczono a?
. a+b—c

Zad. 6

Z podanego wzoru wyznacz zmienng x (x > 0):
2
gk
2

Zad.7
Ze wzoru na stezenie procentowe wyznacz podang obok zmienna:
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m.S‘

C%=

100%, m,
m

Temat 9: Rozwigzywanie rownan wymiernych

Cel lekcji: zastosowanie dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia wyrazen
wymiernych do rozwigzywania rownan wymiernych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Rozpoznawac rownania wymierne

— Wyznaczac dziedzine rownania, jesli w mianowniku jest wielomian co najmniej
pierwszego stopnia

— Umiec¢ sprawdzié, czy podana liczba jest rozwigzaniem rownania

— Sprawdzac, czy otrzymana w wyniku rozwigzywania réwnania liczba nalezy do
dziedziny réwnania

— Umiec rozwigzywac réwnania wymierne sprowadzajac je do réwnan liniowych,
kwadratowych lub wielomianowych stopnia wyzszego niz dwa

— Stosowac zmienng pomocniczag do sprowadzania réwnania do prostszej postaci

— Wyznaczac warto$¢ parametru, dla ktorego réwnanie spetnia okreslone warunki

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci o funkcji kwadratowej i rozktadzie wielomianu an
czynniki
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Podaj dziedzine réwnania:
x—2
a) =
3—x

2—-Xx
b) —————=2
) 2—-x—x’
—3x+18

x> —6x

1

) 0

Zad. 2
Podaj rozwigzanie réwnania (pamietaj o uwzglednieniu dziedziny wyrazenia)
—x*+2x+3

=0
x’—x—6
Zad. 3
c e . -2 1
Rozwigz rownanie: ——+—=-2

x*=2x+6 x*
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Zad. 4
Uszereguj podane rownania w kolejnosci rosnacej biorac pod uwage sume liczb
spetniajacych to réwnanie:
x’—4

X
x*—4x+2 B
2x* +3x-1
—x*+2x-3 B
P ax—4

=-3

1

Zad.5
Rozwiaz rownania:
8x+4 16

X
—2x7+2x+12
—2x?—5x-2

a)

b)

Zad. 6
. . ., . x+3 x=3 x’
Podaj rozwigzanie rownania: —-1- =—
x+2 x-2 x -4
Zad.7
. . . . . x—2 x+6
Ktdéry wykres przedstawia rozwigzanie rownania: =
x+2 x-6

a)
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Temat 10: Rozwigzywanie rownan wymiernych

Zad. 1

Uszereguj podane rownania w kolejnosci rosnacej biorac pod uwage rozwigzanie
rownania:

1 4
—=3+—
x X
1_ 2
X x+2

16 _q
x+4
Zad. 2
Rozwiaz rownania:

1 2
a) —=

x x-2

_ A2

b) X 6 _3 _ llz 2x

x+9 x2 —81
c)1- 6 = _25

x—2 4+x —4x
Zad. 3
Ktory wykres przedstawia rozwigzanie rownania: _1 =4
X+
a)
b)

Zad. 4

Podaj rozwigzanie réwnania (pamietaj o uwzglednieniu dziedziny wyrazenia)
3, x*+2x—4 1

2x—4  2x*—4x  «x
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Zad.5
Dla jakiej wartosci parametru m rbwnanie ma jedno rozwigzanie?
2x-3
m—x

=x+m—4

Zad. 6
Rozwigz rownania:
x+2
2x-3
2 —
|x|2:0
3[x|+1
2x* -3

C) ———=3
) x*+1

a)

Zad.7

Dla jakich wartoéci parametru apodane réwnanie x*> +(a+1)x+2a+4=0 madwa
pierwiastki spetniajgce warunek:

X{ X =x +x,

Temat 11: Rozwigzywanie nierownosci wymiernych

Cel lekcji: praktyczne rozwigzywanie nieréwnosci wymiernych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Umiec rozwigzywac nierébwnosci wymierne i zaznaczac otrzymane zbiory rozwigzan
na osi liczbowej

— Zapisywac zbior rozwigzan nierownosci w postaci sumy przedziatéw

— Stosowac wiadomosci z poprzednich zaje¢ do rozwigzywania nierdwnosci
wymiernych

— Uwzglednia¢ w rozwigzaniu nierownosci dziedzine podanych wyrazen

— Rozwigzywac nierownosci wymierne z parametrem

— Sprowadzac nieréwnosci wymierne do postaci funkgji liniowej, kwadratowej i
wielomianowej stopnia wiekszego niz 2

Porzadek lekcji:

1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec

2. Przypomnienie wiadomosci o rozwigzywaniu rownan wymiernych i zastosowanie
ich do rozwigzywania nierownosci

3. Podanie réznych sposobdéw rozwigzywania nieréwnosci: sprowadzanie do
wspolnego mianownika, mnozenie obu stron nieréwnosci przez kwadrat
mianownika, metoda graficzna

4. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1
Rozwigz nieréwnosci:
a) 2 >0
x+1
1

x’+4
2x+3
x—1
—x+1Z
x+3

<0

b)

) >0

d) 0

Zad. 2

e X
Rozwigz nieréwnos¢: 1 <2
x_

Zad. 3
Czy podana nieréwnos¢ zostata prawidtowo rozwigzana?
2 4x-2
<
2x-2  x-1

-2

xe(—my%)b(L+w)

Zad. 4
Rozwigz nieréwnosci:
8x>+3
x—8
b)2x+420
2—x
x* -1

x+1

a) <0

) <0

Zad.5

Czy podana nieréwnos¢ zostata prawidtowo rozwigzana?
3—2x£0

3x+1

1 3
xe|—o,—— |U{Z,+x)
(=)

Zad. 6

e o X
Rozwiaz nierdwnosc: <2x+2

x+4
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Temat 12: Rozwigzywanie nierownosci wymiernych

Zad. 1
Rozwigz nieréwnosci:
—-2x
3x-2
b)w—®w+ﬂ<0
x(x—-1)
(8-x)*
(x+1)°x*=1)

a) >-2

Zad. 2
_ 2
Znajdz zbidr rozwigzan podanej nierbwnosci: M >0
2x° =3x+1

Zad.3

Czy uczen prawidtowo rozwigzat podana nieréwnos¢?
X +x?

x?=2x+1

x € (—=1,40)\{0,1}

Zad. 4

x<4
3x-2

Rozwigz nierownos¢:

Zad.5
Dopasuj podane nierownosci do zbioru ich rozwigzan:
x+1
a) —
x—1

<1

x*+3
x+6

<0

b)

Zad. 6
x> =36

Rozwiaz nieréwnosc: ——— >
X +x"-36x-36
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Temat 13: Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

Cel lekcji: wprowadzenie pojecia wielkosci odwrotnie proporcjonalnej i zastosowanie jej
do rozwigzywania zadan

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Sprawdzac, czy podane wielkosci s odwrotnie proporcjonalne

— Podawac przyktady wielkosci, ktére sg odwrotnie proporcjonalne

— Wyznaczac wspotczynnik proporcjonalnosci

— Wyznaczac brakujace wielkosci do podanych, jesli znany jest wspoétczynnik
proporcjonalnosci

— Rozwigzywac zadania tekstowe z wykorzystaniem wtasnosci proporcjonalnosci
odwrotnej

— Rysowac wykres proporcjonalnosci odwrotnej

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia proporcjonalnosci odwrotnej
3. Uczniowie podaja przyktady wielkosci odwrotnie proporcjonalnych
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne. Uzupetnij tabelke:

Zad. 2
Uzupetnij tabelke wiedzac, ze wielkosci x i y s odwrotnie proporcjonalne:

Zad. 3
Dany jest wykres proporcjonalnosci odwrotnej:

100



Odczytaj z wykresu wspoétczynnik proporcjonalnosci.

Zad. 5
Pole prostokata jest rowne 15, podaj wspétrzedne punktéw (x,y), ktore sg dtugosciami
bokéw danego prostokata, takimi, ze: xe N, ye N

Zad. 6
Pani Zofia ma dziatke w ksztatcie prostokata (o wymiarach axb) o powierzchni 1800 m2.
Wskaz wzor, ktory wyraza zalezno$¢ miedzy wymiarami dziatki a jej polem.

Zad.7

W firmie jest zatrudnionych o$miu pracownikéw, ktdrzy pracujac z takg sama wydajnoscia
wykonuja prace w czasie 3 godzin. llu pracownikow nalezatoby dodatkowo zatrudnic, aby
ta praca zostata wykonana w ciggu 2 godzin?

Temat 14: Wykres funkcji f(x) = %,a #0ix+0ijego przeksztatcenie

Cel lekgji: szkicowanie wykresu funkcji f (x) = %oraz poddawanie wykresu tej funkcji
réznym przeksztatceniom

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Umied szkicowaé wykres funkcji f(x) = % a#0ix+0

— Opisywac wtasnosci wyzej wymienionej funkcji oraz wskazywac rownania
asymptot wykresu, osie oraz srodek symetrii

— Podawac zbiér wartosci, dziedzine, przedziaty monotonicznosci funkcji f (x) =
%,a #0ix+0

— Szkicowaé wykresy funkcji f(x) = %+ ga#0ix+0,f(x)= ﬁ,a #0ix #p,
fx) = ﬁ +q,a # 0ix # piopisywacich wtasnosci

— Odczytywac z wykresu funkcji argumenty, dla ktorych funkcja spetnia okreslone
warunki

— Rozwiazywac graficznie nieréwnosci wymierne

— Szkicowaé wykres funkgji | f(x)], gdy f(x) = ﬁ +q,a #0ixp0
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— Na podstawie wykresu wskazaé wzor funkgji

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie pojecia funkcji wymiernej f(x) = %,a # 01 x # pinaszkicowanie
jej wykresu
Podanie podstawowych wtasnosci funkcji f(x) = S,a #0ix#0
4. Podanie sposobdéw przeksztatcania wykresu funkcji f(x) = ﬁ +q,a#*0ix#p:

przesuniecie funkgcji f(x) = % o wektor [p, q]
5. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Wsréd wykresow réznych funkeji wskaz wykres funkcji homograficznej:
a)
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Zad. 2
Wsréd podanych funkcji wybierz te, ktore nie sg funkcjami homograficznymi:

2) f(0) =%
X
b) f(x)=x+2

0 f)=2"1

x+2
2x-2

x_
x—1

d) f(x)=
&) f(x)=-2

X
x* =1
x+2

f) f(x)=

1
g) f(x)—m
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Zad. 3

Dana jest funkcja homograficzna f(x) = —il . Podaj jej dziedzine i zbidr wartosci.
X+

Zad. 4
Dopasuj wykres funkcji homograficznej do jej wzoru:

1. f(x)zl

X
2. f(x)=->
3. f()=-2

4 ) =-2
A.
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Zad.5

Dane sa funkcje f(x) i g(x). O jaki wektor nalezy przesunac funkcje f(x), aby otrzymac
funkcje g(x)?

F=1

a) ic

gx)=—-2
X

f=—
b) o
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f=-2
d) x

4
g(x)=———=2
x—1

Zad. 6

Dana jest funkcja homograficzna f (x). O jaki wektor nalezy przesunac funkcje f(x), aby
otrzymac funkcje g(x)?

f)=>
X
g(x)=——+4
x—1
Zad. 7

Podaj wzor funkgji, ktéra jest przedstawiona na wykresie:

Zad. 8
Funkcje f(x) przesunieto o wektor [1, —3] i otrzymano funkcje:

A g(x)= —%—3

B. g(x)= —%—3

C. g(x)= —%+3

D. g(x):—%Jr?)

Temat 15: Wykres funkcji f(x) = %,a #0ix+0ijego przeksztatcenie

Zad.1
Dana jest funkcja f(x)= Ll+4. Naszkicuj jej wykres, a nastepnie oméw jej wtasnosci:
x_

Zad. 2
Naszkicuj wykres funkcji:
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3
a) f(x)=-———4
x+2
x—2
x+3
2x+1

x=7
d) f(x):%+7

b) f(x)=

) f(x)=

Zad. 3

Narysuj wykres funkgji: f(x) = 2x-1
x+4

Zad. 4
Funkcje f(x) przesunieto o pewien wektor i otrzymano funkcji g(x). Wyznacz wspoétrzedne
wektora.

fo="2
X

x-3
gx)=—-:
x+1

f="
X

3x+1

a)

b)

3x
gx)=—-r-
x+1

Zad. 5
a

Funkcje f(x)= _—3); zapisz w postaci: f(x)= +q
x—

Zad. 6

4x—2:4_ 16 ?
+4 x+4

Czy poprawnie przeksztatcono funkcje f(x)=

Zad.7

Dana jest funkcja f(x)= 4x_+31 . Podaj réwnania asymptot funkcji.
x_
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Temat 16: Wykres funkcji f(x) = g,a #0ix+0ijego przeksztatcenie

Zad. 1

Naszkicuj wykres funkcji f(x)= |L1 +3
X—

Zad. 2
Dopasuj wzér funkcji do jej wykresu
X
1 f(x)=-
f0 ="
1
2. f(x)=—
| x
2x—1
3. f(x)= |
x+3
4. f(x)=]-——+2
x—1
A.
2 \: =T umuE R B
B.
d|
il
ll
/’;‘2 "\_\
C.
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Zad. 3
Omoéw wtasnosci funkcji f(x) = 2x +12 )
X—
Zad. 4
Dana jest funkcja f(x)= 3x—22 . Dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje wartosci
X+
ujemne?
Zad. 5
. x—1. 3x+6 s . .
Dane sa funkcje f(x)= 1 ig(x)= o Dla jakich argumentéw funkcja f(x)
X+ X —

przyjmuje wartosci nie mniejsze niz funkcja g(x)?

Zad. 6
Dany jest wykres pewnej funkgji:
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Jaka to funkcja?
2

A f(x)= |—

x—1

2
| x[~1

C. f(x):|ﬁ+2

+2

B. f(x)= +2

D. f(x):m%—2

Temat 17: Zastosowanie wyrazen wymiernych w zadaniach praktycznych

Cel lekcji: zastosowanie wiadomosci o wyrazeniach do rozwigzywania zadan
praktycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Stosowac poznane wiadomosci o wyrazeniach wymiernych do rozwigzywania
zadan tekstowych typu: droga, czas, predkos¢ prowadzace do rozwigzywania
rownan badz uktadow rownan wymiernych

— Wyznaczac wartosci parametrow rownania, ktére spetniaja okreslone warunki

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wzorow na predkosc, droge, czas
3. Przypomnienie wzorow Viete’a
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Dominika przygotowywata sie do matury z biologii, codziennie rozwigzywata takg sama
liczbe zadan. W sumie rozwigzata 480 zadan. Jesli kazdego dnia rozwigzywataby o 2
zadania wiecej, to rozwigzataby je osiem dni wczesniej. Ile zadan dziennie rozwigzywata
Dominika i ile dni zajeto jej rozwigzanie wszystkich zadan?
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Zad. 2

Samochod przejechat trase dtugosci 120 km. Gdyby jechat z predkoscig o 10 km\h wieksza,
to przejechatby te trase w czasie o godzine krotszym. Oblicz srednig predkosc (V)
samochodu oraz czas (t), w jakim przejechat podana trase.

Zad. 3

Robotnicy moga wykonac dang prace w ciggu okreslonej liczby dni. Jesli zwiekszymy
zespot robotnikdw o dwie osoby, to te sama prace wykonaja trzy dni wczesniej. Natomiast
gdyby robotnikéw byto o czterech wiecej, to pracowaliby siedem dni dtuzej. Ilu byto
robotnikéw, ile dni pracowali?

Zad. 4

Zosia zbierata maliny, codziennie takg sama ilos¢ i w sumie zebrata 120 kg malin. Gdyby
zbierata codziennie o 9 kg wiecej malin, to zebrataby je 12 dni krécej. Ile kilograméw malin
dziennie zbierata Zosia i ile dni je zbierata?

Temat 18: Zastosowanie wyrazen wymiernych w zadaniach praktycznych

Zad. 1
Wyznacz te wartoéci parametru m, dla ktorych rownanie (2m+1)x* +(m—1x+1-m =0
ma dwa pierwiastki réznych znakéw:

Zad. 2
Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktorych pierwiastki réwnania
(m-2)x> +(2m—-2)x+m+1=0 spetniaja warunek x; +x; =2.

Zad. 3

Dany jest prostokat o bokach dtugosci ai b, ktérego pole wynosi 60 cm2. Jesli dtugos¢
jednego boku zwiekszymy o0 4 cm, a dtugos¢ drugiego boku zwiekszymy o 2 cm, to pole
zwiekszy sie dwukrotnie. Oblicz dtugos¢ bokow prostokata:

Zad. 4

Z miast Ai B odlegtych od siebie 0 360 km wyruszyty dwa samochody, ktére spotkaty sie w
potowie drogi. Samochdéd jadacy z miasta A do B wyjechat godzine po6zniej i jechat ze
Srednia predkoscia o 30km\h wieksza niz samochod jadacy z miasta B do miasta A. Oblicz
Srednie predkosci obu samochodow.

Temat 19: Zastosowanie wyrazen wymiernych w zadaniach praktycznych

Zad.1

Pewien turysta przebyt pieszo 400 km. Kazdego dnia pokonywat taka sama droge
(mierzong w km). Gdyby codziennie przebywat o dwa kilometry wiecej, to trase 400 km
pokonatby w czasie 0 10 dni krétszym. lle dni zajeto turyscie pokonanie tej trasy?
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Zad. 2

Z miast Ai B odlegtych o 24 km wyruszyli dwaj turysci. Turysta idacy z miasta B do miasta A
wyruszyt godzine wczesniej i szedt ze Srednig predkoscig o 3 km\h wieksza niz turysta
idacy z miasta A do miasta B. Jaka byta srednia predkos¢ dwoch turystow?

Zad. 3

Marcin i Tomek pracujac razem wykonali prace w ciggu dwunastu godzin. Gdyby Marcin
pracujac sam wykonat potowe pracy, a druga potowe wykonatby Tomek, to zajetoby im to
25 godzin. W ciggu ilu godzin Marcin i Tomek moga wykonac te prace (pracujac
oddzielnie)?

Powtorzenie wiadomosci

Zad. 1

Wykonaj dziatania:
2 5 2x

a) —— +

x x—-2 —-x+3

2x* +6x  8x

“x-3  2x+1

X +2x-3 X +3x+2
X +x-2 12x" +24x-36

b)

Zad. 2
Wyznacz dziedzine wyrazenia:
2x2—3x+1+ x* =9 1

x°+9 x*+8x-9 «x
Zad. 3
Dopasuj wzér funkcji do jej wykresu:
1. f(x):2+L
x—1

x+2
2. f(x)=

x—4
3. f(0)=-—
' x+10

4x—1
4. f(x)=

x+2
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8 4 2 ] 2 4 [ 8 10
-2
-8
B.
- 10 — 5 o ol 5
|
|
C.
— 5
10 ] 0. 5 10
Zad. 4
. . . X+l X -1
Podaj rozwigzanie rownania: - =x
x—1 x+1
Zad. 5
., ., x—1 x+1
Rozwigz nieréwnos¢: —— >
X x+4
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Zad. 6

2x—1

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = " |+4

Sprawdzian

Zad.1
Wykonaj dziatania:
3 x2—2x—3.2x+4
x+2  4x+4
x+1 .x2+2x+1
2x* +8x+8 1 +8
x+2 X +l—x

) -

x+1 1—-x X

Zad. 2
2x-=7 8x%—1 2

Wyznacz dziedzine wyrazenia: + =
y © Wy x*—4 x*—6x-18 «x

Zad. 3
Podaj rozwigzanie réwnania 8 Zxml 0
x+1 x+6
Zad. 4
e ., 2x-1 1
Rozwiaz nierownosc: +—<1
x+4 x

Zad.5
Naszkicuj wykres funkcji:

—2x+1
a) f(x)=

x—=2

x+1
b) f(x)=——

x-=3

1
Q) f(x)=2-—
X

x+2

d) f(x)=
) F()=3

Zad. 6

Damian wyruszyt w podr6z samochodem, codziennie przebywat takg sama droge i w
sumie przejechat 1300 km. Jesli kazdego dnia pokonywatby trase o 80 km dtuzsza, to te
samga droge przejechatby w czasie o0 16 dni krotszym. Ile kilometrow dziennie przejezdzat
Damian i ile dni trwata jego podréz?
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Poprawa pracy klasowej

Zad.1
a) x-3
2
x+1
2x+4
—x°=3x"+x+1

b)

c)

Zad. 2
Odp. x e R\{-2,0,2.8}

Zad. 3
x=1
Odp.
P x=-2
Zad. 4

Odp. xe(-4,0)

Zad.5
a)

115



Zad. 6
Odp. Damian codziennie przejezdzat 50km\h, podro6z trwata 26 dni.

2. Trygonometria ll
Temat 1: Miara tukowa kata

Cel lekcji: poznanie podstawowych poje¢ zwigzanych z miara kata oraz zastosowanie ich
do wyznaczania katow

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac pojecia kata skierowanego i umieszczonego w uktadzie wspétrzednych
— Przedstawiac podany kat jako sume dowolnego kata o mierze dodatniej
(mniejszego od 360°) i wielokrotnosci kata 360°
— Zamieniac¢ radiany na stopnie i stopnie na radiany
— Podawac godzine, ktérg wskazuje zegar, jesli wskazéwka minutowa obrdcita sie od
potnocy o podany kat
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Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec

2. Zdefiniowanie pojec: kat skierowany, kat umieszczony w uktadzie wspotrzednych,

miara tukowa kata, radian, miara stopniowa
3. Pokazanie sposobu zamiany radianéw na stopnie i stopni an radiany
4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Oblicz miare tukowa kata ABC, jesli r jest promieniem, a | dtugoscia tuku:
a) r=2,1=2

b) =t 1=3
2
¢)r=mnl=37
3
dr==,1=2x
2
e) r:l,lzz

3 3
flr=1l=n
Zad. 2

Zamien miare kata w stopniach na radiany: 15°

Zad. 3
Zamien miare kata w stopniach na radiany: —200°

Zad. 4
Ktdra godzine wskazuje zegar, jesli od potnocy wskazéwka minutowa obrdcita sie o
podany kat?

28

-—7

3

Zad.5
Zamien podanag w stopniach miare kata na radiany.
30°

Zad. 6
Zamien podana w stopniach miare kata na radiany.

—-270°

Zad. 7

0Od pétnocy wskazédwka minutowa obrocita sie o podany obok kat, wiec zegar wskazuje

godzine 2:30

9
-—7r
2
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Temat 2: Miara tukowa kata

Zad.1
Zamien miary katow podane w radianach na stopnie:
1

a) ——7x
) 2

Zad. 2

0Od pétnocy wskazédwka minutowa obrocita sie o podany obok kat, wiec zegar wskazuje
godzine 9:15

1157

6

Zad.3

Dopasuj miary katow wyrazone w stopniach i w radianach:
1. 20°
2. 210°
3. 330°
4, 450°
5. 570°
A

Zad. 4
O godzinie 12:30 wskazowki zegara tworza kat o mierze (w stopniach):...
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Zad.5
Dopasuj miary katow w stopniach i w radianach:

1. —x

moowm>» O
—
W
)
o

Zad. 6
O godzinie 17:20 wskazowki zegara tworza kat ostry o mierze (w stopniach):...

Zad.7
O godzinie 9:55 wskazowki zegara tworzg kat ostry o mierze (w stopniach):...

Zad. 8
Ile obrotow w ciggu minuty wykona koto, ktére obraca sie z predkoscia:

a) 7 vad /s
2
b) mrad /s

) Z vad /s
3

Temat 3: Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Cel lekcji: przypomnienie wiadomosci z klasy pierwszej o funkcjach trygonometrycznych
oraz obliczanie funkcji trygonometrycznych dowolnego kata

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac definicje funkcji trygonometrycznych kata o dowolnej mierze

— Oblicza¢ wartosci poszczeg6lnych funkcji trygonometrycznych danego kata, jesli
znane sg wspotrzedne punktu lezacego na koncowym ramieniu kata

— Znad znaki poszczegblnych funkcji trygonometrycznych w ¢wiartkach uktadu
wspotrzednych

— Konstruowac kat w uktadzie wspétrzednych, jesli znane sg funkcje
trygonometryczne tego kata
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— Podawac wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata, sprowadzajac do
przypadku kata ostrego
— Oblicza¢ wartosci wyrazen z zastosowanie funkcji trygonometrycznych

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie definicji poszczegblnych funkcji trygonometrycznych: sinus,
cosinus, tangens i cotangens
3. Przypomnienie wartosci wszystkich funkcji trygonometrycznych dla
podstawowych miar katow: 0°,30°, 45°,60°,90°, 180°, 360°
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
W ktérej cwiartce uktadu wspotrzednych znajduje sie ramie kata, jesli
sina >0 oraz ctga <0

Zad. 2
. . -9
Czy cosa moze byc¢ réwny T

Zad. 3
W ktérej cwiartce uktadu wspotrzednych znajduje sie ramie kata, jesli
sina <0 oraz cosa >0

Zad. 4
W ktorej cwiartce uktadu wspétrzednych znajduje sie ramie kata, jesli
sina >0 oraz cosa >0

Zad. 5
W ktorej cwiartce uktadu wspétrzednych znajduje sie ramie kata, jesli
cosa <0 oraz tga >0

Zad. 6

. . L 21
Czy sina moze by¢ rowny T ?

Zad.7
W prostokacie ABCD dtugosci przekatnych wynoszg 6 cm i przecinaja sie pod katem 60
stopni. Oblicz obwod prostokata.

Zad. 8
W tréjkacie rownoramiennym kat przy podstawie ma miare 45 stopni, a dtugos¢ podstawy
wynosi 4 cm. Ile wynosza dtugosci ramion tréjkata?

Zad. 9

Oblicz wartosci wyrazen:
a) 2sin30°-cos 60° —sin 60°-cos 30°
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b) 6cos45°-1g45° +(ctg60°-1g30°)
c) (sin30°—cos60°) +(¢1g30° + cos 30°)

Zad. 10

Ile wynosi miara kata a, a € (0,1/2), jesli sina :%

Zad. 11

Ile wynosi miara kata a, a € (0,1t/2),jesli tga = 73

Zad. 12
Cosa = 0,5, czy prawda jest, ze kat a ma miare 30 stopni?

Temat 4:Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Zad. 1
Wyznacz miare kata a, a € (0,2m) wiedzac, ze

cosa =———
2

tga>0
Zad.2

e V3
Czy prawda jest, ze miara kat a wynosi 60 stopni, jesli: €% = 3

cosa >0
Zad. 3
Uszereguj rosnaco wartosci katow:
A.

CoOSa =——

tga >0
B.

toq =3
& 3

sina >0
C.

sinag =——

ctga <0

D.
ctga =—-1
sina <0
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Zad. 4
Dopasuj miare kata a z odpowiednig wartoscia funkcji trygonometrycznej:
A. a=390°

B. a =225°
C. a =300°
D. ¢ =210°
1. sinoz=l
2
. V2
2.sinq =——
. NE)
3.sinag=———
2
4, sinoz:—l
2
Zad.5

Podaj wartosci pozostatych wartosci funkcji trygonometrycznych wiedzac, ze: sina = 3

Zad. 6
Czy prawdziwe jest nastepujace zdanie:

Dana jest warto$¢ cosa = —g,cosa € (72,%) , wartosci pozostatych funkcji

trygonometrycznych wynosza odpowiednio:

V21

sinqg =——

2421

ga =

21
V21
ctigo =——
2
Zad. 7

Oblicz pozostate wartosci funkcji trygonometrycznych, jesli koncowe ramie kata lezy w
drugiej ¢wiartce uktadu wspotrzednych oraz sin :%.

Zad. 8

Oblicz wartosci wszystkich funkcji trygonometrycznych wiedzac, ze na koncowym
ramieniu kata lezy punkt o wspétrzednych (1,-/3)

Zad. 9

Dopasuj wartosci wyrazen wiedzac, ze sina +cosa = 5

A. sina -cosa
B. sin’ & +cos’ «
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C.|sina—cosa

D. sin’ a +cos’ a
112
5
2.1
3.1
5
4 2L

" 125

Zad. 10
Uporzadkuj wartosci wyrazen w kolejnosci malejacej:
ctg25°-ctg35°-ctg45°-ctg55°- ctg65°
tg47°—tgl7°
1+1g47°-1g17°
cos40°-cos 50° —sin 40°-sin 50°

Zad. 11

Bez uzycia tablic trygonometrycznych oblicz wartosci wyrazen:
a) 1g300°

b) sin(-30°)

c) ctgl35°

d) cos210°

e) sin150°

Zad. 12
Czy prawda jest, ze 1g43°-1g44°-1g45°-1tg46°-1g47° = -1

Temat 5: Wykresy funkcji trygonometrycznych

Cel lekgji: szkicowanie podstawowych wykresow funkcji trygonometrycznych oraz
okreslanie ich wtasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Szkicowad wykresy funkcji y = sinx,y = cosx,y = tgx,y = ctgx i okreslac ich
zbiory wartosci, dziedzine oraz inne wtasnosci funkgji

— Przeksztatcanie podstawowych wykresow funkcji trygonometrycznych w symetrii
wzgledem osi OX, osi OY oraz poczatku uktadu wspotrzednych

— Przesuwac wykresy funkcji trygonometrycznych o podany wektor, a nastepnie
podawac wzor funkcji otrzymanej w wyniku takiego przeksztatcenia

— Szkicuje wykresy funkcji trygonometrycznych |f(x)|, gdzie f (x) jest funkcja
trygonometrycznag

— Okreslac parzystosc funkgji
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Porzadek lekgji:

1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec

2. Wprowadzenie wykreséw funkcji y = sinx,y = cosx,y = tgx,y = ctgx oraz
omowienie ich wtasnosci

3. Przypomnienie wiadomosci o przeksztatcenia wykresow funkgiji:
—f (), f(=x), —f (=), |f ()|

4. Podanie definicji funkcji parzystej i nieparzystej

5. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Okre$l zbidr wartosci funkcji y =1—cos® x

Zad. 2

Czy funkcja y =|sinx|+]|cos x| jest:

a) okresowa

b) rosngca w catej dziedzinie

C) parzysta

d) nieparzysta

e) przyjmuje wartosci z przedziatu [-1,1]
f) nie ma miejsc zerowych

—_—— — =

Zad. 3
Okresl parzystosc funkcji y =sinx

Zad. 4
Okresl parzystosc funkcji y =1gx - ctgx

Zad. 5
Okresl parzystos$c funkcji y = S
1-cosx
Zad. 6
Wsrod podanych funkcji wskaz zestaw funkcji parzystych
1.

y=cosx—3

y=28inx—Ccosx

Yy =1gx+ctgx
2.
y=2+cosx
y=1tgx+3
y=cigx-igx
3.
y=sinx+1

y =sin’ x+cosx

y=1-cosx

124



4.
y=2cosx—1
y =sin’ x+cosx

y=cos’ x—2cosx+2

Zad.7

Wsrod podanych funkcji wskaz zestaw funkcji nieparzystych
1.

y =—-3cox

Y =8InX—CoSx

y=tgx+2ctgx—1

2.

y=sinx

1gx

cosXx
crgx -tgx

sin x

COS X
n’x—3sinx

1
2cos’ x

P e W

Y =1gx —COoSX+Sinx
y=1gx
y=2cos’ x—10sinx+2

Zad. 8
Wyznacz okres podstawowy podanych funkgji.
a) y=sin—x
)y >
b) y=cos5x

1
C) y=—sin2x
)y >

d) y= ﬁtg%x

Zad. 9
Naszkicuj wykres funkcji y = cosx dlax € (—m/2, ), a nastepnie okresl wtasnosci
naszkicowanej funkcji.

Zad. 10

Naszkicuj wykres funkcji y = sinx dla x € (0,2m), a nastepnie okresl wtasnosci
naszkicowanej funkcji.
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Zad. 11
Dana jest funkcji y = ctgx . Podaj réwnania asymptot tej funkcji.

Zad. 12
Wsrod wymienionych funkcji wskaz te, ktérych okres podstawowy jest mniejszy niz

A y= 2tg(%x)

B. y=cosb6x+1
C. y=-2sin2x

1 X

D. y=—cos—

IE5%
E. y=ctg3x

2x
F. y=2—-sin—
Y 3

Zad. 13
Niech dana bedzie funkcja y = tgx. Czy prawda jest, ze 1g(—128°)-1g36°-1g(-23°) > 07

Temat 6: Wykresy funkcji trygonometrycznych

Zad. 1
Dana jest funkcja y = sinx, przesunieto jg o wektor [0,2]. Jaka funkcje otrzymano?

Zad. 2
Dana jest funkcja y = cosx, przesunieto jg o wektor [-1,0]. Jaka funkcje otrzymano?

Zad. 3
Dana jest funkcja y = tgx, przesunieto jg o wektor [1,-3]. Jaka funkcje otrzymano?

Zad. 4
Dana jest funkcja y = ctgx, przesunieto jg o wektor [-2,1]. Jaka funkcje otrzymano?

Zad. 5

Prawda czy fatsz:

Dana jest funkcja f(x) = cosx, funkcja g(x) = —f(x — 1) + 3. Funckja g(x) ma wzo6r
g(x) = —cos(x —1) + 3.

Zad. 6
Naszkicuj wykres funkcji:
a) y=sinx+2

Vs
b) y=cos(x —3)

c) y:1+cos(x+%)

d) y=sin(x+7)-2
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Zad.7
Prawda czy fatsz:

Wykres na rysunku obok przedstawia funkcje y = —cosx + 2
10

2 0 2w 4
Zad. 8

Naszkicuj wykres:

1. y=[sinx|

2. y= —cos(x—%)

3. y=tg|x]|

4. y=1-ctgx

5. y =—cos(—x)

6. y=sin(r—x)+3

Zad. 9
Prawda czy fatsz:
Dana jest funkcja f(x) = cosx, wykres przedstawia funkcje g(x) = —|f(—x)|

-2 0 2m 4
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Zad. 10
Okresl zbior wartosci funkcji y =sin(x—1)+3

Zad. 11
Okresl zbior wartosci funkcji y =—|sinx+1|-2

Zad. 12
Okresl zbior wartosci funkcji y =cos| x| -1

Temat 7: Funkcje trygonometryczne sumy i réoznicy katow

Cel lekgji: obliczanie wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata z
zastosowaniem wzorow na sume i réznice katow

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Znac¢ wzory na sinus i cosinus podwojonego kata i umie wyprowadzac wzory na
sinus i cosinus potrojonego kata

Znac wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy katow i stosowac je do obliczania
wartosci funkcji trygonometrycznych

Wyznaczaé wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych dowolnego kata, jesli
dana jest wartos¢ jednej z nich

Sprawdzad, czy podana rownos¢ jest prawdziwa oblicza¢ wartosci funkgji
trygonometrycznych katéw innych niz 0°,30°, 45°, 60°,90°, 180°, 360° stosujac
wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw

Porzadek lekgji:

1.
2.

3.

Zad. 1

Zapisz w prostszej postaci

Zad. 2

Zastosuj wzory redukcyjne, aby uprosci¢ podane wyrazenie:

Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
Wprowadzenie nastepujacych wzoréw:
sin2x = 2sinxcosx
cos2x = cos’x — sin®x
sin?x + cos?x = 1
sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny
sin(x — y) = sinxcosy — cosxsiny
cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny
cos(x — y) = cosxcosy + sinxsiny
Rozwigzywanie zadan

sin(z + f)
cos(2z — )

sin(z +Q) cos(% -a)

cos(w +a)
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Zad. 3
Czy podany wzor jest prawdziwy?
sin(90°— ) =cosa

Zad. 4
Zapisz w prostszej postaci:

sin(z — ) cos(% +a)

a) .
sin(z + )

sin(Z -Q)
cos(—a)

Zad. 5
Ile wynosi wartos$¢ wyrazenia sin15°?

Zad. 6
Czy podany wzor jest prawdziwy?
sin(a + f) +sin(a — f) =-2sina cos S

Zad.7
Dopasuj wyrazenia, ktére maja te same wartosci
. T
sin(——«
( 5 )
cos(2r+ )

sin(—a) + cos(—a)

b)

2sina coso
c) cos2a

RY/4
cos(— —«a
(2 )

sin(27 —a)cos(r + )
1.1
5 cosa —sina
sin 2o
3.1-2sin’«
-1

CoSsx

4.

Zad. 8
Czy prawdziwy jest wzér: sin3x =sin x(3—4sin” x)
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Temat 8: Funkcje trygonometryczne sumy i réoznicy katow

Zad. 1
Oblicz wartos¢ nastepujacego wyrazenia: _sin(z =30%)
cos(27z +60°)
Zad. 2
Dopasuj wyrazenia o takich samych wartosciach:
a) tg(?; -a)
cig(—+a
g( ) )

tg(m+ a)ctg(3; -Q)

ctg(—a)
c) tgRr—a)+ctg(a—r)
d) s;;la
tg(—+o
g(2 )
1.1
2. —1g’°a
3. ciga—tga

4.

—Cosa
coSx

Zad.3
sin(a + f) _1ga+igf

Czy prawdziwa jest rownos¢ — ?
sin(fd— ) tga—tgfh

Zad. 4

Czy prawda jest, ze:

cos(45° —a)cos(45°— ) —sin(45° — ) sin(45° — f) = sin(a — f)
Zad.5

Czy prawdziwe jest wyrazenie sin(a + f)sin(a — ) =sin” a:sin” 32

Zad. 6

Oblicz wartosci wyrazen:
a) cosl5°

b) ctg75°

c) sin120°

d) —rgl5°

Zad.7

Uszereguj wartosci podanych wyrazen od najmniejszej do najwiekszej:
ctg105°, cos105°, sin(—15°), —tg(-75°)
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Zad. 8
Podaj wartos¢ wyrazenia: sin 50°cos 40° + cos 50°sin 40°

Zad. 9
Podaj wartos¢ wyrazenia: cos15°cos75°—sin15°cos75°

Temat 9: Funkcje trygonometryczne sumy i réoznicy katow

Zad. 1
Oblicz cos120°.

Zad. 2
Nie uzywajac tablic trygonometrycznych oblicz wartos¢ wyrazenia:
1 1 1 1 1 1 1 1

1010° 1g20° 1g30° 1240° 1g50° £g60° £g70° 1g80°

Zad. 3
Czy prawda jest, ze jesli x i y sg katami ostrymi to sin(x+ y) <sinx+sin y ?

Zad. 4
cos”120°sin(—180°)

Nie uzywajac tablic trygonometrycznych oblicz warto$é wyrazenia:
ywa /e yeeny Y c1g(—135%)g405°

Zad. 5

Oblicz wartos¢ wyrazenia sin (e — [8), jesli: sina = %,sinﬂ = %,gdzie a,pfe (O,%)

Zad. 6
Czy prawdziwa jest podana rownosg, jesli a, B, 8 sa katami dowolnego trojkata?

p+6
2

a .
COS— =sin
2

Zad.7
Uporzadkuj rosngco wartosci nastepujacych wyrazen, wiedzac ze:

22

sina = %,sinﬂ = T,a,ﬂ €(0,90°)
L. sin(ex — f)

2. cos(a+ f)

3. cos(a — )
4. sin(a + f)

Temat 10: Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow

Zad. 1
Czy prawdziwe sg rownosci:
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p+0
2

p+6
3

. a
a) sin— = cos
2

b) sin & = sin(

)

Zad. 2

Oblicz a, B majac dane:
sin(le + ) =0,5

sinfle — f)=0,5

T
(Z,ﬂ € <0:E>

Zad. 3

Danesa:

sinl3°=a

Zaznacz poprawng odpowiedz.

A. c0s39° = (1-4a*WI1—a*
B. c0539° =1 +a>(1-2a)
C. c0s39° = (2a ~W1-a*
D. c0s39° = W(aﬁ —4)

Zad. 4
Ile wynosi wartos$¢ wyrazenia: sin105°+sin15°?

Zad.5
Czy prawda jest, ze jesli cos(x + y) =0,to sin(x+2y) =sinx

Zad. 6
Oblicz wartosci podanych wyrazen:
a) cos36°cos72°

b) %(ctngo—thS")
cos15°
ctg30°

1-tg’15°

tg15°

c) sinl15°+

d)

Zad.7

Podane wartosci funkcji trygonometrycznych dopasuj do wartosci funkcji
trygonometrycznych katéw mniejszych badz rownych 45°:

a) sin 246°

b) cos1305°

) sin125°
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d) cos1250°
e) tg99°

f) tg980°

. —c0s24°
. —cos45°
. cos35°

. —cos10°
. —ctg9°

. ctgl0°

o b WN R

Zad. 8

Oblicz wartos$¢ wyrazenia: sin(f + 45°) majac dane cosf = —0,5 (ramie koncowe kata

lezy w drugiej ¢wiartce)

Temat 11: Tozsamosci trygonometryczne

Cel lekcji: wykorzystanie poznanych wzoréw do sprawdzania, czy dane rbwnanie jest

tozsamoscia trygonometryczng

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Przeprowadzac¢ dowody tozsamosci trygonometrycznych, stosujac poznane

dotychczas wzory
Okreslac dziedzine tozsamosci trygonometrycznych

Wykorzystywaé wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy katow, sume i roznice
sinusow i cosinuséw, sinus i cosinus podwojonego kata, jedynke trygonometryczng

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie poznanych wzoréw
3. Wprowadzenie wzorow:
. . Xty x+y
sinx + siny = 2sin $cos—
. . L X~ xX—=Yy
sinx — siny = 2sin $cos—
X+ X —
cosx + cosy = 2cos Y. cos — Y
. xt+ty x—Yy
cosx — cosy = —2sin 5 sin—
; sinx
X =
4 cosx
. 1
ctgx = —
g g%
4. Rozwigzywanie zadan
Zad. 1
. . . Ct
Zapisz w prostszej postaci: e
cosa
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Zad. 2
Zapisz w prostszej postaci: cosa -tga

Zad. 3
Zapisz w prostszej postaci: tga - ctga —2sina

Zad. 4
Dopasuj do siebie rownowazne wyrazenia:

A. 5 (1+sin’ @)

cos’a
B. cos’ o +cos’ a - tg’a
2
cos’ a
2.1

1. -1

Zad.5
Zapisz w prostszej postaci: cosa —sina -tga

Zad. 6

e .. 1-si 1
Podaj dziedzine wyrazenia: me

cosa+1 2cosa
Zad.7
Czy nastepujace wyrazenie cos’ o +3sin” o =3 —cos’ a jest tozsamoscia
trygonometryczna?

Zad. 8
cos’ a
Wskaz wartos$¢ wyrazenia, a nastepnie okresl jego dziedzine: o
—sina
Zad. 9

Czy prawdziwe sg rownania:
1. cos* a —sin* a = cos 2
2. 1-sin’ &

Temat 12: Tozsamosci trygonometryczne
Zad. 1

Uczen udowadniat tozsamosc¢ trygonometryczna. W ktérej linijce popetnit btad? (wpisz
numer wiersza)
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1—cos2x )
—=1g'X
1+ cos2x

1-cos’ x—sin’x _

L= 2 - 2
1+cos“x—sin” x

sin® x+cos? x—cos® x —sin’ x

0

sin® x +cos? x +cos* x —sin’ x
L+#P

Zad. 2
Czy prawdziwa jest rdwno$é: tg2a —2tg2a -sin* a =sin 2 ?

Zad. 3

Dopasuj rownowazne wyrazenia:
1+1g°x

A —=—
l-tg°x

sin x +sin 2x

1+cosx+cos2x
C. cos’ x—sin’ x
1
cos2x
2. 1gx

3. cos2x

Zad. 4

Czy prawdziwe sg tozsamosci?

a) 12 T -12 2 1- 2
cos“x sin“x cos xsin”x

b) (1-sin’ x)tgx = 2sin xcos x

Zad. 5

) ,, . . sin’x—cos’x
lle wynosi warto$¢ wyrazenia: ————

—cos2x
Zad. 6
s S . . L4si
Wyznacz wartos¢ wyrazenia i podaj jego dziedzine Sy Cos,x .
cosx l+sinx
Zad. 7
. . . 1-tg’x .
Czy prawdziwa jest tozsamos¢: ——5—=s8in2x?
l+tg°x
Zad. 8
Czy prawdziwa jest tozsamogé: — o SIMY  2ge2x7

l-sinx 1+sinx
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Temat 13: Tozsamosci trygonometryczne

Zad. 1

, . . ,, 2sinx—sin2x , X
Sprawdz czy prawdziwa jest tozsamos$¢: ———— =rg” —
2sin x+sin 2x 2

Zad. 2
sin x +sin3x +sinS5x

Sprawdz czy prawdziwa jest tozsamosc: =1g2x
cosx +cos3x+cosSx

Zad. 3
Ile wynosi wartos¢ wyrazenia: sin(x +30°)cos(x —30°) ?

Zad. 4
Dopasuj rownowazne wyrazenia:

1 coS3x

2sin xcosx
2. tg2x-cos2x

3. cos’(x—y)—cos*(x+ )
A. 1 —2sinx
2sin x
B. sin2x
C. sin2xsin2y
Zad.5

Uczen udowadniat tozsamosc, czy byta ona prawdziwa? W ktérym wierszu uczen popetnit
btad?
sin(x+y)+sin(x—y)

=1gx
cos(x+ y)cos(x—y)

sin X cOS ¥ + COs X sin y 4 sin x cOS y —COS X sin y

L=
COSXCOsS y—Sinxsin y+CcosxCoS y+Simxsin y

2sinxsin y
=———— =1gxtgy
2c0sxcos y

Zad. 6
cos(30°+x)

= \/g sin x cos
cos(30°—x) 4

Sprawdz czy prawdziwa jest tozsamosc:

Zad. 7
sin(45° + x) - 2sin x

Sprawdz czy prawdziwa jest tozsamosc¢: — = -
sin(45° —x) sin x —COS X
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Zad. 8

2 o
Czy prawdziwe jest rbwnanie: ! tg2(45 ) =—sin2x?
1+1g7°(45°+x)

Zad. 9
Dopasuj wartosci wyrazen:

1. 2sin x—230 cosS x+30

2
, _2g(45°—x)
T 1-1g%(45°—x)
5 20g(x=60°)
" 1+1g%(x—60°)
A 2sinx—1
2
B. ctg2x

C. —cos(2x—30°)

Zad. 10

Jesli x, y, z sa katami dowolnego tréjkata, to podana rownos¢ jest prawdziwa?
s%nx+s?ny—sinz :tgf-tgl

sin x +sin y +sin z 2 2

Temat 14: Wykresy funkcji trygonometrycznych y = kf(x); y = f(kx) gdzie f
jest funkcja trygonometryczna

Cel lekgcji: szkicowanie wykresow funkcji trygonometrycznych postaciy = kf (x);y =
f (kx) oraz okreslanie ich wtasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Szkicowaé wykresy funkcji postaci y = kf (x); y = f(kx) oraz okresla¢ ich
wtasnosci, wiedziec jak zmienia sie zbior wartosci i dziedzina funkcji f(x) poddanej
tym przeksztatceniom

— Odczytywac z wykresow funkcji trygonometrycznych argumenty, dla ktérych
funkcja przyjmuje okres$lone wartosci

— Poddawac wykresy podstawowych funkcji trygonometrycznych przeksztatceniom:
[, =f ), =f (=), If (). f(x = p) + q, kf (x), f (kx)

— Wyznaczac okres podstawowy funkcji trygonometrycznej

Porzadek lekcji:

1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec

2. Wprowadzenie przeksztatcen funkcji trygonometrycznych: y = kf (x); y = f (kx)

3. Wprowadzenie pojecia okresu podstawowego funkcji trygonometrycznych
Okres podstawowy funkcji sinus i cosinus jest rowny 2m, a funkcji tangens i cotangens
WYynosi .

4. Podanie metody obliczania okreséw dowolnych funkcji trygonometrycznych

5. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1
Na rysunku obok zamieszczony jest wykres pewnej funkcji trygonometrycznej. Jaka to
funkcja?

Zad. 2
Co oznaczaja nastepujace przeksztatcenia funkc;ji f(x)?

a) 2/ (x)
b) f(%x)
Q) £(2x)
d) %f(X)

Zad. 3
Na rysunku obok zamieszczony jest wykres pewnej funkcji trygonometrycznej. Jaka to
funkcja?

5

-5

Zad. 4
Dana jest funkcja f(x) = cosx oraz funkcja g(x) = 0,5cos2x. Okresl wtasnosci funkcji

g(x)
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Zad.5
Naszkicuj wykresy funkgji:
a) y=4cosx

X
b) y=sin=
)y 3

c) y=2sin2x
1 1

d) y=—cos—x
)y 5055

Zad. 6
Niech dana bedzie funkcja f(x) = sinx oraz g(x) = f(—2x). Okresl wtasnosci funkcji
g(x)

Zad.7
Dana jest funkcja f (x) = tgx. Co oznacza przeksztatcenie: g(x) = —f (—x)?

Zad. 8
Czy prawda jest, ze zbiorem wartosci funkcji y = —3sin(2x) jest zbior: y e (-3,3)?

Zad. 9
Wskaz wzér funkcji przedstawionej na wykresie:

10

D. y=3tgx+2

Temat 15: Wykresy funkcji trygonometrycznych y = kf(x); y = f(kx) gdzie f
jest funkcja trygonometryczna
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Zad. 1
Naszkicuj wykres funkcji y =sin(-2x)+3.

Zad. 2
Okresl zbior wartosci funkcji y =3cos(x+1)—1.

Zad. 3
Dana jest funkcja f (x) = sinx. Po pewnych przeksztatceniach otrzymano wykres funkcji
g(x) widocznej na rysunku obok. Okres$l wtasnosci funkgji:

v

Zad. 4
Naszkicuj wykres funkcji:

a) y :3sin(x+§)
b) y= cos(2x—%)

1
c)y= ctg(Ex —7)

d) y=2tgx

Zad. 5
Okresl zbior wartosci funkcji f(x)=2 sin(%x +%).

Zad. 6
Niech dana bedzie funkcja f(x) = |sin2x — 1]. Czy na rysunku jest przedstawiony jej
wykres funkc;ji?
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0 ™ 2w am

Zad. 7

Naszkicuj wykres funkcji:
a) y=tgx-ctgx

b) y=2tgx-2

¢) y=ctg(-2x)

Temat 16: Wykresy funkcji trygonometrycznych y = kf(x); y = f(kx) gdzie f
jest funkcja trygonometryczna

Cel lekcji: Szkicowanie wykreséw funkcji trygonometrycznych z wartoscig bezwzgledna

Zad. 1
Wskaz zbior wartosci funkcji f(x) = 1—% | sin x |

Zad. 2
Naszkicuj wykres funkcji:
a) y=1g|x|
cosx
b) y= | |

COS X
c) y=cos3x—2]

Zad. 3
| sin x |

Sin x

Czy funkcja y = ma miejsca zerowe?

Zad. 4
Narysuj wykres funkcji y = sinx — |sinx|, a nastepnie okresl wtasnosci funkcji.

Zad.5
Okresl zbidr wartosci funkcji: y = cos( sin x)
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Zad. 6

Naszkicuj wykres funkcji:
a) y=|1gx|—igx

b) y =|cosx|+cosx

C) y=cos|x|+]|cosx|

Temat 17: Rownania trygonometryczne

Cel lekcji: zastosowanie wykresow funkcji trygonometrycznych oraz poznanych wzoréow
do rozwigzywania rownan trygonometrycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Okresla¢ dziedzine réwnania trygonometrycznego oraz rozwigzywac rownania
trygonometryczne z wykorzystaniem wykresow funkcji trygonometrycznych

— Podawac ogbélne rozwigzania rownan trygonometrycznych oraz podawac
rozwigzania takiego rownania w okreslonym przedziale

— Stosowac poznane wzory do sprowadzenia rbwnania trygonometrycznego do
najprostszej postaci, a nastepnie rozwigzanie go

— Rozwigzywac rownania trygonometryczne z wartoscig bezwzgledna

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wykresow funkcji trygonometrycznych oraz podstawowych wzoréw
na jedynke trygonometryczna, sinus i cosinus podwojonego kata, tangens i
cotangens
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Podaj rozwigzania rownania w podanym przedziale sin x = —%,x €(0,27)
Zad. 2

Rozwigz rownanie cos x = 72,x €(0,27)

Zad. 3

Rozwiaz rownanie, pamietaj o uwzglednieniu dziedziny tgx =—1,x € (—x, 7)

Zad. 4
Czy uczen poprawnie wyznaczyt rozwigzania réwnania?
cosx=0

x=0+kr,keC
Zad. 5

Podaj rozwigzania rownania sin x = —1
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Zad. 6
Rozwiaz rownanie:

a) 1gr=4/3
b) cosx=——
2
) sinx——L
V2

Zad.7
Czy podane rownanie ma rozwigzania?

3
COSX =——
2

Temat 18: Rownania trygonometryczne

Zad. 1
e . 1
Rozwigz rébwnanie: cos” x = E’X €(0,27)
Zad. 2
Czy réwnanie 2¢g —L:I ma rozwigzania?
tgx
Zad. 3
Rozwiaz rownanie:
a) 2sin xcosx =—sinx

b) cos® x _3
4

) 2sin xcosx =+/3 cosx

Zad. 4
Podaj rozwigzania réwnania 2sin’ x —sinx—1=0

Zad. 5

C . 1
Rozwigz rownanie cos(g) =3
Zad. 6
Czy réwnanie sinx+1=0 ma rozwigzania?

Zad.7
Rozwiaz rownania:

..X 7
a) sin(———)=0
) (2 2)

T
b) tg(x+5) =1

c) 1—cos® x =2sinx
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Temat 19: ROwnania trygonometryczne

Zad.1
Podaj rozwigzania rownania sin3x —sin x = cos 2x, x € (0, 7)

Zad. 2
Rozwigz rownanie sin” x = cos” x, x € (0,27)

Zad. 3
Rozwigz rownania w przedziale x e (-7, 7)

a) 2sin3x:\/5
b) | sinx |=1

Zad. 4
Czy réwnanie 2 |sinx|+2 =0 marozwigzania?

Zad. 5
Rozwiaz rownania w przedziale x € (0,27)
a) cos|x|=1

b) |sin2x+1]=0

Zad. 6

Czy réwnanie \tg(%) |= V3 ma rozwigzania?

Zad.7
Rozwigz rownanie: cos|x—7z |0

Temat 20: Nierownosci trygonometryczne

Cel lekgji: zastosowanie poznanych wzordéw oraz wykreséw funkcji trygonometrycznych
do rozwigzywania nierownosci trygonometrycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Stosowac poznane wzory do rozwigzywania nieréwnosci trygonometrycznych

— Zaznaczac na wykresie zbiory rozwigzan nieréwnosci trygonometrycznych oraz
zapisywac rozwigzania tych nieréwnosci jako sume przedziatow

— Rozwigzywac nierownosci trygonometryczne w okreslonym przedziale

— Wyjasnia¢, dlaczego niektdre nierdwnosci trygonometryczne moga nie miec
rozwigzan

— Rozwigzywac nierownosci z wartoscig bezwzgledna

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
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2. Przypomnienie wiadomosci z poprzednich zajec

3. Rozwigzanie przyktadowej nierdwnosci 2sinx > 1 oraz zaznaczenie zbioru jej
rozwigzan na wykresie

4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Podaj rozwigzania nieréwnosci sin x <§,x e(0,7)

Zad. 2
Rozwiaz nieréwnos¢: 2sinx > —1,x € (—7,27)

Zad. 3

Rozwiagz nierownos¢ w przedziale x e (—x, 7)
a) tgx < -1

b) cosx<0

c) ctgx = \/g

Zad. 4
Czy nierébwnos¢ 2sinx >2 ma rozwigzania?

Zad. 5
Podaj zbidér rozwigzan nieréwnosci w przedziale:
V2 cosx >1,x€(0,27)

Zad. 6
Podaj zbiér rozwigzan nieréwnosci w przedziale:

sin3x < 72, x€(0,27)

Zad.7

Rozwigz nieréwnosci w przedziale x € (—x, )
a) ctg2x>1

b) tg(x+7)>—-1

c) cosx <1

Temat 21: Nierownosci trygonometryczne

Zad. 1

Rozwiaz nieréwnosci w przedziale x € (—x, )
a) 1g2x <0

b) sin2x+sinx >0

) sin?x<0

Zad. 2
Rozwiaz nieréwnos¢: 2sin’ x +sin x < 0, x € (0,27)
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Zad. 3
Rozwiagz nierownos¢: sin 2x < tgx, x € (0, )

Zad. 4
Czy nieréwno$é 2sin” x —2sin x+ 6 <0 ma rozwigzania?

Zad.5

Rozwiaz nieréwnosci w przedziale x e (—x, 7)

a) 3(cosx—1)<0

b) sin® x>0

¢) sin” x > cos” x

Zad. 6

Podaj rozwigzania nierébwnosci cos” x —sin” x > —y¥E (0, )
Zad. 7

e L 1
Rozwigz nierownosc: cos(2x—%) < E,x e(—m,m)

Temat 22: Nierownosci trygonometryczne

Zad. 1
Rozwigz nierdwnosc: | sin x |< E,x e(-n,m)

Zad. 2
Czy nier6wnosc¢ cos | x— | -2 <0 marozwigzania?

Zad.3
Rozwigz nierownos¢ w przedziale x e (-, )
a) sin(2x—3)>1
b) 2sin’(2x)+4cos’(2x) < 5cos2x
c) cosS5x > 1
2
Zad. 4

e ., |sinx|
Rozwigz nieréwnosé

>0,xe(0,7)

Sin x
Zad. 5

Rozwiaz nieréwnosé cos | 2x [< /3, x € (0, )

Zad. 6
Rozwigz nieréwnos¢ 3 | rgx |< V3,xe (0,27)
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Powtoérzenie wiadomosci

Zad. 1

e, L. 1 . 1
Rozwigz nieréwnosé: sin’ x+osinx < 59X € (0,27)

Zad. 2
Rozwigz rownanie: 2cos x = -3

Zad. 3

Naszkicuj wykres funkcji
a) y=cos3x-5

b) y =—sin(z —x)

c) y=ligx]|

d) y=2ctex—4

Zad. 4

. . . sin2x
Zapisz w prostszej postaci:
1—cos2x

Zad.5
Zamien miare kata podana stopniach na radiany: 105°

Zad. 6

Zamien miare kata podana w radianach na stopnie: 977r

Zad.7

Czy prawdg jest, ze réwnanie sin” x —sin x —2 = 0 nie ma rozwigzania?

Sprawdzian

Zad.1
Zamien miare kata podana w stopniach na radiany: 225°

Zad. 2
Zamien miare kata podana w radianach na stopnie: 8?7[

Zad. 3
Rozwiagz rownanie: V2sinx=1

Zad. 4
Rozwiaz nieréwnosc: sin® x —sin x > 0, x € (0,27)

Zad.5
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1
_l_
l-cosx 1+cosx

Zapisz w prostszej postaci:

Zad. 6
Naszkicuj wykres funkcji:

. 7
a) 2sm(x+3)
b) cos(z—x)+2
C) —ltgx

2

d) ctg(x—7)-4
Poprawa pracy klasowej

Zad. 1
Sz
Odp. —
P 4

Zad. 2
Odp. 480°

Zad. 3
Odp. x=%+2k7r,x=37ﬂ+2k7z,ke C

Zad. 4
Odp. (7.,27)

Zad.5
2

Odp. —;
Sin- x

Zad. 6
a)
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3. Ciagi
Temat 1: Cigg liczbowy
Cel lekcji: poznanie definicji ciggu liczbowego oraz jego wtasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac definicje ciggu liczbowego oraz umiec rozpoznawac ciagi skoficzone oraz

nieskonczone
— Oblicza¢ dowolne wyrazy ciggu w oparciu o wzor ogolny ciagu
— Szkicowac wykres ciagu
— Zapisywac wzoér og6lny ciggu na podstawie kilku poczatkowych wyrazow
— Sprawdzac, czy dana liczba nalezy do wyrazow tego ciggu

— Wyznaczac wyrazy ciggu, ktore spetniajg okreslone warunki: s ujemne, dodatnie,

rowne zero, naleza do okreslonego przedziatu
— Wyznaczac kolejne wyrazy ciggu okreslone wzorem rekurencyjnym

— Podawac wzoér rekurencyjny ciggu danego wzorem ogo6lnym i podawac wzoér

ogolny ciggu danego wzorem rekurencyjnym

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia ciggu liczbowego i ciggu rekurencyjnego
3. Wprowadzenie oznaczen dotyczacych ciggow
4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciggu a, =2n -3

Zad. 2
Dopasuj wzoér ciggu do jego trzech pierwszych wyrazéw:
2
la - n°—-2n+1
n
2
2.4 - n°—-2n+1
n
2
3. an — (_1)7! . n+3
nZ
4.a,=
n+1
Zad. 3

Ktore wyrazy ciagu a, =n’ —6n’> —n+6 sa rowne 0?

Zad. 4
Czy cigg a, =n’ —2n+3 mawyrazy réwne 3?
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Zad. 5

2n—-1 1 19

Ktore wyrazy ciggu a, = sg réwne: 3’ 3 ,??

Zad. 6

-n+3 ,
sgrowneb5.

Sprawdz, ktore wyrazy ciggu a, =
2n+38

Zad.7
Dopasuj wzér ogolny ciggu z kilkoma jego poczatkowymi wyrazami:
1.3,6,9,12,...

2.-2,0,2,4,..

3. -5,0,5,10,...

4, —20,—-16,-12,...
Zad. 8

Ktore wyrazy ciggu a, =2n—8 naleza do przedziatu (625,631)
Temat 2: Cigg liczbowy

Zad. 1
lle wyrazéw dodatnich ma ciag a, = —n’ —3n+8?

Zad. 2
Czy prawda jest, ze podany ciag a, =n’ —8n° +12n ma tylko trzy wyrazy ujemne?

Zad. 3
Dopasuj wzér ciggu w postaci ogblnej do ciggu danego w postaci rekurencyjnej

a, =3
1.
an+1 = an +4

A a,=4n-1
B.a,=-n-1
Zad. 4

Cigg jest dany wzorem rekurencyjnym. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazow ciggu:
a, =1

a,,,=2a,—3n

Zad.5

Dany jestciag a, = % Ile wyrazéw tego ciggu jest mniejszych od 1?7
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Zad. 6
n

lle wyrazéw ciggu a, = " jest wiekszych od 5?7

2
n

Zad. 7
2n—28

Ile wyrazéw wiekszych od 3 maciag a, = ?

n+l

Temat 3: Ciggi monotoniczne

Cel lekcji: badanie monotonicznosci ciggow liczbowych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Wybierac ciagi rosnace, malejace i state sposrdéd podanych ciggow liczbowych, a
takze okresla¢ ich monotonicznos¢ na podstawie wykresow ciggéw
— Bada¢ monotonicznosc ciggu liczbowego za pomocg okreslania znaku réznicy

Apy1 — Qp

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Podanie definicji ciggu rosnacego, malejacego i statego
3. Przyktady ciggdow monotonicznych
4. Badanie monotonicznosci wybranych ciggéw na podstawie okreslenia znakow
roznicy:
An+1 — Ay > 0-ciggrosnacy
Any1 — a, < 0-cigg malejacy
Any1 — a, = 0-cigg staty

orazilorazu:

% > 1-ciggrosnacy
% < 1-cigg malejacy
% = 1-ciggstaty

5. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Okresl monotonicznos¢ ciagu a, =2"*.

Zad. 2

Okre$l monotonicznosc ciggu a, = n+% (rosnacy, malejacy).

Zad. 3
Okresl monotonicznos¢ ciggu:
3n

n+l

l.a =

n
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3.a,=(-1)" -3_2”
n

Zad. 4
Ktéry z podanych ciggdw jest rosnacy?
l.a,=2n-3
2.a,= 2

n-1
3.a,=6""
4.a,= 1L

n

5 a,=-2n+2

Zad.5
Wiedzac, ze ciag (an) jest rosnacy, jaki jest cigg (bn)?
b =-2a,

Zad. 6

2

2-n?’

Okre$l monotonicznosc ciggu a, =

Temat 4: Ciggi monotoniczne

Zad.1
Okresl monotonicznos¢ ciggu:
n—=2n*+n-2

n+1

n+l
2.a,= (lj -3
2
—n+l
3.a,= (— l)
3

Zad. 2
Wiedzac, ze ciag (an) jest rosnacy, jaki jest cigg (bn)?
b, =2"

l.a =

n

Zad. 3

n+1

Okresl monotonicznosc ciggu a, =
3n—2

Zad. 4
Okresl monotonicznosé¢ ciagu a, = 5"

Zad. 5
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Czy prawda jest, ze dla n=5 cigg a, = n’ —3n” —10n+24 jest rosnacy?

Zad. 6
Okres$l monotoniczno$é ciggu a, = (=1)*" +(=1)*""

Zad. 7
Okresl monotonicznos¢ podanych ciggow:

Temat 5: Cigg arytmetyczny

Cel lekcji: zapoznanie ucznidéw ze szczegdlnym rodzajem ciggoéw liczbowych - ciagiem
arytmetycznym i jego wtasnosciami

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Rozpoznawac cigg arytmetyczny na podstawie jego wzoru, wykresu lub opisu

— ZnaCwzor nan — ty wyraz ciggu arytmetycznego oraz szkicowac jego wykres

— Obliczac kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego oraz wyznaczac wyraz pierwszy i
réznice na podstawie dwdch dowolnych wyrazow ciggu

— Sprawdzac z definicji, czy podany ciag jest arytmetyczny

— Wyznaczac warto$¢ parametru, dla ktorego trzy liczby sg trzema kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego

— Okresla¢ monotonicznosc ciggu

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecie ciggu arytmetycznego oraz podanie wzoru ogoélnego ciagu:
a,=a;+(n—-Dr
3. Omowienie wtasnosci ciggu arytmetycznego oraz wprowadzenie wzoru:
2an = Ap-1 + Apyq
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Wsrod podanych ciggdw wskaz ciggi arytmetyczne:

a,=2n+3,a,=8,a, =7"2 a, =—n’-2n+2, a, =3n-3n", a, =3n-3n", a,=—4n+1,
a, =—4n+1

Zad. 2

Dany jest cigg: 11, 18, 25, 32,...

Oblicz dziesiagty wyraz ciggu.

Zad. 3
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Oblicz czternasty wyraz ciggu arytmetycznego: —2%, —%, 1%,...

Zad. 4

Wiedzac, ze wyraz czwarty ciggu arytmetycznego wynosi (-3), a wyraz dziewiaty (-13)
uzupetnij zdania:

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego wynosi ..., a roznica jest réwna .... Jest to ciag
...(rosnacy, malejacy, staty)

Zad. 5
Okresl monotonicznos¢ podanych ciggéw arytmetycznych:
l.a,=2n+1

2.a,=-n+20
3.40,=3

Zad. 6
Wyznacz wyraz pierwszy i roznice ciggu arytmetycznego, jesli:

Zad.7

Wyznacz wyraz pierwszy i roznice ciggu arytmetycznego, jesli:
a,+ag =22

ag =23

Temat 6: Cigg arytmetyczny

Zad. 1
Dane sa
a,—a; =-8
a, +a;, =40

Wyznacz wyraz pierwszy i roznice ciggu arytmetycznego.

Zad. 2
Oblicz dwunasty wyraz ciggu arytmetycznego oraz podaj wzér ogblny, jesli
a,+a, =15

as+a, =4

Zad.3

Liczby tworza w podanej kolejnosci trzy pierwsze wyrazy ciggu arytmetycznego, dopasuj
do nich warto$¢ zmiennej x:

1. x> -4, 3x+5, —x—4

2. —4x+1, x*+x49, —5x+5

3.2x+3, 3x, & -7
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A x=-2
B.x=-4
C.x=1

Zad. 4
Znajdz takiex iy, aby podany ciag y, 2x+4y, 5, 2x+2 bytarytmetyczny

Zad. 5

Dane sg liczby a, b, c, ktére w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny. Wyznacz te
liczby, jesli:

a+b+c=12

1 1 1 11

a b c 12

Zad. 6

Niech dany bedzie cigg arytmetyczny sktadajacy sie z oSmiu wyrazéw. Suma srodkowych
wyrazdéw wynosi 8, a iloczyn wyrazéw skrajnych wynosi (-33). Wyznacz ten ciag.

Zad.7
Dane jest rownanie x° + (8m —8)x+m* —2m+1=0. Oblicz warto$¢ parametru m, dla
ktérego dane rownanie ma dwa pierwiastki x i y, takie, ze ciag (x, xy, y) jest arytmetyczny.

Temat 7: Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego

Cel lekcji: zastosowanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego
do rozwigzywania zadan praktycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac¢ wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
— Wyznaczac wyraz pierwszy i roznice ciggu arytmetycznego na podstawie danej
sumy n poczatkowych wyrazéw i danego dowolnego wyrazu ciggu
— Rozwigzywac rownania, w ktérych jedna strong jest suma n poczatkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu:

a, +a,
n = 2
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego:

a,=2n+3
1.

n=20
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Zad. 2
Oblicz sume trzydziestu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, jesli wyraz
pierwszy wynosi 3, a roznica jest rowna 5.

Zad.3
Uporzadkuj w kolejnosci rosnacej wartosci sum:
2+4+6+...+38

-30-10+10+...+210
13+20+27+...+146
—15-10-5+0+5+...+200

Zad. 4
Czy prawda jest, ze suma wszystkich liczb naturalnych od 1 do 95 wynosi 2025?

Zad. 5
Znajdz sume wszystkich liczb dwucyfrowych podzielnych na 6.

Zad. 6
Ile wynosi suma wszystkich ujemnych wyrazow ciggu arytmetycznego: a, =3n—20

Zad.7

Wyznacz wyraz pierwszy i roznice ciggu arytmetycznego, w ktérym
as =11

S, =120

Temat 8: Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
Zad. 1

Znajdz sume dwudziestu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego jesli a, +a,, =30

Zad. 2

Czy podane zdanie jest prawdziwe?

Suma dziesieciu parzystych poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego a, =5n-3
wynosi 245

Zad. 3
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Ile poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego a, =2n—3 nalezy dodac, aby ich suma
byta wieksza niz 3257

Zad. 4

Dopasuj rownanie do jego rozwigzania:
1. 749+11+...+(2n+5) =952
2.1+46+11+...+(5n—-4) =540
3.8+11+14+...+(Bn+5)=488
A.n=28

B.n=15

C.n=16

Zad. 5
5+10+15+...+(2n-1)

2
n

Czy ciagg dany wzorem a, = jest monotoniczny?

Zad. 6
Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 4, suma n poczatkowych wyrazéw ciagu
wynosi 598, a suma n+3 poczatkowych wyrazow jest rowna 754. Wyznacz n.

Zad. 7
Roznica ciggu arytmetycznego wynosi 2, suma n+1 poczatkowych wyrazéw ciggu to 143, a
suma 2n wyrazow jest rowna 440. Oblicz n.

Temat 9: Cigg geometryczny

Cel lekcji: omowienie szczegbdlnego przypadku ciggu liczbowego - ciggu geometrycznego i
omowienie jego wtasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Wybierac sposrod podanych ciggdw cigg geometryczny

— Znac¢ wzor ogolny ciggu geometrycznego

— Wyznaczac wyraz pierwszy i iloraz ciggu na podstawie danych dwoch dowolnych
wyrazow ciggu

— Wyznacza dowolny wyraz ciggu geometrycznego na podstawie wzoru ogélnego

— Okresla¢ monotonicznosc ciggu geometrycznego oraz udowadniac, ze podany ciag
jest geometryczny

— Wykorzystywac srednig geometryczna do obliczania wyrazu sSrodkowego ciggu
geometrycznego

— Wyznaczac parametr, dla ktérego trzy liczby tworza w podanej kolejnosci ciag
geometryczny

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
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2. Zdefiniowanie pojecia ciggu geometrycznego oraz podanie wzoru nan — ty wyraz
Ciggu geometrycznego:
an = al'qn_l
3. Okreslanie monotonicznosci ciggu geometrycznego za pomocg ilorazu:
Int1 - 1 - ciag rosnacy

an
an+1

an
an+1

= 1 - cigg staty

< 1-cigg malejacy

4. Wprowadzenie wzoru:

2 — :
(an)® = an-1" Ans1
5. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Ktdry z podanych ciggéw jest ciggiem geometrycznym?

a =

n

n
2 2n-3 n 2n-3 n n?-1 1
,a,=2n+1+n",a, =3"",a,=(-2)",a,=3"",a,=(-2)",a,=3 ,an=(5}

S |-

Zad. 2
Okresl monotonicznos¢ ciggu geometrycznego:

_ An+3
l.a,=2

n+2
2.a,= [lJ
3

3.a,=(-1)"
4.a,=(-1)"

Zad.3
|le wynosi czwarty wyraz ciggu geometrycznego danego wzorem: a, = 2"

Zad. 4
Oblicz trzeci wyraz ciggu geometrycznego:

a, =12
1.

q=3

a, =8
2. 7

a, =128

a, =16
3.

a, =64
Zad.5

Wskaz wzér ogblny ciggu geometrycznego, w ktorym wyraz pierwszy wynosi 2, a iloraz jest
rowny (-3)
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Zad. 6
Oblicz iloraz ciaggu geometrycznego, jesli wyraz drugi wynosi 12, a wyraz piaty jest réwny (-
96)

Zad. 7
Podaj wzor ogolny ciggu geometrycznego: 5, 25, 125,...

Temat 10: Cigg geometryczny

Zad.1
Dla jakiej wartosci parametru m cigg: m — 7, m + 3, 4m — 3 jest geometryczny?

Zad. 2
Wskaz wzdr ogolny ciggu geometrycznego, jesli dane sa:
a,=12
a,+a, =30
5 a, = 23
. a, =83

Zad. 3
Wyznacz wartos¢ zmiennej x, dla ktorej ciag —2x+3, —3, x—7 jest geometryczny.
Wiadomo, ze x jest liczba catkowita.

Zad. 4
Znajdz trzy liczby, ktére tworza cigg geometryczny, jesli suma dwéch pierwszych wynosi
15, a suma dwdch ostatnich jest rowna 20.

Zad. 5
Trzy liczby tworzg w kolejnosci rosnacy cigg geometryczny. lloczyn pierwszej i trzeciej
wynosi 256, natomiast iloraz ostatniej i drugiej jest rowny 4. Jakie to liczby?

Zad. 6
Miedzy liczby (-27) i (-1) wstaw dwie liczby a i b tak, aby ciag -27, a, b, -1 byt geometryczny.

Temat 11: Cigg geometryczny

Zad. 1
Ciag 8 — 8m,2m + 2,m — 7 jest geometryczny. Znajdz wartos¢ parametru m.

Zad. 2

Suma pierwszego i trzeciego wyrazu ciggu geometrycznego jest rowna 40, a suma
czwartego i drugiego wyrazu tego ciggu wynosi 80. Znajdz wyraz szosty ciggu, oraz podaj
jego wzor ogolny.
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Zad. 3
Populacja miasta zwieksza sie rocznie o 3%. Ile bedzie wynosita populacja tego miasta po
dziesieciu latach jesli obecnie jest ona rowna 20000.

Zad. 4
Podaj wzor ogolny ciggu geometrycznego, w ktorym wyraz trzeci wynosi 6, a wyraz siddmy
jest rowny 486

Zad.5
Dla jakiej wartosci x trzy liczby 6x, 3x°, x*+6x> +8 tworza w podanej kolejnosci ciag
geometryczny?

Zad. 6
Trzy liczby tworza cigg geometryczny - oblicz warto$¢ parametru m:
1. -m’, 2m—m*+4, -2

m+3

2. , m*=3, m*+6m+9

2m
3.—-m, m*+4, Sm*—10m+10

Temat 12: Suma n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego

Cel lekcji: poznanie wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego oraz
wykorzystanie go do rozwigzywania zadan praktycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac¢ wzor na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
— Wyznaczac sume n poczatkowych wyrazdéw ciagu, jesli podany jest wyraz pierwszy i
iloraz ciggu lub znane sa dwa dowolne wyrazy ciggu geometrycznego (oraz dana
jest liczba wyrazéw ciggu)
— Stosowac wzér na sume n poczatkowych wyrazow ciggu do rozwigzywania zadan
tekstowych

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec

2. Wprowadzenie wzoru S,, = a4 -%, gdyq # 1

3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktérym:
a,=2

1.

q=3
5 a, =5
=1
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3 a, =1
g=2

Zad. 2
Czy prawda jest ze suma oSmiu wyrazéw podanego obok ciggu geometrycznego jest
réwna 83?

a, =4
q=-2
Zad.3

Znajdzsume: 3—-9+27—...+2187

Zad. 4
lle wynosi suma ciggu geometrycznego: 10+10* +...+10°

Zad.5
Wiedzac, ze czwarty wyraz ciggu geometrycznego wynosi (-1) oraz szésty wyraz jest rowny
(-9) oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazéw ciggu. lloraz jest wiekszy od 0.

Zad. 6
Dany jest cigg geometryczny, ktorego iloraz jest rowny 2, a suma dziewieciu wyrazéw jest
rowna 3577. Znajdz pierwszy wyraz i podaj wzor ogolny ciagu.

Zad.7

Oblicziloraz ciggu, jesli dane sa:
a, =5

S, =635

Temat 13: Suma n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego

Zad. 1

Suma trzech liczb tworzacych malejacy cigg geometryczny wynosi 70, a iloczyn pierwszej i
ostatniej liczby jest rowny 400. Znajdz ten ciag.

Zad. 2

Skonczony cigg geometryczny ma parzysta liczbe wyrazow. Suma wszystkich wyrazow
ciagu jest piec razy wieksza od sumy wszystkich wyrazoéw o numerach parzystych. Znajdz
iloraz ciggu.

Zad.3

Dany jest cigg geometryczny (zapisany w ramce obok), w ktérym wyraz pierwszy jest
rowny 1, ailoraz wynosi 2. Oblicz podang sume:

S, =a,+2a,+..+na,

n=10
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Znajdz iloraz ciagu.

Zad.5
Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, jesli:
2

ng
7

n=
a, =64

Zad. 6

Cztery liczby tworza cigg geometryczny. Trzecia jest o 12 wieksza od pierwszej, a druga o
24 mniejsza od czwartej. Wskaz prawidtowg odpowiedz:

1. wyraz pierwszy jest rowny (-4)

2.iloraz ciggu jest réwny 4

3.iloraz ciggu jest réwny 2

4. wyraz pierwszy jest rowny (-2)

5. suma trzech pierwszych wyrazéw ciaggu jest rowna (-32)

6. suma trzech pierwszych wyrazéw ciggu jest réwna (-28)

Temat 14: Cigg arytmetyczny i geometryczny w zastosowaniach
praktycznych

Cel lekcji: zastosowanie wiadomosci o ciggu arytmetycznym i geometrycznym do
rozwigzywania zadan praktycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Rozwigzywac zadania dotyczace ciggu arytmetycznego i geometrycznego
prowadzace do rozwigzywania rownan badz uktadéw réwnan liniowych,
kwadratowych badz wielomianowych

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci o ciggu arytmetycznym i geoemtrycznym
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Czy prawda jest, ze jesli ciag (a,,) jest geometryczny, to ciag (b,) jest arytmetyczny?
b =loga,
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Zad. 2
Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Ich iloczyn jest rowny 64. Te same liczby s3 trzema
kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Jakie to liczby?

Zad. 3
Dany jest uktad rownan:
X+2y+z=2m
—x+4y+z=8
2x—y—z=m—8
Dla jakich wartosci parametru m liczby x, y, z tworza cigg arytmetyczny, a dla jakich ciag
geometryczny?

Zad. 4

Danesa:

cigg arytmetyczny: 100, 110, ...

cigg geometryczny: 1,2, 4,...

Czy prawda jest, ze wyrazy ciggu geometrycznego beda wieksze od wyrazow ciaggu
arytmetycznego od dziewiagtego wyrazu wtacznie?

Zad.5
Dane sa liczby: a, b, ¢, d. Liczby a, b, c tworza w podanej kolejnosci ciagg geometryczny, a
liczby b, c, d - cigg arytmetyczny. Znajdz te liczby, jesli

a+d=14
b+c=12
Zad. 6

Magda i Tomek oszczedzaja pienigdze, wrzucajac co tydzien do swoich skarbonek pewna
kwote. W pierwszym tygodniu Magda wrzucita do skarbonki 1 zt, w drugim 2 zt, w trzecim 4
ztitd. Tomek w pierwszym tygodniu odtozyt 10 zt, w drugim 15 zt, w trzecim 20 zt, itd. Poilu
tygodniach Magda bedzie miata wiecej pieniedzy niz Tomek?

Temat 15: Cigg arytmetyczny i geometryczny w zastosowaniach
praktycznych

Zad.1
Liczby a, b, ¢ sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, ich suma wynosi 24, natomiast
liczby a-1, b-4, c+2 tworza cigg geometryczny. Jakie to liczby?

Zad. 2
Trzy liczby, ktorych suma wynosi 39 tworza cigg geometryczny. Sg one jednoczesnie
czwartym, széstym i dwunastym wyrazem ciggu arytmetycznego, Znajdz te liczby.

Zad. 3
Czy trzy liczby moga jednoczesnie tworzyc cigg arytmetyczny i geometryczny?
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Zad. 4
Trzy liczby a, b, c tworza cigg geometryczny, sa one jednoczesnie pierwszym, drugim i
czwartym wyrazem ciggu arytmetycznego. Wiedzac, ze ¢ = 4a wyznacz te liczby.

Zad.5

Czwarty, siodmy i szesnasty wyraz ciggu arytmetycznego s3 jednoczes$nie pierwszym,
drugim i trzecim wyrazem ciggu geometrycznego. Suma szesciu poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego wynosi 12. Znajdz wyraz ogolny ciggu arytmetycznego i ciagu
geometrycznego.

Temat 16: Ciagg arytmetyczny i geometryczny w zastosowaniach
praktycznych

Zad. 1
Znajdz cztery liczby tworzace cigg geometryczny wiedzac, ze iloczyn wyrazu pierwszego i
trzeciego wynosi 400, a suma wyrazu drugiego i czwartego jest rowna 145.

Zad. 2
Dla jakich wartoscixiyliczby x+ y, 3x+5y, y+4 sgjednoczesnie wyrazami ciggu
arytmetycznego i geometrycznego?

Zad. 3

Liczby 2x -8, x*-3x-2, ix3 —x” +4 tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz x.

Zad. 4

Dane sg dwie liczby ai b. Cigg a, x, b jest ciaggiem arytmetycznym, a ciag a, y, b jest ciggiem
geometrycznym. Wyznacz x i y, jesli:

2log,(a—2)=1og,9

b = (sin150° - 2c0s120°)|(5v2)? — 20

Zad. 5

Dane s3 cztery liczby a, b, ¢, d tworzace ciag geometryczny. Wyznacz te liczby, jesli:

£:125
a

b+c=150

Temat 17: Obliczenia procentowe a ciagg geometryczny

Cel lekcji: poznanie podstawowych pojec¢ zwigzanych z oprocentowaniem kredytow i
lokat bankowych oraz nabycie umiejetnosci wyboru optymalnego rozwigzania

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac¢ wzory na procent prosty oraz procent sktadany
— Stosowac procent prosty i sktadany do rozwigzywania zadan
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— Obliczac, jaki kapitat zostanie zgromadzony po n latach przy danym
oprocentowaniu, kapitale poczatkowym oraz przy dowolnym okresie kapitalizacji

— Wyznaczac roczng stope procentowg przy danym kapitale poczatkowym,
koncowym oraz liczbie okreséw kapitalizacji

— Wyznaczac liczbe lat, po ktérych danych kapitat poczatkowy wzrosnie do
okreslonej kwoty, jesli znamy liczbe okreséw kapitalizacji i oprocentowanie lokaty

— Stosowac program Excel do rozwigzywania zadan zwigzanych z procentem
prostym i sktadanym

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia procentu prostego i ztozonego
3. Wprowadzenie wzorow na procent prosty i sktadany:
Procent prosty: K,, = Ky(1 + np)
Procent sktadany: K, = K, (1 + %)"m,
Gdzie:
n - liczba lat
K, - kapitat po n latach
K, - kapitat poczatkowy
p - oprocentowanie w stosunku rocznym
m - liczba okresow kapitalizacji w roku
4. Wykorzystanie programu Excel do rozwigzywania zadan
5. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Pan Marek wptacit do banku 1000 zt. Oprocentowanie w stosunku rocznym wynosi 6%.
Kapitalizacja odsetek co rok. Poilu latach Pan Marek podwoi kapitat poczatkowy?

Zad. 2

Pani Maria chce zatozy¢ lokate, wptacajac do banku 1000 zt na jeden rok. Ma do wyboru
oferty trzech bankéw.

Bank A proponuje - oprocentowanie 6% w stosunku rocznym, kapitalizacja odsetek po
roku

Bank B - oprocentowanie 5,5% w stosunku rocznym, kapitalizacja odsetek nastepuje co
pot roku

Bank C - oprocentowanie 5% w stosunku rocznym, kapitalizacja odsetek co kwartat.
Uszereguj oferty bankoéw zaczynajac od najkorzystniejsze;.

Zad. 3

Po ilu latach bedziesz mie¢ 1123,60 zt, jesli wptacites do banku 1000 zt przy
oprocentowaniu rownym 6% w stosunku rocznym, a odsetki sg dopisywane po uptywie
roku?

Zad. 4

Ktéry bank ma atrakcyjniejsza oferte, jesli chcemy ulokowac 10 000 zt?
Bank A - oprocentowanie 5% w stosunku rocznym przy kapitalizacji odsetek co pét roku
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Bank B - oprocentowanie 4,5% w stosunku rocznym przy kapitalizacji odsetek co kwartat.

Zad. 5

Pani Magda postanowita przez najblizsze pie¢ lat co miesigc wptacac do banku 100 zt.
Oprocentowanie wynosi 5%, a kapitalizacja nastepuje na koniec kazdego miesigca. Jaka
kwote zgromadzi Pani Magda po pieciu latach?

Temat 18: Obliczenia procentowe a cigg geometryczny

Zad.1

Maciek postanowit zatozy¢ lokate wptacajac do banku 1000 zt, przy oprocentowaniu w
stosunku rocznym 8% i kapitalizacji odsetek co pét roku. Przezile lat powinien
oszczedzad, aby zgromadzic¢ co najmniej 4000 zt?

Zad. 2

Pan Mateusz wptacit do banku pewng kwote na 8 lat, przy oprocentowaniu w stosunku
rocznym wynoszacym 4% i kapitalizacji rocznej. Po o$miu latach miat na koncie juz
4105,71 zt? (zastosowano zaokraglenie do dwodch miejsc po przecinku)

Zad. 3

Jaka bedzie wartosc lokaty na koniec okresu oszczedzania, jesli ulokowalismy 1000 zt na
okres 5 lat z roczng kapitalizacjg odsetek? W tym okresie nastepowaty zmiany rocznej
stopy procentowej, wynosity one odpowiednio: 6%, 5%, 4%, 3%, 2%.

Zad. 4

Ile wynosi roczna stopa procentowa, jesli ulokowaliSmy 2000 zt na okres pieciu lat, przy
kapitalizacji odsetek co pot roku? Po pieciu latach na koncie znajdowata sie kwota 2687,83
zt.

Temat 19: Granica ciaggu

Cel lekcji: zapoznanie z pojeciem granicy ciggu liczbowego oraz jego interpretacja

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac pojecie otoczenia punktu o danym promieniu
— Rozumiec pojecie granicy ciaggu liczbowego
— Wyznaczac te wyrazy ciaggu, ktore znajduja sie w otoczeniu granicy o danym
promieniu
— Wsrdéd podanych ciggéw rozpoznawac ciagi zbiezne do zera
— Udowadnia¢ zbieznos¢ danego ciggu do zera

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia otoczenia punktu o danym promieniu oraz granicy ciagu
liczbowego:
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AV Nian-gi<e

£>0 ng€EN nz2ny
3. Podanie przyktadow ciggdw zbieznych do 0:
1156

n'n?'n’

B

4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Czy podany ciag jest zbiezny do 07
2n-3

n 2
n

a

Zad. 2
Ktore wyrazy ciggu spetniajg nierownosc¢ | a, [< €, jesli:

=0,01
Zad. 3
Oblicz granice ciagu: a, = —
n
Zad. 4
Czy podany ciag jest zbiezny do 07
n+2
a, =
n—1
Zad. 5
Ktdry z podanych ciggéw jest zbiezny do 0?
1 1 -n—1 n
a,=——,a,=2n+l,a,=—,a,= =—
n n+2 2n° -1
Zad. 6

Ktore wyrazy ciggu a, = —— spetniajg nierownosc: |a, |< €, € = 0,001
n

Temat 20: Granica ciggu

Zad.1
. . n+l C L 1
Ktore wyrazy ciagu a, = — " spetniaja nierownos¢: |a, < ¢, € =3
n —
Zad. 2
Oblicz granice ciggu: a, = 4n=3 .
2n+1
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Zad. 3

Czy prawda jest, ze ciag a, = ?n jest malejacy, a jego granica jest liczba (-3)?

Zad. 4

Ktore wyrazy ciggu a, = spetniaja nierébwnos¢: | a, |< e, € =0,01

n*+1

Zad. 5

Czy prawda jest, ze dany ciag jest rosnacy, a jego granica jest liczba 0?
n* -2

a =

" 3n-1

Zad. 6
Ktéry z podanych ciggdw nie jest zbiezny do 0?7
1-n

l.oa,=
1+n

2.a =

Temat 21: Obliczanie granic ciaggéw. Granice niewtasciwe

Cel lekcji: zastosowanie twierdzen o dziataniach na granicach ciggéw do praktycznego
obliczania granic ciggoéw liczbowych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znacistosowac twierdzenia o obliczaniu granic ciggéw liczbowych
— Rozpoznawac ciagi, ktore nie maja granicy
— Wyznaczac granice niewtasciwe ciggow

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia granicy niewtasciwej ciggu
3. Zapoznanie z podstawowymi wtasnosciami granic i sposobamiich obliczania
4. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1
Oblicz granice podanych ciggow:

a) a _2Z
n 1’12
b) ¢ ="
3n+2
C)a = i
"ot =2t +2n-1
_bn-1
"2n+3
Zad. 2

(n—l)(2n+1)?
(1 - n)(n + 3)

Ile wynosi granica ciggu: a, =

Zad. 3
Czy prawda jest, ze liczba g = 0 jest granica ciagu a, :1_22(—”+3)?
3n"—6n+2

Zad. 4
Uporzadkuj podane ciagi ze wzgledu na ich granice, zaczynajac od tego, ktérego granica
jest najmniejsza liczba:

—12n* —2n+1
a4y =7
2n - —6n+1
3n-2
a, =
—6n+1
1
a,=—
n
a = n(n—1)n+1)

(n+8)n-16)n-2)

Zad.5
Oblicz granice podanych ciggow:
1

a)a, =—F——
) " _2n*—-8n+6
2
b) an:n+n
n-3
—2n’ -2n+1
) a,=—5———
3n - +8n—1
2
d) a _Sn"—-2n-1

" 2n? +9n+3

170



Zad. 6
(2n—-1y(1+n)
(n+8)2n-2)

Czyciag a, = dazy do nieskonczonosci?

Temat 22: Obliczanie granic ciaggoéw. Granice niewtasciwe

Zad. 1
1-n B 3n—1 R
2n+3 2n+3

lle wynosi granica ciagu a, =

Zad. 2
2n _n—1
n+l” " n+6

Oblicz granice ciggu ¢, =a, +b,,jesli a, =

Zad. 3

2(-1)

Czyciag a, =
2+n

ma granice?

Zad. 4
Ktdry z podanych ciggdw nie ma granicy?

-1y (2)"-(e-1) (=)

1 n
a, = ,a,=cos(nr),a,=sin(nr),a,=—————>,a,=———,a,=|——| +3
2n 2n-2 3n+2 2

Zad.5
Oblicz granice podanych ciggow:
(n - 1)(n + 2)

= o)
b) a = (Zn;kS)(n—l)
n (n+2)
2n+1)(n-2)1-n)
c)a,= 4
(n+6)'(2n—4)
Zad. 6
2n+2
Czyciag a, = (=2) — ma granice?
"

Temat 23: Obliczanie granic ciaggoéw. Granice niewtasciwe

Zad. 1
Oblicz granice podanych ciggow:
2" +3"

a)a,=—"—
) n 2.21/1_3n+1
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99

b) a,=n+—
n
77 449"
C) a" - 72;1—3 _2n+1
Zad. 2

n’>=2n+1
14+2+3+..4n

Ile wynosi granica ciggu a, =

Zad. 3
Oblicz granice ciggu danego wzorem ogélnym a, =n’ +1-n.

Zad. 4
I—z!
Ile wynosi granica ciggu okre$lonego wzorem: a, = (n+1). n,
(n+1)+n!
Zad.5
Wskaz granice ciggu: a, =vn’ +4n+1-n
Zad. 6

1+2+...+n

V16n* +4

Temat 24: Granice geometryczne

Oblicz granice ciggu a, =

Cel lekcji: Wprowadzenie pojecia szeregu geometrycznego oraz badanie zbieznosci
szeregu

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac definicje szeregu geometrycznego i wzor na sume szeregu geometrycznego
— Znac¢ warunek zbieznosci szeregu geometrycznego
— Rozpoznawac szeregi zbiezne
— Wyznaczac sume szeregu geometrycznego
— Zamieniac¢ utamek okresowy na utamek zwykty
— Rozwigzywac rownania z wykorzystaniem sumy szeregu geometrycznego, okreslac
dziedzine takiego rownania

Porzadek lekgji:

1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec

2. Zdefiniowanie pojecia szeregu geometrycznego

3. Wprowadzenie warunku na zbieznosc szeregu geometrycznego i podanie wzoru na

sume szeregu geometrycznego:

Szereg geometryczny Yo, aq™ "1, a # 0 jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1.
Suma szeregu geometrycznego dana jest wzorem: Yo, aq™ ! = ﬁ.

4. Zapoznanie uczniow z metoda zamiany utamka okresowego na utamek zwykty
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5. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Kiedy szereg geometryczny jest zbiezny?

Zad. 2
Oblicz sumy danych nieskonczonych szeregow geometrycznych:

1 1 1
a) l+—+—+—+...
2 4 8

b) 2+g+z+...
3 9

c) 1+0,1+0,01+...

Zad. 3
Ile wynosi suma nieskofnczonego szeregu geometrycznego?
16+8+4+2+...

Zad. 4
Jakie warunku musza by¢ spetnione, aby istniata suma nieskofczonego szeregu
geometrycznego: 1+a’ +a’ +...

Zad.5
Ile wynosi suma szeregu geometrycznego, jesli:
a, =2

QZ—E

Zad. 6

Ile wynosi suma szeregu geometrycznego, jesli:
a, =-2

qg=0,1

Zad.7
Czy podany szereg jest zbiezny?

39
I+—+—+..
2 4

Temat 25: Granice geometryczne

Zad.1

Dla jakich wartosci zmiennej x istnieje suma nieskonczonego szeregu geometrycznego:
I 1 1

I+—+—=+—+..

2 3
X X X
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Zad. 2
Zamien podane utamki okresowe na zwykte:

a) 0,(3)
b) 0,(13)
c) 0,2(3)
) 2

d) 2,(5)

Zad. 3

e . I 1
Rozwigz rownanie: I+ —+—+...=x+1,5
X X

Zad. 4
Dla jakich wartosci x ciag geometryczny jest zbiezny, jesli:
a =1

x+4

2x-3

q:

Zad. 5

. . ., . 1 1 x+4
Podaj rozwigzanie rownania: 1+ + s +..=
1-x (l—x) x—1

Zad. 6

Dla jakich wartosci x nieskonczony cigg geometryczny ma sume réwng S =

42
5

Zad. 7
Zamien utamek okresowy na utamek zwykty: 2,01(2)

Powtoérzenie wiadomosci

Zad. 1
WS$rod podanych ciggdw wskaz ciggi arytmetyczne:
-2
a,=3-4n,a,=5"-2,a =9n-5,a, == 4 =2",a,=5
n+2

Zad. 2
Dany jest cigg arytmetyczny, w ktorym suma wyrazu drugiego i széstego wynosi 6, a iloraz
wyrazu 6smego i wyrazu czwartego jest réwny 5. Znajdz ten ciag.

Zad. 3
WSsrod podanych ciggdw wskaz ciggi geometryczne:

1
a,=6"",a,=1-2n,a,=n"-3n+6,a,=8"-2,a, =5n+2-9n°,a, =—

n
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Zad. 4
Dla jakiej wartosci x liczby: x + 2, 3x + 5, x — 4 tworza w podanej kolejnosci ciag
arytmetyczny?

Zad.5

Oblicz sumy podanych ciggow:
a) -3,-2,—1,...,46

b) 6,12, 24,...,3072

) 5,7,911,..,43
L1 1
379727777343
Zad. 6

Dany jest ciag geometryczny, w ktérym wyraz drugi jest rowny (-3), a iloczyn wyrazu
trzeciego i czwartego wynosi 81. Znajdz ten ciag.

Zad.7
Dla jakiej wartosci m liczby: 0,25m, m + 10, 6m + 10 tworza w podanej kolejnosci ciag
geometryczny?

Sprawdzian

Zad.1
Wsrod podanych ciggdw wskaz ciggi arytmetyczne:

a,=3+2n’,a,=3"-2n,a,=10-2n, a, =

Zad. 2
Dany jest cigg arytmetyczny, w ktorym suma wyrazu drugiego i czwartego jest rowna
sumie wyrazu pierwszego i pigtego i wynosi 22. Znajdz ten ciag.

Zad. 3
Rozwigz rownanie: 1+4+7+...+(3x—2) =376

Zad. 4

Oblicz sumy podanych ciggow:
a) 4,6,8,...,102

b) 2,5.8....,59

c) L,4,16,...,1024

Zad. 5
Ile wyrazéw dodatnich ma cigg o wzorze ogblnym: a, =14—5n
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Zad. 6
Jaka liczbe (jednakowa) nalezatoby dodac do liczb: 1, 10, 46, aby w podanej kolejnosci
tworzyty cigg geometryczny?

Zad.7

Trzy liczby (a, b, c) tworza ciag arytmetyczny, jezeli do pierwszej dodamy jeden, od drugiej
odejmiemy dwa, od trzeciej rowniez odejmiemy dwa to otrzymamy cigg geometryczny.
Znajdz liczby a, b, c.

Poprawa pracy klasowej
Zad. 1
Odp. a, =10-2n, a,=5—-4n

Zad. 2
Odp. a, =4n-1

Zad. 3
Odp. x=16

Zad. 4
a) 2650
b) 610
c) 341

Zad.5
Odp.2

Zad. 6
Odp.2

Zad. 7
Odp. 2,8,14 lub 11,8,5

4. Funkcja logarytmicznai wyktadnicza

Temat 1: Potega o wyktadniku rzeczywistym

Cel lekcji: poznanie podstawowych wzoréw dotyczacych dziatan na potegach i
zastosowanie ich do rozwigzywania zadan praktycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac definicje potegi o wyktadniku naturalnym, wymiernym i rzeczywistym
— Obliczac wartosci liczbowe zawierajace pierwiastki i potegi
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— Umiec przeksztatcac wyrazenia zawierajace pierwiastki i potegi do najprostszej
postaci

— Stosowac wzory skréconego mnozenia do przeksztatcania wyrazen zawierajacych
potegi i pierwiastki

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia pierwiastka arytmetycznego i potegi o wyktadniku
naturalnym, rzeczywistym i wymiernym
3. Wprowadzenie wzorow:
a - a™ = an+m
a: g™ = g+ m

a™-b" = (a-b)"

a™:b" = (a:b)"
(an)m — an-m
a® =1
al=a
1
at=—
an
Yam = gn
4. Rozwigzywanie zadan.
Zad. 1
Zapisz w prostszej postaci:
a’b’
a
) ab’
2 3
b) a 21 b
b’a
C) g
aia
d) =
Zad. 2

Oblicz bez uzycia kalkulatora: 7° +7° +7° +7° + 77 + 7° + 7°

Zad.3
Uporzadkuj podane wyrazenia rosngco:

0
S A e TG
16> 7 3 7|3 3 “3/125 7\ 2 2

Zad. 4
Jaka posta¢ ma podane wyrazenie po uproszczeniu?
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Jxf
x7Afx

Zad.5
Ktora liczba jest wieksza?

a=+3

h=32
Zad. 6

Ktora liczba jest wieksza?
a= (3\/5)32
. (\/ﬁ y

9

Zad.7
Zapisz w prostszej postaci:

64% 4128 (%)544

Zad. 8

Ile wynosi wartos¢ wyrazenia: (\/§+ 2)3
Temat 2: Potega o wyktadniku rzeczywistym

Zad. 1

lle wynosi warto$¢ wyrazenia /34/3 33 ?

Zad. 2

Oblicz bez uzycia kalkulatora:

Zad. 3
Ktora liczba jest wieksza?

a=(y1024)"
b=(729)"

Zad. 4
Czy podana obok liczba jest wymierna?
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)]

Zad.5
Jaka posta¢ ma podane wyrazenie po uproszczeniu?

5 -2 rs 11
(1’2)‘2.(6j _23.23 452.52

(21,5_\/gx21,5+\/g)
Zad. 6
Zapisz w prostszej postaci:

[(2’l +27 )_1 +27 r , 3:67-10-6 , \/Z[(I,S)_1 +47 ]+ 8%

3'695

Zad. 7

Ile wynosi warto$¢ wyrazenia: (\/g—l)3
Temat 3: Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci
Cel lekgji: poznanie definicji funkcji wyktadniczej oraz jej wtasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac definicje funkcji wyktadniczej oraz opisywac jej wtasnosci

— Rozpoznawad funkcje wyktadniczg wsrdéd innych funkcji

— Umiec rysowac wykres funkcji wyktadniczej f (x) = a*

— Wyznaczac wzér funkcji wyktadniczej na podstawie jej wykresu, sprawdzac czy
podany punkt nalezy do wykresu funkcji

— Wyznaczac¢ argumenty, dla ktorych funkcja spetnia okreslone warunki

— Podawac dziedzine i zbior wartosci funkc;ji

— Badad na podstawie wzoru i wykresu funkgji jej parzystos¢, réznowartosciowosc,
monotonicznos¢

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia funkcji wyktadniczej, podanie jej wzoru f(x) = a* i
omowienie podstawowych wtasnosci
3. Szkicowanie wykresu funkcji wyktadniczej
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Narysuj wykres funkgji:
a) f(x)=T7"

b) £ (x)=(0,2)"

Q) /(x)= @
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d) f(x)=2"

Zad. 2
Na podstawie wykresu funkcji podaj jej wzor:

8

Zad. 3
Na podstawie wykresu funkcji oméw jej wtasnosci:

Zad. 4

Narysuj wykres funkcji f(x) = (%} .

Zad.5

Dana jest funkcja f(x)=5".Wskaz poprawne odpowiedzi:
1. funkcja ma jedno miejsce zerowe

2. funkcja jest réznowartosciowa

3. funkcja jest malejaca

4. do wykresu funkcji nalezy punkt (—2,25)
5. funkcja nie ma miejsc zerowych

6. funkcja nie jest roznowartosciowa

7. funkcja jest parzysta

8. funkcja jest rosnaca

9. do wykresu funkcji nalezy punkt (—1; 0,2)
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Zad. 6
Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = (%j osigga wartosci mniejsze niz 277
Zad.7

Okre$l wtasnosci funkgji: f(x) = (i}

Temat 4: Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci
Zad. 1

Okre$l wtasnosci funkgji: f(x) = (%J

Zad. 2
Dana jest funkcja f(x) = (gj . Wskaz poprawne odpowiedzi:

1. funkcja ma jedno miejsce zerowe

2. funkcja jest roznowartosciowa

3. funkcja jest malejaca

4. funkcja jest rosnaca

5. do wykresu funkcji nalezy punkt (0,1)
6. funkcja nie jest roznowartosciowa

7. funkcja jest parzysta

8. do wykresu funkcji nalezy punkt (5,8)
9. funkcja nie ma miejsc zerowych

Zad.3
Uzupetnij tabelke cze$ciowa funkcji f(x) = a* podajac odpowiednie wartosci
parametrow a, b,c,d, e, f.

X -5

F(x) a

|l

Zad. 4
Naszkicuj wykres funkcji:

L f(x)= @

2. f(x)=(0,4)

3. /()= (%J

4. f(x)=5"
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Zad.5
Na podstawie wykresu funkcji okresl jej wtasnosci:

Zad. 6
Na podstawie wykresu funkcji podaj jej wzor:

3

Zad.7
Dla jakich argumentéw funkcja osigga wartosci wieksze lub réwne 0,367

_(3)
f(x)—(sj

Temat 5: Przeksztatcanie wykresow funkcji wyktadniczych

Cel lekgji: szkicowanie wykresu funkcji wyktadniczej i poddawanie go réznym
przeksztatceniom
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Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Przeksztatcac¢ wykres funkcji wyktadniczej stosujac: przesuniecie o wektor
[p, q], symetrie wzgledem osi OX, symetrie wzgledem osi OY i symetrie wzgledem
poczatku uktadu wspotrzednych

— Szkicowac wykresy funkcji wyktadniczych bedacych ztozeniem dowolnej liczby
przeksztatcen

— Podawac dziedzine i zbior wartosci funkcji otrzymanych w wyniku przeksztatcen

— Szkicowad wykres funkgji | f (x)[, gdzie f(x) jest funkcja wyktadnicza

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci o podstawowych przeksztatceniach funkcji f(x)
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
O jaki wektor przesunieto funkcje f(x)=4", aby otrzymac funkcje g(x)=4"?

Zad. 2
Funkcje f(x)= [%j przesunieto o wektor [2, —1] i otrzymano funkcje g(x). Wskaz

wykres funkcji g(x).
A.
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Zad. 3
Funkcje f(x)=2" poddano pewnym przeksztatceniom. Dopasuj wykres funkcji do

odpowiedniego przeksztatcenia.

1. f(x)-1
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2. f(2x)
3. f(=x)
4.1 f(x)—4]

5./ ()
A.
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Zad. 4

Okresl wtasnosci funkcji g(x), ktéra powstata po przesunieciu funkcji f(x) =2* o wektor
[—2,—1].

a) funkcja ma jedno miejsce zerowe x = —2

b) funkcja ma jedno miejsce zerowe x = 2
c) funkcja nie ma miejsc zerowych

d) jest funkcjg malejaca

e) jest funkcja rosnaca

f) przecina 0$ OY w punkcie (0,3)

g) przecina o$ OY w punkcie (0,1)

Zad.5
Na podstawie wykresu podaj wzér funkcji f(x):
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Zad. 6

Naszkicuj wykres funkcji:
a) f(x)=4"+2

b) f(x)=-3"

o) f(x)=5"

d) f(x)= Gj

Zad.7
O jaki wektor przesunieto funkcje f(x)=7", aby otrzymac funkcje g(x)=7"">-77?

Temat 6: Przeksztatcanie wykresow funkcji wyktadniczych

Zad.1
Dany jest wzor funkcji f(x) =3", po dokonaniu pewnego przeksztatcenia otrzymano
funkcje g(x)=-3"+1. Jakie to przeksztatcenie?

a) symetria wzgledem osi OY, przesuniecie o wektor
b) symetria wzgledem osi OX, przesuniecie o wektor
c) symetria wzgledem osi OX, przesuniecie o wektor
d) symetria wzgledem osi OY, przesuniecie o wektor

—

0,1]
1,0]
0,1]
1,0]

— /0 —

Zad. 2
Naszkicuj wykres funkcji f(x)=2-3""

Zad. 3

Naszkicuj wykresy funkgji:
a) f(x)=-5"+1

b) f(x)=2""-3]
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1 |x]
C)fxx):(zj

d) f(x)=—|@ 2]

Zad. 4
Wskaz wykres funkgji: f(x) =4"

Zad.5

Jakie wtasnosci ma funkcja f(x)=—-6""7?+3?
a) funkcja nie ma miejsc zerowych

b) funkcja ma jedno miejsce zerowe

funkcja jest réznowartosciowa

funkcja nie jest roznowartosciowa

funkcja nie przecina osi OY

~

C
d
e

~—_ — ~—

Zad. 6
2", x <1
Wskaz wykres funkcji: f(x) = XS
-2,x2>1

A.
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D.

Zad.7

Naszkicuj wykres funkcji:
a) f(x)=3"~1|

b) f(x)=2"+4

¢) f(x)==|1+1"|

Temat 7: Logarytm liczby dodatniej. Wtasnosci logarytmow

Cel lekcji: poznanie pojecia logarytmu z liczby dodatniej i wtasnosci logarytméw

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znad definicje logarytmu liczby dodatniej
— Obliczac wartosci logarytméw liczb dodatnich
— Znac podstawowe wtasnosci logarytmow
— Dowodzi¢ wtasnosci logarytmow
— Przeksztatca¢ wyrazenia zawierajace logarytm liczby dodatniej
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Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia logarytmu liczby dodatniej
3. Omoéwienie podstawowych wtasnosci logarytmow:

log, b =c, a® = b, a>0,a+1,b>0
log,a=1
log, a? =
log,1=0
alogab =)
log. b
log, b = og, a

log, b +log, c = log,(bc)
log, b —log, c = log,(b:c)
4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Oblicz wartosci poszczegdlnych wyrazen:
a) log, 64
b) log, 256
1

c) log, —
) 8o 3

Zad. 2
Uszereguj wartosci ponizszych wyrazen w kolejnosci malejace;j:

1
log, 729, log, 2, log, 5 log,,125

Zad. 3

1log 8+8
. e . . sy 6
Oblicz wartos¢ wyrazenia: 36 2

Zad. 4
Wyznacz zmienng x:
a) log, 25=2
b) log, 3=27
c) log 216=3
1

d) log. 9=—

) log, 9=
Zad. 5

31,2

Zapisz podane wyrazenie w prostszej postaci: log
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Zad. 6
Oblicz:

a) log 81=4
b) log, 11=1
c) logx=2

1
d) log 3=—
) log, 3

Temat 8: Logarytm liczby dodatniej. Wtasnosci logarytmow

Zad. 1
Oblicz:

a) 3log ; 2—logﬁ\/§+logf2 16
b) log,,100+1log,,10+1log,, 1

1
c) log, 81 —glog3 27-2log,3

Zad. 2
Czy prawda jest, ze xy = 16, jesli: log, x+2log, y =4.

Zad. 3
Uszereguj wartosci ponizszych wyrazen w kolejnosci rosnacej

llog3 8+1

logs3-1 —1+2log, 3 log; 4
5085 ’2 +2log, ’90g3 _2’273

Zad. 4
. L, . . —llog416+2
Ile wynosi warto$¢ wyrazenia: 4 2 ?
Zad.5
Oblicz:
1
a) log 3=—
) log,3=2
b) log 1024 =10
c) log 17=2
1
d) log 3=—
) log, 3=~
Zad. 6

Przedstaw podane obok wyrazenie jako sume lub réznice loga, logb, logc:
log(ab’c)
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Temat 9: Funkcja logarytmiczna i jej wtasnosci

Cel lekcji: wprowadzenie definicji funkcji logarytmiczneji omowienie jej podstawowych
witasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac definicje funkcji logarytmicznej f (x) = log, x i jej podstawowe wtasnosci
— Szkicowaé wykres funkcji logarytmicznej
— Okresla¢ monotonicznos$é, dziedzine i zbior wartosci funkcji logarytmicznej
— Podawac argumenty, dla ktorych funkcji logarytmiczna spetnia okre$lone warunki

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia funkcji logarytmicznej f (x) = log, x i oméwienie jej
witasnosci
3. Szkicowanie wykresu funkcji f(x) = log, x
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Okresl dziedzine funkcji: f(x) =log,(x* —1)

Zad. 2
Na podstawie wykresu podaj wzér funkcji logarytmicznej:

4

-+

Zad. 3
Okresl dziedzine funkgji: f(x) =log, IL
—X

Zad. 4
Naszkicuj wykres funkcji f(x) =log, s x.

Zad. 5

Dana jest funkcja f(x)=1log, x. Naszkicuj jej wykres, a nastepnie na jego podstawie okresl|
wtasnosci funkgji.
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Zad. 6

Okresl dziedzine funkcji: f(x)=1log , 0 x—j
T x4+

Zad.7
Wykres przedstawia pewna funkcje logarytmiczna. Napisz jej wzér i okresl jej wtasnosci:

all

Temat 10: Funkcja logarytmiczna i jej wtasnosci

Zad.1
Okresl dziedzine funkcji f(x)=1log.,, (2" —16)

Zad. 2
Dany jest wykres pewnej funkcji. Na jego podstawie okre$l jej dziedzine:

Zad. 3
Naszkicuj wykres funkcji f(x) =logx.

Zad. 4

Dany jest wykres pewnej funkcji logarytmicznej. Na jego podstawie podaj zbiér wartosci
funkcji, dla ktérego argumenty naleza do przedziatu (0,1; 1000):

193



Zad. 5
Okresl dziedzine funkgji: f(x)=log . , (x*—4x*-3x+12)

Zad. 6
Na podstawie wykresu podaj wzor funkcji logarytmicznej:

Zad.7
Okresl dziedzine funkgji: f(x)=log, (x> —2x+4)

Temat 11: Przeksztatcanie wykresow funkcji logarytmicznych

Cel lekcji: szkicowanie wykresu funkcji f (x) = log, x oraz poddawanie go réoznym
przeksztatceniom

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Szkicowad wykres funkcji logarytmicznej f (x) = log, x
— Przeksztatcac¢ wykres funkcji logarytmicznej stosujac: translacje o wektor, symetrie
wzgledem osi OX, OY oraz punktu (0,0)
— Szkicowac wykres funkcji |f(x)|, gdzie f(x) jest funkcja logarytmiczna
— Opisywac wtasnosci funkcji powstatych w wyniku przeksztatcen
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— Szkicowaé wykresy funkcji logarytmicznych bedacych ztozeniem dowolnej liczby
przeksztatcen
— Zapisywac wzor funkcji otrzymanej w wyniku przeksztatcen

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci o przeksztatceniach funkcji
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Funkcje f(x)=log, x przesunieto o wektor [-1,3]. Jaka funkcje otrzymano?
B

Zad. 2
Wykres przedstawia pewnga funkcje logarytmiczna. Jaka to funkcja?

Zad. 3
Dopasuj wzér funkcji do jej wykresu:
1. f(x)=log,x-2

2. f(x) zlogz(x+§)
3. f(x):10g1x+4

4, f(x)=10gl(x—3)

A.
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Zad. 4
Dana jest funkcja f (x) = logx, ktora przesunieto o pewien wektor i otrzymano funkcje
g(x) przedstawiong na rysunku. Wskaz wzér funkcji g (x).
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Zad. 5
Dana jest funkcja f(x)=log, x, ktoéra przesunieto o pewien wektor i otrzymano funkcje

h(x). Dopasuj wzér funkcji h(x) do odpowiedniego wektora, o ktéry przesunieto funkcje

f ().
a) h(x)=log, x—1

b) h(x) = log, (x+1)—1
c) h(x)=log, x+1

d) A(x)=log,(x—-1)—1
e) h(x) =log, (x+1)+1
f) h(x) = log,(x 1)

8) h(x) = log,(x +1)

Zad. 6
Wskaz wykres, ktéry obrazuje rozwigzanie rownania:
log,(x—-2)=x—-4

Temat 12: Przeksztatcanie wykresow funkcji logarytmicznych

Zad. 1

Dany jest wzor funkcji f (x) oraz funkcji g(x). Jakie przeksztatcenia kolejno wykonano,
aby otrzymac funkcje g(x)?

J(x)=logx

g(x)=—log(l-x)+2
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Zad. 2

Jaka funkcje przedstawia wykres umieszczony na rysunku obok?
2

A. f(x)=log,(x+1)
B. f(x):log4(%x—1)
C. f(x)=10glx—1

4

D. f(x)=log, (2x-1)

4
Zad. 3
Naszkicuj wykres funkcji:

a) f(x)=log, (~x)

b) f(x)=2log, x
c) f(x)=—log, x+5

5

Zad. 4
Dana jest funkcja f(x) =log,(2—x)—2. Naszkicuj jej wykres, a nastepnie okresl jej
wtasnosci.

Zad.5

Wskaz wykres, ktory przedstawia rozwigzanie rownania log(2 —x) = l—1.
X

Zad. 6
Podaj dziedzine ponizszych funkcji:

a) f(x)=log,,(3-x)
b) /(x)=log, ,(x’ ~6x+9)
¢) f(x)=log,(x*—3x+4)

198



Zad. 7
Ktoéry wykres przedstawia zbior rozwigzan nierownosci —3 <log(l—x) < x?
A
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Temat 13: Przeksztatcanie wykresow funkcji logarytmicznych

Zad. 1

Wskaz funkcje, ktora jest przedstawiona na wykresie obok:
g

A. f(x)=log, |x—-2|
B. f(x) = log,(x~1)|
C. f(x)=llog,x—1|+2
D. /(x)=]log, x| -2

Zad. 2
Naszkicuj wykres funkgji:
a) f(x)=|log, x+2|-1

2

b) f(x)=log; |x—2]
c) f(x)=-2log, x+1

4

d) f(x)=llogx|+3
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Zad. 3
Jakie wtasnosci ma funkcja f(x) = log, (x—3)|-27?
3

Zad. 4
Ktory wykres przedstawia funkcje: f(x) = log, | x—4||

Zad. 5
Wskaz wykres, na ktorym przedstawione jest rozwigzanie rownania: |log, x |= 2**'

Zad. 6

Czy prawidtowo okreslono dziedzine funkc;ji?
f(x)=logy (“2x+4)-2|

D:xe(—0,3)\{2}

Temat 14: ROwnania i nierownosci wyktadnicze
Cel lekcji: omowienie metod rozwigzywania réwnan i nieréwnosci wyktadniczych

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Rozwiagzywac algebraicznie i graficznie rownania i nieréwnosci wyktadnicze
stosujac omowione wczesniej dziatania na potegach i pierwiastkach oraz wtasnosci
funkcji wyktadniczej

— Rozwigzywac rownania i nieréwnosci wyktadnicze z wartoscig bezwzgledna

— Podawac wartos¢ parametru, dla ktorego dane rownanie/nierdwnosc¢ spetnia
okreslone warunki

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie dziatan na potegach i pierwiastkach oraz wtasnosci funkgji
wyktadniczej
3. Rozwigzywanie zadan

Zad.1

1 —3x+1
Podaj rozwigzanie réwnania: 2* :(Ej
Zad. 2

Rozwigz rownania:

a) (3V3)" = GJZ
0[5 -0

c) 57 =125
d) 3x2—1 :27x+1
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Zad. 3
Wskaz rozwigzanie rébwnania: 2> —-7.2"" =2

Zad. 4
44+/1-x
3 Ji—x-1 7\ vis -5
Rozwigz rownanie: 7 = g

Zad.5

Rozwigz nieréwnosci:
a) (\/E)K B

b) 22x+4 .8x—1 S 2

c) 1572 <2257°%

of¢] 23
6

Zad. 6
Podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci: 2°* —6-2% < -2*

Zad.7
Rozwigz nierownos¢:
x+2 2x-3

— .7 > 49 +
7

Temat 15: ROwnania i nierownosci wyktadnicze

Zad. 1
Dopasuj rownanie do wykresu, ktory przedstawia jego rozwigzanie:

a) S—Gy = x+1]

b) |2" —4|]=x* -1

B
c) (lj +% =0
2 X

1.
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Zad. 2

. 1y
Rozwiaz réwnanie: 3 " :(Ej
Zad.3

Dla jakiej wartosci parametru m podane obok réwnanie ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste?

9 +(m+1)-3"+1=0
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Zad. 4
Dla jakiej wartosci parametru m podane réwnanie nie ma rozwigzania?
9-3"=m

Zad.5
Dla jakiej wartosci parametru m rownanie ma jeden pierwiastek dodatni?

4*—(m+2)-2“‘+%m+1:0

Zad. 6
Rozwiaz nieréwnos¢: 3" <—2.3" 43

Temat 16: Rownanie i nieré6wnosci logarytmiczne

Cel lekcji: omowienie metod rozwigzywania réwnan i nierbwnosci logarytmicznych
sprowadzajac je do rozwigzywania rownan i nierownosci liniowych, kwadratowych lub
wielomianowych dowolnego stopnia

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Rozwigzywac algebraicznie i graficznie rownania i nieréwnosci logarytmiczne z
zastosowaniem wiadomosci o wtasnosciach logarytmu liczby dodatniej i funkcji
logarytmicznej

— Podawac dziedzine logarytmu

— Podawac rozwigzanie rownan i nierownosci logarytmicznych z uwzglednieniem
dziedziny logarytmu

— Rozwigzywac rownania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna

— Podawac wartos¢ parametru, dla ktorego réwnanie lub nieréwnos¢ spetnia
okreslone warunki

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wtasnosci logarytmu liczby dodatniej i funkcji logarytmicznej
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Podaj dziedzine réwnania: log,(x* —3,5x —2) +log, L log, x=2
x=3 x+1

Zad. 2
Podaj rozwigzanie rownania (uwzgledniajac dziedzineg): — 6 +log, x =log, (x —1)

Zad. 3

Ktory wykres obrazuje rozwigzanie réwnania log, (x+2)—log, 16 =log, x?
A.
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Zad. 4
Rozwiaz rownania:
a) log, (x+1)=—4+log, (x—1)

2 2
b) log,(x+7)—log, x= %log3 36
c) log, (3x* +4x)=3
d) log,(x+3)—1=—log,(x+5)

Zad. 5
Rozwigz nieréwnosc¢: log, (x+1)—log, x >1
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Zad. 6
Rozwiaz nieréwnosci:
a) log, x—log, (x+2)>log, 3

3 3 3

b) log, vx+4>1

c) log, (x+3)—log,3x+1)<0
3 3

d) log, x+3log, x>2

Zad.7
Wskaz zbiér rozwigzan nieréwnosci: log, (x> —4x+4) >0

Temat 17: Rownania i nierownosci logarytmiczne

Zad. 1
Podaj rozwigzanie réwnania: log, (3" -4-27) =x

Zad. 2
Rozwigz nierownosé: log(x® —3x+6) <1

Zad. 3
Podaj rozwiazanie réwnania (uwzgledniajac dziedzine) (log, x)* =2 =1log, x

Zad. 4

Rozwiaz rownanie: log,

1—x
—{=log,(x+1
x+l‘ g4( )

Zad.5
Rozwiaz nieréwno$é: log: x —log, x —6 <0

Zad. 6
Dla jakiej wartosci parametru m dziedzing réwnania jest zbiér liczb rzeczywistych?

log, (x* +(m+2)x+2%m—l)=1

Zad.7
Podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci:
log, |1—x>logy(x+1)
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Temat 18: Zastosowanie funkcji wyktadniczej w praktyce

Cel lekcji: zastosowanie funkcji wyktadniczej do rozwigzywania zadan z kontekstem
fizycznym, chemicznym, biologicznym

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Rozwigzywac zadania tekstowe z zastosowaniem poznanych wtasnosci funkcji
wyktadniczej
— Znac zastosowania funkcji wyktadniczej w innych dziedzinach: fizyki, chemii,
biologii
— Rozwigzywac zadania z parametrem

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Podanie przyktadowych zastosowan funkcji wyktadniczej
3. Rozwigzywania zadan praktycznych z wykorzystaniem programu Excel

Zad.1

Liczbe bakterii w pewnej probce mozna przedstawi¢ za pomoca wzoru
N =1000-2%*,¢>0. Zaznacz prawidtowe odpowiedzi:

A. poczatkowa liczba bakterii wynosi 2000

B. poczatkowa liczba bakterii wynosi 1000

C. poczatkowa liczba bakterii wynosi 2

D. liczba bakterii po 3 dniach wynosi 1515

E. liczba bakterii po 3 dniach wynosi 1148

F. liczba bakterii po 3 dniach wynosi 1231

Zad. 2

Chronione gatunki zwierzat sg umieszczane w rezerwacie. Na poczatku w danym
rezerwacie umieszczono 50 zwierzat. Liczba zwierzat, ktore przezywaja t lat po
umieszczeniu w rezerwacie wyraza sie funkcja wyktadniczg dang wzorem:
N(t)=50-(1,05)

Poilu latach populacja zwierzat w rezerwacie podwoi sie ?

Zad. 3

Populacje N pewnego miasteczka w potudniowych Indiach mozna przedstawic¢ za pomoca
wzoru:

N=n-10"¢t>0

Gdzie: n oznacza poczatkowa populacje, a t oznacza czas, jaki uptynat od 1980 roku.
Wiedzac, ze populacja wzrosta z 100 000 w 1980 roku do 150 000 w 1990 roku znajdz
populacje mieszkancéw tego miasteczka w 1995 roku.
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Zad. 4

Pan Marcin zatozyt ztozyt na lokacie 3500 zt. Oprocentowanie w stosunku rocznym wynosi
5,8%, a kapitalizacja nastepuje co p6t roku. lle lat potrzeba, aby Pan Marcin podwoit
posiadany kapitat?

Temat 19: Zastosowanie funkcji wyktadniczej w praktyce

Zad.1

Wartos¢ pewnego samochodu po t latach mozna wyrazi¢ wzorem:
V =8500e "

Oszacuj wartos¢ samochodu po 3 latach.

Zad. 2

llos¢ pewnego zwigzku promieniotworczego po n latach wyraza sie wzorem:
0=200-10",1>0

Wiedzac, ze po 40 latach ilos¢ danego zwigzku promieniotwdrczego wynosi 50 gram.
Znajdz wartos¢ statej k, a nastepnie odpowiedz ile graméw tego materiatu zostanie po 80
latach?

Zad. 3

W pewnym miescie od 1 stycznia 1970 roku liczbe mieszkancow przedstawia wzor:
N =120000-(1,04)",>0

Wiedzac, ze 1 stycznia 1980 roku liczba mieszkancow wynosita 177629 oblicz liczbe
mieszkancow miasta 1 stycznia 2007 roku.

Zad. 4

Pani Marzena postanowita zatozyc lokate na trzy lata, przy kapitalizacji miesiecznej. lle
wynosito oprocentowanie tej lokaty, jesli wartos¢ jej kapitatu wzrosta z 2000 zt do 2540 zt
(po uptywie 3 lat)?

Temat 20: Zastosowanie funkcji wyktadniczej w praktyce

Zad. 1

Poilu latach wartos¢ Srodkow na lokacie przekroczy 18 000 zt, jesli:
- kapitat poczatkowy wynosi 10 000 zt

- oprocentowanie w stosunku rocznym wynosi 6%

- kapitalizacja nastepuje co kwartat?

Zad. 2

Warto$¢ samochodu Pana Tomasza po n latach wyraza sie wzorem:

V =20000e """

Po ilu latach warto$¢ samochodu zmniejszy sie o potowe, jesli Pan Tomasz zaptacit za
niego 20 000 zt? (wynik zaokraglij)
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Zad. 3

Liczba mieszkancow Portugalii od 1990 roku wyraza sie wzorem:
P=p-eo’04t

W 1990 roku liczba mieszkancow wynosita okoto 10,5 mln. Oblicz wartosc p, a nastepnie
oszacuj liczbe mieszkancéw Portugalii w 2020 roku.

Zad. 4

Czy prawda jest, ze jesli y =10,70 y*> =100" oraz% =10"".

Temat 21: Zastosowanie funkcji logarytmicznej w praktyce

Cel lekgji: praktyczne zastosowanie funkcji logarytmicznej do rozwigzywania zadan z
innych dziedzin

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Stosowac funkcje logarytmiczna i jej wtasnosci do rozwigzywania zadan z
kontekstem fizycznym lub chemicznym

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci o logarytmach
3. Podanie praktycznych zastosowan logarytmow
4. Rozwigzywanie zadan z zastosowaniem programu Excel

Zad. 1
Gtosnosc dzwieku, jaka styszy cztowiek jest mierzona poziomem natezenia dzwieku,
danego wzorem:

d= IOIOg(i.j
i

Oblicz d, jesli: I = 100i.

Zad. 2

Zwigzek miedzy waga (W) a wzrostem (h) dziecka w wieku od 5 do 13 lat przedstawia wzér:
logl =1og(2,4)+0,8h

Bazujac na tym wzorze oszacuj wage dziecka w wieku 10 lat, ktére ma 1,4 m wzrostu.

Zad. 3
Zmniejszanie sie grubosci warstwy ozonowej mozna przedstawic¢ za pomocga wzoru:

Oblicz grubos¢ warstwy ozonowej w danym rejonie Ziemi (zmienna x):
log A, —log A = kx

k=04

4, =3200-10""
L

A
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Zad. 4

Dane jest rownanie:

vy =log, 45+1log, 25-1log, 75

Oblicz wartos¢ zmiennejy, jeslib = 5.

Temat 22: Zastosowanie funkcji logarytmicznej w praktyce

Zad. 1
Bez uzywania kalkulatora zapisz podane obok wyrazenie w postaci jednego logarytmu:

2 log(ij +log3+2log2

V2

Zad. 2

Dane jest rownanie:
In3x—-5)-3In4=2Iny

Znajdz wartos¢ zmiennejy, jeslix = 2.

Zad. 3
Czas bezawaryjnej pracy maszyn w pewnym zaktadzie przedstawia funkcja:

n= —llog(l—x)
c

Gdzie: n - oznacza liczbe lat bezawaryjnej pracy maszyny, a c jest pewng statg, zmienna x
jest wyrazona jako odsetek maszyn, ktéra ulegnie awarii w czasie n. Oblicz po ilu latach
40% maszyn ulegnie awarii, jesli c=0,1

Powtorzenie wiadomosci

Zad. 1

Zapisz podane wyrazenie w prostszej postaci
22x+1 + 4x

Zad.?2

2—-x
Naszkicuj wykres funkcji g(x) = (%) +1.

Zad. 3
Oblicz wartosci poszczegolnych wyrazen:
a) log 7 49

b) log, 93
c) log, 64
d) log, 32
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Zad. 4
Naszkicuj wykres funkcji g(x) =log,(2—x)+3

Zad.5
Wyznacz dziedzing funkcji: g(x)=1log, ,(3+x)

Zad. 6
Rozwigz podane réwnania:

7 2x+3_ 5 x-10
i (EJ —@

22+x .
b) 41—33( =8 )

c) log x—2log, x—8=0

Sprawdzian

Zad.1
Naszkicuj wykres funkgcji f(x)=2>""-3.

Zad. 2

Zapisz podane wyrazenie w prostszej postaci
xa+b a xa—b a-b
' b
x° X

Zad. 3
Oblicz wartosci poszczegolnych wyrazen:
a) log, 1
125
b) log, 81
3

c) log, 8
d) log,, 100

Zad. 4
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —log,(x+2)-3.

Zad.5
Wyznacz dziedzine funkcji: f(x)=log, (x+4)-3

Zad. 6

Rozwigz rownania:
a) -3 +12-3" =27
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b) 10** =1000
c) log, x* = (log, x)°
d) log,(x—1)—logs x =2log, 2

Poprawa pracy klasowej

Zad. 1
Odp.

Zad. 2

2 _2ab+2b*
Odp. xa ab+

Zad. 3
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=10

Zad. 5
Odp. x € (—4,7)\ {6}

Zad. 6
x=2
x=1
b) x=1,5
8 x=1
x=4
d) brak rozwigzan

a)

5. Planimetriall

Temat 1: Figury jednoktadne

Cel lekcji: wprowadzenie definicji jednoktadnosci i jej wtasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac definicje jednoktadnosci

— Wyznaczac obrazy punktéw, prostych, potprostych, odcinkow, katow, kot i
wielokatédw w jednoktadnosci o podanym srodku i skali
— Wyznaczac wzér funkgcji, ktorej wykres jest figurg jednoktadnag w stosunku do

wykresu danej funkgcji

— Znac szczeg6lny przypadek jednoktadnoscioskalik =1ik = -1
— Zna¢ podstawowe wtasnosci figur jednoktadnych

Porzadek lekcji:

1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia jednoktadnosci i oméwienie jej wtasnosci
3. Wyznaczanie obrazéw punktéw, odcinkéw, wielokatdw, két w jednoktadnosci o

skali ki danym srodku
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4. Jednoktadnosc o skali k = 1 to odwzorowanie tozsamosciowe, jednoktadnos¢ o
skali k = —1 to symetria sSrodkowa
5. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Jakim przeksztatceniem jest jednoktadnosc o Srodku w punkcie Piskalik = —1

Zad. 2

Dany jest odcinek AB, gdzie A = (—2,3) i B = (4,6) oraz punkt P(0,0) i S (—1,—2). Podaj
obraz tego odcinka w:

a) J;

Zad. 3
Dane sg punkty B(1,2) i B'(—11, —1). Znajdz taki punkt O, aby: B'=J_’(B).

Zad. 4
Wskaz obraz prostej k w jednoktadnosci:

Zad. 5

Dane sg dwa odcinki AB i CD. Wyznacz jednoktadnosc o sSrodku w punkcie P i skali s tak,
aby:

J(AB)=CD

A(-1,2)

B(4,4)

C(6,5-0,5)

D(-1;-3.,5)

Podaj skale s i wspoétrzedne punktu P

Zad. 6
Dopasuj podane jednoktadnosci do odpowiednich rysunkow:
A. J;}(ABC)= A'B'C'

1
B. J,*(4BC)= A'B'C'
C. J3(ABC)=A'B'C'
1.
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Zad.7

Wielokat W' jest obrazem wielokata W w podanej jednoktadnosci. Wyznacz stosunek
obwodu wielokata W do obwodu wielokata W'.

JrWy=w"

Temat 2: Figury jednoktadne

Zad. 1
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Wskaz zdania prawdziwe:

a) Obrazem prostej w jednoktadnosci jest prosta prostopadta

b) Obrazem prostej w jednoktadnosci jest prosta réwnolegta

c) Obrazem kata w kazdej jednoktadnosci jest kat do niego przystajacy
d) Obrazem kata w kazdej jednoktadnosci jest kat k-razy wiekszy

Zad. 2
Wyznacz s, jesli:
| PB|=4
| BB'|=2
Jy(B)=B'
Zad. 3
Wyznacz skale s i srodek P(x,y) jednoktadnosci trojkata ABC:
T —_ 'B
\ 7
T
|
A
i
y
A :
al \

Zad. 4
Znajdz obraz kwadratu ABCD w jednoktadnosci o skali k = —0,75 i Srodku w punkcie
P(0,0)

[N
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Zad.5
Wyznacz skale k jednoktadnosci o Srodku w punkcie P(0,2) tak, aby obrazem okregu o
srodku w punkcie A(3,2) i promieniu réwnym 2 byt okrag przechodzacy przez punkt (3,2).

Zad. 6
Wyznacz rownanie okregu bedacego obrazem okregu o Srodku w punkcie (-1,4) i
promieniu 3 w jednoktadnosci o skali k = —1 i srodku P(4,2)
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Temat 3: Figury podobne

Cel lekcji: wprowadzenie definicji podobienstwa oraz zastosowanie wtasnosci
podobienstwa figur do obliczania p6ti obwodéw wielokatow

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znad definicje podobienstwa i dostrzegac¢ zwigzek miedzy podobienstwem a
jednoktadnoscia
— Wskazywac przyktady figur podobnych
— Stosowac podobienstwo do obliczania péti obwodow wielokatéw
— Sprawdzac czy figury o danych dtugosciach bokow sa podobne

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia podobienstwa i wskazanie zwigzku miedzy podobiefnstwem
a jednoktadnoscia: kazda jednoktadnos¢ jest podobienstwem o skali |k|
3. Przypomnienie cech podobienstwa tréjkatow: bbb (bok - bok - bok), bkb (bok - kat
- bok), kkk (kat - kat - kat)
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Cieciwy RS i PQ pewnego okregu przecinaja sie w punkcie A. Czy prawda jest, ze trojkaty
RPA i SQA sg podobne?

Zad. 2
Dane sg punkty: A(—1,2),B(2,2),C(—1,5) i D(5,5). Ktore sposrod wymienionych
tréjkatow sa podobne: BCD, ABC, ABD

Zad. 3
W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A jest prosty, ponadto |AB| = 2|AC|. Wyznacz
stosunek odcinkéw, na jakie wysokos¢ AD dzieli przeciwprostokatna.

Zad. 4
Oblicz dtugosci bokow trojkata ABC, w ktorym |AC| = |BC|, jesli wysokos¢ poprowadzona
z wierzchotka C ma dtugosc 4, a promien okregu wpisanego w ten tréjkat wynosi 1.

Zad. 5

Wierzchotki kwadratu ABCD nalezg do bokéw tréjkata EFG. Bok trojkata zawierajacy bok
kwadratu jest rowny 6, a wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka G ma dtugos¢ 4. Oblicz
dtugosc¢ boku kwadratu (a).

218



Temat 4: Figury podobne

Zad. 1
Sprawdz czy tréjkat o wierzchotkach w punktach A(—1,4), B(—2,1), C(2,3) jest podobny
do trojkata D(4,4),E(4,-3),F(11,-3)

Zad. 2

Czy tréjkaty ABC i DEF o podanych dtugosciach bokéw sg podobne?
| AB|=2

| BC|=+/3

| AC|=3

| DE |=2+3
|EF =343
| DF |=2

Zad. 3

Dany jest kwadrat wpisany w trojkat prostokatny (jak na rysunku). Wiedzac, ze |BF| =
3 i |BE| = 7 oblicz dtugos¢ boku kwadratu (a).

F
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Zad. 4

Na podstawie tréjkata zbudowano potkole (patrz rysunek). Oblicz dtugo$¢ odcinka DB,
jesli|AB| =4i|AC| = |BC| =8

Zad. 5

Dany jest trapez o podstawach dtugosci odpowiednio 3 i 4. Ile wynosi dtugos¢ odcinka
rownolegtego do podstaw tego trapezu, ktéry dzieli trapez na dwa czworokaty o réwnych
polach?

Temat 5: Czworokaty opisane na okregu

Cel lekcji: praktyczne zastosowanie wtasnosci czworokata opisanego na okregu

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac¢ warunki, jakie musi spetnia¢ czworokat opisany na okregu
— Wyznaczac pole i obwod wielokata opisanego na okregu
— Stosowac twierdzenia dotyczace wielokatow opisanych na okregu
— Wyznaczac dtugosc odcinka taczacego srodki ramion trapezu opisanego na okregu
— Wiedzie¢, w jaki trapez i rownolegtobok mozna wpisac¢ okrag
— Sprawdzac, czy w czworokat o danych dtugosciach bokéw mozna wpisac¢ okrag

Porzadek lekcji:

1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Omowienie warunkéw, jakie musi spetnia¢ czworokat opisany na okregu
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3. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Wiedzac, ze obwod trapezu réwnoramiennego opisanego na okregu wynosi 40 cm, oblicz
dtugosc¢ ramienia trapezu.

Zad. 2

Odpowiedz na pytania:

a) Kiedy w trapez mozna wpisac okrag?

b) Kiedy w rownolegtobok mozna wpisa¢ okrag?

Zad. 3

Boki czworokata ABCD opisanego na okregu tworza w podanej kolejnosci ciag
arytmetyczny (bok AB jest pierwszym wyrazem ciggu). Wiedzac, ze obwdd czworokata
wynosi 32 cm oblicz dtugos¢ boku BC.

Zad. 4
Oblicz promien okregu wpisanego w trapez prostokatny o podstawach dtugosci 25 10.

Zad. 5
Podstawy trapezu rownoramiennego opisanego na okregu maja dtugosci 9 16. Oblicz
dtugos¢ promienia okregu.

Temat 6: Czworokaty opisane na okregu

Zad. 1

Czy boki czworokata opisanego na okregu moga miec dtugosci:
a) 9,11,7,13

b) 5,8,11,7
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Zad. 2
Obwod czworokata ABCD opisanego na okregu wynosi 22 cm, obwod tréjkata ABD jest
rowny 22 cm, a tréjkata BCD - 14 cm. Oblicz dtugosc¢ przekatnej BD.

Zad. 3
Dany jest trapez rownoramienny opisany na okregu o przekatnej dtugosci d. Oblicz
dtugosci bokow trapezu, jesli jego obwodd wynosi L.

d =~41

L=20

Zad. 4
W trapez rownoramienny o podstawach dtugosci 10 i 6 wpisano okrag. Oblicz dtugos¢
promienia tego okregu, jesli kat ostry trapezu ma miare o = 60°

Zad. 5

Czy podane stwierdzenie jest prawdziwe?

W czworokat mozna wpisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy srodek okregu jest punktem
przeciecia dwusiecznych katow wewnetrznych danego czworokata.

Temat 7: Czworokaty wpisane w okrag

Cel lekcji: zastosowanie wtasnosci czworokatédw wpisanych w okrag do rozwigzywania
zadan

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac¢ warunki, jakie musi spetniac¢ czworokat wpisany w okrag
— Sprawdzac, czy czworokat o katach o danej mierze moze by¢ wpisany w okrag
— Dowodzi¢ twierdzenia dotyczace wielokatéw wpisanych w okrag
— Stosowac poznane twierdzenia do wyznaczania miar katow wewnetrznych
czworokata wpisanego w okrag

Porzadek lekgji:

1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Omowienie twierdzenia o czworokacie wpisanym w okrag
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a+d=R+y=180°

3. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Czy czworokat o miarach katow wewnetrznych 70°,75°,110°,105° moze by¢ wpisany w

okrag?

Zad. 2
Czy czworokat o miarach katow wewnetrznych 65°,80°,120°,95° moze by¢ wpisany w
okrag?

Zad. 3
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Ile moze wynosic¢ miara kata przy wierzchotku C,
jesli tréjkat ABD ma miary katéw: 30°,70°,80°

Zad. 4
W okrag wpisano czworokat ABCD. Stosunek miar katow przy wierzchotkach A, B, C wynosi
3:4: 6. Wyznacz miare kata przy wierzchotku D.

Zad. 5
Dany jest prostokat ABCD o kacie ostrym miedzy przekatnymi rownym £ =120°.Wyznacz
promien okregu opisanego na prostokacie, jesli najkrotszy bok ma dtugosc¢ 6 cm.

Zad. 6

W czworokacie wpisanym w okrag przedtuzenia przeciwlegtych bokdéw przecinaja sie
tworzac katy: 68° i 24°

Wyznacz miary wszystkich katéw danego czworokata.
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Temat 8: Czworokaty wpisane w okrag

Zad.1
Na podstawie rysunku wyznacz miary katow czworokata ABCD wiedzac, ze punkt E jest
srodkiem okregu, a przekatna AC jego Srednica.

E
|<BED|=110°

Zad. 2
Czy prawda jest, ze jesli dwusieczne katéw wewnetrznych pewnego trapezu
rownoramiennego wyznaczajg czworokat ABCD, to mozna na nim opisac okrag?

Zad. 3
Ktére rownolegtoboki da sie wpisa¢ w okrag?

Zad. 4
Czy na dowolnym trapezie da sie opisa¢ okrag?

Zad. 5

Czy podane zdanie jest prawdziwe:

Dany jest prostokat ABCD wpisany w okrag o srodku w punkcie S, punkty przeciecia sie
stycznych do okregu (w punktach A, B, C, D) sg wierzchotkami rombu.

Temat 9: Twierdzenie sinusow
Cel lekcji: poznanie twierdzenia sinusow i jego zastosowan do rozwigzywania zadan
Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac twierdzenie sinusow i stosowac je do wyznaczania dtugosci bokdéw trojkata,
miar katdéw w trojkacie, sinusow katow trojkata lub dtugosci promienia okregu
opisanego na trojkacie

— Dowodzi¢ twierdzenia sinusow

Porzadek lekgji:

1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
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2. Podanie twierdzenia sinusow

a b c
= 2R

sina sinf  siny
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Dane s3 dtugosci bokow a = 10, b = 6,c = 8. Wyznacz wartosci sinusow wszystkich
katéw trojkata.

Zad. 2

W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczng kata przy wierzchotku B, ktora przecieta bok
AC w punkcie D. Wyznacz dtugosci bokéw AD i DC, jesli:

|AB| = 12

|[BC| =8

|AC| = 16

Zad.3

W trojkacie ABC dane sa:

|AC|=3

| LZCAB |= 45°

| LZABC |=120°

Oblicz dtugos¢ boku AB i BC oraz podaj promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Zad. 4
Dtugosc promienia okregu opisanego na tréjkacie ABC wynosi 4. Ponadto wiadomo, ze
miara kata ABC wynosi 60°, a kata CAB - 45°. Wyznacz dtugos$ci bokow AB i BC.

Zad.5

W trojkacie rownoramiennym ABC, gdzie |AC| = |BC|, kat ACB ma miare 60 °. Ile wynosi
stosunek promienia okregu opisanego na tréjkacie ABC do dtugosci promienia okregu
wpisanego w ten trojkat?
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Temat 10: Twierdzenie sinusow

Zad.1
W réwnolegtoboku ABCD dtugos¢ krotszej przekatnej wynosi 3, miara kata ADB wynosi
60°, a kata BDC - 45°. Oblicz dtugosci bokéw AB i AD.

D C

Zad. 2
W trojkacie ABC miara kata przy wierzchotku A wynosi 60 °, dtugo$¢ boku AB jest rowna
10cm, a boku AC - 6 cm. Oblicz pole trojkata.

Zad. 3
W tréjkacie ABC dtugosc boku AC jest rowna 4, a boku BC - 7. Wyznacz dtugosc trzeciego
boku, jesli kat przy wierzchotku B jest dwa razy wiekszy od kata przy wierzchotku A.

Zad. 4
Z wierzchotka A tréjkata ABC poprowadzono wysokosc i srodkowa, ktore podzielity kat na
trzy rowne czesci. Jakim trojkatem jest trojkat ABC?

Zad.5
W tréjkacie ABC (JAC| = |BC|) poprowadzono dwusieczng BD dtugosci 6 cm. Wyznacz
dtugosc promienia okregu wpisanego w trojkat, jesli miara kata ADB wynosi 45°.

Temat 11: Twierdzenie cosinusow
Cel lekcji: poznanie twierdzenia cosinusow i jego zastosowan

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac twierdzenie cosinuséw i stosowac je do wyznaczania dtugosci bokow, miar
katdw, cosinusow katow w trojkacie
— Dowodzi¢ twierdzenia cosinuséw
— Rozwigzywac zadania geometryczne z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i
cosinuséw
— Sprawdzac jakim tréjkatem jest trojkat o podanych dtugosciach bokow

Porzadek lekgji:

1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Omowienie twierdzenia cosinuséw i jego zastosowan
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c? =a?+b?—2abcosp
3. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Zdecyduj, jakim trojkatem jest trojkat o bokach dtugosci:
a)
a=12
b=13
c=5
b)

o S Q
Il
(SN NN N

0
-

o o Q
(1

5
7
8

Zad. 2
Boki AB i BC trojkata ABC maja dtugosci: 6 i 10. Oblicz dtugosc trzeciego boku, jesli kat ABC
ma miare 120°.

Zad. 3
Oblicz dtugos¢ srodkowej poprowadzonej z wierzchotka B tréjkata ABC, w ktorym miara

kata CAB jest rowna 60° oraz:

|AB| = 12
|AC| = 8
Zad. 4

W tréjkacie ABC dane sg dtugosci bokow: |[AC| = 3, |BC| = 6. Wyznacz dtugosc
dwusiecznej poprowadzonej z wierzchotka kata C, jesli miara kata ACB wynosi 120°.
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Zad. 5

W réwnolegtoboku ABCD miara kata ostrego wynosi 30°, a boki maja dtugosci a = 83 i
b =4.0blicz dtugosc krétszej przekatnej rownolegtoboku.

Temat 12: Twierdzenie cosinusow

Zad. 1
W tréjkacie ABC dane sg dtugosci bokéw: |[AB| = 6,|BC| = 4,|AC| = 8. Wyznacz sinus
kata CAB.

Zad. 2

Boki trojkata ABC tworza cigg arytmetyczny o sumie rownej 30. Wyznacz dtugosci bokéw
tréjkata, jesli cosinus najmniejszego kata jest réwny cosa = 5

Zad. 3

Czy prawda jest, ze jesli katy a, 3, y danego trojkata spetniajg podany obok warunek, to
tréjkat jest rwnoramienny?

sin f=2cosa-siny

Zad. 4
W tréjkacie poprowadzono srodkowe dtugosci: 3, 4, 7. Wyznacz obwod L tego trojkata.

Zad. 5

W trojkacie prostokatnym rownoramiennym poprowadzono srodkowe z wierzchotkow
katow ostrych. Wyznacz cosinus kata ostrego miedzy tymi Srodkowymi wiedzac, ze
dtugos¢ przyprostokatnej wynosi 6.

Temat 13: Pola i obwody wielokatow
Cel lekcji: zastosowanie poznanych twierdzen do obliczania pol i obwodéw wielokatéw

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac¢ wzory na pola i obwody wielokatéw: tréjkata, prostokata, kwadratu,
rownolegtoboku, rombu, trapezu
— Rozwigzywac zadania geometryczne z zastosowaniem poznanych twierdzen

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wzoréw na pole trapezu, rombu, rownolegtoboku, a szczego6lnosci
na pole trojkata, np.

1
P = EabsinB

P=rp

_ abc

" AR
P=\plp-a)p-b@-c)
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Gdzie: R - promien okregu opisanego na tréjkacie, r - promien okregu wpisanego w
trojkat, p - potowa obwodu trojkata

3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Oblicz pole czworokata ABCD, gdy dane sa:
|AB| =3

|BC| =4

|CD| = 4

|AD| =5

Zad. 2

W tréjkacie prostokatnym rownoramiennym z wierzchotka kata ostrego poprowadzono
srodkowa dtugosci 10. Oblicz pole tego trojkata oraz wyznacz dtugosc
przeciwprostokatnej x.

Zad. 3
W trapezie rownoramiennym stosunek dtugosci bokéw wynosi: 5: 12: 5: 20, a sinus kata
ostrego tego trapezu jest rowny 0,6. Oblicz pole trapezu.

Zad. 4
Promien okregu wpisanego w trapez rownoramienny o kacie ostrym rownym 30° wynosi 2
cm. Oblicz pole trapezu.

Zad. 5

Dtugosci bokow trojkata wpisanego w okragsarowne a=2 i b= 44/3. Wyznacz dtugosc
trzeciego boku i pole tréjkata wiedzac, ze promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest
rowny 4.

Temat 14: Pola i obwody wielokatow
Zad.1

Dtuzsza przekatna rownolegtoboku dtugosci 6 cm tworzy z jego bokami katy: 45° i 15°.
Oblicz pole rownolegtoboku.
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Zad. 2

W trojkacie prostokatnym przyprostokatne réznig sie o 4. Oblicz pole tréjkata oraz
wysokos¢ poprowadzong z wierzchotka kata prostego, jesli dtugosé przeciwprostokatnej
wynosi 20.

Zad. 3
W trojkat rownoramienny ABC o kacie miedzy ramionami robwnym 120° wpisano okrag o
promieniu 3. Oblicz dtugosci bokow tréjkata oraz oblicz jego pole.

Zad. 4
Pole rombu, w ktérym kat rozwarty jest trzy razy wiekszy od kata ostrego jest réwne 8v/2.
Oblicz obwéd rombu.

Temat 15: Przyktady zastosowan trygonometrii

Cel lekcji: zastosowanie trygonometrii w rozwigzywaniu zadan geometrycznych
(obliczanie pol i obwodow wielokatéw)

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Stosowac poznane wtasnosci funkcji trygonometrycznych oraz twierdzenia
sinusow i cosinusow do obliczania p6l i obwodow wielokatow
— Znacistosowac wzory na pola i obwody tréjkatéw i czworokatow oraz
wykorzystywac je do obliczania pol i obwodow wielokatow o dowolnej liczbie
bokow

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie podstawowych wiadomosci z trygonometrii oraz twierdzenia
sinusow i cosinuséw
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
W tréjkacie rownoramienny dane sa:

Oblicz obwéd trojkata ABC.
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Zad. 2

Trojkat ABC jest rownoboczny, odcinek AB jest Srednicg okregu o promieniu rownym 2.

Ile wynosi stosunek pola figury wyznaczonej przez punkty FGC do pola figury wyznaczonej
przez punkty ABGF?

Zad. 3
Przekatna trapezu rownoramiennego tworzy z dtuzszg podstawa kat 30 °. Wyznacz pole
trapezu, jesli przekatna ma dtugosc¢ 3.

Zad. 4
Pole trapezu opisanego na okregu wynosi 36. Katy przy dtuzszej podstawie trapezu maja
odpowiednio miary 30° i45°. Wyznacz dtugos¢ promienia okregu wpisanego w trapez.

Temat 16: Przyktady zastosowan trygonometrii

Zad. 1
Miara kata przy dtuzszej podstawie trapezu rwnoramiennego opisanego na okregu
wynosi 60°. Oblicz pole trapezu, jesli promien okregu wpisanego w trapez jest rowny 2.

Zad. 2
Obwdd trojkata rownoramiennego wynosi 6¢cm, a kat przy jego podstawie ma miare 45°.
Oblicz pole trojkata.

Zad. 3
Srodkowe trojkata majace dtugosci odpowiednio 4 i 6 przecinaja sie pod katem 45°.
Wyznacz pole tego tréjkata.

Zad. 4

Dany jest tréjkat rbwnoramienny o polu rdwnym 16+/3. Kat miedzy ramionami ma miare
120°. Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat.
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Powtoérzenie wiadomosci

Zad.1
Dany jest trojkat ABC, w ktorym miara kata CAB wynosi 45°, a miara kata ABC-60°.
Wiedzac, ze bok AC ma dtugos¢ 6 wyznacz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Zad. 2
Czy trojkaty ABC i DEF sg podobne?
A(2,2),B(6,1),€(8,5),D(6,—2),E(2,—1),F(0,-5)

Zad. 3
Stosunek dtugosci przekatnych rombu jest réwny 2. Oblicz pole rombu, jesli jego bok jest
rowny 12.

Zad. 4
W trapezie prostokatnym przekatne przecinaja sie pod katem prostym, a podstawy maja
dtugosci 6 18. Oblicz dtugosc krétszego ramienia tego trapezu.

Zad. 5
W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare 60°, boki AC i BC maja dtugosci
odpowiednio: 6 i 14. Oblicz dtugosc trzeciego boku.

Zad. 6

Wyznacz obraz tréjkata ABC w jednoktadnosci o Srodku w punkcie (-1,2) i skali k=-2.
A(1,2)

B(5,4)

C(—2,6)

Sprawdzian

Zad.1
Podstawy trapezu maja dtugosci 812, a katy przy podstawie sg rowne: 30° i 45°. Oblicz
pole trapezu.

Zad. 2
Dany jest trojkat o bokach dtugosci 3, 4 i 5. Wyznacz dtugosc okregu wpisanego i
opisanego na trojkacie.

Zad. 3
Na czworokacie ABCD opisano okrag. Stosunek miar katow przy wierzchotkach A, B, C
wynosi 4:2:8. lle moze wynosi¢ miara kata przy wierzchotku D?

Zad. 4

Dziewczynka o wzroscie 90cm odchodzi od latarni, ktérej wysokos¢ jest rowna 3,6m.
Wiedzac, ze dziewczynka porusza sie z predkosciag 1,2m/s wyznacz dtugosc jej cienia po 4
sekundach.
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3,6m

90cm

Zad.5
Wyznacz pole rombu, w ktorego obwdd wynosi 32, a suma dtugosci jego przekatnych jest
rowna 48.

Poprawa pracy klasowej

Zad. 1
Odp. P =60-20+/3
Zad.?2
r=1
Odp.
P R=2s

Zad. 3
Odp. 150°

Zad. 4
Odp. 1,6m

Zad.5
Odp. P=192

6. Geometria analityczna
Temat 1: Proste w uktadzie wspotrzednych

Cel lekcji: badanie potozenia prostych w uktadzie wspétrzednych oraz zapisywanie
rownania prostych spetniajacych okreslone warunki

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Odrozniac rbwnanie prostej zapisanej w postaci ogolnej i kierunkowej
— Zapisywac rownanie prostej, jesli dane sa dwa punkty, przez ktore prosta
przechodzi
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— Zapisywac rownanie prostej na podstawie danego wspotczynnika kierunkowego i
punktu nalezacego do prostej

— Zapisywac rownanie prostej, jesli znany jest kat nachylenia prostej do osi OX i
punkt nalezacy do tej prostej

— Wskazywac przez ktore ¢wiartki uktadu wspoétrzednych przechodzi prosta, jesli
dane sa znaki wspétczynnikow a i b

— Badac wspaétliniowosc¢ punktow

— Wyznaczac wspétrzedne punktu wspélnego dwoch prostych

— Wyznaczac rownanie prostej réwnolegtej lub prostopadtej do danej przechodzacej
przez dany punkt

— Badacdréwnolegtosc i prostopadtos¢ dwoch prostych w zaleznosci od parametru

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zapisanie rbwnania prostej w postaci ogélnej Ax + By + C = 0 i kierunkowej
y = ax + b oraz podanie interpretacji wspotczynnikow a i b:
a - wspotczynnik kierunkowy, gdy a > 0 funkcja jest rosnaca, a < 0 - funkcja
malejaca, a = 0 - funkcja stata (nie ma miejsc zerowych)
b - wyraz wolny, wskazuje punkt przeciecia prostej i osi OY
3. Zapisanie warunku na prostopadtos¢ i réwnolegtosc prostych:
y=ax+b
y=cx+d
Roéwnolegtosé: a = ¢
Prostopadtosc¢: ac = —1
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Znajdz rownanie prostej w postaci ogolnej przechodzacej przez punkty o wspoétrzednych: A
= ('2:4), B= (1,6)

Zad. 2
Sprawdz, ktére z podanych punktoéw nalezg do prostej o rownaniu 2x -3y +1=0

A=(-4,2),B=(1,1),C=(0,7), D= (5,-1), E=(3,0), F = (4,3)

Zad. 3
Wskaz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A i nachylonej do osi OX pod katem
45° . A=(2,-4)

Zad. 4
Znajdz wspétrzedne x iy punktu wspélnego prostych danych rownaniami:
y=2x—4,x—-y+3=0

Zad. 5

Czy punkty A, B, C sg wspotliniowe?
A= (0;4)) B= (39_5)) C = (_2)10)
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Zad. 6
Oblicz wierzchotki tréjkata ABC, ktorego boki zawieraja sie w podanych prostych:
y=2x—6 y=—x+3, x—2y+12=0

Temat 2: Proste w uktadzie wspotrzednych

Zad.1
Znajdz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A(6,5), ktora tworzy z dodatnimi
pétosiami uktadu wspétrzednych trojkat o polu 64.

Zad. 2

Wskaz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P i rownolegtej do prostej k.
P=(-4,1)

ki2x—y+1=0

Zad.3
Podaj wspotczynnik a i b prostej zapisanej w postaci kanonicznej przechodzacej przez
punkt S=(1,4) i prostopadtej do prostejm: x + 3y —3 =10

Zad. 4

Dla jakiej wartosci parametru m proste k i n sg prostopadte, a dla jakiej réwnolegte?
kiy=02m+1)x -1

my=(m-1x+2

Zad. 5
Czy podane punkty sg wierzchotkami rownolegtoboku ABCD?
A= ('1110)’ B= (2’4)’ C= (6’8)’ D= (3’14)

Zad. 6

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, ktérego podstawa jest odcinek o koncach A=(1,4),
B=(5,2). Wiedzac, ze jeden z bokdw trojkata zawiera sie w prostej o rownaniu y=x-8, oblicz
wspotrzedne wierzchotka C.

Temat 3: Odlegtos¢ dwoch punktow, srodek odcinka. Odlegtos¢ punktu
od prostej

Cel lekcji: wprowadzenie pojecia odlegtosci w uktadzie wspoétrzednych oraz metod jej
obliczania

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Rozumiec pojecie odlegtosci w uktadzie wspétrzednych
— Wyznaczac dtugosc¢ odcinka o danych koncach
— Wyznaczac wspétrzedne srodka odcinka
— Wyznaczac jeden z koncéw odcinka, jesli znane sg wspotrzedne drugiego konca i
srodka tego odcinka
— Obliczac¢ odlegtosc punktu od prostej
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— Obliczac¢ odlegtos¢ dwoch prostych rownolegtych

— Wyznaczac rownania symetralnych odcinka, sSrodkowych trojkata, dwusiecznych
kata

— Stosowac poznane wzory i twierdzenia do rozwigzywania trudniejszych zadan
geometrycznych

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie pojecia dtugosci odcinka, srodka odcinka i odlegtosci punktu od
prostej:

Dane sg punkty Ci D oraz prosta Ax + By + C = 0 oraz punkt P(xq, ¥o)
Odlegtos¢ punktow C i D wyraza sie wzorem: |CD| =/ (xp — x¢)2+(yp — ¥c)?

Srodek odcinka CD: ("CJ'T’CD, yc;yu)

Odlegtos¢ punktu P od prostejAx + By + C = 0:d =
3. Rozwigzywanie zadan

|Ax0+By0+C|
VAZ+B?2

Zad. 1
Znajdz rébwnanie symetralnej odcinka AB
A= ('275)’ B= (2’3)

Zad. 2
Znajdz wspétrzedne punktu A symetrycznego do punktu B(4,6) wzgledem prostej o
rownaniu:y = %x +7

Zad. 3

Jedna z przekatnych kwadratu ABCD zawiera sie w prostej: y = —3x — 2. Oblicz
wspodtrzedne wierzchotka C oraz pole kwadratu, jesli wierzchotek A ma wspétrzedne (2,2).

Zad. 4
Ile wynosi odlegtos¢ dwoch prostych danych rownaniami:y = %x - 2,x—3y+18=07?

Zad.5
Srodkiem odcinka AB jest punkt S=(-2,4). Wyznacz wspétrzedne punktu B, jesli A=(2,6).

Zad. 6
Na wykresie funkcji f(x) = x? znajdz punkt Q lezacy najblizej punktu P=(6,3).
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Temat 4: Odlegtos¢ dwoch punktow, srodek odcinka. Odlegtos¢ punktu
od prostej

Zad. 1

Dane sg punkty A=(-4,1) i B=(-8,-2). Uzupetnij:

Dtugos$¢ odcinka AB wynosi:... Srodek odcinka AB ma wspotrzedne: x=...,y=...
Zad. 2

Wyznacz wspotrzedne punktu A, ktéry jest symetryczny do punktu B =(0,3) wzgledem
prostejkiy = —4x — 14

Zad. 3
Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach: A=(-1,2), B=(4,-3), C=(-11,-18). Znajdz rownanie
srodkowej wychodzacej z wierzchotka C.

Zad. 4
Punkty A=(1,4) i B=(5,8) sa kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Wyznacz
wspotrzedne pozostatych wierzchotkdw.

Zad. 5

Dwa boki rownolegtoboku zawieraja sie w prostych ki m. Wyznacz wspétrzedne
wierzchotkéw A, Bi D, jesli C=(-1,7).

kiy=x—2

m:y = —4x — 12

Temat 5: Odlegtos¢ dwoch punktow, srodek odcinka. Odlegtos¢ punktu
od prostej

Zad.1
Na wykresie funkcji f (x) = —x? + 1 znajdz taki punkt A, aby jego odlegto$¢ od prostej k:
y = —x + 2 byta jak najmniejsza.

Zad. 2
Wskaz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A=(-4,6), ktoéra tworzy z wykresem
funkcji f(x) = |x + 1| tréjkat o polu P =27

Zad. 3
Czy tréjkat ABC jest trojkatem prostokatnym?
A= (2’12)’ B= ('9’1)’ C= (0"8)

Zad. 4

Punkty ABC sg wierzchotkami pewnego trojkata. Znajdz rownanie prostej zawierajacej
wysokos¢ tego trojkata poprowadzong z wierzchotka C.

A= (_435), B= (_233), C= (_6,1)
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Zad.5
Na osi OX wyznacz taki punkt A, ktérego odlegtos¢ od punktu B = (4,-12) wynosi V41.

Temat 6: Symetria wzgledem osi oraz poczatku uktadu wspotrzednych

Cel lekcji: poznanie wtasnosci przeksztatcen figur w symetrii wzgledem osi OX, OY oraz
punktu (0,0)

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Przeksztatcac figury (proste, punkty, okregi, wielokaty, odcinki) oraz wykresy
funkcji w symetrii wzgledem osi OX, OY oraz poczatku uktadu wspétrzednych oraz
znac¢ podstawowe wtasnosci tych przeksztatcen

— Wiedzie¢, jakim symetriom poddano dana figure, jesli znamy kofAcowy wynik
przeksztatcen

Porzadek lekgji:

1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec

2. Przypomnienie podstawowych przeksztatcen figur:

e symetria wzgledem osi OX

e symetria wzgledem osi OY

e symetria wzgledem punktu (0,0)

Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Dany jest trojkat ABC. Jakie przeksztatcenia sa przedstawione na wykresach?
1.

C
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Zad. 2
Odpowiedz na pytanie:
Ile osi symetrii ma koto, odcinek, kwadrat, prosta?

Zad. 3

Napisz rownanie okregu symetrycznego wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych do
okregu danego rownaniem: x2 —4x + y2+ 6y +4 =0
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Zad. 4

Punkty A(2,1), B(-3,6), C(-5,-1) wyznaczaja pewien trojkat. Wyznacz wspétrzedne
wierzchotkéw trojkata DEF, ktory powstat przez symetrie trojkata ABC wzgledem punktu
(0,0)

Zad. 5
Jaka funkcje otrzymamy przeksztatcajac funkcje 2x — y + 4 = 0 w symetrii wzgledem osi
oY?

Zad. 6

Osig symetrii trapezu réwnoramiennego ABCD jest prosta y = —x. Wiedzac, ze A=(-6,-1) i
D=(-2,-1) wyznacz wspotrzedne pozostatych wierzchotkéw tego trapezu oraz podaj dtugosc
odcinka d taczacego srodki ramion trapezu.

Temat 7: Symetria wzgledem osi oraz poczatku uktadu wspotrzednych

Zad. 1
Punkty C(6,7) i D(3,8) sg kolejnymi wierzchotkami kwadratu. Wyznacz réwnanie osi
symetrii przechodzacej przez punkty Ai C.

Zad. 2
Wyznacz rbwnania prostej: y = 3x + 1 w symetrii wzgledem osi OX, OY i punktu (0,0)

Zad.3
Okrag (o rownaniu podanym obok) przeksztatcono przez symetrie wzgledem prostej k.
Wyznacz rbwnanie obrazu tego okregu.

x*—4x+y"+8y+16=0
k:y=-x+2

Zad. 4
Czy punkty A=(0,3), B=(4,2), C=(3,-2) i D=(-1,-1) sg olejnymi wierzchotkami kwadratu? Jesli
ta, znajdz rownania osi symetrii tego kwadratu.

Zad. 5

Funkcje f(x) i g(x) ograniczaja trojkat ABC. Znajdz wspétrzedne trojkata DEF powstatego
przez symetrie tréjkata ABC wzgledem osi OY. Oblicz pole tréjkata DEF.

S (x)=x+8|

1
X)=——x+2
g(x) 5
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Temat 8: Rownanie okregu w postaci kanonicznej i w postaci ogolnej

Cel lekcji: zapoznanie z odstawowymi wtasnosciami okregu w postaci kanonicznej i
ogolnej w uktadzie wspoétrzednych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Odrozniac rbwnanie okregu w postaci kanonicznej i ogolnej
— Odczytywac wspotrzedne srodka i promien okregu, jesli dane jest jego réwnanie (w
dowolnej postaci)
— Zapisywac rownanie okregu, gdy znane sg wspotrzedne srodka i promien okregu
— Badacd potozenie punktu wzgledem okregu o danym réwnaniu
— Podawac rownanie okregu opisanego i wpisanego w tréjkat
— Zamienia rébwnanie okregu w postaci kanonicznej na postac ogdlng i odwrotnie
— Zapisywac rownania stycznych do okregu przechodzacych przez dany punkt
— Wyznaczac rownanie okregu przechodzacego przez trzy dane punkty
— Wyznaczac wartosci parametru, dla ktorego prosta jest styczna do danego okregu

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zapisanie rownania okregu w postaci kanonicznej
(x—a)+(y-b)y?=r?
Gdzie r jest promieniem okregu, a punkt (a, b) jego srodkiem
3. Zapisanie rbwnania okregu w postaci ogolnej
x?2—2ax+y*—2by+c=0
r2=a%?+b*-c
Gdzie r jest promieniem okregu, a punkt (a, b) jego srodkiem
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Zapisz réwnania podanych okregow w postaci kanoniczne;j:
a) x’ —4x+y* +2y-4=0

b) x> +y° -8y +15=0

C) x> +2x+y° —4y+2=0

Zad. 2
Wskaz rownanie okregu o srodku w punkcie A(-2,4) i stycznego do prostej k: y = 2x — 7.

Zad. 3
Wskaz réwnania stycznych do okregu x*> + y* =4 i przechodzacych przez punkt A(4,-2)

Zad. 4
Wyznacz wspotrzedne srodka okregu stycznego do obu osi uktadu wspotrzednych i do

prostej m:—\/gx—y+3—\/§=0
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Zad.5
Znajdz réwnanie prostej stycznej do okregu x* +4x+ y* —21=0i przechodzacej przez
punkt (1,4)

Temat 9: Rownanie okregu w postaci kanonicznej i w postaci ogolnej

Zad. 1
Znajdz rownanie okregu wiedzac, ze punkty A(-7,7) i B(1,1) wyznaczaja srednice okregu.

Zad. 2
Podaj rownania stycznych do okregu (x—2)* +(y—5)* =100 i rébwnolegtych do prostej
k:3x —4y—10=0

Zad.3
Znajdz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A(2,4), B(8,-4), C(14,8)

Zad. 4
Znajdz réwnanie stycznej do okregu (x —3)* +(y—1)* =4 i prostopadtej do prostej
k:x+20y-20=0

Zad.5
Na podstawie danych zamieszczonych na wykresie podaj rownanie okregu:

C

'
| i H 3 1 s [ 7 s @ / b \ n 12 n
\
\\ i \ \

Temat 10: Rownanie okregu w postaci kanonicznej i w postaci ogolnej

Zad. 1

Znajdz rownanie okregu opisanego na tréjkacie DEF, jesli

D = (1,0
E =(44)
F =(8,1)
Zad. 2

Podaj réwnanie okregu stycznego do prostych ki m w punktach (3,8) i (9,2)
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k:x-2y—-5=0
m:2x—y+2=0

Zad. 3

Napisz rownanie okregu symetrycznego wzgledem prostej k do okregu danego
rownaniem:

(x=2)+(y-3) =17

k:-x+y+10=0

Zad. 4
Dla jakiej wartosci parametru m okrag jest styczny do prostej k?
k:3x+4y=m

x’+y°=16=0

Zad. 5
Podaj rownanie okregu stycznego do prostych y = x i y = —x oraz przechodzacego przez
punkt (-2,6)

Temat 11: Opisywanie kota za pomocg nierownosci

Cel lekcji: zapoznanie ze sposobami opisywania kota w uktadzie wspotrzednych za
pomoca nieréwnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Odrdzniac nierownosc¢ opisujaca koto od innych nierownosci
— Wyznaczac nieréwnosc opisujaca koto, jesli znane sg wspoétrzedne srodka i promien
okregu
— Opisywac inne figury w uktadzie wspotrzednych za pomoca uktadu nieréwnosci
— Wyznaczac sume, roznice i iloczyn zbiorow na ptaszczyznie kartezjanskiej
— Analizowac potozenie danego punktu wzgledem kota

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci z poprzedniej lekcji o rownaniu okregu
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Dopasuj nierownosc do figury, ktora przedstawia ta nierdwnosc na ptaszczyznie
kartezjanskiej:

1. x*+y° <4

2. X+(y-1°<9
3. (x+2)°+y*>1
A
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Zad. 2
Okresl potozenie punktu A(2,7) wzgledem kota okreslonego nieréwnoscia:
x4+ (y-4) <11

Zad. 3
Wskaz nieréwnosé, ktdra opisuje zbiér przedstawiony na rysunku obok:
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Zad. 4
Wskaz nierownosc, ktora opisuje zbidr punktow przedstawionych na wykresie obok:

4

Zad. 5
Okresl potozenie punktu B(2,-4) wzgledem kota okreslonego nieréwnoscia:
(x=2+(y+5)7°<4

Temat 12: Opisywanie kota za pomocg nierownosci

Zad. 1
Dopasuj uktad nieréwnosci do zbioru punktéw, jaki ten uktad przedstawia: (kolor ciemny
zielony)

x*+y° >4
x*+y*<9

2 2
X +y >4

2. 2 yz
X +y >9
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2 2
x +y <4
3.{ 4

x*+y° <9

Zad. 2
Dla jakiej wartosci parametru m cze$¢ wspolna figur F i G jest zbiorem pustym?
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Fi{(x,y):xeRAyeRAX +(y—1)> <9}
G:{(x,y):xeRAYeRAX +(y—m)* <1}

Zad. 3
Dany jest uktad nieréwnosci:
(x=3) +(y+4)* <4
{(x+2)2 +(y+5)* <16
Wskaz zbiér punktéw, ktéry ta nieréwnos¢ przedstawia (kolor ciemny zielony)
1.
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Zad. 4

Wskaz wykres, ktéry przedstawia zbior rozwigzan uktadu nieréwnosci:
2x-y+25>0
(x+6)*+(y—5)> <25

1.
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Zad.5

Czy rozwigzaniem podanego uktadu jest zbiér pusty?

y=x+1

{()6—4)2+y2 <9

Temat 13: Wzajemne potozenie prostej i okregu w uktadzie wspoétrzednych

Cel lekcji: analizowanie wzajemnego potozenia prostej i okregu w uktadzie
wspotrzednych, zapisywanie rownan stycznych do okregu i wyznaczanie cieciw okregu

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Znac pojecie stycznej do okregu i cieciwy okregu

Badac wzajemne potozenie prostej i okregu (brak punktow wspolnych, jeden lub
dwa punkty wspélne)

Wyznaczac wartos$¢ parametru, dla ktérej prosta ma okreslona liczbe punktow
wspélnych z okregiem

Wyznaczac punkt wspolny danego okregu i prostej, jesli prosta ta jest styczna do
okregu

Wyznaczac rownanie stycznej, gdy znane sg wspotrzedne punktu stycznosci
Obliczac¢ wspétrzedne punktow wspdlnych prostej i okregu

Porzadek lekgji:

1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec

2. Metody wyznaczania punktéw wspolnych prostej i okregu: szkicowanie prostej i
okregu w uktadzie wspétrzednych (dla prostych przypadkow) oraz rozwigzywanie
uktadu rownan

3. Analizowanie liczby punktow wspélnych prostej i okregu w zaleznosci od wartosci
parametru

4. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1

Podaj wspotrzedne punktu wspdlnego prostej i okregu:
(x=7)+(y-1)>=20

-2x+y+3=0

Zad. 2
Dla jakiej wartosci parametru m dana prosta i okrag maja doktadnie dwa punkty wspoélne?

(x=2f +(y+1y =13

-3x+2y-m=0
Zad. 3

Okresl potozenie prostych wzgledem danego okregu:
1.
(x=7)+(y-1)>=10
-x-3y=0

2.
(x—8)*+(y+2)° =2
3x-y-14=0

3.
(x+2)*+(y-2)"=10
3x+y+4=0

Zad. 4

Dane sg punkty C(1,4) i D(-5,-2), ktére wyznaczaja $rednice okregu. Znajdz rownanie
Srednicy CD, a nastepnie wskaz rownania stycznych (k i m) do danego okregu w punktach
CiD.

Zad. 5
Dla jakiej wartosci parametru m prosta k jest styczng do okregu?

x*—4x+y"—6y+8=0
k:y=2x-2m

Zad. 6
Znajdz dtugosc cieciwy okregu zawartej w proste;j k.

1
kiv=—tx_2
Y=

(x+1)*+y* =5
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Temat 14: Wzajemne potozenie prostej i okregu w uktadzie wspotrzednych

Zad. 1
Wyznacz réwnanie stycznej do okregu x* —6x+ y° +4y—5=0 w punkcie A(6,1)

Zad. 2
Wskaz rownanie stycznej do okregu, jesli jest ona nachylona do osi OX pod katem:
a =45°

x*—14x+y° —4y+45=0

Zad.3

Okresl wzajemne potozenie prostych i podanych okregow:
1.

x—y+4=0
(x=8)"+(y-5"=8

2.

X' +4x+y°—6y-19=0
y=—x+1

3.

(x+3)°+y* =10
—x+3y-13=0

Zad. 4

Zbadaj potozenie odcinka AB wzgledem kota opisanego nierbwnoscia:
A(-12.10)

B(-6.8)
x> +24x+y* =20y +204 <0

Temat 15: Rozwigzywanie zadan z wykorzystaniem uktadu wspoétrzednych

Cel lekcji: zastosowanie poznanych twierdzen, wzoréw i wtasnosci punktéw, odcinkow,
wielokatéw, prostych w uktadzie wspoétrzednych do rozwigzywania zadan

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac twierdzenia, wtasnosci i wzory dotyczace prostych, punktow, odlegtosci,
odcinkow, wielokatow, okregdw w uktadzie wspotrzednych

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie poznanych w tym rozdziale wzoréw i wtasnosci
3. Rozwigzywanie zadan
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Zad. 1
Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji:

S(x)=2x—-4]
gx)=x+1
h(x)=-x+5
Zad. 2

Na prostej k: —x— y+4 =0 znajdz punkt C rownoodlegty od punktow A(7,2) i B(10,-1)

Zad. 3
Wskaz rownanie okregu o promieniu rownym 5 stycznego do prostej k:—3x+4y—-2=0w
punkcie A(2,2)

Zad. 4

Punkt D(2,2) jest wierzchotkiem kwadratu wpisanego w okrag:
x'—8x+)*—6y+20=0

Znajdz wspétrzedne pozostatych wierzchotkdw tego kwadratu.

Zad. 5

Znajdz wartos¢ parametru m, dla ktérego prosta jest nachylona do osi OX pod katem:
a =135°

y=[-log,Cm+1)]x+7

Zad. 6
Punkty A(-2,4), B(-1,1), C(-4,2) s Srodkami pewnego trojkata KLM. Oblicz pole trojkata
KLM.

Temat 16: Rozwigzywanie zadan z wykorzystaniem uktadu wspoétrzednych

Zad. 1
Za pomoca nierownosci opisz trojkat o wierzchotkach: K(3,3), L(5,-3), M(9,2)

Zad. 2
Dane sg dwa przeciwlegte wierzchotki kwadratu A(2,-2) i C(7,1). Wyznacz pozostate
wierzchotki kwadratu.

Zad. 3
Dane sg dwa wierzchotki trojkata ABC: A(1,-2) i B(3,2). Oblicz wspotrzedne wierzchotka C,
jeslinalezy on do prostej k:—x—2y+4 =0, a pole trojkata wynosi 9.

Zad. 4

Dla jakiej wartosci parametru m proste ki s sg prostopadte?
k:y=4mx+1

s:y=(m-1)x-8
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Zad.5
Wyznacz $rodek i promien okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach w punktach: A(-
4;'1); B('3’6), C(5,2)

Temat 17: Rozwigzywanie zadan z wykorzystaniem uktadu wspoétrzednych

Zad. 1

Wyznacz rownanie okregu symetrycznego do danego wzgledem proste;j k.
k:4x-3y-31=0

x*—6x+y° —4y+5=0

Zad. 2
W trojkacie ABC dane sa: A(2,2), B(5,5) i S(6,3), gdzie S jest srodkiem boku BC. Wyznacz
rownanie prostej, w ktorej zawiera sie wysokosc trojkata poprowadzona z wierzchotka C.

Zad.3

Prosta k przecina okrag w punktach Ki L. Znajdz dtugosc cieciwy KL i punkt M (nalezacy do
okregu), tak aby tréjkat KLM byt tréjkatem prostokatnym.

(x+3)*+(y+1)* =20

k:y=x+4

Zad. 4
Dane sg punkty K(-4,1), L(1,-3), M(4,-1). Wyznacz pole tréjkata KLM oraz wspotrzedne
punktu N, dla ktérego czworokat KLMN jest rownolegtobokiem.

Zad. 5
Na osi OY znajdz punkt C, ktérego odlegtos¢ od punktu A(2,4) jest taka sama jak odlegtosc
od punktu B(4,6). Ile wynosi cosinus kata 3 (ACB)?

Powtorzenie wiadomosci

Zad. 1
Znajdz rownania stycznych do danego okregu, przechodzacych przez punkt (14,4)
(x+2)>+(y+4)’ =64

Zad. 2

Podaj wspotrzedne punktu A, tak aby czworokat ABCD byt trapezem rownoramiennym,
jesli:

B=(6,2)

C=(4,3)

D=(1,2)

Zad. 3
Wskaz uktad rownan, ktorego ilustracja graficzna jest ponizszy wykres:
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Zad. 4

Czy podane punkty sg wierzchotkami rownolegtoboku?
A(LI)

B(6,2)
C(0,-5)
D(5,-2)

Zad. 5
Znajdz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A(3,2) i prostopadtej do prostej AB,
gdzie A(4,-3), B(10,2).

Sprawdzian

Zad. 1
Znajdz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A(-2,3) i B(8,-1), ktorego Srodek jest
zawarty w prostej k: — 2x + 5y = —1.

Zad. 2

Znajdz pole wielokata ograniczonego prostymi:
Sx+y=18

x+5y=18

-x+y=-6

Zad. 3
W kwadracie dane sa: wierzchotek A(1,-4) i punkt przeciecia przekatnych S(2,-1). Wyznacz
pozostate boki kwadratu.

Zad. 4

Dwa boki pewnego rownolegtoboku zawieraja sie w prostych ki m. Ponadto przekatne
przecinaja sie w punkcie S. Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkow danego réwnolegtoboku.
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k:x=-2y
m:2x-3y="7

3
22

Poprawa pracy klasowej

Zad.1
Odp. x> —6x+y>*-2y—-19=0

Zad. 2
Odp. P=12

Zad. 3
B(5,-2)

Odp. C(3,2)
D(-1,0)

Zad. 4
A(-1,4)
B(5,)

" C(2,-1)
D(—4,2)

Odp

7. Stereometria

Temat 1: Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

Cel lekcji: wprowadzenie pojecia prostej i ptaszczyzny w przestrzeni oraz ich wtasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac pojecie prostej i ptaszczyzny w przestrzeni

— Okreslac¢ potozenie dwéch prostych, dwoch ptaszczyzn oraz prostej i ptaszczyzny w
przestrzeni

— Rozpoznawac proste prostopadte, rownolegte i skosne

— Opisywac prostopadtos¢ dwoch ptaszczyzn

— Wyznaczac rzut prostokatny punktu, prostej, odcinka na ptaszczyzne

— Dowodzi¢ warunek prostopadtosci i rownolegtosci prostej i ptaszczyzny, dwoch
prostych, dwéch ptaszczyzn

— Wyznaczac rzut prostokatny w celu okres$lenia kata nachylenia prostej do
ptaszczyzny

— Wyznaczac odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny
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Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia prostej i ptaszczyzny w przestrzeni oraz omowienie ich
wtasnosci
3. Przypomnienie twierdzenia Pitagorasa i podstawowych funkgcji
trygonometrycznych
4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
lle ptaszczyzn (r6znych) wyznaczaja 3 proste, ktore przecinaja sie w jednym punkcie?

Zad. 2
Zaktadamy, ze proste m i n sg skosne. Czy przez kazda z tych prostych mozna poprowadzic¢
ptaszczyzne tak, aby te ptaszczyzny byty prostopadte?

Zad. 3
Ile ptaszczyzn mozna poprowadzic przez 3 r6zne punkty (przy zatozeniu, ze punkty nie sa
wspétliniowe)?

Zad. 4
Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH. Wskaz pary krawedzi skosnych:

Zad. 5
Punkty AiB leza po tej samej stronie ptaszczyzny, a punkty A'i B' sg ich rzutami
prostokatnymi na te ptaszczyzne. Oblicz |AB|, jesli |A'B'| = 10, |AA'| =11 |BB'| = 3.

Zad. 6

Dwie proste rownolegte AB i CD leza na jednej ptaszczyznie i sg od siebie oddalone 0 12
cm. Poza ptaszczyzna lezy punkt P, ktorego odlegtosc od prostej AB jest rowna 20 cm, a od
prostej CD - 16 cm. Wyznacz odlegtos¢ punktu P od danej ptaszczyzny.

Zad.7

Przez punkt A poprowadzono prosta k przebijajaca ptaszczyzne w punkcie B i tworzaca z
ta ptaszczyzna kat o mierze 60°. Ile wynosi odlegto$¢ punktu A od tej ptaszczyzny,

jesli |AB| =167
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Temat 2: Graniastostupy i ich rodzaje

Cel lekcji: poznanie pojecia graniastostupa i jego rodzajow

Cele edukacyjne: uczen powinien:

Znac definicje graniastostupa, graniastostupa prostego, pochytego, prawidtowego
Wskazywac podstawy, sciany, krawedzie podstawy, przekatne podstawy i Scian
bocznych, przekatne graniastostupa, wysokosc i wierzchotki graniastostupa
Opisywac wtasnosci rownolegtoscianu

Znac i wykorzystywac wzor Eulera do sprawdzania, czy istnieje wieloscian wypukty
o podanej liczbie wierzchotkéw, krawedzi i Scian

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia graniastostupa
3. Wyroznienie rodzajéw graniastostupow: prosty, pochyty i prawidtowy
4. Szkicowanie szkieletu graniastostupa
5. Wprowadzenie wzoru Eulera: W + S = K + 2
Gdzie:

Zad. 1

W - liczba wierzchotkéw
S - liczba sScian

K - liczba krawedzi

6. Rozwigzywanie zadan

Ile Scian bocznych ma graniastostup o 60 krawedziach?

Zad. 2
Dopasuj prawidtowe odpowiedzi: - ~
( ) t iastostup, ktd tkie $ci
Prostopadloscian o graniastostup, orelgo wszystkie Sciany
L ) Sg prostokatami
\ /
s . A
4 Grani ; A to graniastostup prosty, ktorego podstawy sa
ramgstos up wielokgtami foremnymi
prawidtowy L )
\ ) ( . . \
4 Grani ; ) to graniastostup, w ktérym krawedzie
raniastostup boczne sg prostopadte do podstaw
prosty
> :
4 . Y to graniastostup, w ktérym krawedzie
Graniastostup g > P y @
pochyty boczne nie sg prostopadte do podstaw
\ /
> < 4 . ] )
Réwnolegloscian to gramastoslu’p, ktoérego wszys'tkle sciany
L ) sa rownolegtobokami
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Zad. 3
Czy istnieje graniastostup, ktory ma 43 krawedzie?

Zad. 4
Czy istnieje graniastostup, ktory ma 86 wierzchotkow?

Zad.5
Wyznacz liczbe bokow wielokata, ktory jest podstawa graniastostupa, jesli ten
graniastostup ma 45 krawedzi.

Zad. 6

Rozstrzygnij czy istnieje wieloscian o W wierzchotkach, S Scianach i K krawedziach?
a) W=15, S=16, K=28

b) W=26, S=22, K=46

Zad.7
Czy prawda jest, ze w kazdym rownolegtoscianie suma kwadratow jego przekatnych jest
rowna sumie kwadratéw wszystkich krawedzi rownolegtoscianu?

Temat 3: Krawedzie i przekatne w graniastostupie

Cel lekcji: wyznaczanie dtugosci krawedzi i przekatnych w graniastostupie oraz zaleznosci
miedzy nimi

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Obliczac¢ dtugosci krawedzi i przekatnych w graniastostupie przy zastosowaniu
twierdzenia Pitagorasa i funkcji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkacie
prostokatnym

— Wskazywac katy w graniastostupie: katy miedzy krawedziami, przekatnymi oraz
krawedziami i przekatnymi w graniastostupie

— Wyznaczac przekroje prostopadtoscianu

— Wyznaczac miary katow miedzy krawedziami w graniastostupie a jego przekatnymi
oraz miedzy przekatnymi a scianami bocznymi

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zaznaczenie w graniastostupie krawedzi, przekatnych, charakterystycznych katow:
miedzy krawedziami, przekatnymi, krawedziami a przekatnymi
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Wyznacz dtugosci przekatnych graniastostupa szesciokatnego prawidtowego, w ktorym
krawedz podstawy ma dtugosc 10, a wszystkie Sciany boczne sg kwadratami.
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Zad. 2

Krawedz boczna graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest siedem razy dtuzsza niz
krawedz podstawy. Wyznacz sinus kata miedzy przekatna Sciany bocznej a sasiednia
$ciang boczna.

Zad. 3
Podstawa graniastostupa jest romb o kacie ostrym 60° i boku dtugosci 4. Wyznacz
dtugosci przekatnych graniastostupa, jesli jego wysokosc¢ jest rowna 4.

Zad. 4

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 3 cm, a pole
powierzchni catkowitej wynosi 39. Wyznacz dtugos¢ krawedzi podstawy, wysokos$¢ oraz
objetosc graniastostupa.

Zad. 5
Suma dtugosci krawedzi graniastostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 56 cm, a
pole powierzchni catkowitej jest rowne 128 cm?®. Oblicz dtugoéci krawedzi graniastostupa.

Temat 4: Pole powierzchni catkowitej i objetosc graniastostupa

Cel lekcji: wyznaczanie pola powierzchni i objetosci graniastostupa z zastosowaniem
trygonometrii i poznanych twierdzen

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac¢ wzor na objetosc i pole powierzchni dowolnego graniastostupa
— Obliczac pole powierzchni i objetosc szescianu i prostopadtoscianu
— Wyznaczac przekroj i pole przekroju graniastostupa ptaszczyzna
— Stosowac funkcje trygonometryczne, twierdzenie Pitagorasa i inne poznane
twierdzenia do obliczania pol powierzchni i objetosci graniastostupow

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie wzordéw na pola powierzchni i objetosci graniastostupow
Pole powierzchni catkowitej i objetosc sze$cianu: P. = 6a%,V = a3
Pole powierzchni catkowitej i objetosc szescianu o wymiaracha X b X c:
P. = 2(ab + bc + ac), V = abc
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Wyznacz objetosc graniastostupa prawidtowego szesSciokatnego, ktdrego najdtuzsza
przekatna podstawy ma dtugosc 4 i tworzy z przekatna Sciany bocznej (wychodzaca z tego
samego wierzchotka) kat 75°.

Zad. 2

Jesli kazda krawedz szescianu zwiekszymy o 4, to objetos¢ zwiekszy sie osiem razy.
Wyznacz dtugosc¢ krawedzi szescianu.
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Zad. 3

Podstawa graniastostupa jest réwnolegtobok, ktérego kat ostry ma miare 30°, a pole jest
rowne 48. Wyznacz objetos¢ graniastostupa, jesli pola jego Scian bocznych sg rowne
odpowiednio: 24 i 64.

Zad. 4

Oblicz objetos¢ graniastostupa, ktérego podstawa jest romb o kacie ostrym 60°. Ponadto
wiemy, ze krétsza przekatna graniastostupa jest rowna 2 i tworzy ze Sciang boczna kat o
mierze 30°.

Temat 5: Ostrostupy i ich rodzaje

Cel lekcji: poznanie z pojeciem ostrostupa i omoéwienie jego rodzajow

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac definicje ostrostupa i podziat ostrostupow: czworoscian foremny, ostrostup
prawidtowy, ostrostup trojkatny, czworokatny itd.

— Wskazywac podstawe, sciany boczne, krawedzie, wierzchotki, wysokos¢ i spodek
wysokosci ostrostupa

— Rozpoznawac charakterystyczne katy w ostrostupie: kat nachylenia sciany bocznej
do ptaszczyzny podstawy, kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny
podstawy, kat ptaski przy wierzchotku ostrostupa

— Oblicza¢ miary tych katow

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia ostrostupa i jego rodzajow
3. Oznaczenie podstawowych katéw wostrostupie
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Jakie ostrostupy sa przedstawione na rysunkach?
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Zad. 2
Dopasuj prawidtowe odpowiedzi:

( . ) - ™
Czworoscian to ostrostup, ktorego wszystkie Sciany sg
> . < trojkatami
CzworosScian . )
~ <
foremny

to ostrostup, ktorego wszystkie $ciany sa

> < trojkatami rownobocznymi
Ostrostup N \/
prawidiowy to ostrostup, ktoérego podstawa jest wielokat
\ J S -
foremny i ktérego spodek wysokosci
pokrywa si¢ ze srodkiem okregu opisanego
na podstawie ostrostupa
N PO P J
Zad. 3

Podaj liczbe wierzchotkéw ostrostupa o 44 krawedziach.

Zad. 4
Opisz katy zaznaczone na rysunkach:

HHL

Zad. 5
Jak nazywaija sie odcinki zaznaczone na rysunkach (kolor czerwony, zielony, fioletowy)?
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Zad. 6

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wysokosc jest rowna 8, a kat miedzy dwiema
sasiednimi scianami bocznymi ma miare 120°. Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy tego
ostrostupa.

Zad.7
Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny, w ktorym krawedz boczna jest 2 razy dtuzsza od
krawedzi podstawy. Wyznacz cosinus kata miedzy dwiema sasiednimi Scianami bocznymi.

Temat 6: Pole powierzchni catkowitej i objetosc¢ ostrostupa

Cel lekcji: wprowadzenie wzoréw oraz obliczanie pola powierzchni i objetosci ostrostupa,
zastosowanie wtasnosci funkcji trygonometrycznych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Obliczac pola powierzchni i objetosci r6znych ostrostupow z zastosowaniem
funkcji trygonometrycznych i poznanych twierdzen

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Wprowadzenie wzoréw na pole powierzchni catkowitej: . = P, + P, i objetosc¢
dowolnego ostrostupa: V = %Pp * H (P, - pole podstawy, P, - pole powierzchni
bocznej, H - wysokos¢ ostrostupa)
3. Zastosowanie poznanych twierdzen do rozwigzywania zadan

Zad. 1

Miara kata nachylenia Sciany bocznej ostrostupa prawidtowego trojkatnego do
ptaszczyzny podstawy wynosi 60 °. Wyznacz dtugos¢ krawedzi podstawy danego
ostrostupa, jesli jego pole powierzchni catkowitej jest rowne 27+/3.

Zad. 2
Krawedz czworos$cianu foremnego jest réwna 9 cm. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni
tego ostrostupa.

Zad.3
Ile wynosi dtugosc krawedzi bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego, ktérego
wysokos¢ jest rowna 9 cm, a Sciana boczna tworzy z ptaszczyzna podstawy kat 60°?

Zad. 4
Krawedz podstawy jest rowna wysokosci pewnego ostrostupa prawidtowego trojkatnego.
Ile wynosi miara kata miedzy krawedzig boczng ostrostupa a ptaszczyzng podstawy?
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Temat 7: Pole powierzchni catkowitej i objetos¢ ostrostupa

Zad.1

Dany jest ostrostup prawidtowy szeciokatny, ktérego wysoko$é ma dtugosé 3v/3, a
krawedz podstawy jest rowna 2. Oblicz pole przekroju przechodzacego przez wierzchotek
ostrostupa i krotsza przekatna podstawy.

Zad. 2

Wysokos$¢ pewnego ostrostupa ma dtugosc 8. Wyznacz odlegtos¢ od wierzchotka
ostrostupa przekroju réwnolegtego do ptaszczyzny podstawy, ktory dzieli objetosc tego
ostrostupa na potowy.

Zad. 3
Oblicz objetosc¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego, jesli kazda z jego Scian ma pole
rowne 16.

Zad. 4

Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego trojkatnego tworzy z krawedzig podstawy kat o
mierze 45°, a odlegtos¢ srodka wysokosci ostrostupa od $ciany bocznej jest rowna 2.
Wyznacz objetosc i pole powierzchni catkowitej ostrostupa.

Temat 8: Kat dwuscienny
Cel lekcji: wprowadzenie pojecia kata dwusciennego i omdwienie jego wtasnosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znad definicje kata dwusciennego i umiec go zaznaczac¢ w graniastostupach i
ostrostupach
— Obliczac¢ miare kata dwusciennego i rozwigzywac zadania, w ktérych podana jest
miara kata dwusciennego
— Rozpoznawac katy miedzy scianami w ostrostupach i graniastostupach

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia kata dwusciennego w graniastostupie i ostrostupie
3. Szkicowanie kata dwusciennego w réznych graniastostupach i ostrostupach
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Kat dwuscienny ma miare 45°. Na jednej z jego Scian znajduje sie punkt P, ktérego
odlegtosc od drugiej sciany jest rowna 15. lle wynosi odlegtos¢ punktu P od krawedzi kata
dwusciennego?

Zad. 2
Wewnatrz kata dwusciennego znajduje sie punkt P, ktérego odlegtosci od Scian kata sa
rowne i wynosza 8 cm. Kat miedzy odcinkami poprowadzonymi z punktu P (prostopadle)
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na $ciany kata dwusciennego ma miare 120°. Wyznacz odlegto$¢ punktu P od krawedzi
kata dwusciennego i miare kata dwusciennego.

Zad. 3

Podaj miare kata dwusciennego, jesli odlegtos¢ punktu D lezacego na jednej ze Scian od
krawedzi kata dwusciennego jest rowna 12 cm, a odlegtos¢ tego punktu od drugiej Sciany
wynosi 6 cm.

Zad. 4

Wewnatrz kata dwusciennego, ktéry ma miare 90° lezy punkt P. Wiedzac, ze punkt P jest
odlegty od Scian kata 0 15 cm i 20 cm, wyznacz odlegtos¢ punktu P od krawedzi kata
dwusciennego.

Temat 9: Kat dwuscienny

Zad.1
Dany jest graniastostup prawidtowy szesciokatny o krawedzi podstawy réwnej 6 cm. lle
wynosi miara kata miedzy Scianami bocznymi tego graniastostupa?

Zad. 2
Oblicz cosinus kata miedzy $cianami bocznymi czworoscianu foremnego, ktérego bok ma
dtugosc 4.

Zad. 3

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 6, a miara kata
dwusciennego miedzy $ciang boczna a podstawa tego ostrostupa wynosi 45°. Wyznacz
pole powierzchni bocznej i objetosc ostrostupa.

Zad. 4
W ostrostupie prawidtowym trojkatnym krawedz boczna ma dtugos¢ 4, a kat dwuscienny
utworzony przez sciany boczne ma miare 90°. Wyznacz objetosc¢ ostrostupa.

Zad. 5
W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy jest dwa razy krétsza od
krawedzi bocznej. Ile wynosi cosinus kata miedzy dwiema scianami bocznymi?

Temat 10: Wielosciany foremne

Cel lekcji: poznanie pojecia wieloscianu foremnego oraz jego wtasnosci, obliczanie pél
powierzchni i objetosci wieloScianow

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac definicje wieloscianu foremnego i jego wtasnosci
— Znacrodzaje wieloscianow foremnych i obliczac ich pola powierzchni catkowitej i
objetosci
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Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Omowienie rodzajéw wieloscianow foremnych i ich podstawowych wtasnosci
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Dany jest szeScian ABCDEFGH o boku dtugosci 12 cm. Ile wynosi odlegtos¢ punktu B od
przekatnej AG?

Zad. 2
Ile wynosi dtugos$¢ krawedzi czworos$cianu foremnego, ktérego wysokos¢ ma dtugosc 10?

Zad. 3

Dany jest sze$cian, ktdrego pole powierzchni catkowitej wynosi 24. Srodki $cian bocznych
tego szescianu sa jednoczes$nie wierzchotkami osSmioscianu foremnego. Ile jest rowna
objetos¢ osmioscianu?

Zad. 4

W czworoscianie ABCS poprowadzono ptaszczyzne przechodzaca przez srodki odcinkow
AB, BS, CS. Wyznacz objetosci bryt, na ktére podzielita czworoscian ta ptaszczyzna, jesli
objetosc¢ czworoscianu ABCS jest rowna 180.

s

B

Temat 11: Wielosciany foremne
Zad.1

W czworoscianie foremnym dtugos¢ wysokosci jest o 1 cm mniejsza od dtugosci jego
krawedzi. Wyznacz objetos¢ czworoscianu.
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Zad. 2
Szescian przecieto ptaszczyzng przechodzacg przez srodki trzech krawedzi wychodzacych
z jednego wierzchotka. lle wynosi stosunek objetosci powstatych w ten sposéb bryt?

Zad. 3
Wyznacz objetosc¢ i pole powierzchni catkowitej oSmioscianu foremnego o boku dtugosci
3.

Zad. 4

Czworoscian foremny, ktérego krawedz ma dtugosc 12 cm przecieto ptaszczyzna
prostopadta do jednej z krawedzi czworoscianu, przechodzaca w odlegtosci 3 cm od konca
tej krawedzi. Wyznacz objetosci otrzymanych w ten sposéb bryt (wskaz dwie odpowiedzi).

Temat 12: Pole powierzchni catkowitej i objetos¢ walca

Cel lekcji: wprowadzenie pojecia bryt obrotowych i obliczanie pola powierzchni i objetosci
walca

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znad definicje bryt obrotowych i w szczeg6lnosci pojecie walca
— Zaznaczac na rysunku podstawy, powierzchnie boczng, wysokosc walca, o$ obrotu
walca
— Wyznaczac przekroj osiowy i poprzeczny walca
— Obliczac pola powierzchni i objetos¢ walca

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia bryty obrotowej i walca
3. Podanie wzorow na obliczanie pola powierzchni catkowitej: P, = 2nr(r + H) i
objetosci walca: V = nr?H (r - promien podstawy walca, H - wysoko$¢ walca)
4. Rozwigzywanie zadan

Zad.1
Przekroj osiowy walca jest kwadratem o boku dtugosci 10 cm. Wyznacz pole powierzchni
bocznej i objetosc walca.

Zad. 2
Pole przekroju osiowego walca wynosi 42, a pole podstawy jest réwne 161. Ile wynosi pole
powierzchni catkowitej walca?

Zad. 3
Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugosc 8 i jest nachylona do podstawy walca
pod katem 30°. Oblicz objetos¢ walca.
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Zad. 4
Przekroj osiowy walca jest prostokatem, ktérego przekatna dtugosci 4 cm tworzy z bokiem
prostokata rownym wysokosci walca kat 60 °. Wyznacz objetos¢ walca.

Zad.5

Jaka dtugosc ma Srednica podstawy walca, jesli pole powierzchni catkowitej jest réwne
24m, a objetos¢ wynosi 16m?

Temat 13: Pole powierzchni catkowitej i objetos¢ walca

Zad.1
Prostokat o polu réwnym 300 i przekatnej dtugosci 25 obraca sie wokét krétszego boku.
Oblicz objetosc powstatej bryty.

Zad. 2
Objetosc walca jest rowna 4, a pole powierzchni bocznej wynosi 16m. Wyznacz tangens
kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego danego walca do ptaszczyzny podstawy.

Zad. 3
Po rozwinieciu powierzchnia boczna walca jest prostokatem w ktérym przekatne dtugosci
4 przecinajg sie pod katem 60 °. Oblicz objetos$¢ walca (rozwaz dwa przypadki).

Zad. 4

Wyznacz stosunek objetosci walcow powstatych w wyniku obrotow prostokata wokét
prostych zawierajacych rézne boki danego prostokata. Przekatna tworzy z jednym z
bokoéw prostokata kat 30°.

Temat 14: Pole powierzchni i objetosc¢ stozka

Cel lekcji: poznanie kolejnego rodzaju bryt obrotowych - stozka i obliczanie jego pola
powierzchni catkowitej i objetosci

Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac definicje stozka i stosowaé wzory na obliczanie pola powierzchni i objetosci
stozka

— Wskazywac podstawe, powierzchnie boczna, wysokosc i spodek wysokosci stozka

— Wskazywac i wyznaczaé miary katow w stozku: kat rozwarcia stozka, kat
nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy, kat srodkowy powierzchni
bocznej stozka po rozwinieciu

— Wyznacza przekroj osiowy i poprzeczny stozka

Porzadek lekcji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia stozka i zaznaczenie charakterystycznych dtugosci i katow w
stozku
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3. Wprowadzenie wzorow na pole powierzchni catkowitej P, = mtr(r + 1) i objetos¢
stozkaV = %m‘zH
4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Pole powierzchni bocznej stozka jest réwne 8, a tworzagca ma dtugosc¢ 4. Wyznacz dtugosc
wysokosci tego stozka.

Zad. 2
Po rozwinieciu powierzchnia boczna stozka jest wycinkiem kotowym o kacie sSrodkowym
rownym 90° i promieniu 8 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka.

Zad.3
Wiedzac, ze kat rozwarcia stozka ma miare 60°, a objetos¢ jest rowna 31 wyznacz pole
powierzchni bocznej stozka.

Zad. 4
Przekroj osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym o polu rownym 4+/3. Wyznacz
objetosc stozka.

Temat 15: Pole powierzchni i objetosc¢ stozka

Zad. 1
Oblicz objetosc stozka Scietego, ktorego dolna podstawa ma Srednice 8 cm, a gérna -4 cm.
Wysokosc¢ tego stozka wynosi 6 cm. Oblicz objetos¢ bryty.

Zad. 2

Wysokos¢ stozka jest rowna 16, a kat rozwarcia ma miare 60 °. Ptaszczyzna réwnolegta do
podstawy stozka podzielita go na dwie bryty o rownych polach powierzchni catkowitej.
Wyznacz odlegtosc d tej ptaszczyzny od wierzchotka stozka.

Zad.3
W stozku o polu powierzchni catkowitej rownym 48m tworzaca jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Wyznacz objetosc¢ stozka.

@?:(oigqc, ze stosunek pola powierzchni catkowitej stozka do pola powierzchni bocznej
wynosi 3:2 wyznacz cosinus kata rozwarcia tego stozka.

Temat 16: Pole powierzchni i objetos¢ kuli

Cel lekcji: omowienie pojecia kuli i sfery oraz obliczanie pola powierzchni i objetosci kuli
Cele edukacyjne: uczen powinien:

— Znac definicje kuli i sfery
— Wskazywac promien i srodek kuli i sfery
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— Wyznaczac pole powierzchni i objetosc kuli
— Wyznaczac przekroj kuli dang ptaszczyzna

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia kuli i sfery
3. Podanie wzoroéw na objetos¢ V = §m”3 i pole powierzchni catkowitej kuli P, =
Amrr?

4. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1
Objetosci stozka i kuli o promieniu rownym 6 sg rowne. Wiedzac, ze pole podstawy stozka
jest trzy razy mniejsze od pola jego powierzchni bocznej, oblicz wysokos¢ stozka.

Zad. 2

Kule przecieto dwiema réwnolegtymi ptaszczyznami. Pola otrzymanych przekrojow sa
rowne odpowiednio: 41 i 36m, a odlegtos¢ miedzy nimi wynosi 8. Wyznacz dtugosc
promienia kuli.

Zad.3
Na szescianie o przekatnej rownej 4 opisano kule. Ile wynosi objetos¢ i pole powierzchni
catkowitej tej kuli?

Zad. 4
Na kuli o promieniu 3 cm opisano graniastostup prawidtowy trojkatny. Wyznacz stosunek
objetosci kuli do objetosci danego graniastostupa.

Temat 17: Pole powierzchni i objetosc¢ kuli

Zad. 1
Ile wynosi objetos¢ kuli wpisanej w ostrostup prawidtowy czworokatny, jesli jego krawedz
podstawy ma dtugos¢ 3, a kat miedzy przeciwlegtymi Scianami bocznymi jest rowny 60°?

Zad. 2
Stozek o kacie nachylenia tworzacej do ptaszczyzny podstawy rownym 60° wpisano w
kule, ktorej promien ma dtugosc 6. Oblicz pole powierzchni catkowitej stozka.

Zad. 3
Ile wynosi pole powierzchni kuli stycznej do krawedzi szescianu o dtugosci 4?

Zad. 4

Objetosci walca i kuli sg takie same. Wiemy, ze promien kuli jest 2 razy mniejszy od
promienia podstawy walca. Czy prawda jest, ze promien kuli jest 3 razy wiekszy od
wysokosci walca?
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Temat 18: Bryty podobne
Cel lekcji: zapoznanie z definicjg bryt podobnych i ich wtasnosciami

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Znac definicje bryt podobnych i ich wtasnosci
— Stosowac wtasnosci bryt podobnych do rozwigzywania zadan tekstowych
— Stosowac twierdzenia o polu powierzchni i objetosci bryt podobnych

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacjai przygotowanie do zajec
2. Zdefiniowanie pojecia bryt podobnych
3. Rozwigzywanie zadan z zastosowaniem poznanych twierdzen i wzoréw

Zad. 1
Trojkat o przyprostokatnych rownych 8 cmi 15 cm obraca sie wokot przeciwprostokatnej.
Oblicz objetosc otrzymanej bryty.

Zad. 2
Romb o polu rownym 16 obraca sie wokot jednego z bokdw. Ile wynosi pole powierzchni
otrzymanej bryty?

Zad.3
Trapez prostokatny o podstawach dtugosci 10 i 8 obraca sie wokét krétszego ramienia.
Wiedzac, ze pole trapezu wynosi 54 oblicz objetos¢ otrzymanej bryty.

Zad. 4

Trojkat rownoramienny obraca sie wokoét prostej k, ktora jest rownolegta do podstawy AB.
Ramiona tréjkata ma dtugos¢ 6, a kat przy podstawie jest réwny 30°. Oblicz objetosc i pole
powierzchni otrzymanej bryty.
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Temat 19: Bryty podobne

Zad.1
Trojkat rownoramienny obraca sie wokét podstawy. Oblicz objetos¢ otrzymanej bryty, jesli
obwdd tréjkata wynosi 12 cm, a kat przy wierzchotku ma miare 60°?

Zad. 2

Trojkat ABC obraca sie wokot prostej CD zawierajgcej wysokos¢ poprowadzong z
wierzchotka C. Katy przy podstawie trojkat maja miary 30° i 120°, a podstawa AB ma
dtugosc 3. Oblicz objetos¢ powstatej bryty.

C

Zad. 3
Romb ABCD obraca sie wokot prostej k, ktora jest prostopadta do boku AB. Wyznacz
objetosc otrzymanej bryty, jesli kat ostry rombu ma miare 60°, a dtugos¢ boku wynosi 2.

Temat 20: Bryty wpisane i opisane

Cel lekcji: obliczanie pola powierzchni i objetosci bryt wpisanych badz opisanych na
graniastostupach, ostrostupach i brytach obrotowych

Cele edukacyjne: uczen powinien:
— Rozumiec pojecie bryty opisanej i wpisanej w graniastostup, ostrostup, stozek,
walec, kule
— Obliczac objetosci i pola powierzchni bryt wpisanych i opisanych z zastosowaniem
twierdzen i wzoréw poznanych w tym rozdziale
— Wyznaczac zaleznosci miedzy brytami wpisanymi i opisanymi na wyzej
wymienionych brytach

Porzadek lekgji:
1. Wstepna organizacja i przygotowanie do zajec
2. Przypomnienie wiadomosci o graniastostupach, ostrostupach i brytach obrotowych
3. Rozwigzywanie zadan

Zad. 1

Na szescianie o krawedzi dtugosci 6 cm opisano walec. Wyznacz pole powierzchni
catkowitej i objetos¢ walca.
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Zad. 2

W ostrostup prawidtowy czworokatny wpisano stozek tak, ze podstawa stozka jest
wpisana w podstawe ostrostupa, a wierzchotek stozka jest jednoczesnie wierzchotkiem
ostrostupa. Oblicz objetos¢ stozka, jesli objetosc ostrostupa jest rowna 36.

Zad. 3
Krawedzie prostopadtoscianu maja dtugosci: 6 cm, 8 cm, 12 cm. Wyznacz promien kuli
opisanej na prostopadtoscianie.

Zad. 4
Wyznacz dtugos¢ promienia kuli wpisanej w stozek, w ktorym tworzaca ma dtugos¢ 8 cm i
jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.

Temat 21: Bryty wpisane i opisane

Zad.1
Ile wynosi objetos¢ walca wpisanego w graniastostup prawidtowy szesciokatny, w ktérym
wszystkie krawedzie maja dtugosc 4?7

Zad. 2
W kule wpisano stozek o wysokosci rownej 3. Ile wynosi objetosc kuli, jesli wiadomo, ze
jest ona 4 razy wieksza niz objetosc stozka?

Zad. 3

W stozek o promieniu podstawy rownym 0,5 m i wysokosci 1 m wpisano szescian. Dolna
podstawa szesScianu zawiera sie w podstawie stozka, a wierzchotki gérnej podstawy naleza
do powierzchni bocznej tego stozka. lle wynosi pole powierzchni catkowitej szescianu?

Zad. 4
Ile wynosi objetos¢ kuli opisanej na stozku o tworzacej dtugosci 3 i promieniu podstawy
réwnym 2+/2?

Powtorzenie wiadomosci

Zad. 1
Oblicz promien kuli opisanej na osSmioscianie foremnym o boku dtugosci 4.

Zad. 2
Rozwinieciem powierzchni bocznej stozka jest wycinek kotowy o kacie sSrodkowym
rownym 180°, opartym na cieciwie dtugosci 4. Oblicz objetos¢ stozka.

Zad. 3

Przekatna prostopadtoscianu o dtugosci 4 jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod
katem 60°. Przekatna podstawy tworzy z bokiem podstawy kat 30°. Oblicz objetos¢
prostopadtoscianu.
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Zad. 4

Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny rwnoramienny o przeciwprostokatnej
dtugosci 8. Krawedzie boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°.
Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Sprawdzian

Zad. 1
Ile wynosi promien kuli wpisanej w czworoscian foremny o boku dtugosci 127

Zad. 2
Tworzaca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°, a promien
podstawy ma dtugosc 8. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej stozka.

Zad.3

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugos¢ 8 cmi tworzy z
ptaszczyzna podstawy kat o mierze 30°. lle wynosi pole powierzchni bocznej
graniastostupa?

Zad. 4

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego trojkatnego jest dwa razy mniejsze od pola
powierzchni bocznej. lle wynosi wysokosc ostrostupa, jesli krawedz podstawy ma dtugosc
9?

Zad.5
Jesli wysokos¢ walca zwiekszymy o 2, to jego objetos¢ wzros$nie o 8m. Wyznacz promien
podstawy walca.

Poprawa pracy klasowej

Zad. 1
Odp.r =6

Zad. 2

Odp. P, = 1921, V = 12%3

Zad. 3
Odp. P, = 48v2cm?

Zad. 4
Odp.H = 4,5
Zad.5
Odp.r =2
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