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Innowacyjny program wsparcia — matematyka

1. Wstep

Matematyka, dziedzina aktywnosci intelektualnej cztowieka, uznawana
przez wielu za forme estetyki, tudziez jezyk Boga, nie moze by¢ przedstawiana
uczniom jako nudna, algorytmiczna i odtwdrcza wiedza szkolna. Matematyka
musi by¢ ,zywa i radosna” - otwarta dla kazdego, do zabawy i powaznych za-
stosowan. Nie moze by¢ odhumanizowana i wyalienowana z realnego $wiata,
zamknieta w twardej skorupie teorii i twierdzen. Przywrdcenie matematyce
»~nhormalnosci”, to nieczynienie z niej wyrafinowanego sacrum dla wybrancow
i niestraszenie nig dzieci i mtodziezy w szkotach. Pokazanie jej przystepnosci
i przydatnosci, osadzenie w realnym $wiecie ucznia, nauczenie korzystania
z jej dorobku w zyciu codziennym. Ukazanie historii i loséw ludzi jg tworza-
cych, poznanie warsztatu profesjonalistéw i istoty problemoéw, z ktérymi sie
borykajq. To wszystko jest kluczem do ,odczarowania” jej nieprzyjaznej po-
staci i zachecenia mtodych ludzi do uczynienia z matematyki swojej zyciowej
pasji.

Uzdolnienia matematyczne mozna zatem potraktowac jako wyraz fascy-
nacji tym swoistym rodzajem estetyki wynikajacym ze specyficznych, wro-
dzonych predyspozycji umystowych, a fascynacje i zainteresowania sq z ko-
lei przedsionkiem do pasji i samorealizacji cztowieka. Z drugiej strony, dla
zdrowia psychicznego ucznia ponadprzecietnie uzdolnionego, matematyka
nie moze stac sie dla niego substytutem rzeczywistosci, miejscem alienacji,
ucieczki od realnego zycia w wirtualny $wiat idei. Nie moze tez radykalnie
kanalizowa¢ rozwoju psychofizycznego i poznawczego ucznia, a harmonijnie
i w sposdb zréwnowazony z innymi obszarami aktywnosci stymulowac jego
rozwaj.

Niniejszy program jest efektem prac wdrozeniowych programu realizo-
wanego w okresie od listopada 2011 do marca 2013 roku. Program zostat
zmieniony w stosunku do wersji pierwotnej. Gtéwny zakres zmian, to ureal-
nienie przewidywanej liczby godzin na poszczegdlne zagadnienia. Drugi nurt
zmian, to wprowadzenie do programu elementéw z pogranicza matematyki
rekreacyjnej - gry logiczne, nauka uktadania kostki Rubika, zadania diagra-
mowe, gra miejska oraz inne zagadnienia popularyzujgce matematyke. Przy
tak duzym nasileniu zaje¢ podczas sesji celowym wydawato sie wprowadzenie
elementow stanowigcych swoisty przerywnik przy jednoczesnym osigganiu
celéw projektu np.: podnoszenie umiejetnosci logicznego myslenia, czy inte-
gracja w zespole.

Integralng czesciq przedstawionego opracowania jest Innowacyjny pro-
gram wsparcia psychologiczno-pedagogicznego uczniéw uzdolnionych, ich ro-
dzicéw i nauczycieli (przygotowany w odrebnym dokumencie), ktéry nalezy
realizowac jednoczesnie z niniejszym programem.
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2. Informacja o autorach

Mgr Jerzy Janowicz

Nauczyciel matematyki z ponad 30-letnim stazem, absolwent Uniwersytetu
Wroctawskiego, autor ponad 100 publikacji metodycznych, w tym podreczni-
kow matematyki dla gimnazjum z serii ,,Policzmy to razem” wraz z obudowgq
dydaktyczng (zbiory zadan, zeszyt ¢wiczen, ksigzki dla nauczyciela, spraw-
dziany) oraz kilku zbioréw zadan dla ucznidow uzdolnionych matematycznie.

Mgr Zbigniew Lorkiewicz

Absolwent Uniwersytetu Wroctawskiego, wieloletni nauczyciel matematy-
ki i informatyki. Wychowawca i nauczyciel wielu laureatéow olimpiad przed-
miotowych. Twérca koncepcji egalitarnego wspierania uzdolnien i akredytacji
szkot w obszarze wspierania uzdolnien uczniéw na Dolnym Slasku. Inicjator
i wspéttworca Dolnoslaskiego Systemu Wspierania Uzdolnien. Pomystodawca
konkurséw ,zDolny Slazak Gimnazjalista” i ,zDolny Slazaczek” oraz wieloletni
przewodniczacy wojewodzkiej komisji konkursowej. Autor wielu zadan egza-
minacyjnych i konkursowych.

Mgr Stawomir Wéjcik

Absolwent matematyki na Uniwersytecie Mikotaja Kopernika w Toruniu,
wyktadowca Politechnik Wroctawskiej, nauczyciel, mitosnik matematyki
i tamigtdwek logicznych, dwukrotny mistrz Polski w Grach Matematycznych
i Logicznych, cztonek zarzadu dolnoslaskiego oddziatu Polskiego Towarzystwa
Matematycznego, cztonek Mensy - Polska, popularyzator matematyki, wspét-
autor ksigzek dla dzieci o tematyce matematycznej. Od 2005 roku prowa-
dzi Miedzyszkolnego Koétka Matematyczne organizowane przez Fundacje
Matematykow Wroctawskich i Politechnike Wroctawskg. Wychowawca wielu
laureatdw konkurséw i olimpiad matematycznych. Zonaty, ojciec dwoéjki dzie-
ci: Olgi - 11 lat i Michata - 6 lat.
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3. Ogolna charakterystyka programu

Innowacyjny program pracy z miodzieza ponadprzecietnie uzdolniong
matematycznie skonstruowany jest na gruncie idei holistycznego podejscia
do przekazywania wiedzy oraz ksztattowania umiejetnosci i postaw. Zostat
takze dodatkowo wzbogacony o elementy edukacji kulturalnej i wsparcie
psychologiczne. Stawia na aktywno$¢, otwartos¢ i samodzielno$¢ uczniow.
Komplementarnie wprowadza w podstawowe zasady wspotpracy i wspoétdzia-
tania w zespole. Pokazuje matematyke jako efekt nieskrepowanej kreatywno-
$ci umystowej cztowieka, tworzonej przez cztowieka i dla cztowieka.



Innowacyjny program wsparcia — matematyka

4. Cele ksztalcenia

4.1.
1.

2.

Cele ogodlne

Stworzenie uczniom warunkow do zdobycia wiedzy i umiejetnosci wy-
kraczajacych poza podstawe programowa.

Zatozenia wychowawcze: ksztattowanie pozytywnej motywacji wobec
wiedzy matematycznej, samodzielne tworzenie sytuacji problemowej,
rozwigzywanie problemow, generowanie pomystow, dociekliwos¢, wy-
trwato$¢ w badaniu problemu, prowadzenie dyskusji, argumentowa-
nie, efektywna praca w zespole i odpowiedzialno$¢ za efekty pracy
catego zespotu.

Racjonalne ukierunkowanie rozwoju potencjatu intelektualnego sze-
rokiej rzeszy uczniow ponadprzecietnie uzdolnionych z matematyki.
Popularyzacja matematyki, szczegdlnie w kontekscie wyboru $cistego
kierunku studiow wyzszych.

Wyréwnywanie szans edukacyjnych uczniéw ponadprzecietnie uzdol-
nionych z matematyki pochodzacych z réznych srodowisk.

Integracja srodowiska edukacyjnego wokét problematyki wspierania
uzdolnien uczniow.

4.1.1 Wykraczajace poza podstawe programowa
~Jedyng osoba, ktéra cos moze zrobi¢ z Twoim zyciem, jestes Ty sam”

1.

2.

3.

Pokazanie nie-szkolnego, fascynujacego oblicza matematyki
elementarnej.

Wzbudzenie gtebszego zainteresowania obszarem matematyki oparte-
go na wewnetrznej motywacji.

Odkrycie wielodyscyplinarnosci zastosowan matematyeki.
Umozliwienie uczniom kontaktu z pracownikami naukowymi i odczu-
cia atmosfery uczelni wyzszej. Ksztattowanie $miatosci w prowadze-
niu dialogu z ekspertami i niwelowanie postawy biernego odbiorcy
informacji.

Przyblizenie warsztatu pracy profesjonalnego matematyka i obszaréow
penetracji wspotczesnej matematyki.

Umozliwienie uczniom kontaktu z réowiesnikami majacymi podob-
ne zainteresowania. Inicjowanie idei tutoringu réwiesniczego wsrod
uczniow.

Przygotowanie uczniéw do samodoskonalenia i samodzielnego posze-
rzania swojej wiedzy matematycznej.

Umozliwienie uczniom samooceny wtasnych celéw poznawczych i sza-
cowania mozliwosci ich realizacji.

Umozliwienie poznania wiasnego potencjatu intelektualnego, stopnia
kreatywnosci i posiadanej wiedzy w poréwnaniu z réwiesnikami.
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10. Wdrazanie do samodzielnosci, tworzenia wtasnych koncepcji, kreatyw-
nosci intelektualnej.

11. Rozwijanie umiejetnosci wspdtpracy w zespole.

12. Ksztattowanie umiejetnosci prowadzenia merytorycznej dyskus;ji
i przyjetych sposobdéw przekazywania i obrony wtasnych przekonan.

4.1.2. Wynikajace z diagnhozy barier spotecznych
w dostepie do studiow wyzszych

Podstawowymi barierami w dostepie do studidw wyzszych sa bariery fi-
nansowe, $srodowiskowo-kulturowe i mentalne. Gtéwnym czynnikiem wpty-
wajacym na wybor matematyczno-przyrodniczych kierunkéw studiow jest
perspektywa zatrudnienia po ich ukonczeniu. Zatrudnienia zgodnego z kie-
runkiem studidéw, adekwatnego do posiadanej wiedzy i dajacego satysfakcje
finansowa.

Z drugiej strony juz od dawna ukonczenie studiéw nie determinuje uzy-
skania pracy, a absolwenci coraz czesciej podejmuja aktywnos$¢ zawodowg
niezwigzana z ukoriczong specjalnoscia. Stad tendencja w wyborze studidw
zgodnych z posiadanymi zainteresowaniami i uzdolnieniami. Daje to szanse
petnego rozwoju zyciowego i samorealizacji. Wazne staje sie zatem poznanie
i krystalizacja zainteresowan ucznia przed wyborem uczelni wyzszej, m. in.
poprzez:

1. Stwarzanie sytuacji pedagogicznych, w ktérych uczen poznaje swoje

mozliwosci, zainteresowania i uzdolnienia.

2. Rozpoznawanie mocnych stron ucznia i wzmacnianie jego rozwoju

w tym kierunku.

3. Wzbudzanie w uczniach pasji poznawczych i zachecanie do szukania

wiasnej Sciezki rozwojowej.

4. Zachecanie do podejmowania studiéw wyzszych i pomoc w trafnym

ich wyborze.

4.1.3. Wynikajace z badan Centralnej Komisji
Egzaminacyjnej i diagnoz PISA

Gtéwnym kierunkiem ksztatcenia bedzie eksponowana coraz mocniej we
wspotczesnej edukacji grupa umiejetnosci ztozonych takich, jak modelowa-
nie matematyczne, uzycie i tworzenie strategii oraz rozumowanie i argumen-
tacja. Umiejetnosci te, jak wskazujg badania prowadzone przez Centralng
Komisje Egzaminacyjng, czy miedzynarodowe diagnozy PISA, sg u miodziezy
zbyt stabo rozwiniete i stanowig pewng bariere w ich indywidualnym rozwoju,
jak i w rozwoju catego spoteczenstwa.
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4.1.4. Wynikajace ze szczegolnej sytuacji ucznia
ponadprzecietnie uzdolnionego oraz jego znaczacej roli

spotecznej

1. Zapoznanie z zasadami budowania wtasnego warsztatu pracy quasi
naukowej. Zachecenie do aktywnosci twdrczej i uczestnictwa w zyciu
popularno-naukowym.

2. Umozliwienie poznania swojego potencjatu intelektualnego, okreslania
swoich mocnych i stabych stron, stopnia swojej kreatywnosci oraz po-
siadanej wiedzy w poréwnaniu z réwiesnikami.

3. Ksztattowanie umiejetnosci okreslania swoich celéw strategicznych
i operacyjnych (dtugookresowych i krétkookresowych) oraz stawiania
sobie biezacych zadan.

4. Ksztattowanie umiejetnosci planowania i wizualizacji wiasnej Sciezki
rozwojowej.

5. Ksztattowanie zrozumienia, ze zdolnosci sg sprawg indywidualng, ale

stanowig znaczacg wartos¢ spoteczna.

4.2. Cele wychowawcze

1.

2.

Ksztattowanie umiejetnosci prowadzenia merytorycznej dyskusji
i przyjetych sposobdéw przekazywania i obrony wtasnych przekonan.
Ksztattowanie umiejetnosci trafnej, racjonalnej oceny swojej osoby,
budowania poczucia wtasnej wartosci i akceptacji siebie w tym umie-
jetnos¢ przyjmowania krytyki, ocen i pochwat. Rozwijanie umiejetno-
$ci radzenia sobie z porazka.

Wdrazanie do samodzielnosci, do tworzenia wtasnych koncepcji, pobu-
dzanie kreatywnosci intelektualnej.

Rozwijanie kompetencji spotecznych uczniéw, umiejetnosci wspotpra-
cy w zespole i kultury dyskusji w tym umiejetnos$c¢ prowadzenia sporu.
Rozwijanie umiejetnosci wspotpracy w zespole i kultury dyskusji w tym
umiejetnos$¢ prowadzenia sporu.

Ksztattowanie wrazliwosci na innych ludzi, zwtaszcza tych z mniejszym
potencjatem zdolnosci, szacunku i tolerancji dla zycia w ogodle.
Budowanie zrozumienia, ze dopiero ponadprzecietna inteligencja pota-
czona z wilasciwym systemem wartosci daje w petni wartosciowa jed-
nostke ludzka.

Ksztattowanie zrozumienia, ze madros¢ to co$ wiecej niz sama inteli-
gencja i zdolnosci.

Umozliwienie kontaktu z kulturg wysoka, a takze ksztattowanie wraz-
liwosci na sztuke i przygotowanie do odbioru sztuki.

Rozbudzanie aspiracji i wspieranie dazenia do samorealizacji.
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4.3. Cele szczego6towe

4.3.1. W zakresie wiadomosci i umiejetnosci:

1.

2.

3.

Przyswojenie wybranych poje¢ i umiejetnosci matematycznych nie
ujetych podstawg programowa.

Opanowanie tresci i umiejetnosci dodatkowych umozliwiajacych indy-
widualny rozwdj posiadanych predyspozycji matematycznych.
Zdobycie umiejetnosci matematycznych przydatnych w zyciu
codziennym.

4.3.2. W zakresie aktywnosci intelektualnej zwigzanej
z poznawaniem matematyki:

1.

2.
3.

Postugiwanie sie jezykiem i symbolikag matematyczng oraz regutami
whioskowania

Redagowanie tekstoéw z uzyciem symboliki matematycznej.
Stosowanie wzorow, algorytmdw, twierdzen w rozwigzywaniu
problemow.

Definiowanie pojec.

Interpretowanie zaleznosci funkcyjnych wyrazonych w formie algebra-
icznej lub graficznej.

Tworzenie modeli kombinatorycznych i probabilistycznych oraz postu-
giwanie sie nimi.

4.3.3. W zakresie rozwijania uzdolnien

matematycznych:

1. Nabycie biegtosci w postugiwaniu sie narzedziami matematycznymi na
takim poziomie, aby nie stanowity one dodatkowej trudnosci przy wy-
konywaniu czynnosci wyzszego rzedu.

2. Wyksztatcenie umiejetnosci catosciowego spojrzenia na prowadzony
proces rozumowania i dobieranie pod tym katem okreslonych procedur.

3. Rozwijanie umiejetnosci heurystycznych.

4. Wdrazanie do samodzielno$ci matematycznej, zwlaszcza w rozwigzy-
waniu problemow.

5. Ksztatcenie myslenia koncepcyjnego i kreatywnosci matematycznej.

10
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5. Material nauczania

Materiat nauczania dostosowany jest do kazdej z dwoch wyodrebnionych
grup wiekowych uczestnikow. Obejmuje gtdownie zakres programowy, cho¢ wi-
dziany czesto z innej i nieco szerszej perspektywy. Jednoczesnie wzbogacany
0 pojecia, problemy i metody wykraczajace poza zakres matematyki szkolnej.

5.1. Tresci nauczania

Tresci nauczania podzielono tematycznie, dla kazdej z grup wiekowych
uczestnikéw. W kazdej grupie wyszczegodlniono 6 sesji tematycznych po 40
godzin kazda. Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze dopuszczalna jest zmiana kolej-
nosci poszczegdlnych sesji, a tytuty sesji odnoszg sie do wiodacej tematyki.
Czesc¢ zaje¢ w poszczegdlnych sesjach moze odbiegadé od tematyki wiodacej.
Moze to byc¢ decyzja zespotu przedmiotowego lub koordynatora np. ze wzgle-
du na che¢ zrealizowania zagadnien, ktére uczniowie zgtaszali w ankietach
ewaluacyjnych po poprzednich sesjach. Poniewaz kalendarz ogdlnopolskich
oraz (znaczacych) lokalnych imprez i konkurséw matematycznych jest bardzo
bogaty, to organizacja poszczegolnych sesji za pewne wypadnie w poblizu
tychze wiasnie imprez. Warto czes¢ zajeé poswieci¢ na przygotowanie ucznidéw
do tych imprez zwracajac szczegdélng uwage na specyfike imprezy/konkursu.
Zawiadomienie i zachecenie do udziatu - o ile nie nastgpito w szkole macie-
rzystej - powinno sie odby¢ poprzez kontakt mailowy badz platforme Moodle.

Grupal
Uczniowie klas V i VI szkoty podstawowej oraz klas I i II gimnazjum
1. ,Réwnania, ktérych nie ma w szkole”

2. ,Policzmy to inaczej”

3. ,Matematyczne 3D”

4. ,Matematyczny klub odkrywcéw”
5. ,Papierowa matematyka”

6. ,Matematyka nie oszukuje”
Grupa II

Uczniowie klasy III gimnazjum i I i II klasy szkoty ponadgimnazjalnej
,Co mnie zastanawia, intryguje i fascynuje w matematyce?”

» Algebra - przefomowy wynalazek arabéw, utrapienie uczniow”
3. ,Rdézne geometrie, rézne Swiaty”

4. ,Zycie to statystyka i probabilistyka”

5

6

N =

~Matematyka narzedziem profesjonalistow”
~Matematyka wspomagana informatykg”

5.2. Zakres tematyczny

Tematyka poszczegdlnych sesji matematycznych, w zakresie merytorycz-
nym, realizowana jest odrebnie w kazdej grupie wiekowej:
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e Grupa I Uczniowie klas V i VI szkoty podstawowej oraz klas I i II
gimnazjum
e Grupa II Uczniowie klasy III gimnazjum oraz klasy I i II szkoty
ponadgimnazjalnej
Jak wspomniano podczas opisu adresatéw projektu dopuszcza sie tgczenie
grup na pojedynczych wyktadach/zajeciach. Pod zagadnieniami wiodgacymi
przedstawiony jest przyktad realizacji sesji w rozbiciu na konkretne tematy.
Kazdy temat przewidziany jest na 1,5h czyli 2 godziny lekcyjne.
Tematy oznaczone gwiazdkaq mogg by¢ realizowane w obu grupach
jednoczesnie.

5.2.1. Grupa I

Sesja 1

~Rownania, ktérych nie ma w szkole”

e rownanie z wartoscig bezwzgledna

Uczniowie poznajg rézne metody rozwigzywania réwnan z wartoscig bez-
wzgledng (algebraiczne, graficzne - z uzyciem osi liczbowej), rozwigzujg za-
dania tekstowe prowadzace do réwnan z wartoscig bezwzgledng. W bardziej
zaawansowanej grupie mozna rozwigzywac réwnania z dwiema niewiadomy-
mi z wartoscig bezwzgledna.

e rownanie zaokragleniem

Zaokraglenie mozna tak zdefiniowaé, ze stanie sie funkcja, a stad o krok
do sformutowania rownan. Takie réwnania mozna rozwigzywac rachunkowo
lub za pomoca wykreséw. Uczniowie sami moga tworzy¢ problemy i prébowad
je rozwigzywad.

e réwnanie z czescig catkowitg i mantysa

Zajecia rozpoczynamy od okreslenia czesci catkowitej (cechy) i mantysy.
Kolejno sporzadzamy wykresy, a nastepnie formutujemy i rozwigqzujemy coraz
bardziej ztozone réwnania.

e rownania potegowe i wyktadnicze

Zajecia przebiegajq od ¢éwiczen w rozwigzywania elementarnych réwnan
wyktadniczych i potegowych, kolejno poprzez bardziej ztozonych, az do zadan
»olimpijskich”. W grupie bardziej zaawansowanej mozna wprowadzi¢ pojecie
logarytmu i réwnania logarytmiczne.

e rozwigzywanie rownan w liczbach naturalnych, catkowitych

i wymiernych

Réwnania rozwigzywane w liczbach naturalnych, to klasyka teorii liczb.
Osnowag zaje¢ moze by¢ «Teoria liczb» W. Sierpinskiego. Zajecia mogq stac
sie okazjg do zapoznania z osiggnieciami wybitnych polskich matematykow,
a takze stwarzajg sposobnos$¢ do nauki czytania tekstu matematycznego.
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Przyktad realizacji konkretnych tematéw:

Wyktad inauguracyjny ,Wspotczesne dziedziny badan matematycznych”

Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych (1)

Sesyjny konkurs zadaniowy (1)

Prezentacje rozwigzan zadan kwalifikacyjnych i konkursowych

Prezentacje uczniowskie (1)

Prezentacje uczniowskie (2)

~Najistotniejsze osiggniecia matematyki” (1) “Rachunek rdzniczkowy i catkowy -
najwiekszy wynalazek drugiego tysiaclecia. Jak i po co sie rézniczkuje i catkuje”

Rozwigzywanie rownan w liczbach naturalnych (1)

Rozwigzywanie rownan w liczbach naturalnych (2)

Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych (2)

Rownania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna, (1)

Co juz wiemy, a czego jeszcze szukamy w matematyce (1) “Ciag Fibonacciego”

Rozwigzywanie rownan w liczbach naturalnych (3)

Réwnania i nieréwnosci z czescig catkowitg i mantysa (1)

Rozwigzywanie problemdw matematycznych (3) “Kolorowanie w matematyce”

Réwnania i nierownosci potegowe i wyktadnicze (1)

Rdéwnania i nierownosci z “zaokragleniem” (1)

Dyskusje o matematyce (1) “Komu potrzebna jest matematyka?”

Najistotniejsze osiggniecia matematyki (2) “Rachunek rézniczkowy i catkowy - naj-
wiekszy wynalazek drugiego tysigclecia. Jak i po co sie rdzniczkuje i catkuje” cz.2.

Zadania logiczne i wnioskowanie (1)

Sesja 2

»,Policzmy to inaczej”

e historia niedziesigtkowych systemdw liczenia

Zajecia rozpoczynajq sie od pogadanki wprowadzajacej, nastepnie ucznio-
wie w kilku grupach w okreslonym czasie przygotowujg korzystajac z Internetu
krotkie wystgpienia na temat systemdw liczenia rzymskiego, babilonskiego,
egipskiego i innych. W drugiej czesci nastepuja prezentacje, a nastepnie dys-
kusja o wspolnych cechach i réznicach w systemach liczenia uzywanych przez
rézne cywilizacje.

e dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie w systemach o podsta-

wie innej, niz 10

Zajecia rozpoczynaja sie od uzasadnienia algorytmow dziatan arytmetycz-
nych w systemie dziesigtkowym. Nastepnie tworzone sa i uzasadniane algo-
rytmy dla innych systemoéw. W drugiej czesci zaje¢ uczniowie rozwigzuja za-
dania arytmetyczne dotyczace dziatan w systemach innych, niz dziesigtkowy.
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e réwnania w systemach niedziesigtkowych

Uczniowie rozwigzujg réwnania, w ktorych niewiadome sg liczbami zapi-
sanymi w systemie innym, niz dziesigtkowy lub niewiadomg jest podstawa
systemu liczenia.

e cechy podzielnosci w systemach niedziesigtkowych

Poprzez analogie do uzasadnienia cech podzielnosci w systemie dziesigt-
kowym uczniowie tworzg i uzasadniajg cechy podzielnosci w systemach in-
nych, niz dziesigtkowy. W kilku zespotach opracowujq przyktady cech przez
rézne liczby. Kolejno nastepuje ich prezentacja i proby zauwazenia ogoélnych
prawidtowosci. W dyskusji uczniowie poréwnujg takze efekty swojej pracy,
w sytuacji, gdy podstawgq jest liczba pierwsza i gdy jest nig liczba ztozona.

e 0 innym sposobie zapisywania utamkow

Uczniowie poznajq sposéb zapisywania liczb wymiernych za pomocg tzw.
utamkoéw tancuchowych. Cwicza zamiane utamkéw taficuchowych na zwykte
i odwrotnie. Poznaja pojecie reduktu i jego roli w znajdowaniu przyblizeA.
W grupie bardziej zaawansowanej mozna poruszy¢ kwestie utamkdw tancu-
chowych nieskonczonych.

Przyktad realizacji konkretnych tematéw:
*Jak powstawata algebra

Niedziesigtkowe systemy liczenia

Dziatania arytmetyczne w systemach o réznych podstawach

*Konkurs zadaniowy

Cechy podzielnosci w systemach o réznych podstawach

*Rozwigzywanie zadan konkursowych

*Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych

Wykorzystanie wzoréw skréconego mnozenia

Rozwigzywanie rownan kwadratowych przez sprowadzanie do petnego kwadratu

*Liczby na przestrzeni dziejow

Réwnania diofantyczne c.d.

*Ile jest liczb pierwszych?

Réwnania w systemach niedziesigtkowych cz. 1

Réwnania w systemach niedziesigtkowych cz. 2

Elementarne nieréwnosci algebraiczne cz. 1

Rodzaje liczb

Zabawa z logikg matematyczng

Utamki tancuchowe elementarnie

Gry i zadania logiczne

Elementarne nieréwnosci algebraiczne cz. 2
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Sesja 3

~Matematyczne 3D”

e odtwarzanie rysunku bryty na podstawie kilku elementéw

Jakie punkty charakterystyczne nalezy znaé, aby narysowac rzut szescia-

nu? Ile krawedzi graniastostupa powinno by¢ na rysunku, aby jednoznacznie
odtworzy¢ caty rysunek? To tylko przyktadowe problemy, ktore beda rozwig-
zywane na tych zajeciach. Uczestnicy muszg wykazac sie dobrze rozwinietg
wyobraznig przestrzenna, aby rozwigzywac te zadania oraz, w drugiej czesci
zaje¢, samodzielnie je tworzyc¢.

¢ analiza rysunkdw konstrukcji przestrzennych

Jakie zasady obowigzujg przy rysowaniu bryt? Czy rysunek powinien wy-

gladac tak, jak zdjecie bryty? Zajecia, na ktérych mozna wykorzysta¢ $rodki
multimedialne (aparat fotograficzny, kamera, rzutnik, tablica interaktywna,
komputer) do weryfikacji hipotez i wskazywania réznic miedzy rzutem a ry-
sunkiem czy fotografia.

¢ 0 ogladaniu bryty z réznych stron (rzuty)

Zajecia rozpoczynaja sie od kilku famigtéwek typu ,Na podstawie widoku

z trzech réznych, wzajemnie prostopadtych kierunkéw opisz, jaka to bryta”.
Nastepnie uczniowie sami uktadaja takie tamigtowki. Zadania dotycza petnych
modeli oraz modeli zeberkowych. Jesli grupa jest na tyle zaawansowana,.
mozna w przypadku niejednoznacznego rozwigzania analizowaé problemy
optymalizacyjne.

e czyj to cien?

Zajecia powinny by¢ zorganizowane w trzech modutach:

e obserwacja cieni modeli bryt (petnych i zeberkowych) w $wietle sto-
necznym np. na boisku szkolnym i rysowanie otrzymanych cieni kreda
na ptycie boiska,

e obserwacja cieni modeli bryt (petnych i zeberkowych) w Swietle sztucz-
nym punktowym (zaréwka, rzutnik) w pomieszczeniu zaciemnionym
i rysowanie otrzymanych cieni na papierze lub tablicy

e poréwnanie cieni tej samej bryty w Swietle stonecznym i punktowym.
Wytonienie podobienstw i roznic.

e 0 bryfach, ktérych nie ma

Czy istnieje bryta majaca doktadnie 7 krawedzi? Czy istnieje 99-Scian, kté-

rego wszystkie Sciany sg trdjkatami? Tego typu problemy, ktérych sformuto-
wanie jest oczywiste i zrozumiate, a rozwigzanie - nie zawsze jest proste bedg
rozwigzywane na tych zajeciach. Czy dla kazdej trojki liczb spetniajaca wzér
Eulera istnieje bryfa, w ktérej jest tyle wtasnie wierzchotkdw, krawedzi i Scian?
No i przede wszystkim - jak dowies¢ twierdzenia Eulera o wieloscianach?

Sesja 4
~Matematyczny klub odkrywcéw”
e arytmetyczne prawidtowosci - ciggi
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Zajecia rozpoczynajg sie od zauwazenia prawidtowosci w wypisywanych
ciggach liczb - najpierw np. rekurencyjnej, a nastepnie ogdlnej. Kolejno ana-
lizowane sq ciagi arytmetyczne i geometryczne. Nastepnie podawane sq (i
uzasadniane) wzory na sume kolejnych liczb naturalnych i kwadratéw kolej-
nych liczb naturalnych. W zaleznosci od kondycji matematycznej grupy moz-
na takze poruszy¢ kwestie zblizone do zbieznosci ciggdw.

e arytmetyczne prawidtowosci - trojkat Pascala

Uczniowie poznajq sposéb tworzenia tréjkata Pascala. Nastepnie odkry-
wajq proste zaleznosci (suma wierszy jest potega dwdjki) i regularnosci (roz-
mieszczenie np. liczb parzystych, czy podzielnych przez 3). Wykorzystuja
spostrzezenia do tworzenia zaleznosci arytmetycznych i algebraicznych (réw-
nosci z symbolem Newtona i wzory skréconego mnozenia).

e dorysuj co$i... juz

Wiele pomystéw na rozwigzanie zadania sprowadza sie do sprytnego wy-
brania punktu czy poprowadzenia odcinka. Sztuka takiej spostrzegawczo-
$ci matematycznej jest trudna do osiggniecia, ale jest niezwykle przydatna.
Przygotowujac zajecia nalezy wybra¢ z dostepnych zbioréw zadan te, w kté-
rych btyskotliwy pomyst uzupetnienia rysunku o jeden drobny element czyni
cate zadanie oczywistym.

e poszukajmy obok

Naturalnym odruchem przy rozwigzywaniu problemu jest analiza danych,
proba ich przeksztatcania, czy inne czynnosci dotyczace sytuacji opisanej
w zadaniu. Czasami jednak warto popatrze¢ szerzej, porozgladac sie i, by¢
moze, dostrzec zupetnie inaczej catg sytuacje. Moze - nieco przekornie - za-
pytaé o elementy nie spetniajgce warunkdéw zadania i z petng premedytacjg
wyeliminowa¢ je z obszaru zainteresowania? A moze stworzyc¢ ,negatyw” za-
dania pytajac, kiedy sytuacja w nim opisana nie zachodzi? Wéwczas, przy
sprzyjajacych okolicznosciach, moze okazac sie, ze zupetnie niechcacy zada-
nie zostato rozwigzane lub sprowadzone do problemu juz zupetnie tatwego.

Sesja 5

,Papierowa matematyka”

e modele wyplatane z papierowej tasmy

Zawigzujac zwykly wezet na papierowej tasmie mozemy po rozptaszczeniu
otrzymac pieciokat foremny. Ale tak na prawde skad wiadomo, ze jest on fo-
remny? Podobnie — wigzac ze sobg dwie tasmy mozna uzyskac¢ szesciokat fo-
remny. Sktadajac umiejetnie jedng tasme mozna wyznaczy¢ na niej kwadrat
(banalne) lub tréjkat réwnoboczny (trudniejsze).

e wyznaczanie wielokatéw foremnych za pomocg zagiec papieru

Do zajec potrzebne sg arkusze papieru o nieregularnie obcietych brzegach.
Jak wyznaczy¢ za pomocg zagie¢ na tym papierze kwadrat, tréjkat réwno-
boczny albo inne wielokaty foremne? I skad wiadomo, ze sg one na prawde
foremne?
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e siatki bryt do sktadania bez kleju

W literaturze lub na stronach internetowych dostepne sq projekty siatek,
ktére po odpowiednim spleceniu dajg model szescianu lub innego wieloscia-
nu. Zajecia polegajg na wyplataniu modeli z gotowych siatek oraz na projek-
towaniu takich siatek.

e modele z papierowych rurek

Koputy fullerowskie, to konstrukcje przestrzenne, ktérych modele mozna
otrzymacd taczac papierowe rurki za pomocg zszywacza lub tasmy klejace;j.
Rurki wykonujemy z jednakowych arkuszy papieru (papier formatu A4 lub
gazety) poprzez nawiniecie ich na otéwek lub okragty pret. Za pomoca tej nie-
skomplikowanej techniki mozemy otrzymac duze, przestrzenne konstrukcje
przypominajace znane wszystkim warszawskie Ztote tarasy. Rekomenduje sie
przeprowadzenie zaje¢ na odkrytej przestrzeni lub w sali sportowej.

e modele w technice orgiami

Na stronach internetowych poswieconych technice origami znalez¢ moz-
na bardzo duzo pomystéw, jak za pomoca odpowiedniego sktadana papieru
otrzymacé modele prostych bryt (czworoscian foremny, szescian), czy bardziej
ztozonych (np. dwunastoscian foremny).

Sesja 6

~Matematyka nie oszukuje”

e paradoksy, antynomie i sofizmaty

Zajecia poswiecone beda specyficznym problemom matematycznym
i logicznym, ktore od wiekdéw bawity, ale przede wszystkim uczyty Scistosci,
precyzji i konsekwencji w mysleniu. Zadania oparte na sofizmatach, antyno-
miach, czy paradoksach bedq prezentowane na tle historycznym i nawigzy-
wac beda do najwazniejszych umiejetnosci intelektualnych, jakie sg rozwijane
w szkole. Uczestnicy poznajg klasyfikacje i ogdlne zasady rozwigzywania lub
komentowania takich probleméw.

e sztuczki liczbowe i ich sekrety

Warsztat stanowi przeglad klasycznych sztuczek matematycznych, ktére
dotycza elementarnej matematyki. Na zajeciach pojawig sie rowniez para-
doksy matematyczne, czyli np. ,dowdd”, ze kazda liczba jest dodatnia. Kazda
ze sztuczek jest doktadnie analizowana, odkrywany jest jej sekret. Zajecia
mozna zorganizowac w formie konkursu, gdzie jedna z druzyn przygotowuje
i przedstawia sztuczke matematyczna, a druga - odgaduje.

e sztuczki z szybkim liczeniem

Szybkie liczenie, to takze niekiedy sztuczka rachunkowa. Uczniowie sami
moga podzieli¢ sie swoim doswiadczeniem w sprytnym wykonywaniu rachun-
kow. Kazdy sposob skroconego wykonywania obliczen jest doktadnie analizo-
wany pod katem poprawnosci i zasiegu stosowania. Wiele pomystéw mozna
znalez¢ w Internecie lub w literaturze np. M. Szczesniak, D. Szczeéniak -
Kalkulator w gtowie. Wroctaw 1995.
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e oszustwa geometryczne

Geometria jest wdziecznym polem do zakamuflowania btedu i uzyskania
efektownego, ale sprzecznego z wiedzg matematyczng rezultatu. Poszukiwania
btedu ¢éwiczg u uczestnikéw dociekliwosé rozumowania i jego precyzje.

e nonsensowne dowody i zarty matematyczne

Zabawne ,dowody”, ze 1 = 2, czy inne zarty matematyczne sq takze do-
brym materiatem rozwijajacym umiejetnosci uczniéw. Dowodzac, ze 1 zt = 1
gr uczniowie muszg bardzo precyzyjnie odrézniaé poprawne rozumowanie od
btednego. Zajecia mogaq przyjaé rézng forme organizacyjng — np. bieg tere-
nowy ze stanowiskami, na ktérych bedzie trzeba rozwigzac¢ zadanie - zarcik
matematyczny.

5.2.2. Grupa II

Sesja 1l

,Co mnie zastanawia, intryguje i fascynuje w matematyce?”

e Wyktad inauguracyjny profesora matematyki. Pytania i dyskusja na
forum.

e Zapoznanie sie uczestnikdw ze sobg i z prowadzacymi sesje. Zajecia
integracyjne wspdlne dla obu grup.

e Prezentacje zagadnien przygotowanych przez uczestnikow. Kazdy
z uczestnikow sesji jest zobowigzany do przygotowania na sesje 20
min. prezentacji, w dowolnej formie, na temat: ,Co mnie zastanawia,
intryguje i fascynuje w matematyce”. Uczestnik przedstawia swoje fa-
scynacje przedmiotem, swoje przemyslenia, ciekawe problemy i ocze-
kiwania (realne lub nierealne).

e Czym byta i jest matematyka. Najciekawsze i najistotniejsze osiggnie-
cia matematyki wspétczesnej i dawnej - wybdr zagadnien przez pro-
wadzacego (np. teoria Galois, zagadnienie czterech barw, twierdzenie
Gddla, wielkie twierdzenie Fermata, twierdzenie Eulera itp.)

e Warsztaty z pracownikiem naukowym: ,Co juz wiemy, a czego jesz-
cze szukamy w matematyce. Nad czym sie glowig wspotczesni
matematycy?”

e Ciag dalszy prezentacji uczestnikdéw.

e Wizyta studyjna na Uczelni wyzszej.

Przyktad realizacji konkretnych tematéw:

*Wyktad inauguracyjny ,Wspotczesne dziedziny badan matematycznych”

*Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych cz. 1

*Sesyjny konkurs zadaniowy
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*Prezentacje rozwigzan zadan kwalifikacyjnych i konkursowych

*Prezentacje uczniowskie cz. 1

*Prezentacje uczniowskie cz. 2

Najistotniejsze osiggniecia matematyki cz. 1 “Rachunek rézniczkowy i catkowy -
najwiekszy wynalazek drugiego tysiaclecia. Jak i po co sie rézniczkuje i catkuje”

Rozwigzywanie problemdw matematycznych cz. 1 “Dowody niewymiernosci”

Co juz wiemy, a czego jeszcze szukamy w matematyce cz. 1 “Nieskonczonosci”

Rozwigzywanie problemdw matematycznych cz. 2 “Rekurencje liniowe stopnia 1 i 2”

Najistotniejsze osiggniecia matematyki cz. 2 “Liczby kardynalne i porzadkowe”

Co juz wiemy, a czego jeszcze szukamy w matematyce cz. 2 “Cigqg Fibonacciego”

Najistotniejsze osiggniecia matematyki cz. 3 “Twierdzenie Eulera”

Rozwigzywanie problemoéw matematycznych cz. 3 “Arytmetyka zespolona”

Rozwigzywanie problemoéw matematycznych cz. 4 “Kolorowanie w matematyce”

Najistotniejsze osiggniecia matematyki cz. 4 “Ciekawe zagadnienia z teorii grafow”

Dyskusje o matematyce cz.1 “Czy matematyke wymyslamy, czy odkrywamy”

Dyskusje o matematyce cz. 2 "“Komu potrzebna jest matematyka?”

Najistotniejsze osiggniecia matematyki” cz. 5 “Rachunek rézniczkowy i catkowy - naj-
wiekszy wynalazek drugiego tysiaclecia. Jak i po co sie rézniczkuje i catkuje” cz.2.

Rozwigzywanie problemédw matematycznych cz. 5 “Réznica symetryczna”

Sesja 2
+Algebra — przelomowy wynalazek arabow, utrapienie uczniow”
Zajecia warsztatowe. Ilustracja pojec tresciami zadaniowymi.
e Systemy liczenia. Arytmetyka.
Wstep do teorii liczb. Liczby pierwsze i ztozone. Kongruencje.
Funkcje catkowitoliczbowe.
Algebraiczne i niealgebraiczne rozwigzywanie problemow , tekstowych”.
Réwnania i nieréwnosci liczbowe i algebraiczne.
Sumowanie skonczone i nieskonczone.
Krotki konkurs zadaniowy miedzy uczestnikami sesji.

Przyktad realizacji konkretnych tematéw:

Jak powstawata algebra

Grupy izometrii wtasnych figur geometrycznych

Kongruencje

Konkurs zadaniowy

Ciekawe zbiory liczbowe - zbiér Cantora
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Rozwigzywanie zadan konkursowych

Strategie gier matematycznych i zadan diagramowych

Czy mozna inaczej mnozy¢ i dodawac

Grupy algebraiczne

Liczby na przestrzeni dziejow

Mate tw. Fermata

Klasyczne nieréwnosci miedzy srednimi i ich zastosowania

Sumy i iloczyny

Utamki jakich nie znamy

Nieréwnosci algebraiczne -dowodzenie

Indukcja matematyczna - istota i wykorzystanie

Dodawanie i mnozenie modulo n

Czy istniejq wzory na wszystkie pierwiastki wielomianu?

Pomyst Euklidesa - liczby pierwsze

Sesja 3
~R0zZne geometrie, rézne $wiaty”
Zajecia warsztatowe. Powigzanie pojec z tresciami zadaniowymi.

Jak mierzy¢ odlegtosé. Wiasne pomysty. Geometria generowana
metryka.

Geometria Euklidesa. Geometria na okregu i na sferze.

Odcinki prostych i stycznych w wielokatach i okregach.

Zasada Dirichleta i indukcja matematyczna w zadaniach
geometrycznych.

Algebra w geometrii. Metoda syntetyczna i analityczna w rozwigzywa-
niu problemdéw geometrycznych.

Trygonometria pomaga geometrii.

Izometrie, podobienstwa, inwersje i inne transformacje ptaszczyzny
i przestrzeni.

Szczypta geometrii topologicznej. Figury podobne topologicznie.

Sesja 4
,Zycie to statystyka i probabilistyka”
Zajecia warsztatowe. Ilustracja pojec tresciami zadaniowymi.
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Typowe problemy statystyczne, kombinatoryczne i probabilistyczne
wokot nas. Rozwigzywanie zdroworozsadkowe.

Podstawowe narzedzia kombinatoryczne w dziataniu (reguty kombina-
toryczne, dwumian Newtona, tr. Pascala).

Elementy statystyki opisowej.

Ciekawe problemy rekurencyjne i sumacyjne.
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Kombinatoryka w stuzbie probabilistyki.

Rozwigzywanie probleméw kombinatorycznych i probabilistycznych
z réznych dziedzin.

Mecz matematyczny uczestnikéw sesji.

Sesja 5

~Matematyka narzedziem profesjonalistow”

Zajecia warsztatowe. Rozwigzywanie zadan i problemdéw z réznych dzie-
dzin aktywnosci cztowieka.

Matematyka architekta, fotografa i malarza (perspektywa, rzuty, ztoty
podziat, ornamenty, fraktale).

Matematyka konstruktora, mechanika i inzyniera (przekroje, kon-
strukcje geometryczne, pomiary, skale).

Matematyka muzyka i akustyka (skale logarytmiczne, sktadanie drgan
sinusoidalnych, matematyka na pieciolinii).

Matematyka geodety (mierzenie odlegtosci i wysokosci w terenie, wy-
korzystanie tw. Talesa i zwigzkow trygonometrycznych w tréjkacie).
Matematyka informatyka (algorytmy, ciag Fibonacciego, liczby losowe,
kryptografia, haszowanie).

Matematyka przedsiebiorcy i bankowca (kapitat, procent skfadany,
cena, zysk, podatek).

Matematyka biologa (prawa chaosu, zycie populacji).

Matematyka astronoma (linie na ptaszczyznie i w przestrzeni, ewoluty,
ewolwenty, cykloidy, epicykloidy, hipocykloidy, spirale i Slimaki, krzy-
we stozkowe).

Matematyka socjologa i polityka (statystyka opisowa).

Zajecia praktyczne w terenie.

Sesja 6
~Informatyka wspomaga matematyke”
Zajecia warsztatowe z wykorzystaniem komputerdw.

Praca z tablicg interaktywng i multimediami. Matematyzacja $wiata
realnego.

Programy wspomagajace matematyka (WolframAlpha, Maple, MATLAB,
Matematica, GeoGebra itp.).

Wykorzystanie matematycznych zasobéw Internetu.

Kolorowanie, tesalacje ptaszczyzny, mozaiki, fraktale.

Interaktywne problemy, zagadki i zadania logiczne.

Ciekawe krzywe i ptaszczyzny w réznych uktadach wspétrzednych.
Wyznaczanie miejsc geometrycznych punktéw zadanych réznymi
warunkami.

Rozwigzywanie niebanalnych problemdéw matematycznych z uzyciem
programéw komputerowych.
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6. Procedury osiggania celow

Nie jest mozliwe wskazanie uniwersalnych, najbardziej skutecznych zabie-
gow dydaktycznych pozwalajacych w kazdych realiach osiggna¢ oczekiwane
rezultaty. Na wynik dziatan edukacyjnych wptywa bardzo wiele czynnikéw -
zarowno zaleznych, jak i niezaleznych od nauczyciela. Mozna jedynie pokusic¢
sie o wskazanie kierunkdw wspomagajacych proces nauczania - uczenia sie,
ktore sukces dydaktyczny uczynig bardziej prawdopodobny. Do nauczyciela
zas nalezy decyzja, jak zadziata¢ w danym momencie, wobec konkretnej gru-
py uczniéw. Takimi drogowskazami sq:

e Stosowanie metod indukujacych aktywnos$¢ i samodzielno$¢ poznaw-

czq uczniow

Aktywnos¢ intelektualna i samodzielno$¢ poznawcza to dwa gtéwne czyn-
niki wspomagajgce asymilacje wiedzy. Kazda umiejetno$¢ samodzielnie naby-
ta podczas wykonywania konkretnej czynnosci (fizycznej lub umystowej) jest
szybciej i w bardziej naturalny sposob wtaczana do zasobdw intelektualnych.
Dlatego tak wartosciowe sa wszystkie metody dydaktyczne odwotujace sie do
dziatania ucznia. Materiat zawarty w tym programie stwarza wiele okazji do
budowania takich sytuacji dydaktycznych.

e Rozwigzywanie problemdéw matematycznych i zadan

Wiedza matematyczna to w gtdwnej mierze umiejetnos¢ zachowania sie
wobec problemu. Wszelkie czynnosci eksploracyjne, procesy kojarzenia, do-
chodzenia do uogdlnien, konkluzji, dostrzeganie alternatywnych drég towa-
rzyszace rozwigzywaniu probleméw, to elementy niezmiernie istotne w ogél-
nym wyksztatceniu, a zarazem swoiste dla matematyki, wiec to ona wsrod
przedmiotow szkolnych jest najbardziej predestynowana do ich ksztatcenia.
Stad ogromna rola dobrze skonstruowanych, rozwijajacych zadan.

e Stosowanie grupowych form pracy lekcyjnej i pozalekcyjnej

Inng, rownie istotna sprawnoscig podkreslang przez podstawe programo-
wa jest umiejetnos¢ pracy zespotowej. Grupowe rozwigzywanie problemow
jest symulacjg sytuacji, w jakich w przysztosci znajdg sie uczestnicy zajec
podejmujac prace zawodowa, czy funkcjonujac w réznych grupach spotecz-
nych. Dlatego niezmiernie wazng jest taka organizacja zaje¢, aby wspomagac
procesy socjalizacyjne.

e Ukazywanie praktycznych zastosowan poznanej wiedzy.

Istotng role w kazdym ksztatceniu, a w matematycznym szczegdlnie od-
grywa motywacja. Nie wszyscy uczniowie gimnazjum maja juz tak uksztat-
towany system wartosci, ze zdobywanie wiedzy jest wartoscig samg w sobie.
Wazng funkcjg nauczyciela jest wiec wzbudzanie motywacji poprzez pokazy-
wanie waloréw nabywanych kompetencji. Jest on w dziataniu tym bardziej
wiarygodny, im blizej praktycznych zastosowan jest dana umiejetnosé.

Kazdy dzien zaje¢, kazdej z sesji, konczy sie podsumowaniem oraz dys-
kusjg z uczestnikami i ewaluacjg. Ponadto kazdy z ucznidw moze korzy-
sta¢ co miesigc z 1 godziny konsultacji udzielanych przez 4 tutoréw (po 1

22



Innowacyjny program wsparcia — matematyka

na 10 ucznidw), specjalistéw matematyki lub psychologéw, ktérzy spotykaja
sie on-line z uczniami, a w zaleznosci od potrzeb réwniez z ich rodzicami
i nauczycielami.

Ponadto przygotowujac realizacje zaje¢ nalezy wykorzysta¢ wytyczne do-
tyczace metod pracy z uczniami zawarte w rozdziale Wskazdwki do pracy dla
cztonkdéw zespotdw przedmiotowych bedacego czesciq Innowacyjnego pro-
gramu wsparcia psychologiczno-pedagogicznego uczniéw uzdolnionych, ich
rodzicéw i nauczycieli. Przyjecie takiego modelu pracy pozwoli zrealizowaé
wszystkie cele szczegoétowe i wychowawcze programu. Przy czym poszcze-
gdélne cele wychowawcze zostang osiggniete nie poprzez pojedyncze techni-
ki pracy z uczniem czy realizacje poszczegdlnych tematéw, ale sg efektem
udziatu ucznia w catym programie wsparcia. Realizacji celow wychowawczych
zorientowanych na ksztatcenie kompetencji spotecznych takich jak umiejet-
nos$¢ prowadzenia merytorycznej dyskusji i przyjetych sposobdw przekazy-
wania i obrony wiasnych przekonan, umiejetnos$¢ trafnej, racjonalnej oceny
swojej osoby, budowania poczucia wtasnej wartosci i akceptacji siebie w tym
umiejetnos¢ przyjmowania krytyki, ocen i pochwat, rozwijanie umiejetnosci
radzenia sobie z porazka, umiejetnos¢ wspodtpracy w zespole i kultury dysku-
sji w tym umiejetnos¢é prowadzenia sporu sprzyjajg zwtaszcza zaplanowane
metody interaktywne, oparte na dyskus;ji.

Integralng czescig pracy z uczniami podczas sesji jest réwniez udziat
w aktywnosciach kulturalnych, w tym wizyty w instytucjach kultury wyso-
kiej (filharmonia, teatr, opera), ktére stanowig dopetnienie dziatan dydak-
tycznych i stymulujg szeroki rozwéj spoteczno-kulturalny uczestnikow progra-
mu- w mys$| przyjetych zatozen holistycznego rozwoju i zgodnie z wytycznymi
zawartymi w Innowacyjnym programie wsparcia psychologiczno-pedagogicz-
nego uczniéw uzdolnionych, ich rodzicéw i nauczycieli. Wigczenie tego typu
dziatan wzmocni procesy osiggania celow edukacyjnych i wychowawczych.

6.1. Preferowana metoda nauczania

Zajecia w sesjach stacjonarnych o zréznicowanej formie - z wykorzysta-
niem metody projektu, dyskusji, grupowego rozwigzywania problemu itp.

Ponadto kazdy z uczniéw moze korzystac co miesiac z 1 godziny konsulta-
cji udzielanych przez 28 tutoréw (po 1 na 10 ucznidw), specjalistow danego
przedmiotu lub psychologéw, ktérzy spotykaja sie on-line z uczniami, a w
zaleznosci od potrzeb réwniez z ich rodzicami i nauczycielami.

6.2. Sposoby i techniki pracy

Podczas sesji stosowane Sesyjny system nauki wspierany i uzupetniany
jest e-learningiem wykorzystujgcym platforme Moodle, w szczegdlnosci do
publikowania i komentowania zagadnien oraz materiatdw omawianych na se-
sjach, zamieszczania dodatkowych zadan realizowanych przez uczniéw po-
miedzy sesjami, udzielania porad i wyjasnien przez prowadzacych poszcze-
gdlne sesje.
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Przykiadowe scenariusze zajec

6.2.1. Konkurs zadan diagramowych
(Grupy Ii II, sesja I)

Na poczatku prowadzacy wyjasnia zasady kazdego z typdéw zadan.
Nastepnie nalezy wspodlnie rozwigza¢ przynajmniej po jednym zadaniu z kaz-
dego typu. W zaleznosci od kondycji grupy mozna przeprowadzi¢ konkurs
indywidualnie, w parach lub w zespotach 3-4 osobowych.

Sudoku:
6|4 6/4]1
2|3 63|12
9 2 6 6| |2
1 3] 1 9| |3
416 36(24
21 5014
Wiezowce:
2 1:2 4 1:2:2 3FI2 5 4
3 3 2 2
4 3 4
4 3 2 1
3 4 3 2 4
2 1
20408 4 1 4 2

1 31502 402
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Kakuro:

Podziat na dwie identyczne czesci (mogq by¢ odbicia lustrzane):

6.2.2. Wykorzystanie wzorow skroconego mnozenia
(Grupa I, sesja II)

Zadanie 1. Sprawdz prawdziwo$¢ ponizszych wzoréw skréconego
mnozenia:

a/ (@ +b) = a2+ 2ab + b?,

b/ (a - b) = a2 - 2ab + b2,

c/a?-b%2=(a-b)a+b),

d/ (a + b)3 = a3 + 3a%b + 3ab? + b3,

e/ (a - b)3 = a3 - 3a2b + 3ab? - b3,

f/ a3 + b3 = (a + b)(a% - ab + b?),

g/ a3 -b3=(a-b)a+ab+b?),

h/ a* - b* = (a - b)(a3 + a2b + ab? + b3),

i/ @+ b°> = (a + b)(@* - a3b + a2b? + ab3 * b%) ,

j/ a> - b% = (a - b)(a* + a3b + a?b? + ab3 * b%),
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jest kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 2. Odgadnij wzory:
a/a’-b"=(a->b)- ..
b/ g2n+1 _ p2n+1 — (@a+b)-..

Zadanie 3. Przeksztat¢ wyrazenie i przedstaw je w najprostszej postaci:
a/ (a - b)2-(a + b)?,
b/ (a - b)3 - (a + b)3,
X __yly-x)
X+ y x+y '
d/ (3a2 - ab) - (3a - b)
9a2-6ab+b '
2x -1 -3 - 3x

e/ x2-1 x242x+1

Zadanie 4. Skroc¢ utamek:

X-y
“
= y3 .
4 3 2
Zadanie 5. Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba ”T+”7.|.nT

Zadanie 6. Udowodnij graficznie wzory na kwadrat i szescian sumy.

Zadanie 7. Wykaz, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 liczba p? - 1 jest

podzielna przez 24.

Zadanie 8. Wykaz, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 5 liczba p* - 1 jest

podzielna przez 240.

Zadanie 9. Wiadomo, ze a + $ = 3. Oblicz:

a/az+ %, b/ a> + %, c/a’-L.

6.2.3. RoOwnania z zaokragleniem (Grupa I, sesja I)

Sci
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1. Zaznacz kropkami na osi liczbowej liczby: 0,3, 2,8, 3,5, 4%, Vv50.
Dla kazdej z tych liczb zaznacz krzyzykiem najblizsza jej liczbe catkowita.

2. Zaokraglij

a/ do czesci dziesigtych: 0,899, 0,988, 0,998

b/ do czesci setnych: 12,90909, 12,090909, 12,09999
¢/ do czesci tysiecznych: 59,8899, 59,8999, 59,9999

3. Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby, ktérych zaokraglenie do cze-
dziesigtych jest réwne 0,7.
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4. a/ Zaokraglij liczbe 0,421 do czesci setnych. Podaj liczbe mniejszg od
niej, ale majacy takie samo zaokraglenie do czesci setnych.

b/ Zaokraglij liczbe 0,7999 do czesci dziesigtych. Podaj liczbe wieksza od
niej, ale majacq takie samo zaokraglenie do czesci dziesigtych.

5. Podaj co najmniej 6 réznych liczb, ktdrych zaokraglenie do jednosci jest
rowne 9.

Oznaczmy przez )x( zaokraglenie liczby x do jednosci.
6. Sporzadz wykres funkcji f(x) = )x( dla x 3 0.
1
Dla kazdego x 3 0 zachodzg réwnosci: )x( = {x+§:| ,
1 1

- — £ —
)x( x<)x(+2

2

1
7. Rozwigz réownania: a/ )x( = 3, b/ )x( =0, ¢/ )x( = —,
d/ 8 - )x( + 14 = 54. 3

8. Rozwigz réwnania: a/ )2x( = 5, b/ )20x( =5, ¢/ )x + 4( = 6,
d/)5-x(=1,¢e/)8-x(=0,f/)2x-7(=4

, 1
9. Rozwigz rownania: a/ )—( =4,b/ )x2( = 1.
X
Oznaczmy przez ]x[ zaokraglenie liczby x do petnych setek.

10. Rozwigz réwnania: a/ ]x[ = 800, b/ ]x[ = 1000, ¢/ ]x[ = 40, d/ Ix[ = 0,
e/ 4 - Ix[ + 44 = 4444

11. Rozwigz réwnania: a/ }%x[ = 80, b/ ]100x[ = 100

12. Rozwigz réwnania: a/ Ix[ = x, b/ 1x[ = )x(

13. Rozwigz réwnanie ]x2 - 26[ = 600

Oznaczmy przez }x{ zaokraglenie liczby x do czesci setnych.

14. Rozwigz réwnania: a/}x{ = 0,08, b/ }x{ = 0,10, ¢/ }x{ = 0,001,
d/ ¥x{ =0,¢e/9 - Ix{+ 0,099 = 0,999

, 1
15. Rozwiaz réwnanie  }—x{ = 5,05
5
16. Rozwigz réwnania: a/ }x{ = x, b/ }x{ = )x(, ¢/ }x{ = Ix[
17. Rozwigz réwnanie }\/;{ = 0,04
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6.2.4. Rownania kwadratowe (Grupa I, Sesja II)

Zadanie 1. Rozwigz réwnania;

a/x*-4=0,
b/ x2+9 =0,
¢/ x?2 - 5x =0,
d/ x2 + 6x =0,

Zadanie 2. Rozwigz réwnanie:
(2x-4)2=7

Zadanie 3. Odgadnij rozwigzania rownania:
X2 -6x+5

Zadanie 4. Znajdz wymierne rozwigzania réwnan:
a/ x2-13x+ 5 =0,

b/ 2x2-7x + 5 =0,

c/7x2-x+3=0,

Zadanie 5. Rozwigz réwnania dopetniajac do kwadratu:
a/ x2-4x + 3 =0,

b/ x2-4x + 2 =0,
¢/ x?2+6x+3=0,
d/x2-7x+3=0

Zadanie 6. Rozwigz réwnania:
a/ x*-4x2-3 =0,

b/ x* - 4x?2 +2 =0,

c/ x* + 2x2 = 24,

6.2.5. Rozne oblicza Twierdzenia Pitagorasa (Grupa I,
Sesja III)

Twierdzenie. Wszystkie tréjkaty pitagorejskie pierwotne (x, y, z) , w ktérych
jest liczbg pigzys/’gq, otrz;;(rzngj(-:‘2 sie ze wWzorow:

xX=kKl,y= 51 Z= 5 gdzie k>, biorac za k, | wszystkie pary liczb

naturalnych nieparzystych wzglednie pierwszych. Kazdy tréjkat pitagorejski
pierwotny, gdzie jest liczbg parzystg otrzymuje sie w ten sposéb tylko jeden
raz.

Zadanie 1. Uzasadnij, ze jesli trojkat (x, y, z) jest pierwotny, to liczby x
i y nie mogg by¢ jednoczesnie nieparzyste.
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Zadanie 2. Ile jest wszystkich trojkatow pitagorejskich, ktérych boki sg
mniejsze od 1007

Zadanie 3. Znajdz wszystkie tréjkaty pitagorejskie, w ktérych boki sg
kolejnymi liczbami naturalnymi.

Zadanie 4. Znajdz wszystkie tréjkaty pitagorejskie, w ktérych dowolne
dwa boki sg liczbami naturalnymi.

Zadanie 5. Mucha spaceruje po powierzchni szescianu o krawedzi 10 cm.
Jaka jest dtugosc¢ najkrotszej drogi, ktérg moze przej$¢é miedzy dwoma prze-
ciwlegtymi wierzchotkami?

Zadanie 6. Ile jest réznych trojkatdéw prostokatnych majacych boki o dtu-
gosciach catkowitych i obwod réwny 201172

Zadanie 7. W kwadrat o boku dtugosci 1 cm wpisano o$miokat foremny.
Jaka jest dtugos¢ boku tego o$miokata?

Zadanie 8. [Sprawdzian uzdolnien matematycznych do klas uniwersyte-
ckich, XIV LO Wroctaw, 2009r] Bok prostokata ma dtugos¢ 16 cm, a przekatna
34 cm. Przekatna podzielita prostokat na dwa trojkaty. W kazdy z nich wpisa-
no koto. Oblicz odlegto$¢ miedzy srodkami tych két.

Zadanie 9. [Sam Lloyd, 1800r] Wyznacz pole tréjkatnego jeziora do kté-
rego przylegaja kwadratowe dziatki o polach 370 akrow, 116 akréow i 74 akry.
Ciekawostka: Akr to jednostka miary powierzchni uzywana w krajach anglo-
saskich. Byt to obszar, ktéory mégt zosta¢ zaorany przez ptug zaprzegniety
w woty w ciggu jednego dnia.

6.2.6. Paradoksy probabilistyczne (Grupa II, Sesja 1IV)

Zadanie 1. (paradoks de Méré)

Rzucamy trzema kostkami do gry. Rozwazmy zdarzenia: A-suma oczek
wynosi 11 oraz B-suma oczek wynosi 12. Zauwazmy, ze zaréowno 11 jak i 12
mozemy dostac na szes¢ sposobdw (rozpisz jakie to mozliwosci poszczegol-
nych wynikow). Dlaczego wiec wykonujac duzo powtdrzen 11 wypada czesciej
(moze sprébuj sprawdzic¢ to doswiadczalnie lub przy pomocy komputera)?

Wskazowka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen A i B zakfadajac, ze
kostki sq rozréznialne (w tym przypadku kolejnos¢ wynikdw ma znaczenie),
a takze przyjmujac, ze s takie same.
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Zadanie 2. (paradoks Bertranda3)

Dany jest okrag o promieniu 1. Jaka jest szansa, ze losowo wybrana cie-
ciwa AB bedzie dtuzsza niz bok tréjkata réwnobocznego wpisanego w ten
okrag?

Uwaga. Na tak postawione pytanie nie mozna odpowiedzie¢ w sposéb
jedno-znaczny. Z tresci zadania nie wynika jakg przestrzen zdarzen elemen-
tarnych rozwazamy, wiec stowo ,losowo” znaczy tu tyle co nic:).

Zadanie 3. (losowe liczby naturalne)

Franek i Janek grajgq w nastepujacg gre: maszyna losujaca losuje pary
sgsiednich liczb naturalnych i kazdy z graczy otrzymuje jedng z nich. Zasada
jest taka, ze kazdy zna liczbe przeciwnika, lecz nie zna swojej. Gracz z mniej-
szg liczba ptaci drugiemu tyle ztotych, ile wynosi przypisana mu liczba. Kazdy
Z uczestnikow moze w dowolnym momencie poprosi¢ o ponowne wylosowa-
nie pary liczb. Jednak okazuje sie, ze zaden z graczy nie korzysta z tego
prawa-dlaczego?

Obydwoje rozumujq tak: ,,Gdy widze, ze przeciwnik ma liczbe k, to ja mam
k - 1 badz k + 1. Obydwie te liczby sg jednakowo prawdopodobne. Zatem
jesli ja wygram, to zyskuje k ztotych, a gdy przegram, trace k-1. Ostatecznie
$rednio zawsze wygrywam 50 groszy”. Kazdy z graczy rozumuje tak samo.
Czy to oznacza, ze w tej grze nikt nie przegra?

Wskazéwka. Co by byto gdyby kazda liczba naturalna byta losowana z ta-
kim samym prawdopodobieinstwem? Czy w ogole jest to mozliwe?

Zadanie 4. (,,Idz na catosc!”)

Trwa teleturniej. Sq trzy bramki do wyboru i tylko w jednej z nich jest
nagroda. Wybierasz losowo jedng z nich. Wtedy prowadzacy teleturniej (on
wie gdzie jest nagroda) odstania jedng z dwdéch pozostatych bramek, ktéra
okazuje sie by¢ pusta. Gospodarz pyta Cie wiec, czy pozostajesz przy swoim
wyborze czy zmieniasz bramke na pozostatg?

Wskazéwka. Analizujac otrzymany schemat oblicz jakie jest prawdopodo-
bienstwo wygranej gdy nie zmienimy bramki, a takze gdy dokonamy zmiany.

Zadanie 5. (dylemat wieznia)

W wiezieniu szykuje sie utaskawienie jednego z trzech wieznidw: A, B lub
C.

Wiezien A ma wsrdd klawiszy swoja ,wtyczke”, ktéra wie kto zostanie
zwolniony. Skazaniec boi sie zapytaé go o siebie, wiec pyta ktéry z wieznidw
B, C ma zosta¢ w wiezieniu. Oczywiscie przed zapytaniem straznika A ocenia
Swojg szanse na wyjscie jako 1/3. Jedli straznik powie mu, ze zostaje np. C,
wtedy jego szanse rosng do 1/2 (bo zostanie zwolniony on-A lub B). Czy na
pewno jego szanse wzrastajq az do 50%?
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Wskazowka. Zastanéw sie czy informacja otrzymana od straznika zmie-
nia cos$ z punktu widzenia wieznia A.

6.2.7. Seminarium olimpijskie - rownania funkcyjne
(Grupa II, Sesja 5)

Whnioski z wdrozenia. Warto to zagadnienie realizowa¢ podczas 4 godzin
lekcyjnych.

Zadanie 1. Niech f(z +7) = 2% — 52 + 2. Znajdz f(z).

Zadanie 2. Niech % = 4—:?—2 Zuajdz f(z).

Zadanie 3. Niech f(Inz) =22 + 2+ 1 dla z > 0. Znajdz f(z).

Zadanie 4. Niech f(z) + f(22) = 1 + 2. Znajdz f(z).

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R takie, Zze dla wszystkich
r € R spelnione jest rownanie

2f(z) + f(1 —z) = 2%

Zadanie 6. ZnajdZ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla wszystkich z,y €
R zachodzi
zf(y) +yf(z) = (z +y)f(2) f(y)-
Zadanie 7. Wyznacz wszystkie funkeje f: R — R takie, ze dla wszystkich
x,y € R zachodzi
f2)f(y) — =y = fz) + fy) — 1.
Zadanie 8. Znajds wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla wszystkich x,y €
R zachodx«i
flz+y)* = fl@) + f(v)*
Zadanie 9. Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R takie, Zze dla wszystkich
x,y € B zachodzi
flz+y) - flz—y) = f(2)f(y)-
Zadanie 10. Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R takie, ze dla wszystkich
x,y € R zachodzi
flz+y) - flz—y) =4dzy.
Zadanie 11. Wyznacz wszystkie funkeje f: R — R takie, ze dla wszystkich
z,y € R zachodz
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Zadanie 12, Wyznacz wszystkie funkcje f: B — R takie, Ze dla wszystkich
x,y € R zachodzi

(z—y)f(z+y) — (z+y)flz—y) = dzy(z® — 7).

Wskazdwka: wprowad? nowe zmienne c« =r +y, =2 —1.

*¥¥Zadanie 13, Wyznaczy wszystkie hinkeje f: R — R spelniajace trzy ponizsze
warunki:

(1) f(—z)=—f(z) dla zeR;
(2) flz+1)=flz)+1 dlazeR;
(3) f(1)=2%f(z) dlazecR\{0}.

6.2.8. Ciekawe krzywe (Grupa II, Sesja VI)
Zadanie 1.

Napisz jak wyglada parametryzacja odcinka [a, b C R.
Zadanie 2.

Pokaz, ze zbiér punktow plaszezyzny (z,y) opisany roéwnaniami

T = Rcost

y = Rsint

dla t € [0,27] jest okregiem o srodku (0,0) i promienin R. Czy ten sam okrag
mozna sparametryzowad w inny sposob?

Zadanie 3.

Jak sparametryzowac okrag o §rodku w punkcie (a,b)?

Zadanie 4.

Napisz rdwnanie parametryczne elipsy o drodku (0,0) i potosiach a,b.
Zadanie 5.

Pokaz, ze dla y € [0, 2a] cykloida spelnia rownanie

= aarccos(1 — %) —2ay — 2.

Zadanie 6.
Dowiedz sie z internetu co to jest brachistochrona.
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Zadanie 7.
Pokaz, ze lis¢ Kartezjusza opisany jest rownaniem

z* + y3 = 3azy.

Sprawdz, Ze jest on symetryczny wzgledem prostej y = x oraz ma asymptote o
rownaniu ¥y = —r — a.

Zadanie 8.

Rozwazmy asteroide 2/% 4 y%/® = a?/3, Pokaz, 7e ma ona parametryzacje

T acost

asin®t

dla 0 <t < 27w W tym celu rozwaz wielkosei (z/a)*/? i (y/a)'/3.

Zadanie 9.

Napisz réwnanie okregu Kg(a,b) we wspolrzednych biegunowyeh (r, ¢).
Zadanie 10.

Jak wyglada réwnanie spirali Archimedesa we wspélrzednych biegunowych (r, ¢)?
Zadanie 11.

Przechodzac do wspélrzednych prostokatnych pokaz, ze lemniskata Bernoulliego
r? = 2a? cos(2¢) spelnia réwnanie

(1:2 1 yQ)Q — 2{12(1,2 _ yQ)
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7. Warunki realizacji programu

Program zaktada, ze zajecia bedq odbywaty sie w szesciu 40 godzinnych
sesjach stacjonarnych, roztozonych na 2 lata szkolne. W zwigzku z tym ucz-
niowie zakwalifikowani do udziatu z zajeciach, a uczeszczajacy do klasy VI
szkoty podstawowej oraz klasy III gimnazjum w czasie trwania dziatan wspar-
cia zmieniajq etap edukacyjny na wyzszy.

Forma sesji stacjonarnych wigze sie z koniecznoscig zapewnienia dla
wszystkich uczniéw zakwaterowania. Nalezy umozliwi¢ zamieszkanie ze
wszystkimi uczestnikami takze uczniom zamieszkujagcym w miejscowosci,
w ktorej prowadzone s zajecia. Wszyscy uczniowie powinni zosta¢ objeci ca-
todobowym wyzywieniem oraz mie¢ dostep do sali gimnastycznej lub basenu.

Integralng czescia zaje¢ sq warsztaty rozwojowe z psychologami i peda-
goga-mi oraz wyjscia kulturalne, dlatego niezbedne jest zapewnienie opieki
wychowawcdéw przed i po zajeciach merytorycznych - takze w nocy.

Uczniowie powinni by¢ kwalifikowani do poszczegdlnych grup wiekowych
na podstawie wynikéw procesu rekrutacyjnego.

7.1. Odbiorcy programu

Uczniowie ponadprzecietnie uzdolnieni ze szkoty podstawowej (klas Vi VI),
uczniowie gimnazjum (klas I - III) oraz uczniowie szk6t ponadgimnazjalnych
(klas I i II) podzieleni na dwie podgrupy:

e Grupa I - Uczniowie klas V i VI szkoty podstawowej oraz klas I i II

gimnazjum.

e Grupa II - Uczniowie klasy III gimnazjum oraz klasy I i II szkoty

ponadgimnazjalnej.

Zastrzezenia moze budzi¢ fakt, ze w miodszej grupie rozpietos¢ wiekowa
wynosi az cztery roczniki. Nalezy jednak pamietac, ze program jest adresowa-
ny do uczniéw uzdolnionych, ktérzy dos¢ szybko potrafig nadrobi¢ ewentualne
braki. Dlatego nalezy zwréci¢ szczegdlng uwage na rekrutowanie najmiod-
szych uczestnikdéw projektu. Muszg to by¢ uczniowie szczegdlnie uzdolnieni,
dla ktdérych udziat w projekcie to wielka nobilitacja. Ze strony prowadzacego
konieczne jest wykazanie szczegdlnej wrazliwosci na tg réznorodnosé wieko-
wg odbiorcéw, aby umozliwi¢ najmtodszym uczniom podazanie za tresciami.

Dopuszcza sie taczenie grup na pojedynczych wyktadach dotyczacych
szczegdblnie tematyki popularyzujacej matematyke, gdzie réznice wiekowe
nie sg tak istotne, a duzo wieksze znaczenie ma umiejetne zaprezentowanie
tematu przez nauczyciela/wyktadowce.

7.2. Proponowany podziat godzin

6 sesji po 40 godzin realizowanych przez 5-6 dni kazda. Kazda z 6 sesji
winna obejmowac po 5h zaje¢ doswiadczalnych realizowanych w laborato-
riach dolnoslaskich uczelni wyzszych.
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Podczas kazdej sesji przedmiotowej nalezy uwzgledni¢ od 2 do 4 godzin
warsztatow rozwojowych z psychologami i/lub pedagogami realizowanych
w oparciu o Innowacyjny program wsparcia psychologiczno-pedagogicznego
uczniéw uzdolnionych, ich rodzicéw i nauczycieli. Wymiar i tematyke tych
warsztatow rekomenduje zespdt realizujacy program na podstawie biezacej
ewaluacji postepow i potrzeb kazdej grupy uczniowskiej.

7.3. Liczebnos¢ grupy
Grupa 40 uczniéw - 20 ucznidow w kazdej z dwdch podgrup - I podgrupa
uczniowie klas V i VI szkoty podstawowej oraz klas I i II gimnazjum, II pod-
grupa uczniowie klasy III gimnazjum oraz klas I i II szkoty ponadgimnazjalnej.
Uczniowie kwalifikowani do poszczegdélnych grup na podstawie wias-
nych deklaracji oraz oceny ich osiagnie¢ w danej dziedzinie dokonanej przez
Zespoty Przedmiotowe.

7.4. Rekrutacja uczestnikow

Nad przebiegiem procesu rekrutacji powinna czuwac komisja rekrutacyj-
nej, w sktad ktorej winne wchodzi¢ 4 osoby - przedstawiciel organizatora
zajeé, osoba odpowiedzialna za aspekty merytoryczne (matematyk), psycho-
log i pedagog. Warunkiem koniecznym jest, by psycholog wchodzacy w skfad
zespotu posiadat doswiadczenie w pracy z uzdolniong mtodzieza, a wskazane
jest, by takim doswiadczeniem legitymowata sie wiekszos¢ zespotu.

Proces rekrutacji powinien obejmowa¢ kilka dziatan:

e zgtoszenie kandydatury przez ucznia w formie listu motywacyjnego;

e przestanie opinii nauczyciela dotyczacej kandydata;

e przestanie zgody rodzicédw na uczestnictwo dziecka w zajeciach poza-

szkolnych wraz z listem motywacyjnym;

e rozwigzanie zadania badz zadan rekrutacyjnych przedmiotowych przy-
gotowanych przez osobe odpowiedzialng za merytoryczng strone zajec
wsparcia, najlepiej specjaliste w pracy z mtodziezg uzdolniong przed-
miotowo, ktoére pozwolitby na identyfikacje uzdolnien i predyspozycji;
wskazane jest by rozwigzanie zadania pozwolito zréznicowa¢ kandy-
datow, a jego rozwigzanie nie mogto by¢ z tatwoscig odszukane (wa-
runek ten spetniajg otwarte zadanie autorskie); alternatywnie komisja
moze przeprowadzi¢ egzamin rekrutacyjny w formie sprawdziany badz
testu;

e rozmowa rekrutacyjna prowadzona przed komisjgq, w sktada ktoérej
wchodzg psychologa oraz specjalista przedmiotowy; zadaniem komi-
sji jest przede wszystkim identyfikacja kompetencji spotecznych oraz
predyspozycji do pracy w warunkach planowanego wsparcia.

W zwigzku z wykorzystaniem podczas trwania sesji przedmiotowych tech-
nologii informacyjnych - platformy edukacyjnej - miedzy innymi do komu-
nikacji pomiedzy beneficjentami a organizatorami i realizatorami wsparcia
niezbedne jest prowadzenie procesu rekrutacji on-line.
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7.5. Srodki dydaktyczne

W realizacji poszczegélnych sesji wykorzystywane sg zaréwno tradycyjne
jak i nowoczesne $rodki dydaktyczne tj. tablica, kartki, ksero, kalkulatory,
rekwizyty, tamigtdwki manualne (np. kostka Rubika, tangram), projektor mul-
timedialny z komputerem, tablica interaktywna i pomoce naukowe przygoto-
wane przez miodziez i prowadzacych zajecia.

7.6. Kwalifikacje i kompetencje nauczyciela

Jako jeden z wazniejszych czynnikow w rozwoju ucznia zdolnego wskazuje
sie na role nauczyciela. Nauczyciela, o ktérym $miato mozna powiedzie¢, ze
ma nieprzecietne predyspozycje. W odniesieniu do ucznia zdolnego czesto
uzywa sie takich okreslen jak: ekspert, mistrz, mentor, guru, ktdre juz w sa-
mej nazwie eksponujg predyspozycje [10]. Nalezy dodaé, ze powyzsza cha-
rakterystyka dotyczy nauczycieli uczniéw wybitnie zdolnych.

Zajecia powinni prowadzi¢ nauczyciele matematyki i pracownicy naukowi
majacy doswiadczenie w pracy z uczniami uzdolnionymi, posiadajacy duzy
zasOb wiedzy metodycznej i merytorycznej (pozapodrecznikowej), lubigcy
nowe wyzwania, eksperymenty, nieobawiajacy sie zaskoczenia przez mtodych
adeptow sztuki matematycznej.

Idealni kandydaci, to dawni uczestnicy olimpiad, wychowawcy laureatéw
konkurséw i olimpiad, organizatorzy konkursoéw, ,uczelniani” popularyzatorzy
matematyki - nauczyciele z powotania w szerokim tego stowa znaczeniu.

Do realizacji czesci zaje¢ powinni zosta¢ zaproszeni specjaliéci z danej
dziedziny matematyki.

7.7. Literatura pomocnicza dla ucznia

Istnieje bogata literatura i wcigz powstaja nowe publikacje dotyczace ma-
tematyki adresowane do uczniéw uzdolnionych matematycznie.

Witold Bednarek , Arabeski Matematyczne”, Nowik, Opole 1998

W. Bednarek ,, Arytmetyka dla dociekliwych” Nowik, Opole 1997
Krzysztof Ciesielski, Zdzistaw Pogoda ,Diamenty matematyki”
Prészynski i S-ka 1996

R. Courant, H. Robbins ,Co to jest matematyka” PWN Warszawa 1967
J. H. Conway R K. Guy “Ksigga liczb” WNT Warszawa 1999

P.J. Davis R. Hersh ,Swiat matematyki” PWN Warszawa 1994

P. Jedrzejewicz «Bukiety matematyczne dla liceum i technikum»,
GWO, Gdansk 2009

P. Jedrzejewicz «Bukiety matematyczne dla gimnazjum. Zadania przy-
gotowujace do konkurséw», GWO, Gdansk 2009

9. Lev Kourliandtchik ,Etiudy matematyczne”, Oficyna Wydawnicza
TUTOR Torun 2000

wN

Nouks

©

36



10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.

Innowacyjny program wsparcia — matematyka

Zbigniew Palka, Andrzej Rucinski ,Wyktady z kombinatoryki”,
Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa 1998

H. Pawfowski «Zadania z olimpiad matematycznych z catego $wia-
ta. Teoria liczb, algebra i elementy analizy matematycznej», TUTOR,
Torun 2011

H. Pawtowski «Zadania z olimpiad matematycznych z catego Swiata.
Planimetria i stereometria», TUTOR, Torun 2011

H. Pawtowski «Zadania z olimpiad matematycznych z catego Swiata.
Trygonometria i geometria», TUTOR, Torun 2003

L.A. Steen ,Matematyka wspébtczesna - dwanascie esejéow” WNT
Warszawa 1983

H. Steinhaus ,Kalejdoskop matematyczny” wiele wydan.
http://archom.ptm.org.pl/- Archiwum olimpiady matematycznej.
http://om.edu.pl/- Strona olimpiady matematycznej.
http://omg.edu.pl/- Strona olimpiady matematycznej gimnazjalistow.
http://www.wolframalpha.com/ - strona internetowa, stworzona przez
amerykanska firme Wolfram Alpha LLC. Formutuje ona odpowiedz na
pytanie zadane w jezyku naturalnym, wykonuje obliczenia, przedsta-
wia dane statystyczne, rozwigzuje rownania itp
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8. Oczekiwane osiggniecia ucznia

Spodziewane osiggniecia uczniow, to odnoszenie sukcesow na szczeblu re-
jonowym, wojewddzkim, ogdlnopolskim w konkursach i olimpiadach matema-
tycznych. Warto jednak pamietac, ze zachecanie do pracy przez rywalizacje
ma swoje zte strony. Nie mozna dopusci¢, aby emocje zwigzane z potwierdze-
niem wiasnej wyzszosci staty sie dla ucznidw wazniejsze niz sam przedmiot
zmagan. Ponadto rywalizacja oddziatuje destrukcyjnie na wewnetrzng moty-
wacje zdobywania wiedzy - jako wartosci samej w sobie, czynigc wartoscig
uzyskany wysoki rezultat (dziatanie motywowane zewnetrznie). Istnieje tez
grupa uczniow zdolnych, ktdérzy z niechecig startujg w jakichkolwiek konkur-
sach. U takich uczniow nalezy podtrzymywac ciekawos¢ i zapat do pracy.

8.1. Wiedza

Uczestnicy projektu powinni podczas poszczegdlnych sesji zdoby¢ wiedze
dotyczaca tematyki wiodacej. Dlatego istotne jest, aby oprocz tradycyjne for-
my wyktadu miaty miejsce ¢éwiczenia i warsztaty.

8.2. Umiejetnosci
Oczekiwane osiagniecia uczniow mozna ujac¢ w piec standardéw:

A. Sprawne wykonywanie typowych czynnosci matematycznych

Ten standard zwigzany jest z nabyciem biegtosci w postugiwaniu sie na-
rzedziami matematycznymi na takim poziomie, aby nie stanowity one dodat-
kowej trudnosci przy wykonywaniu czynnosci wyzszego rzedu. Do tych ty-
powo technicznych umiejetnosci zaliczy¢é mozna: obliczanie, konstruowanie,
przeksztatcanie (arytmetyczne, algebraiczne, geometryczne), uktadanie i roz-
wigzywanie réwnan, nierownosci oraz ich uktaddw, sporzadzanie, zestawien,
diagraméw, wykreséw, zapisywanie zaleznosci jezykiem matematyki.

B. Umiejetne prowadzenie rozumowania

Tu takze pobrzmiewa techniczna strona aktywnosci matematycznej, cho¢
na znacznie wyzszym poziomie ogdlnosci. Przewaza tu mianowicie catosciowe
spojrzenie na prowadzony proces i dobieranie pod tym katem okreslonych
procedur. Jest to standard bardzo juz oderwany od tresci i dotyczacy nastepu-
jacych (przykfadowych) umiejetnosci: tworzenie logicznego ciggu wnioskow,
matematyzacja, interpretacja rozumowania lub jego rezultatéw, wykorzysty-
wanie i przetwarzanie informacji danych w réznych formach, wyjasnianie za-
uwazonych prawidtowosci.

C. Heurystyka matematyczna

Jest to standard, ktérego spetnienie sSwiadczy o tym, ze uczen ma
uzdolnienia kierunkowe. Od o0s6b posiadajacych przecietne predyspozycje
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matematyczne odrdznia go: bycie pomystowym, btyskotliwym, prowadzenie
prosto, oryginalnie rozumowania, dostrzeganie nowych, nie wykorzystywane
dotychczas zastosowania algorytméw i metod.

D. Samodzielne rozwiazywanie problemoéw

Innym obszarem zwigzanym z aktywnoscig matematyczng ucznia jest
jego samodzielnos¢, zwtaszcza w rozwigzywaniu probleméw. Bez tego trudno
moéwic o petnej realizacji celéw nauczania matematyki. W czym zasadzajq sie
umiejetnosci objete tym standardem? Przede wszystkim jest to: odkrywanie
struktury logicznej, stawianie i weryfikacja hipotez, dobdér adekwatnych na-
rzedzi, tworzenie i realizacja schematu rozwigzania problemu, odpowiednia
interpretacja uzyskanych wynikow.

E. Kreatywnos¢ matematyczna

Jest to najwyzszy szczebel rozwoju matematycznego ucznidw, stad jest
to réwniez standard najtrudniejszy do osiggniecia. Moze wtasnie dlatego sta-
nowi¢ powinien wyzwanie dla nauczyciela (dla ucznia chyba réwniez) i mo-
tywowac do znajdowania takich zabiegow dydaktycznych, ktére pozwolityby
uczniom na skuteczne podjecie préb takich dziatan, jak: formutowanie no-
wych probleméw, dostrzeganie, wskazywanie analogii, dokonywanie uogol-
nien i klasyfikacji, tworzenie nowych struktur matematycznych, dostrzeganie
modeli matematycznych w obszarach wczesniej nie eksplorowanych przez te
nauke. Jest to na poziomie uczniowskim model pracy niemalze naukowej.

8.3. Postawy

Praca nad postawg uczniow w trakcie trwania projektu powinna by¢ skon-
centrowana na twdrczym i samodzielnym rozwijaniu ich zainteresowan i ta-
lentédw. Samodzielno$¢ szczegdlnie istotna jest w grupie starszej. Wybitnie
uzdolnieni matematycznie uczniowie w starszych klasach licealnych powinni
osiggna¢ poziom duzej samodzielnosci wrecz samoksztatcenia. Rola nauczy-
ciela w edukacji takiego ucznia jest trudna. Powinien sprosta¢ wysokim wy-
maganiom, by¢ mentorem, mistrzem, powinien umiec¢ wytyczy¢ indywidualng,
$ciezke rozwoju ucznia i na biezgco monitorowac¢ poziom jej realizacji.

Uczniowie uzdolnieni matematycznie mogg w swoim s$rodowisku wykazy-
wac trudnosci w relacjach spotecznych, gdyz zwykle wybitne zdolnosci w jed-
nej dziedzinie mogg oznaczac ograniczenia w pozostatych sferach. Zazwyczaj
funkcjonujg dwa stereotypy na temat uczniéw zdolnych ,prymus” i ,zdolny
len”. Zadna z powyzszych okreélen nie gwarantuje automatycznej akceptacji
rowiesnikow. Udziat ucznia w projekcie moze by¢ czesciowym rozwigzaniem
tego typu problemdw. Uczniowie spotkajg sie w duzej grupie z réwiesnikami,
ktdrzy sg zdolni i zainteresowani tg samg dziedzing. Stwarza to realng mozli-
wos$¢ (czesto po raz pierwszy) skonfrontowania swoich mozliwosci, osiggniec,
obrazu siebie na tle wspomnianej grupy odniesienia. Ws$réd zdolnych uzdol-
niony mtody cziowiek jest wreszcie zwyczajny - jak kazdy posiada mocne
i stabsze strony
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Dlatego tak wazne podczas realizacji programu (oprécz tresci merytorycz-
nych) sg wszelkie préby integracji uczestnikdw, druzynowe konkursy zada-
niowe, wspdlne wyjscia, wieczorne gry i zabawy. Bardzo dobrym pomystem
jest zorganizowanie gry miejskiej, podczas ktérej uczestnicy majg za zadanie
w grupach «spenetrowanie» czesci miasta, badz okolicy. Do pomocy mozna
zatrudni¢ osobe doswiadczong w organizowaniu tego typu aktywnosci. Zwykle
dos¢ tatwo taka gre mozna «uprzedmiotowi¢» dodajac przygotowane wczes-
niej przez zesp6t przedmiotowy lub koordynatora zadania z matematyki.

Doswiadczenie pokazuje, ze podczas zajec¢ i spotkan zawierane sg wielo-
letnie przyjaznie miedzy uczniami z réoznych szkét o podobnych zainteresowa-
niach, ktére prawdopodobnie nigdy nie mogtyby zaistnieé.
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9. Kontrola i ocena osiagniec¢ uczestnikow

W trakcie trwania projektu analizie powinny by¢ poddawane:

e prace, testy, ¢wiczenia uczniéw. Uczniowie powinni by¢ zachecani do

uczestniczenia w konkursach sesyjnych,

e praca ucznia podczas zaje¢ w tym odpowiedzi ustne,

. udziaty i sukcesy uczniéw w konkursach szkolnych i pozaszkolnych,

ktore miaty miejsce pomiedzy poszczegdlnymi sesjami.

Z drugiej strony po kazdej sesji powinny by¢ przeprowadzone ankiety
ewaluacyjne. Uczniowie anonimowo powinni moc wyrazi¢ swoje wrazenia
i odczucia. Pytania powinny by¢ tak sformutowane, aby mozna byto ocenié
zainteresowanie grupy danym zagadnieniem oraz ocene jego przydatnosci,
poziom wspotpracy z wyktadowcami.

9.1. Metody sprawdzania wiedzy, umiejetnosci i postaw

W ramach sesji oraz e-learningu powinny by¢ organizowane konkursy wie-
dzy (umiejetnosci) dla uczniéw, ktérzy nagradzani sg réowniez za systema-
tyczne uczeszczanie na sesje i rzetelng prace nad zadaniami domowymi oraz
aktywnos¢ na zajeciach i kolezenska postawe.

9.2. Przyktadowe zadania kontrolne

Grupa I

A. Trzy soczki i dwa batony kosztuja 9,60z, trzy batony i dwa jogurty
kosztuja 8,70z, a trzy jogurty i dwa soczki kosztujg 7,20zt. Czy wystarczy
20z, aby kupi¢ cztery soczki, cztery batony i cztery jogurty?

B. Jesli kazdy bok kwadratu zwiekszymy o 10 cm, to pole powiekszy sie
0 600 cm2. O ile zmniejszy sie pole tego kwadratu, gdy wszystkie jego boki
skrocimy o 1 cm ?

C. Do pewnego roztworu cukru dosypano tyle cukru, ze jego stezenie po-
dwoito sie. Nastepnie dolano tyle wody, ze stezenie wrdcito do stanu poczat-
kowego. Co wazy wiecej: dosypany cukier, czy dolana woda ?

Y
x+y

D. Liczby X, y sq dodatnie i x <.

Jak zmieni sie warto$¢ wyrazenia,

gdy X i y zamienimy miejscami? ﬂ_l

xX=y
E. Czy w dziewieciokacie foremnym sa dwie przekatne przecinajace sie
pod katem prostym? Jak to zadanie mozna uogdlni¢?

Grupa II

1. Ile prostych i ile okregdw przechodzi przez a) 1 punkt, b) 2 punkty,
c) 3 punkty, 4 punkty, ..., n punktéw? Jaka figure tworzg srodki tych
okregoéw?

2. Czy jest metryka w zbiorze liczb naturalnych odlegtos¢ okreslona na-
stepujaco: d (m,n) = reszta z dzielenia m - n przez 3?
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3. Matematycy okreslajg metryke jako niezmienniczg na translacje, jesli
po przesunieciu ptaszczyzny odlegto$¢ miedzy nimi nie zmienia sie.
Ktore z poznanych metryk sg niezmiennicze na translacje.

4. W ktérym tescie tatwiej losowo udzieli¢ prawidtowej informacji. Jesli
mamy 5 pytan z trzema odpowiedziami wielokrotnego wyboru TAK,
NIE, czy majac 10 pytan z 3 odpowiedziami i jednokrotnym wyborem
tylko jednej prawidtowej odpowiedzi.

5. Znajdz takie miejsce na linii bocznej boiska do pitki noznej, aby z tego
miejsca prawdopodobienstwo trafienia do bramki byto najwieksze.
Zaproponuj stosowne zatozenia i obliczenia.

6. Obliczwspotrzedne srodka symetrii wykresu funkcji f(x)=x3+3x2+2x+1

7. Sprawdz, ze wykres funkgcji f(x)=1/x2+1/(1-x)2 ma o0$ symetrii.
Znajdz jej rownanie.

8. Czy istnieje naturalna potega liczby 2 ktéra w zapisie dziesietnym po-
siada kazda cyfre doktadnie 1 raz, 2 razy, itd. n razy?

9. Uzasadnij, ze w dowolnym czworokacie wypuktym iloczyn sumy dtu-
gosci przeciwlegtych bokéw jest wiekszy lub réwny czterem polom
tego czworokata.

10. W nieréwnobocznym tréjkacie ostrokatnym poprowadzono z kolejnych
wierzchotkdw wysokos$é, dwusieczng i Srodkowa. Sprawdz czy tréjkat
utworzony przez ich przeciecie moze by¢ tréjkatem réwnobocznym.

11. Ile istnieje sposobdw ustawienia 8 wiez na szachownicy tak, aby nie
atakowaty sie wzajemnie?

9.3. Kryteria oceniania

Ocenianie powinno by¢ tak prowadzone, aby w zrdwnowazony sposob byty
wykorzystywane najwazniejsze jego funkcje, a wiec:
e informacyjna,
e wspomagajaca rozwoj ucznia,
e motywacyjng
e stwarzajaca mozliwos¢ doskonalenia procesu dydaktycznego.
Informacje niezbedne do sformutowania oceny powinny by¢ zbierane z na-
stQpUchych zrédet:
odpowiedz ustna ucznia,
karta pracy na za]euach
pisemne sprawdziany w formie:
prac konkursowych
testow,
prace domowe,
prezentacja opracowan wybranych tematdw.
Wyrozniajacy sie uczniowie powinni by¢ nagradzani na zakonczenie po-
szczegdblnych sesji chocby symbolicznie. Czesto im bardziej skromna nagroda
tym wieksza radosc z jej otrzymania.
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