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Proiekt wendifinansowany nrzez Linie E

Komponent wspolny
dla Két Mfodych Naukowcow
z przedmiotu matematyka
dla klas licealnych 1i 2
w roku szkolnym 2010 / 2011.

w miejscowosciach

Kluczbork, Ostrzeszéw, Sycow i Wielun
Opis

Projekt zakfada zrealizowanie w Kotach Mtodych Naukowcéw (MN) klas
licealnych 1i 2 - licebw w Kluczborku, Ostrzeszowie, Sycowie oraz Wieluniu - dziesieciu
tematdw z zakresu przedstawionego w niniejszym projekcie.

Kota MN klas 1 i 2 otrzymajg do realizacji po 10 tematow. Kazdy temat zawiera
sformutowanie konkretnego problemu o charakterze badawczym wraz ze wskazéwkami
dla nauczyciela prowadzgcego zajecia. Stawiane problemy mogg wchodzi¢ w zakres
r6znych grup tematycznych a ich cze$é zwigzana z zastosowaniami na pierwszym
etapie rozwigzywania wymaga zbudowania odpowiedniego opisu - modelu
matematycznego - w postaci réwnania, nierédwnosci czy tez doboru odpowiedniej
funkcji. Kazdy temat daje ponadto swobode w doborze dodatkowych problemow
zwtaszcza tych dostrzezonych przez uczniow.

Tematyka zaje¢ podzielona jest na 4 cztery grupy: 1. Liczby; 2. Rdéwnania i
nierownosci; 3. Geometria analityczna i elementarna; 4. Funkcje i ciggi.

Szczegbty tych grup tematycznych i ich zakres opisujg podane nizej tablice.
Ostatnie tablice ,Plany realizacji zadan” to zestawienie w porzadku chronologicznym
tematow zaje¢ w poszczegodinych klasach licealnych. W razie potrzeby nauczyciel
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Proiekt wenadifinansowany nrzez Linie Euroneiska w ramach Furoneigkiean Fundugzi ¢

prowadzacy zajecia moze w zmieni¢ ten porzadek ze wzgledu na program nauczania
realizowany w danej szkole. Ostatnia cze$¢ zawiera zestawienie oczekiwanych
rezultatdw bedgcych wynikiem zaplanowanych dziatan dydaktycznych w trakcie
realizacji projektu.

Zatgcznik A ,Schematy zaje¢ dydaktycznych” zawiera szczegdétowe tresci
zadan, probleméw oraz wskazéwki metodologiczne do realizacji kazdego ze
wskazanych tematéw.

Ewaluacja projekiu zostanie przeprowadzona w dwoch etapach i bedzie
polegata na poréwnawczym opisie wynikdbw prac w ww. czterech osrodkach. Etap
pierwszy to ,Test otwarcia” sprawdzajgcy wiedze matematyczna w zakresie okreslonym
w tym projekcie na poczatku jego realizacji. Etap drugi to ,Test zamkniecia”
sprawdzajgcy nabyte umiejetnosci matematyczne na koniec realizacji projektu.

Zadania testowe beda stanowity zatgczniki B i C do niniejszego opracowania i
zostang przekazane w odpowiednim terminie tuz przed datg ewaluacji celem

zachowania niezbednej poufnosci tresci zadan.

dr Andrzej Spakowski
Instytut Matematyki i Informatyki
Uniwersytet Opolski
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Grupy tematyczne zajec¢ i ich tematyka

Grupa tematyczna 1 Tematyka zaje¢

Liczby Klasa 1.

1. Indukcja matematyczna i podzielnos¢ liczb.

2. Podzielnos¢ liczb ze statg reszta.

W szczegélnosci:

liczby naturalne, zasada indukcji matematycznej,
podzielnos¢ liczb naturalnych, podzielnosé¢ z reszta,
podzielnos¢ poteg liczb naturalnych, podzielnos¢

sumy lub réznicy liczb naturalnych.

Klasa 2.
1. Indukcja matematyczna i sumowanie iloczynéw.

2. Liczby Mersenne’a.

W szczegdlnosci:

liczby naturalne, zasada indukcji matematycznej,
silnie, liczby Mersenne’a, liczby pierwsze, podzielnos¢
liczb naturalnych, podzielnos¢ poteg i sumy liczb
naturalnych.
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Grupa tematyczna 2 Tematyka zaje¢
Réwnania i Klasa 1.

o, o 3. Réwnania kwadratowe z parametrem.
NIerownosci 4. Réwnania liniowe i nieréwnosci z wartoscig
bezwzgledna.

5. Jak zmiana ceny wptywa na doch6d?

W szczegdlnosci:

badanie réznych aspektow rownania z parametrem,
liczba rozwigzan, zmienno$¢ wartosci pierwiastkow,
rownania liniowe i kwadratowe, przeksztatcanie
rownan, réwnania i nieréwnosci z wartoscig
bezwzgledna, interpretacja geometryczna rownan,
przyktad zastosowania w analizie planu
biznesowego, procenty, prognozowanie dochodu,

wartosci krytyczne zmian parametrow.

Klasa 2.
3. Nierdwnosci z pierwiastkami stopnia 2-go lub 3-go.
4. Wartosci bezwgledne z dwiema zmiennymi.

5. Jak zmiana ceny wptywa na doch6d?

W szczegdlnosci:
pierwiastki stopnia drugiego i stopnia trzeciego,

nierdwnosci, nieograniczonos¢ zbioru liczb, wzoér na

szescian sumy, wartosci bezwzgledne, uktady




)
AL

LFARITAL 11 IMTI/N
NAFTIAL LU LARNI
MARONOWA STRATFCIA SPOINOSE!

\;\.

Proiekt wenadifinansowany nrzez Linie Euroneiska w ramach Furoneigkiean Fundugzi ¢

N AL UiiiA EUROFEJSKA RN
N VLA EUROPEJSKI * *
Ay M FUNDLISZ SPOEECZNY P

rownan i nierdbwnosci z parametrem, proste na
ptaszczyznie, przyktad zastosowania w analizie
planu biznesowego, procenty, prognozowanie

dochodu, wartosci krytyczne zmian parametrow.

Grupa tematyczna 3

Tematyka zajec

Geometria
analityczna

| elementarna

Klasa 1.

6. Zbiér punktéw réwnoodlegtych od prostej i punktu.
7. Okregi przecinajace sie w dwdch punktach.

8. Trojkaty podobne.

W szczegdblnosci:

odlegtos¢ punktu od prostej, parabola jako miejsce
geometryczne, zastosowanie twierdzenia
Pitagorasa, réwnania z pierwiastkami kwadratowymi,
okregi na ptaszczyznie, uktad rdwnan, rbwnanie
kwadratowe, prostokat, tréjkat, tréjkaty podobne,
trojkaty przystajgce, cechy podobienstwa tréjkgtow,
cechy przystawania trojkatéw, katy w trojkacie,

tréjkat rownoramienny, katy naprzemianlegte.
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Klasa 2.

6. Ptaszczyzna w przestrzeni.

7. Punkty réwnoodlegte od prostej i okregu.

8. Twierdzenia Talesa i Pitagorasa a mierzenie
odlegtosci.

W szczegdblnosci:

uktad wspétrzednych w przestrzeni, rownanie
ptaszczyzny w przestrzeni, objetos$¢ czworoscianu,
pole tréjkata, odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny,
twierdzenie Pitagorasa, okrag styczny do prostej,
zbiér punktéw réwnoodlegtych od prostej i od
okregu, parabola, rownanie z pierwiastkiem
kwadratowym, réwnanie okregu, odlegtos¢ punktéw
na ptaszczyznie, azymut, prostopadtos¢, twierdzenie
Talesa, srodek odcinka, odcinek rownolegty.

Grupa tematyczna 4

Tematyka zajec

Funkcje i ciggi

Klasa 1.
9. Przeksztatcanie wykresu paraboli.
10. Optymalny wybér dziatki budowlanej.

W szczegélnosci:
przeksztatcenia ptaszczyzny w ptaszczyzne, obraz
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wykresu poprzez przeksztatcenie, powinowactwo
wzgledem osi Ox ze skalg, przesuniecia (translacje),
ztozenie przeksztatcen, zastosowanie rownania
kwadratowego do optymalizaciji, pole prostokata,
procenty, parabola, monotonicznosé¢, najwieksza

wartos$¢ funkcji kwadratowe;j.

Klasa 2.
9. Wtasnos$ci i wykresy funkcji homograficznych.
10. Ciggi okreslone rekurencyjnie.

W szczegélnosci:

funkcje homograficzne, wykresy, wtasno$ci, hiperbola
1/x, funkcja nieparzysta, przeksztatcenia ptaszczyzny
w ptaszczyzne, monotonicznosc, asymptoty, punkty
przeciecia z osiami, zbiory na prostej (osi)
symetryczne wzgledem zera, ciggi, rbwnanie
rekurencyjne ciggu - przyktady, cigg Fibonacciego,
cigg geometryczny, rozwigzania réwnania

rekurencyjnego.
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Oczekiwane rezultaty

Efektem pracy ucznibw w Kotach Miodych Naukowcoéw bedzie pogtebienie i
poszerzenie wiedzy i umiejetnosci w zakresie matematyki a takze nabycie umiejetnosci
badawczych, tj. samodzielnego stawiania rozmaitych probleméw i rozwigzywanie ich
przy zastosowaniu matematyki.

W szczegdblnosci zaktada sie, ze pogtebiona i poszerzona zostanie wiedza

matematyczna uczniéw dotyczgca:

liczb naturalnych, metody dowodzenia opartej na zasadzie indukciji
matematycznej, liczb pierwszych a w szczegélnosci tzw. liczb Mersenne’a, podzielnosci
liczb naturalnych, podzielnosci poteg i sum, silni,

rozwigzywania réwnan kwadratowych i liniowych z parametrem, przeksztatcania
rownan liniowych i kwadratowych, interpretacji geometrycznej réwnan, zastosowania
rownan w zagadnieniach praktycznych, stosowania procentéw, pierwiastkédw stopnia
drugiego i trzeciego, logarytméw,

rozwigzywania uktadéw rownan oraz nierbwnosci z parametrem,

okregbw na pfaszczyznie, trojkatow, trojkatdw podobnych, trojkatéw
przystajgcych, cech podobieAstwa i cech przystawania tréjkagtow, katéw w tréjkacie,
katow naprzemianlegtych,

zastosowan twierdzenia Pitagorasa,

zastosowan twierdzenia Talesa,

objetosci czworoscianu, pola trojkata,

ukfadu wspoétrzednych na ptaszczyznie i w przestrzeni, odlegtosci punkiu od
ptaszczyzny, prostych na ptaszczyznie, odlegtosci punktu od prostej, miejsc
geometrycznych (paraboli), powinowactwa wzgledem osi, translacji o wektor,

funkciji i ich wykreséw, przeksztatcania wykreséw funkciji, funkciji liniowych, funkcji
kwadratowych, funkcji homograficznych, hiperboli, funkcji nieparzystych,

ciagbw, ciggobw arytmetycznych, ciggdw geometrycznych, przyktaddéw ciggow
okreslonych rekurencyjnie.
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Plan realizacji zadan dla klas licealnych 1

Lp. Temat
1 | Indukcja matematyczna i podzielnos¢ liczb
2 | Podzielno$c¢ liczb ze statg resztg
3 | Réwnania kwadratowe z parametrem
4 | Réwnania liniowe i nierdwnosci z wartoscig bezwzgledna
5 | Jak zmiana ceny wptywa na dochod?
6 | Zbior punktow rownoodleglych od prostej i punktu
7 | OKkregi przecinajgce sie w dwoch punktach
8 | Tréjkaty podobne
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Przeksztatcanie wykresu paraboli

10

Optymalny wybor dziatki budowlanej

Plan realizacji zadan dla klas licealnych 2

Lp. Temat
1 | Indukcja matematyczna i sumowanie iloczynow
2 | Liczby Mersenne’a
3 | Nierownosci z pierwiastkami stopnia drugiego i trzeciego
4 | Warto$ci bezwgledne z dwiema zmiennymi
5 | Jak zmiana ceny wptywa na dochod?
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Ptaszczyzna w przestrzeni

Punkty rownoodlegte od prostej i okregu

Twierdzenia Talesa i Pitagorasa a mierzenie odlegtosSci

Witasno$ci i wykresy funkcji homograficznych

10

Ciggi okreslone rekurencyjne
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Zatgcznik A

Schematy
zajeC dydaktycznych
Z przedmiotu

matematyka

dla

klas licealnych 112
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KLASA 1. PROBLEM 1

INDUKCJA MATEMATYCZNA I PODZIELNOSC LICZB

A. Problem badawczy

Niech p = 3. Zbadac¢ wtasnosé: Dla kazdego n = 1,2,... liczba

1 2
(*) ap = n(n+1n +2) jest liczba naturalna,.
p

Wyznaczyé najwieksza liczbe naturalng p o wlasnosci (*).

B. Problemy szczegodlowe i pochodne
(a) Dla p = 3 przeprowadzi¢ dow6d indukeyjny whasnosci (*).
(b) Znalezé wszystkie liczby naturalne p o wlasnosci (*).

(c) Jak zmieni sie odpowiedz, gdy a,, zastapimy przez

nin+1)(n+2)(n+3) ,
; .

(d) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

(%) b =

C. Wskazowki metodologiczne

1. Dowdd hipotezy nalezy przeprowadzi¢ w oparciu o twierdzenie o liczbach

naturalnych nazywane zasada indukcji matematycznej. Nalezy opisac¢ oraz

przedyskutowac te zasade przed rozpoczeciem dowodu.
2. Procedura dowodu indukcyjnego jest tu nastepujaca:

(1) Sprawdzamy prawdziwo$¢ wzoru (*) dla n = 1.

(2) Przyjmujemy zalozenie indukcyjne: wzdr (*) zachodzi dla pewnej liczby

n > 1.

(3) Na podstawie zalozenia indukcyjnego (2) wyprowadzamy wzér (*) dla

liczby n + 1. Istotnie mamy:
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m+1)(n+2)(n+3)=n+Dn+2)n+(n+1)(n+2)-3.

Pierwszy skiadnik jest podzielny przez 3 na podstawie zalozenia induk-
cyjnego. Podzielno$¢ przez 3 drugiego skiladnika jest oczywista. Zatem

(*) zachodzi dla liczby n + 1.

(4) Stwierdzamy, ze: Na podstawie zasady indukcji matematycznej wzor (*)

zachodzi dla kazdej liczby naturalne;j.

Procedury, tj. struktury logicznej dowodu indukcyjnego nalezy skrupulatnie

przestrzegac.

2. Wyznaczy¢ kilka pierwszych liczb postaci (*), np. dla n = 1,2,3 i
zauwazy¢, ze dzielnikami wszystkich liczb postaci n(n + 1)(n + 2) sa tylko
liczby 1, 21 3.

3. Zauwazy¢, ze kazda liczba postaci n(n + 1)(n + 2) jest podzielna przez 2

(dowdd tego faktu nie wymaga indukcji matematycznej).

4. W konsekwencji p = 2 - 3 = 6 jest maksymalna, liczba o whasnosci (*).
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KLASA 1. PROBLEM 2

PODZIELNOSC LICZB ZE STALA RESZTA

A. Problem badawczy

Liczba naturalna p jest podzielna przez 3 z reszta 1. Zbada¢ podzielnosé
przez 3 liczb p™, n=1,2, ... .

B. Problemy szczegodlowe i pochodne

(a) Rozwazy¢ podzielnosé przez 3 z reszta, 2.

(b) Rozwazy¢ podzielnos¢ przez 2 z reszta 1.

(c) Zbadaé¢ podzielnoéé przez 3 liczby 1331 — 10%2

(d) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Niech p = 3ky + 1 dla pewnej liczby naturalnej ky. Przeprowadzamy
analize indukcyjna dzielenia liczb postaci p™ przez 3. Mamy:

pt =p=3ky+ 1.

Niech p™ = 3k + 1 dla pewnego n > 1. Wtedy

p"tt =p"p = (3k + 1)p = 3kp + p = 3kp + 3ko + 1.

Zatem na podstawie zasady indukcji matematycznej: Liczby postaci p™,

n =1,2,..., dziely sie przez 3 z reszta, 1.

2. Rozwazamy teraz podzielnos¢ przez 3 z reszta 2. Niech p = 3kg + 2.
Przyjmujac, ze p" = 3k 4+ 2 mamy

p" = 3k +2)p = 3kp + 2p = 3kp + 6ky + 4 = 3kp + 6ko + 3 + 1.

Jest widoczne, ze dowodu nie da sie przeprowadzi¢. Nalezy poszukaé¢ odpo-

wiedniego przykiadu.
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Dla p = 5 mamy:
5=3+2 ale 52=25=24+1=3-8+1.

3. Rozwazamy podzielnos¢ przez 2 z reszta, 1. Niech p = 2ky+1. Zakladajac,
ze p" = 2k + 1 mamy

p" = (2k + 1)p = 2kp + po = 2kp + 2kg + 1.

Zatem na podstawie zasady indukcji matematycznej podzielno$¢ przez 2 z

reszta, 1 zachodzi dla kazdej liczby p”.

4. Analiza liczby 133! — 1022 pokazuje, ze:
13 jest liczba, podzielna, przez 3 z reszta 1,
10 jest liczba, podzielna, przez 3 z reszta 1.

Na podstawie wykazanego wyzej twierdzenia o podzielnosci przez 3 z reszta,

1 mamy:
133! i 10?2 s podzielne przez 3 z reszta 1.

W konsekwencji liczba 133! — 1022 jest podzielna przez 3.
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KLASA 1. PROBLEM 3

ROWNANIE KWADRATOWE Z PARAMETREM

A. Problem badawczy
Zbada¢ rézne aspekty rownania
N a-z

gdzie a jest parametrem rzeczywistym, tj. a € R.

B. Problemy szczegdélowe i pochodne.

(a) Jaka jest i jak zmienia sie liczba rozwiazan réwnania (*) w zaleznosci
od parametru a € R? Wyznaczy¢ wzdr i narysowaé wykres funkcji f(a) =

liczba pierwiastkéw réwnania (*), a € R.

(b) Jak zmieniaja sie warto$¢ pierwiastkéw réwnania (*)?  Wyznaczyé
i narysowa¢ wykresy funkcji: p(a) = warto$¢ najmniejszego pierwiastka

réwnania (*), ¢(a) = wartos¢ najwiekszego pierwiastka rownania (*).

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne.

1. Mianownik utamka wymaga formalnego zatozenia 22 — 2 # 0 ale
a—1r a—z
22 (@ V2)- (e +2)

Zatem w szczegdlnych przypadkach - po uproszczeniu utamka - rownanie

(*) przyjmie prostsza posta¢ réwnania liniowego:
—1
T + \/i

—1=z+2 dlaa:ﬂix#—ﬂ

=1 dlaa=+?2,

tj.

oraz
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—1
r—2

1=z—-+v2 dlaa=— 2ia:7é—\/§.

=1 dlaa=—-v2,

2. W konsekwencji analizujac réwnanie (*) nalezy rozpatrzy¢ trzy przy-
padki:

(3) a # £V2.

3. Dla a # /2 otrzymujemy do analizy réwnanie (kwadratowe) a — x =

z? — 2. Dokonujemy przeksztalcen:

1 1
2 2._. ____2 _
TP 2ot = (2+a) =0,
1\? 1 9+ 4a
) =249 —
(:1:+2) 4+ +a 1

1 ostatecznie

1\? 94+4a
%k - _
(%) (:1:—|—2) Y

W konsekwencji mamy nastepujace obserwacje.

Jesli 9 + 4a < 0, to réwnanie (**) nie ma rozwiazania.
Jesli 9 + 4a = 0, to réwnanie (**) ma jedno rozwiazanie x = —1/2.

Jesli 9 4+ 4a > 0, to mamy dwa rozwiazania:

1 1
Tr1 = —5 —+ 5\/94—4&,
1
5\/9"’4&.

Lo = —

DN | —
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KLASA 1. PROBLEM 4

ROWNANIA LINIOWE I NIEROWNOSCI
7 WARTOSCIA BEZWZGLEDNA

A. Problem badawczy

Niech m > 0. Wyznaczy¢ rozwiazania réwnania
1) le—2/ 1] =m

oraz nieréwnosci

(2) |z — 2] — 1| > m.

B. Problemy szczegdétowe i pochodne

(a) Jaka jest geometryczna interpretacja réwnania |z —a| = d? Wsk. [b—al|

wyraza odlegtosé liczb rzeczywistych a i b.

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Dla m = 0 réwnanie (1) ma postaé¢ [z —2|—1 = 0. Stad |z —2| = 1. Wyz-
naczy¢ rozwiazanie w oparciu o geometryczna, interpretacje tego réwnania.
Poda¢ takze algebraiczna metode rozwiazywania oparta, na rozpatrywaniu

przypadkow:
r—2>01 x—2<0.

2. Dla m > 0 podstawi¢ y = |z — 2| i rozwiaza¢ najpierw réwnanie
ly—1=m

a nastepnie réwnanie

lx — 2| =y.
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Rozumowanie wspomaga¢ odpowiednimi rysunkami przedstawiajacymi in-

terpretacje geometryczna,.

3. Do rozwiazania nieréwnosci (2) zastosowaé metody podobne do tych
jakie zostaly uzyte do rozwiazywania rownania. Poszczegdlne etapy obliczen
wspomagac interpretacja, geometryczna wartosci bezwzglednej oraz wykre-

sami odpowiednich prostych.



KAPITAL LUDZKI CIPTI _,'M A VA BIMGPEISHA {* ; b

MARDOORA SERATRCL, WRaahC) FLIKOLST SPOLECZNY

Projekt wepbifinansowany przez Unie Europajska w ramach Europejskiaga Funduszu Spolacanego

KLASA 1. PROBLEM 5

JAK ZMIANA CENY WPLYWA NA DOCHOD?

A. Problem badawczy

Badania marketingowe wykazaly, ze zmniejszenie ceny biletu do kina o 20%
spowoduje wzrost liczby widzéw o 30%. O ile procent zwiekszy sie dochéd

(brutto) kina jesli wprowadzona zostanie nizsza cena biletu?

B. Problemy szczegdétowe i pochodne

(a) Jaka jest krytyczna wartosé ceny biletu? Wartos¢ krytyczna to taka
nizsza cena biletu, ktéra zwiekszy ilos¢ widzow ale nie zmieni dochodu.
(b) Jak mozna uogélniaé rozwazany problem?

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.
C. Wskazowki metodologiczne

1. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia: k aktualna cena biletu, n liczba
sprzedawanych (miesiecznie) biletéw po cenie k. Wtedy:

kn = dochdd kina przy cenie biletu &

1 4
nowa cena biletu = k —20% -k =k — gk = gk,
prognozowana liczba widzow przy cenie biletu (4/5)k wyniesie
3 13
n+30%n:n—|—1—0n: o
a prognozowany dochéd przy zmiejszonej cenie wyniesie
4 13 26
—k-—n=—k
50 100 25

Stad otrzymujemy

26 1
%kn — kn = %kn

a w konsekwencji prognozowany procentowy wzrost dochodu kina wyniesie

przyrost dochodu =
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przyrost dochodu  (1/25)kn 1 4%
aktualny dochéd  kn 25

2. Rozpatrzmy teraz problem krytycznej wartosci ceny biletu? Niech

x zmienna wyrazajaca zmmniejszenie ceny biletu w %,

p = p(x) funkcja przyrostu liczby widzéw, = € [0, 99],

p(x) = procentowy wzrost liczby widzéw gdy cene zmniejszono o z.
Na podstawie badann marketingowych mamy p(0) = 0 oraz p(20) = 30.
Ponadto przyjmujemy zalozenie funkcja prognozujaca procentowa, zmiane
liczby widzéw ma postac

p(x) = V452 dla x € [0,99].
Wtedy: p(0) =0, p(20) = 30, p(99) ~ 66, 75.
UWAGA. Mozna przyjac inng funkcje p, jesli miataby ona lepiej opisywac

reakcje potencjalnych widzéw na zmiane cen biletow.

3. Przystepujemy teraz do znalezienia wartosci krytycznej ceny przy funkcji

prognozujacej p(x) = /4bx. Liczba widzéw przy zmniejszeniu ceny o x

Przyrost dochodu bedzie rowny

(L+%%>n-@—i%ﬁ)—kn

Pozostaje zatem rozwiaza¢ wzgl. x rownanie

\V4bx €T
! (k- k) kn=
( T (k 1ook) fn =0

wyniesie

a PO uproszczeniu rownanie

N
14 59"(1——:”—)—1:0.
100 100

Rozwigzaniem nietrywialnym jest x ~ 5,0186. Zatem zmniejszenie ceny o
mniej niz 5,0186% nie spowoduje wzrostu zysku a wrecz spowoduje jego

spadek.
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KLASA 1. PROBLEM 6

7ZBIOR PUNKTOW ROWNOODLEGLYCH
OD PROSTEJ I PUNKTU

A. Problem badawczy.

Pokazaé, ze zbiorem punktéw réwnoodlegltych od punktu A = (0,1/4) i od
prostej y = —1/4 jest parabola y = 2.

Niech b > 0. Jaka bedzie odpowiedz dla punktu A = (0,b) i prostej
y=—b"7

Niech b > 01 ¢ # b. Jaka bedzie odpowiedz dla punktu A = (0, b) i prostej

y=—c?

B. Problemy szczegdélowe i pochodne.

(a) Stosujac Twierdzenie Pitagorasa wyprowadzi¢ wzér na odlegtosé dwaéch

punktow plaszczyzny.

(¢) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne.

1. Zrobi¢ odpowiednie rysunki i przeprowadzi¢ najpierw analize geome-
tryczna problemu. Zauwazy¢, ze nie jest potrzebny zaden specjalny wzoér
na odleglos¢ punktu od prostej. Wystarcza znajomos$¢ wzoru na odleglosé
dwo6ch punktéw plaszezyzny (mozna tu wspomnieé¢ o twierdzeniu Pitago-

rasa): odleglosé punktéw P = (z,y) iP’ = (2/,y’) wyraza liczba

|PP'|=\/(x —2')2 + (y — v')2.

2. Przyjmujac, ze B = (x,y) jest poszukiwanym punktem, tj. punktem
réwnoodleglym od punktu A = (0,1/4) i od punktu C na prostej y = —1/4

mamy:
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[AB| = /(0 —2)? + (1/4—y)? = /a2 + (1/4 - y)?,

|BC| = /(z —2)> 4 (y + 1/4)? = |y + 1/4].

Stad

ly+1/4] = /2?2 + (1/4 - y)?,
(y+1/4)% = 2 + (1/4 — y)?,

Yy = x”.

3. W przypadkach A = (0,b) i y = —b lub y = —c¢ wykonujemy podobne

rachunki otrzymujac takze parabole.
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KLASA 1. PROBLEM 7

OKREGI PRZECINAJACE SIE W DWOCH PUNKTACH.

A. Problem badawczy

Wyznaczyé wszystkie okregi przecinajace sie w punktach A = (1,0) i B =
(2,0) plaszczyzny.

B. Problemy szczegdlowe i pochodne

(a) Wyznaczy¢ wszystkie okregi przecinajace sie w punktach plaszczyzny
A=(1,0)i B =(0,1).

(b) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne
1. Réwnanie okregu o $érodku w punkcie (a, b) i promieniu 7 > 0 ma postaé
(1) (2 — a)? + (y — b)? =2,

2. Zakladamy, ze punkty A i B spelniaja rownanie (1). Stad otrzymujemy
uklad rownan
(@ —1)* +b% =r?,
{ (@ —2)% + b2 =12
Stad otrzymujemy

(@ —1)2+b% = (a —2)% + b2,

1
b=++/r?2—1/4, gdzie r > 5 dowolne.
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Nalezy tu zauwazy¢, ze srodki znalezionych okregdw leza na prostej x = 3/2.
Zrobi¢ tez odpowiednie rysunki.

3. Dla punktéw A = (1,0) i B = (0, 1) otrzymujemy uklad réwnan

{ (1—a)®+b*=r?
a?+ (1 -0)? =r2,
Stad otrzymujemy

(1—a)?+b%=a’+(1-0)2,
a =b,
(1—a)?+a?=r?
202 —2a+1—1r%=0.
Rozwiazujac otrzymane rownanie kwadratowe wzgledem a mamy:
A=4-8(1-1r?)=4(2r%-1),
A>0 & |r]>V2/2.
Zatem dla |r| > v/2/2 otrzymujemy
0=+ VT

Zauwazy¢, ze srodki otrzymanych okregdw leza na prostej y = x i zrobic

odpowiednie rysunki.
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KLASA 1. PROBLEM 8

TROJKATY PODOBNE

A. Problem badawczy

Na boku AB prostokata ABCD wybrano punkt P. Kiedy trojkaty ADP i
BCP sa podobne lub przystajace?

B. Problemy szczegétowe i pochodne
(a) Poda¢ odpowiedzi na powyzsze pytania, gdy P jest srodkiem boku AB.
(b) Kiedy tréjkat PCD jest podobny do trékatéw APD i PBC'?

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Tréjkaty ABC iA’B’C’ sa podobne, gdy ich odpowiednie boki sa parami
proporcjonalne, tj., jesli

AB| _ |BC| _ |CAl

|A’B’| |B'C'| |C"A'|’
Charakteryzuja je tez dobrze znane cechy podobienstwa: BBB - bok, bok,
bok; KKK - kat, kat, kat; BKB - bok, kat, bok.

2. Analogiczna charakterystyka dotyczy trojkatéw przystajacych. Jaka?
Opisac ja. Trojkaty przystajace sa tez podobne ale nie odwrotnie.

3. Rozwazamy najpierw sytuacje, gdy P jest érodkiem boku AB. Wtedy
boki PD i PC sa rownej dlugosci. Niech

a kat przy wierzchotku D w trojkacie APD,

0 kat przy wierzchotku P w tréjkacie APD.
Wtedy:

a+ 3 =90°,
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kat przy wierzchotku P w tréjkacie PBC' jest réwny (3,
kat przy wierzchotku C' w tréjkacie PBC jest réwny a.
Trojkaty APD i PBC' sa wowczas przystajace a wiec i podobne.

Tréjkat PCD jest réwnoramienny. Ponadto, na podstawie twierdzenia o
katach naprzemianleglych jego katy przy wierzchotkach C'i D sa réwne 3 a
kat przy wierzchotku P jest rowny 2a.

Trékat PC'D jest wiec podobny do trokatéw APD i PBC wtedy i tylko
wtedy, gdy 2a = 7/2, a w konsekwencji wtedy i tylko wtedy, gdy

a = 3 =45°.

4. Mozna analizowacé jeszcze sytuacje, gdy punkt P zostal wybrany w taki
sposob, ze jego odleglos¢ od $rodka boku C'D jest réwna potowie dlugosci
boku CD (O ile taki wybdr jest mozliwy!). Wtedy tréjkat PCD jest
prostokatny a jego pozostale katy sa réwne a1 §. W konsekwencji wszystkie

trzy rozwazane trokaty sa podobne.
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KLASA 1. PROBLEM 9

PRZEKSZTALCANIE WYKRESU PARABOLI

A. Problem badawczy

Zbadaé wplyw na parabole réznych przeksztalcen P : R? — R2?, tj., przek-
sztalcen plaszczyzny w plaszczyzne. Wyznaczy¢ takie przeksztalcenie P,

ktére przeprowadza parabole y = x2 na parabole y = az? + bx + c.

B. Problemy szczegdétowe i pochodne

(a) Narysowaé obraz paraboli y = x? poprzez powinowactwo wzgledem osi
Oz ze skala, a # 0, tj. poprzez przeksztatcenie P(z,y) = (z,ay), (z,y) € R2,
dlaa > 0idlaa < 0. [Mozna tez uzywaé¢ wzoréw ' = x iy’ = ay.] Napisaé

rownanie tej paraboli.

(b) Narysowa¢ obraz paraboli y = z? poprzez przesuniecie (translacje) o
wektor (zg,0), tj. poprzez przeksztalcenie P(x,y) = (z,y) + (xo,y) = (z +
T0,y), (x,y) € R?, dla zg € R. Napisa¢ réwnanie tej paraboli.

(c) Narysowaé obraz paraboli y = x* poprzez przesunigcie (translacje) o
wektor (0,y0), tj. poprzez przeksztalcenie P(x,y) = (x,y)+(0,y0) = (z,y+
Y0), (z,y) € R?, dla yo € R. Napisaé¢ réwnanie tej paraboli.

(d) Co daje zlozenie przeksztalcen opisanych w punktach (a), (b) i (c), tj.

kolejne wykonanie tych przeksztalcei na paraboli y = 22 ?

(e) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne
1. Analize zaczynamy od prostych przyktadéw przeksztalcen, np.
P(xz,y) = (z,ay) dlaa =1,2,—1,

P(z,y) = (z 4+ xg,y) dla zg = 1,2, —1;
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P(x,y) = (v,y +b) dlayo = 1,2, —1;
i obserwujemy wplyw tych przeksztalcen na parabole y = z2, tj. wyz-

naczamy punkty ptaszczyzny P(z,z?).

2. Powinowactwo wzgledem osi Ox ze skala, a przeprowadza parabole y = z2

na y = ax?® poniewaz dla P(x,y) = (x,ay) i punktéw paraboli (z,y) =

(x,2%) otrzymujemy P(x,2?) = (z, ax?).

3. Przesuniecie o wektor (p,0) przeprowadza parabole y = 22 na parabole
y = (x —p)? poniewaz dla P(z,y) = (x+p,y) otrzymujemy P(x,2?) = (x+
p, ) i podstawiajac t = x+p mamy x = t—p oraz P(x,x2%) = (¢, (t—p)?), t]
wartosci t € R przyporzadkowana jest wartosé (t — p)?. Zatem y = (z — p)?

jest obrazem paraboli y = x? poprzez P.

2

4. Przesuniecie o wektor (0, q) przeprowadza parabole y = x“ na parabole

y = 2% + ¢ poniewaz dla P(z,y) = (z,y + q) otrzymujemy P(z,22) =
(z, 2% +q).

5. Dla a # 0 mamy

2a 4a2 4a?  a

+b 22— dac
=alz+—) — ——m—
2a 4a

Na podstawie wskazéwek 2-5 mamy: wykres paraboli y = az? + bx + ¢

b b? b?
ax2+ba:+c:a<x2+2—x+___+f)

uzyskamy poprzez kolejne wykonanie nastepujacych przeksztalcen:
przesuniecie o wektor (—b/2a, 0),
powinowactwo wzgledem osi Ox ze skala, a,

przesuniecie o wektor (0, —(b? — 4ac)/4a).
6. Zbadac, czy kolejnos¢ przeksztalcen ma znaczenie. Podac¢ przykiady.

7. Zmalez¢ przeksztalcenia P dla paru konkretnych parabol, np. dla y =
3x% — 2x + 4 oraz dla y = 10z — Tx.
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KLASA 1. PROBLEM 10

OPTYMALNY WYBOR DZIALKI BUDOWLANEJ]

A. Problem badawczy

Do kupienia jest dziatka budowlana w ksztalcie kwadratu. Nabywca moze
jednakze kupi¢ dziatke w ksztalcie prostokata zmniejszajac dtugo$é¢ jednego
boku o x procent oraz zwiekszajac drugi bok o 2x procent przy warunku
xr < 20. Jaki ksztalt dziatki wybierze nabywca kierujac sie tym aby uzyskac

dziatke o maksymalnej powierzchni?
B. Problemy szczegétowe i pochodne

(a) Jak bedzie odpowiedZ przy braku warunku na x 7

(b) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Mozemy zalozy¢, ze bok kwadratu ma dlugos¢ 1. Pole prostokata
powstalego z kwadratu po zmniejszeniu jednego boku o % i zwiekszeniu

drugiego boku o 2x% bedzie réwne

() (1) -

B SR
1002° T 100" T T
2 332_@x_loo2 _
1002 2 2 )
2 ) ) , 1007
T (:1: —2-25.- 2+ 25% — 252 — 5| =
2 2 2
~ 1007 ((# —25)* —9-25%) =
9
- —925)2 4 =,
o0z (F ~ )+ 3
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Pole prostokata ma zatem najwieksza wartosé rowna 9/8 dla = = 25.

2. Do wyznaczenia najwiekszej wartosci funkcji kwadratowej p mozna uzy¢

takze gotowych wzoréw na wspétrzedne wierzchotka paraboli y = p(z).

3. Zauwazmy teraz, ze warto$¢ x = 25 nie spelnia ograniczenia x < 20.

Dopuszczalne sa, jedynie wartosci « € [0, 25].

4. Wykres paraboli y = p(z) pokazuje iz na przedziale [0,25] funkcja
kwadratowa p jest rosnaca. Zatem p osiaga najwieksza wartos¢ w punkcie

x = 20 oraz

2

5. W konsekwencji, przy ograniczeniu x < 20 nabywca wybierze dziatke o

p(20) =

wymiarach

4 7
— xg i polu =1,12.

ot

W przypadku braku ograniczen nabywca wybierze dziatke o wymiarach

w

3
1 ><§ i polu =1,13.
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KLASA 2. PROBLEM 1

INDUKCJA MATEMATYCZNA I SUMOWANIE ILOCZYNOW

A. Problem badawczy
Uzyska¢ skrocony wzor dla sumy iloczynéw postaci

S,=1-114+2-214+...+n-n!.

B. Problemy szczegétowe i pochodne

(a) Obliczy¢ kilka pierwszych sum: Si, 52, 53,54 i uzasadnié hipoteze S,, =
(n+ 1) -1

(b) Przeprowadzi¢ dowdd indukeyjny twierdzenia: Dla kazdegon =1,2,...
() Sp=Mm+1)—-1.

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Sumy 57, 52, 53,54 sa postaci:
Si=1-11=1,
Sy=1-1142-21=5,
S3=1-11+2-214+3-3! =23,
Sy=1-1142-214+3-3144-41 =119,

Teraz nalezy zauwazy¢, ze
Si1=21—-1, So=31—-1, S3=4I—-1, §,=5!—1.

Uzasadniona jest wiec hipoteza: S, = (n+ 1) —1dlan=1,2,... .



KAPITAL LUDZKI CIPTI _,'l,‘,’il A VA BIMGPEISHA {* y +:_

MARDOORA SERATRCL, WRaahC) FLIKOLUIST SPOLECTNY

Projekt wepbifinansowany przez Unie Europajska w ramach Europejskiaga Funduszu Spolacanego

2. Dowdd hipotezy nalezy przeprowadzi¢ w oparciu o twierdzenie o zasade
indukcji matematycznej. Nalezy opisac oraz przedyskutowac te zasade przed

rozpoczeciem dowodu.
3. Procedura dowodu indukcyjnego jest tu nastepujaca:

(1) Sprawdzamy prawdziwo$¢ wzoru (*) dla n = 1.

(2) Przyjmujemy zalozenie indukcyjne, ze wzér (*) zachodzi dla pewnej
liczby n > 1.

(3) Na podstawie zalozenia indukcyjnego (2) wyprowadzamy wzér (*) dla
liczby n + 1.

(4) Stwierdzamy, ze ”Na podstawie zasady indukcji matematycznej wzor (*)

zachodzi dla kazdej liczby naturalnej”.

Procedury tej nalezy skrupulatnie przestrzegac.
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KLASA 2. PROBLEM 2

LICZBY MERSENNE’A

A. Problem badawczy

Liczby 2" — 1, n = 1,2, ..., nazywane sa liczbami Mersenne’a. Niektore z
tych liczb sa liczbami pierwszymi. Poda¢ kilka przykiadow liczb pierwszych
Mersenne’a. Zbadaé liczby Mersenne’a postaci 24* — 1, n =1,2,... . Czy

ktoras z nich jest liczba pierwsza?

B. Problemy szczegodlowe i pochodne

(a) Zbadaé kilka poczatkowych liczb Mersenne’a. Ktére z nich nie sg licz-

bami pierwszymi?
(b) Pokazaé, ze kazda liczba 24" — 1, n = 1,2, ..., jest podzielna przez 5.
(c) Pokazaé, ze liczba 4 + 42 + ... 4+ 41999 jest podzielna przez 20.

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Liczbe Mersenne’a 2" —1 mozna okresli¢ jako sume pierwszych n wyrazow
ciagu geometrycznego: 1,2,22,23 24 ... Istotnie, mamy

1-2"

1—2
2. Kolejne liczby Mersenne’a: 1, 3, 7, 15, 31, 63, . . .

1+2+224 ... +271 = = 2" — 1.
3. Kolejne liczby pierwsze Mersenne’a to: 3, 7, 31,. . .
4. Kolejne liczby Mersenne’a postaci 24" — 1 to:

24 —1=16—1=15,

28 — 1 = 255,
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212 _ 1 = 4095,

Zauwazy¢, ze kazda z nich jest podzielna przez 5.

5. Stawiamy hipoteze, ze kazda liczba postaci 24" — 1, n = 1,2, ..., jest

podzielna przez 5.

6. Przeprowadzamy dowod indukcyjny. Przypadek n = 1 zostal juz spraw-
dzony. Zatézmy (zalozenie indukcyjne), ze: dla pewnego n > 1 liczba 24" —1
jest podzielna przez 5. Pokazemy, ze liczba 24(™t1) — 1 jest tez podzielna

przez 5. Mamy
24(ntl) 1 = dngd ] —gingt 24 4 24 1 =
24(24" — 1) + (2% — 1),

Na podstawie zalozenia indukcyjnego oraz przypadku n = 1 liczba 24(24" —
1)+(2%—1) jest podzielna przez 5. W konsekwencji, na mocy zasady indukcji
matematycznej, kazda liczba postaci 2" —1, n = 1, 2, ..., jest podzielna przez

5. A zatem nie moze by¢ liczba pierwsza,.

7. Rozwiazanie problemu (c) przebiega teraz nastepujaco:

2 1000 1 41000 4 2000
4+4-+...+4 _4—1 1 _5(2 —-1) =
4
§(24250—1).

Na podstawie (b) liczba 24599 — 1 jest podzielna przez 5. W konsekwencji,
liczba 4 4 42 + ... + 41990 jest podzielna przez 20.
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KLASA 2. PROBLEM 3

NIEROWNOSCI Z PIERWIASTKAMI STOPNIA 2-GO I 3-GO

A. Problem badawczy

Wiadomo, ze dla wszystkich x,y > 0 zachodza nieréwnosci:
VETISVE+ T, YETR< VIt

Zmalez¢ najmniejsze stale a > 01 b > 0 takie, ze dla dla wszystkich xz,y > 0

(1) VT +y <alVz+ /),

(2) Vo +y <b(Vr+ ¢y).

B. Problemy szczegétowe i pochodne

(a) Wykazaé, ze nieréwnosci /z +y < vz + /yi Jr+y < x4+ Y sa

prawdziwe.
(b) Przeprowadzi¢ analize nieréwnosci (1) i (2) dla 0 < a,b < 1.

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Nieréwnoéci /x +y < Vo + /yi Vo +y < o+ ¢y latwo wykazac.

Wystarczy obustronnie podnies¢ je do potegi 2 i 3 odpowiednio.

2. Nieréwnos¢ (1) jest réwnowazna kolejno nieréwnosciom:

vy <aA(VE+VH)? (- a?)(z+y) < 2027

Dla 0 < a < 1 - po prostych przeksztalceniach - otrzymujemy nieré6wnos¢
sprzeczna,

Ty _ 2a?

Jry — 1 —a?

dla z,y > 0,
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gdyz w szczegolnosci dla y = 1 sprzeczna jest nieréwnosé
z+1 2a?
=vx+ dla z > 0.

Wystarczy bowiem zauwazy¢, ze \/5 jest nieograniczony. W konsekwencji

jedynie stale a > 1 spehliaja, nieréwnosé (1). Zatem stata a = 1 jest mini-

malna.

3. Podobnie jak poprzednio nieréwnos¢ (2) jest rownowazna nieréwnosci

r+y <V (Vz+ ¢y)’.

Na podstawie wzoru na sze$cian sumy i po prostych przeksztalceniach mamy

(1=0%)(z +y) <30°(V22y + V/zy?).
Stad dla 0 < b < 1 otrzymujemy nieré6wnos¢ sprzeczna,
T+y 363
a2y + Yz 1 — b3
Wystarczy bowiem przyja¢ y = 1 i rozwaza¢ r > 1. Wtedy
1 33
1 \/5 B x + .
2\/ \/ - f 1=

Stad wynika ograniczono$¢ /x przy wszystkich x > 1. Sprzeczno$¢ staje sie

wiec oczywista bo wartosci funkcji /= tworza zbiér nieograniczony (wystar-

czy tu intuicyjne pojecie zbioru nieograniczonego i wykres funkcji).
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KLASA 2. PROBLEM 4

WARTOSCI BEZWZGLEDNE Z DWIEMA ZMIENNYMI

A. Problem badawczy

Przedstawi¢ geometrycznie zbidér rozwiazan nieréwnosci
(1) |z + [y <2

a nastepnie rozwiazac¢ uktad

(2) [z +ly <21 y=c

gdzie c jest liczba calkowita,

B. Problemy szczegodlowe i pochodne

(a) Jak zmieni sie rozwiazanie ukladu (2), jesli zalozymy, Ze ¢ jest liczba

rzeczywista?

(b) Jak zmieni sie rozwiazanie ukladu (2), gdy prosta y = c zastapimy
prosta, y =x 4+ c?

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne
1. Rozwiazania nieréwnosci (1) znajdziemy rozpatrujac przypadki:

1)x>01y >0,

DO

r>01y <0,
3)z <01y >0,
4)r<0iy<O0.

)
)
)
)

Rysujac proste £ + y = 2 wyznaczymy zbiér D C R? reprezentujacy

rozwiazania nieréwnosci (1).
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2. Ciecie zbioru D prostymi y = ¢ pozwala opisa¢ rozwiazania uktadu (2) w
przypadku, gdy c jest liczba, calkowita, jak i w przypadku, gdy c jest liczba,

rzeczywista,.
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KLASA 2. PROBLEM 5

JAK ZMIANA CENY WPLYWA NA DOCHOD?

A. Problem badawczy

Badania marketingowe wykazaly, ze zmniejszenie ceny biletu do kina o 20%
spowoduje wzrost liczby widzéw o 30%. O ile procent zwiekszy sie dochéd

(brutto) kina jesli wprowadzona zostanie nizsza cena biletu?

B. Problemy szczegdétowe i pochodne

(a) Jaka jest krytyczna wartosé ceny biletu? Wartos¢ krytyczna to taka
nizsza cena biletu, ktéra zwiekszy ilos¢ widzow ale nie zmieni dochodu.
(b) Jak mozna uogélniaé rozwazany problem?

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.
C. Wskazowki metodologiczne

1. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia: k aktualna cena biletu, n liczba
sprzedawanych (miesiecznie) biletéw po cenie k. Wtedy:

kn = dochdd kina przy cenie biletu &

1 4
nowa cena biletu = k —20% -k =k — gk = gk,
prognozowana liczba widzow przy cenie biletu (4/5)k wyniesie
3 13
n+30%n:n—|—1—0n: o
a prognozowany dochéd przy zmiejszonej cenie wyniesie
4 13 26
—k-—n=—k
50 100 25

Stad otrzymujemy

26 1
%kn — kn = %kn

a w konsekwencji prognozowany procentowy wzrost dochodu kina wyniesie

przyrost dochodu =
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przyrost dochodu  (1/25)kn 1 4%
aktualny dochéd  kn 25

2. Rozpatrzmy teraz problem krytycznej wartosci ceny biletu? Niech

x zmienna wyrazajaca zmniejszenie ceny biletu w %,

p = p(x) funkcja przyrostu liczby widzéw, x € [0, 99],

p(x) = procentowy wzrost liczby widzéw gdy cene zmniejszono o x.
Na podstawie badan marketingowych mamy p(0) = 0 oraz p(20) = 30.
Ponadto przyjmujemy zalozenie: funkcja prognozujaca procentowa zmiane

liczby widzéw ma postac

p(x) = log(1 4 z) dla z € [0,99].

log 21
Wtedy: p(0) = 0, p(20) = 30, p(99) ~ 45,38. Nalezy tu zrobi¢ wykres
tej funkcji i zaakceptowac jej przebieg zmiennosci. Mozna tez przyjac inng
funkcje p, jesli mialaby ona lepiej opisywaé reakcje potencjalnych widzéw

na zmiane cen biletow.

3. Przystepujemy teraz do znalezienia wartosci krytycznej ceny przy funkcji
prognozujacej p(x). Liczba widzéw przy zmniejszeniu ceny o x wyniesie
p(z) p(z)
n+—n=|1+—7=|n.
* 100 ( * 100
Przyrost dochodu bedzie rowny

(1+%)n-(k—l%k)—kn.

Pozostaje zatem rozwiazac¢ wzgl. x rownanie

(14—%)%(/@—%/@)—]@7@:0.

a po uproszczeniu réwnanie

(1+%>-(1—%)-1:0.

4. Do dalszych obliczen mozna wykorzystac¢ teraz komputer.
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KLASA 2. PROBLEM 6

PLASZCZYZNA W PRZESTRZENI

A. Problem badawczy
W przestrzeni R3 rozwazamy plaszczyzny okreélone wzorami
z
gdzie ¢ > 0. Niech A, B i C oznaczaja odpowiednio punkty przeciecia
plaszczyzny (o) z osiami Ox, Oy i Oz a D = (0,0,0). Wyznaczy¢ objetosé
czworoscianu ABC D oraz pole tréjkata ABC.
B. Problemy szczegdtowe i pochodne
(a) Dla jakiego ¢ czworoscian ABC' D ma objetosé¢ rowna, 17
(b) Dla jakiego ¢ tréjkat ABC ma pole réwne 17
(c) Jaka jest odlegto$é¢ punktu D od plaszczyzny () 7

(d) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Zrobi¢ - w ukladzie wspdtrzednych - rysunek czworoscianu ABCD oraz

zaznaczy¢ trojkat ABC.

2. Przyja¢ za podstawe czworoscianu tréjkat DAB a za jego wysokosé

odcinek DC'. Stosujac wzor na objetosé¢ ostrostupa:
1
objetos¢ = 3 pole podstawy - wysokos¢

wyznaczamy objeto$é czworoscianu ABC D

1 1 c
—.c= —.

Vagep = = -
ABCD 3 9 6
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3. Bok AB tréjkata ABC ma na podstawie twierdzenia Pitagorasa diugosé¢
réwna 2. Aby wyznaczyé pole tréjkata ABC nalezy wyznaczy¢ jeszcze
jego wysoko$¢. Niech E bedzie srodkiem odcinka AB. Wtedy (uzasadnic)

11
E=(,2,0).
(23)

Stad wysokos¢ C'E trojkata ABC wynosi

ICE|=/(1/2)2 + (1/2)2 + 2 = \/% + 2.

W konsekwencji, pole trojkata ABC' jest réwne

1 /1 1
5\/? §—|—02:§\/1—|—202.

4. Odleglos¢ d punktu D od plaszczyzny (o) mozemy wyznaczy¢ stosujac

wzOr na objeto$¢ czworoscianu ABCD przyjmujac trojkat ABC' za jego
podstawe. d jest wéwcezas wysokoécia, czworoscianu ABC'D. Otrzymujemy

zatem do rozwigzania réwnanie

V1422 - d.

W
N | =

¢
6
Stad

V1422
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KLASA 2. PROBLEM 7

PUNKTY ROWNOODLEGLE OD PROSTEJ I OKREGU

A. Problem badawczy

Dany okrag jest styczny do pewnej prostej lub z nig roztaczny. Wyznaczy¢
zbiér punktéw réownoodlegltych od prostej i od okregu.

B. Problemy szczegodlowe i pochodne

a) Wyznaczyc zbiér punktéw réwnoodleglych od osi Oz i od okregu z2 +
y—1)° =

2)* =

) Czy kazda parabola y = ax

(

(

(b) Wyznaczyc zbiér punktéw réwnoodleglych od osi Oz i od okregu x? +
(y —

(c 2

, a > 0, jest zbiorem punktéw réwnoodle-

glych od prostej y = 0 i pewnego okregu x2 + (y —r)? =127

(d) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Zastosujemy metody analityczne badajac problem na plaszczyznie kar-
tezjanskie;j.
2. Rozwazamy najpierw problem (a).

Niech P = (x1,y1) punkt rownoodlegly od prostej y = 0 i od okregu
2% + (y — 1) = 1 (zrobi¢ odpowiedni rysunek). Wtedy odleglo$¢ punktu P
od osi Ox wynosi y; a jego odlegtos¢ od okregu wynosi

Vi +(y —1)2 -1

Wspéirzedne punktu P spelniaja wiec réwnanie

\/xl y1—1 — 1.
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W konsekwencji zbiér punktéow (z,y) réwnoodlegtych od prostej y = 0 i

okregu z? + (y — 1)? = 1 spelnia réwnanie

y= T -1 1.

Przeksztalcajac otrzymujemy

(y+1)? =2+ (y— 1),

v 2y +l=a"+y* -2y +1,

dy = xz°.
Zbiorem punktéw réwnoodlegtych od prostej y = 0i okregu 2%+ (y—1)? = 1
jest zatem parabola

1
Yy = Z:z:Q, r € R=(—00,+).

3. Problem (b) rozwazamy podobnie.

4. Problem (c) jest tu problemem odwrotnym. Niech P = (x1,y1) bedzie
punktem paraboli y = az?. Szukamy okregu x? + (y —r)? = r?, dla ktérego
parabola y = az? jest zbiorem punktéw réwnoodlegltych od prostej jak i od

tego okregu. Do rozwazenia jest zatem réwnanie

=i+ (1 —r)? -,
gdzie y; = ax?. Przeksztalcajac to réwnanie otrzymujemy
(y1 +7)° =2 + (1 —1)?,
dyrr = 22, tj. dazir = 23

Stad, dla x; # 0, otrzymamy
1
da’

Zatem szukanym okregiem jest okrag o rownaniu

- _i2_i2
Y %) “\1a) -

r =
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KLASA 2. PROBLEM 8

TWIERDZENIA TALESA I PITAGORASA
A MIERZENIE ODLEGLOSCI

A. Problem badawczy

Jak obliczy¢ odleglos¢ miedzy dwoma punktami A i B w terenie, jesli nie

ma mozliwosci bezposredniego zmierzenia odlegtosci AB ?

B. Problemy szczegodlowe i pochodne

(a) Jak obliczy¢ odleglo$¢ miedzy dwoma punktami A i B, jesli punkt A jest
niedostepny, ale znane sa azymuty z dowolnego punktu terenu na punkty A
iB?

(b) Jak obliczyé¢ odleglos¢ miedzy dwoma dostepnymi punktami A i B,
jesli miedzy nimi istnieje przeszkoda uniemozliwiajaca bezposredni pomiar

odleglosci, a znany jest tylko kierunek prostopadly do odcinka AB?

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Pomiar odleglosci w takiej sytuacji wydaje sie pozornie niemozliwy ale
pomocne w takich sytuacjach moga by¢ twierdzenie Talesa oraz twierdzenie
Pitagorasa. Nalezy skonstruowac¢ tylko odpowiednia sytuacje geometrycz-
na. Bedziemy przy tym zakladaé, ze powierzchnia ziemi lokalnie (tj. przy

matych odleglosciach) jest plaszczyzna,.

2. Twierdzeniu Talesa mozna nadac¢ nastepujaca forme: Dany jest trojkat
ABC. Na boku BC zaznaczamy dowolny punkt D i prowadzimy przez ten
punkt odcinek rownolegly do AB az do przeciecia sie w punkcie E nalezacym
do boku CA. Wtedy:
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|AB|  |BC|  |AC|
\ED|  |DC| |EC|

3. Problem (a) rozwiazujemy nastepujaco. Wybieramy punkt C tak, aby
punkty A, B i C tworzyly tréjkat oraz mozliwy byl pomiar odcinka BC.
Na boku BC zaznaczamy punkt D bedacy (na przyklad) srodkiem odcinka
BC'. Na podstawie znajomo$ci azymutéw z punktu C na punkty A i B przez
punkt D prowadzimy odcinek réwnolegly do boku AB az do przeciecia sie z
bokiem AC. Otrzymany punkt oznaczamy litera E. 7Z Twierdzenia Talesa

mamy
|AB| _ |BC| 2-|DC|
\ED| |DC|  |DC|
Stad
|AB| =2 |ED|.

Wystarczy zatem dokona¢ pomiaru odcinka ED.
4. Punkt D nie musi by¢ srodkiem odcinka BC'. Uzasadni¢ to.

5. W problemie (b), gdzie azymuty nie sa dostepne, punkt C wybieramy w
taki sposob, zeby odcinki AB i BC' tworzyty kat prosty. Mierzymy odleglosci
|BC'| i |AC|. Na podstawie Twierdzenia Pitagorasa

AB| = \/TACT — [BCF.
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KLASA 2. PROBLEM 9

WLASNOSCI I WYKRESY FUNKCJI HOMOGRAFICZNYCH

A. Problem badawczy

Zbadaé rézne aspekty (wlasnosci, wykresy, itp) funkcji homograficznych

postaci
(*) flx) =

gdzie stale a i b sa rzeczywiste.

b b
s :a+_7337é07
xXr xXr

B. Problemy szczegodlowe i pochodne

(a) Narysowaé wykres i opisa¢ wlasnosci funkeji f(x) = 1/z. To samo zrobié¢

dla paru innych przyktadéw wykreséw funkcji postaci (*).

(b) Znalez¢ warunki na parametry a i b, przy ktérych funkcja homograficzna

postaci (*) jest nieparzysta.

(c) Znalez¢ przeksztalcenie plaszczyzny P : R? — R?| ktére przeprowadza

1 2z + 3
wykres y = - na wykres y = :

x
Narysowac¢ takze wykresy tych funkcji.
(d) Narysowac i poréwnaé wykresy funkcji
20+ 3 2|z +3
O O

(e) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne

1. Analize nalezy rozpoczaé od kilku mozliwie prostych przykltadéw funkcji
postaci (*) rysujac ich wykresy i opisujac zauwazalne wlasnosci (monoto-
nicznos¢, asymptoty, punkty przeciecia z osiami). Sugerowane przyktady
to:
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1 2 —1 1 1 1
) ) T 1+_7 _1+_7
xT

itd.
x x x x r—1’

2. Funkcja f okreslona na dziedzinie X symetrycznej wzgl. zera jest

nieparzysta, jesli f(—z) = —f(x) dla kazdego = € X. Dla funkcji postaci

(*) mamy
b
fl=z)=—f(x) ©a+—=-— (a—l——) &
—x x
b b
a——=—a—— S a=—a < a=0.
x x
: : : b .,
Zatem nieparzyste sa funkcje homograficzne postaci f(xr) = —. Zrobié
x

wykres takiej funkcji.

3. Aby znalez¢ odpowiednie przeksztalcenie plaszczyzny w plaszczyzne
nalezy zauwazyc¢, ze:
2e+3 3

2+ —.
x x

Jedli wiec wezmiemy przeksztalcenie P : R? — R? okreslone wzorem

P(:Cay> - (27,2 +3y)7

to otrzymamy
P(z,1/x)=(z,2+3-(1/x)) = (x,2 + 3/x).

Zatem P przeksztalca w szczegdlnosci wykres y = 1/x na wykres y = 2 +
3/x = 2z + 3)/x.
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KLASA 2. PROBLEM 10

CIAGI OKRESLONE REKURENCYJNIE

A. Problem badawczy
Dane sa liczby rzeczywiste a i b. Przeprowadzi¢ analize réwnania

(*) Tpio — aTpi1 — bry, =0,

n=1,2,..,
gdzie x1, T2, ... jest ciagiem liczb rzeczywistych. Poda¢ przykiady rozwiazan.
Roéwnania tego typu nazywamy réwnaniami rekurencyjnymi.
B. Problemy szczegolowe i pochodne
(a) Czy réwnanie (*) okresla jednoznacznie ciag?
(b) Czy ciagi geometryczne speiaja réwnanie (*)?

(c) Inne problemy dostrzezone przez uczniéw i warte zbadania.

C. Wskazowki metodologiczne
1. Réwnanie (*) mozemy zapisa¢ w postaci
(%) Tpio = ATpy1 +bxy, n=1,2,....

Zauwazmy, ze dla a = b = 1 otrzymujemy tu stynny ciagg Fibonacciego z
1202 roku zwiazany z obliczaniem liczebnosci populacji krélikéw. Ze wzoru

(**) mamy:
r3 = axry + bxq,
T4 = ax3 + bxo,

itd.
Jest widoczne, ze ciag jest jednoznacznie okreslony przez podanie jego pier-

wszych dwéch wyrazéw x1 i ro. Pozostale wyrazy ciagu sa automatycznie
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okreslone przez réwnanie (**). Na przyktad, przyjmujaca =b=1, 21 =1

1 9 = 1 otrzymujemy:

r3=14+1=224=14+2=3, 25 =3+2 =05,
Te=50+3=8, ...

2. Rozwazmy teraz ciag geometryczny: =, = q¢", n = 1,2, ..., gdzie q¢ # 0.

Zalézmy, ze ciag (¢™) spelnia réwnanie (*). Wtedy:
¢"? —ag""t = bg" =0, tj.,
q¢> —aq—b=0.

Réwnanie to ma rozwiazanie rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy A =
a? + 4b > 0. Ponadto rozwiazanie (rozwiazania) ma (maja) postac
a+ va?+ 4b
5 :
3. Rozwazy¢ przyktad dla a = b= 1. Mamy tu A = 5. Zatem ciag:
1++/5
2 Y
, 1+2V54+5 3+45
N 4 2

q:

xlzq:

T2 =(q

jest przyktadem rozwiazaniem réwnania (*).

4. Zauwazy¢, ze jesli ciag (z,) jest rozwiazaniem réwnania (*) a ¢ € R, to

ciag (cx,) jest takze rozwiazaniem réwnania (*).

5. Podobnie, jesli ciagi (z,) i (y5) sa rozwiazaniami réwnania (*), to ich

suma czyli ciag (z, + y,) jest réwniez rozwiazaniem réwnania (*).

6. Zbadaé, czy ciagi postaci (ng"™) moga by¢ rozwiazaniami rownania (*).



