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Opis  

 

 Projekt zakłada zrealizowanie w Kołach Młodych Naukowców klas licealnych 2 

oraz 3 dziewiĊciu problemów matematycznych. Ostatnie 10-te zajĊcia bĊdą 

przeznaczone na przeprowadzenie testu z zakresu wystĊpującego w problemach 1-9 

oraz w maturalnych zestawach egzaminacyjnych z matematyki. 

 KaĪdy temat zawiera sformułowanie problemu bazowego (a) - do rozwiązywania 

w obu klasach oraz jego rozszerzenia (b) i (c) - do wyboru dla klasy 2 lub klasy 3. KaĪdy 

temat daje ponadto swobodĊ w doborze dodatkowych problemów zwłaszcza tych 

dostrzeĪonych przez uczniów. Czasami podane są sugestie takich problemów. 

  

 Uwagi proszĊ zgłaszać drogą elektroniczna na adres: aspakowski@wp.pl 
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Programy zajĊć dydaktycznych 

w kołach matematycznych 



PROBLEM 1

INDUKCJA MATEMATYCZNA

Problem bazowy

(a) Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nierówność 2n > n.

Problemy do wyboru

(b) Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nierówność 2n > n2.

(c) Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nierówność 2n > n3.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniów lub nauczyciela.

Sugestie: n! > 2n; n! > 3n; n! > n2n; n! > n22n.

Wskazówki

(A) Badamy nierówność (a) 2n > n+1 dla pocza
‘
tkowych liczb naturalnych.

Dla n = 1 mamy 21 > 1, dla n = 2 mamy 22 = 4 > 2, dla n = 3 mamy 23 =

8 > 3, itd. Dochodzimy do przekonania, że nierówność (a) be
‘
dzie prawdziwa

dla wszystkich liczb naturalnych. Udowodnimy to stosuja
‘
c zasade

‘
indukcji

matematycznej (4 kroki dowodowe).

(1) Dla n = 1 nierówność (a) jest prawdziwa (sprawdzilísmy to przed

chwila
‘
).

(2) Niech (za lożenie indukcyjne) (a) zachodzi dla pewnej liczby n ≥ 1.

(3) Pokażemy, że (a) zachodzi dla liczby n + 1. Z (2) mamy:

2n+1 = 2n · 2 > n · 2 = 2n.

Wystarczy zatem pokazać, że 2n ≥ n + 1. Przeprowadzamy analize
‘

tej

nierówności. Mamy 2n ≥ n + 1 ⇔ n ≥ 1.

Ponieważ n ≥ 1 dla każdej liczby naturalnej, to 2n ≥ n + 1 także dla każdej

liczby naturalnej. W konsekwencji: 2n+1 > n+1, tj. (a) zachodzi dla liczby

n + 1.



(4) Na mocy zasady indukcji matematycznej, nierówność (a) zachodzi dla

każdej liczby naturalnej (n = 1, 2, ...).

(B) Tak jak w problemie bazowym badamy (b) dla pocza
‘
tkowych liczb

naturalnych. Dochodzimy do przekonania, że (b) powinna zachodzić dla

n = 1 oraz dla n ≥ 5. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Dla liczb n ≥ 5

przeprowadzamy dowód indukcyjny.

(1) Dla n = 5 mamy 25 = 32 > 52 = 25.

(2) Niech (b) zachodzi dla pewnej liczby n ≥ 5 (za lożenie indukcyjne).

(3) Pokażemy (b) dla liczby n + 1. Mamy: 2n+1 = 2n · 2 > n2 · 2 = 2n2.

Wystarczy zatem pokazać, że 2n2 ≥ (n + 1)2 dla n ≥ 5. Mamy:

2n2 ≥ (n + 1)2 ⇔ 2n2 ≥ n2 + 2n + 1 ⇔ n2 − 2n − 1 ≥ 0.

Wystarczy teraz przeprowadzić analize
‘

nierówności kwadratowej

x2 − 2x − 1 ≥ 0, x zmienna rzeczywista.

Mamy: ∆ = 4 + 4 = 8 > 0,
√

∆ =
√

8 = 2
√

2,

x1 =
2 − 2

√
2

2
< 0, x2 =

2 + 2
√

2

2
= 1 +

√
2 ∈ (2, 3).

Sta
‘
d (można tu narysować parabole

‘
y = x2−2x−1) mamy: 2n2 ≥ (n+1)2

dla n ≥ 3. W konsekwencji, ponieważ n ≥ 5, mamy (b) dla liczby n + 1.

(4) Na mocy zasady indukcji matematycznej (a) zachodzi dla każdej liczby

naturalnej n ≥ 5 oraz oczywíscie dla n = 1.

(C) Poste
‘
pujemy podobnie jak w (B). W punkcie (3) dowodu indukcyjnego

mamy 2n+1 = 2n · 2 > 2n3. Wystarczy zatem uzyskać nierówność 2n3 ≥

(n + 1)3 = n3 + 3n2 + 3n + 1. Mamy

2n3 ≥ n3 + 3n2 + 3n + 1.

Analiza nierówności stopnia 3 nie jest  latwa ale wystarczy zredukować pro-

blem do nierówności stopnia ≤ 2. Na przyk lad tak: wystarczy aby

2n3 ≥ n3 + 3n2 + 3n + n = n3 + 3n2 + 4n.

ponieważ n3 +3n2 +3n+n ≥ n3 +3n2 +3n+1. Do analizy pozostaje zatem

nierowność kwadratowa 2n3 ≥ n3+3n2+4n, równoważnie: 2n2 ≥ n2+3n+4.



PROBLEM 2

FUNKCJE MONOTONICZNE

Problem bazowy

(a) Określić dziedziny i zbadać monotoniczność funkcji

f(x) =
1

x
, x > 0; g(x) =

1

|x| , x 6= 0.

Problemy do wyboru

(b) Wykazać, że funkcja h(x) = x +
a2

x
rośnie na [a,∞) oraz maleje na

(0, a], gdzie a > 0.

(c) Zbadać monotoniczność funkcji k(x) = x2 +
1

x
, x > 0.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniów lub nauczyciela.

Sugestie: Funkcje podobne jak wyżej, np., |x + 1/x|; |x| + 1/|x|.

Wskazówki

(A) Przypominamy najpierw podstawowe definicje. Niech P ⊂ R dowolny

przedzia l. Funkcja f : P → R jest rosna
‘
ca, jeśli f(x1) < f(x2) dla każdych

x1 < x2 z przedzia lu P . Funkcja f : P → R jest maleja
‘
ca, jeśli f(x2) <

f(x1) dla każdych x1 < x2 z przedzia lu P .

Niech f(x) = 1/x dla x > 0. Szkicujemy wykres funkcji f i dochodzimy

do przekonania (rysunek nie jest dowodem), że f jest maleja
‘
ca na (0, +∞).

Teraz przeprowadzamy dowód (matematyczny) tego stwierdzenia. Niech

x1, x2 > 0. Mamy: f(x1) > f(x2) ⇔ 1

x1

>
1

x2

⇔ x1 < x2. W konsek-

wencji, f jest funkcja
‘
maleja

‘
ca

‘
.

(B) Niech a = 1 i x2 > x1 ≥ 1. Wtedy h(x1) < h(x2) ⇔ h(x2)− h(x1) > 0

⇔
x2 +

1

x2

− x1 −
1

x1

= x2 − x1 −
x2 − x1

x1x2

> 0 ⇔



(x2 − x1)(1 − 1

x1x2

) = (x2 − x1)
x1x2 − 1

x1x2

.

Podobnie argumentujemy dla x1, x2 < 1. Dla dowolnego a > 0 dowód  latwo

zmodyfikować.

(C) Analiza (algebraiczna) monotoniczności funkcji k jest żmudna i skom-

plikowana. Problem ulega znacznemu uproszczeniu, gdy pos lużymy sie

rachunkien różniczkowym wprowadzonym ad hoc - w ograniczonym zakresie

na potrzeby tylko tego problemu. Granice
‘

funkcji w punkcie x0:

lim
x→x0

f(x) = lim
h→0

f(x0 + h) = b

wprowadzamy intuicyjnie jako ”zbliżanie sie
‘
” f(x) do liczby b, gdy x zbliża

sie
‘

do x0, równoważnie, gdy h ”zbliża sie
‘
” do zera. Granica

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
,

to tzw. pochodna funkcji w punkcie x. Przyk lady:

f(x) = x2, f ′(x) = lim
h→0

(x + h)2 − x2

h
= lim

h→0

(2x + h) = 2x,

f(x) = 1/x, f ′(x) = lim
h→0

1/(x + h) − 1/x

h
= lim

h→0

−1

x(x + h)
= − 1

x2
.

 Latwe jest uzasadnienie wzoru: pochodna sumy jest równa sumie pochod-

nych. Sta
‘
d w rozważanym przyk ladzie mamy: (x2 + 1/x)′ = 2x − 1/x2.

Teraz wykorzystamy twierdzenie o znakach pochodnej: Jeśli f ′(x) > 0 dla

x ∈ (a, b), to f jest rosna
‘
ca na (a, b). Jeśli f ′(x) < 0 dla x ∈ (a, b), to f jest

maleja
‘
ca na (a, b). Twierdzenie to podajemy bez dowodu. Mamy:

k′(x) = 2x − 1

x2
> 0 ⇔ 2x3 − 1

x2
> 0 ⇔ x >

1
3
√

2
.

W konsekwencji, k jest rosna
‘
ca na [1/ 3

√
2, +∞) oraz maleja

‘
ca na (0, 1/ 3

√
2].

Poprzednie zadania, gdzie x > 0, można także rozwia
‘
zać przy użyciu

pochodnych:

f ′(x) = (1/x)′ = −1/x2 < 0, sta
‘
d f jest maleja

‘
ca na (0, +∞);

h′(x) = 1 − 1/x2 > 0 ⇔ x2 − 1 > 0 ⇔ x > 1.



PROBLEM 3

RUCH PI LKI PO PARABOLI

Problem bazowy

(a) Pi lka o średnicy 30 cm rzucana jest przez koszykarza znajduja
‘
cego sie

‘
w odleg lości poziomej 6 metrów od kosza umieszczonego na wysokości 3

metrów. Pi lka startuje z wysokości 2 metrów a naste
‘
pnie leci po paraboli

y = ax2 + bx + c i trafia centralnie do kosza o średnicy 50 cm.

Wyznaczyć wszystkie parabole takich (centralnie trafnych) rzutów. Na-

rysować kilka przyk ladów takich parabol.

Problemy do wyboru

(b) Wyznaczyć wszystkie parabole trafnych ”czystych rzutów”, tj. gdy pi lka

nie dotyka obre
‘
czy kosza.

(c) Sformu lować ogólna
‘

definicje
‘

”trafnego rzutu” i wyznaczyć wszystkie

parabole trafnych rzutów.

Wskazówki

Rozwia
‘
zywanie należy rozpocza

‘
ć od interpretacji geometrycznej i nary-

sowania kilku przyk ladowych rozwia
‘
zań (parabol).

(A) Środek pi lki umieszczamy na osi pionowej w punkcie A = (0, 2). Cen-

tralne trafienie ma miejsce tylko wtedy, gdy środek pi lki leca
‘
c po paraboli

y = ax2 + bx + c trafia w punkt B = (6, 3) a jednoczesnie parabola lotu nie

przecina odcinka CA, gdzie C = (56/10, 3) = (28/5, 3), ponieważ 25 cm+15

cm=40 cm=4/10 m. Sta
‘
d mamy warunki:

2 = a · 0 + b · 0 + c, sta
‘
d c = 2,

3 = 36a + 6b + 2, sta
‘
d b = 1/6 − 6a.

Ponadto a < 0. Rozwia
‘
zaniami tych warunków sa

‘
wszystkie parabole

postaci:



y = ax2 +

(

1

6
− 6a

)

x + 2, gdzie a < 0.

Warunek nieprzecinania sie
‘

paraboli z odcinkiem CD ma postać:

ax2 +

(

1

6
− 6a

)

x + 2 > 3 dla x = 28/5, tj.

a(28/5)2 +

(

1

6
− 6a

)

28/5 > 1,

a(28/5)2 + 28/30 − 6a · 28/5 > 1,

a · (28/5) · (28/5 − 6) > 1 − 28/30.

Sta
‘
d dostajemy

a < −

2

5
·

1 − 14/15

28/5
= −

1

14
· (1 − 14/15).

(B) Poste
‘
pujemy podobnie jak w (A) dopuszczaja

‘
c odchylenia środka

pi lki od środka kosza o odpowiednia
‘
wielkość. Jaka

‘
?

(C) Tu możemy dopuścić jeszcze wie
‘
ksze odchylenia. Jakie?



PROBLEM 4

OPTYMALNA DROGA

Problem bazowy

(a) Dzia lka budowlana jest prostoka
‘
tem ABCD o wymiarach 10x30 metrów.

Krótsze boki tej dzia lki to odcinki AD i BC. Należy poprowadzić droge
‘

przez te
‘

dzia lke
‘

w taki sposób aby: (1) droga mia la szerokość 4 metrów,

(2) obie krawe
‘
dzie drogi przecina ly boki AD i BC, (3) jedna z krawe

‘
dzi

przecinaja
‘
cych bok AD przechodzi la przez punkt A, (4) obszar dzia lki zaje

‘
ty

przez droge
‘

by l najmniejszy. Wyznaczyć taka
‘
droge

‘
o ile ona istnieje.

Problemy do wyboru

(b) Warunek (2) zaste
‘
pujemy warunkiem: (2’) obie krawe

‘
dzie drogi przeci-

naja
‘
boki AD i CD.

(c) Warunek (2) zaste
‘
pujemy warunkiem: (2”) obie krawe

‘
dzie drogi przeci-

naja
‘
bok AD.

(d) Co sie
‘

stanie, gdy opuścimy warunek (3)?

Wskazówki

Analize
‘

należy rozpocza
‘
ć wykonuja

‘
c serie

‘
rysunków dla możliwych dróg

spe lniaja
‘
cych warunki (1) - (4). Czy można intuicyjnie wskazać optymalna

‘
droge

‘
?

(A) Prostoka
‘
t ABCD umieszczamy na p laszczyźnie R

2 tak aby punkt A

pokrywa l sie
‘

z punktem (0, 0) a bok AB leża l na osi Ox. Rozważamy dwie

proste równoleg le reprezentuja
‘
ce krawe

‘
dzie drogi. Proste te dla problemu

(a) be
‘
da

‘
mia ly równania postaci:

y = ax oraz y = ax + b. (*)



Parametr b możemy wyznaczyć z warunku (1): odleg lość tych prostych

jest równa 4.

Warunek (2) pozwala wyznaczyć zakres zmienności parametru a.

Kolejny etap to wyznaczenie punktów, w których proste (*) przecinaja
‘

boki kwadratu.

Teraz proste wzory pozwalaja
‘
obliczyć pole tej cze

‘
ści drogi, która znajduje

sie
‘

w prostoka
‘
cie ABCD.

Pole to jest funkcja
‘
parametru a. Niech f(a) be

‘
dzie ta

‘
funkcja

‘
.

Pozostaje wyznaczyć (jeśli istnieje) najmniejsza
‘
wartość funkcji f .

(B) Poste
‘
pujemy podobnie jak w (A).

(C) Przyjmujemy tu jeszcze bardziej s labe za lożenia. Poste
‘
pujemy podob-

nie jak w (A) i (B) i da
‘
żymy do wyznaczenia funkcji wyrażaja

‘
cej pole tej

cze
‘
ści drogi, która znajduje sie

‘
w prostoka

‘
cie ABCD.



PROBLEM 5.

WYSOKOŚCI W TRÓJKA
‘
CIE

Problem bazowy

(a) Czy liczby 1, 1

2
, 1

3
moga

‘
być d lugościami wysokości pewnego trójka

‘
ta?

Problemy do wyboru

(b) Jakie warunki musza
‘
spe lniać liczby dodatnie h1, h2, h3, aby by ly one

wysokościami pewnego trójka
‘
ta?

(c) Korzystaja
‘
c ze wzoru Herona na pole S danego trójka

‘
ta, sprawdzić, że

S =
1

√

(

1

h1

+ 1

h2

+ 1

h3

)(

1

h1

+ 1

h2

−

1

h3

)(

1

h1

−

1

h2

+ 1

h3

)(

−

1

h1

+ 1

h2

+ 1

h3

)

,

gdzie h1, h2, h3 sa
‘
d lugościami wysokości tego trójka

‘
ta.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniów lub nauczyciela.

Sugestie: jakie warunki musza
‘
spe lniać liczby dodatnie h1, h2, h3, aby by ly

one wysokościami trójka
‘
ta równoramiennego (ostroka

‘
tnego, rozwartoka

‘
tne-

go)? Zastanowić sie
‘

nad konstrukcja
‘
trójka

‘
ta o danych wysokościach.

Wskazówki

(A) Jak wiadomo, z odcinków a, b, c można zbudować trójka
‘
t jedynie wtedy,

gdy a + b > c, a + c > b i b + c > a. Jeśli przez S oznaczymy pole trójka
‘
ta

o wysokościach 1, 1

2
, 1

3
, to mamy

2S = a · 1 = b ·
1

2
= c ·

1

3
,

sta
‘
d a = 2S, b = 4S i c = 6S. Widzimy wie

‘
c, że a + b = c – czyli nie ma

takiego trójka
‘
ta.



(B) Rozumujemy podobnie jak w cze
‘
ści (A). Korzystaja

‘
c ze wzoru na pole

trójka
‘
ta otrzymujemy zależności ah1 = bh2 = ch3 = 2S, sta

‘
d a = 2S/h1,

b = 2S/h2 i c = 2S/h3. Aby istnia l ża
‘
dany trójka

‘
t, suma d lugości dwóch

boków musi być wie
‘
ksza niż d lugość trzeciego boku, sta

‘
d mamy warunki:

1

h1

+
1

h2

>
1

h3

,
1

h1

+
1

h3

>
1

h2

,
1

h2

+
1

h3

>
1

h1

.

(C) Wzór Herona na pole S trójka
‘
ta o danych bokach a, b, c ma postać:

S =
√

p(p − a)(p − b)(b − c), gdzie p =
a + b + c

2
(1)

(można go wyprowadzić wprost ze szkolnego wzoru na pole S = 1

2
ah obli-

czaja
‘
c wysokość h z twierdzenia Pitagorasa). Korzystamy z wcześniej wy-

prowadzonych zależności: a = 2S/h1, b = 2S/h2 i c = 2S/h3. Podstawiaja
‘
c

w (1) za a, b, c odpowiednie wyrażenia dostaniemy równość, o która
‘
chodzi.

(D) Aby trójka
‘
t o danych wysokościach h1, h2, h3 by l równoramienny, (poza

warunkiem koniecznym na istnienie trójka
‘
ta) dwie z wysokości musza

‘
być

równe. Aby znaleźć warunek na na trójka
‘
t ostroka

‘
tny, wygodnie jest naj-

pierw wyznaczyć odpowiednia
‘

zależność dla jego boków (a, b, c). Z twier-

dzenia kosinusów wynika, że jeśli a2 + b2 > c2 (ogólnie: suma kwadratów

d lugości dwóch boków jest wie
‘
ksza niż kwadrat trzeciego boku), to trójka

‘
t

jest ostroka
‘
tny; jeśli zaś a2 + b2 < c2 (ogólnie: suma kwadratów d lugości

dwóch boków jest mniejsza niż kwadrat trzeciego boku), to trójka
‘
t jest

rozwartoka
‘
tny. Sta

‘
d odpowiednie warunki napisane dla danych wysokości

maja
‘
postać: 1

h2

1

+ 1

h2

2

> 1

h2

3

(wraz z cyklicznymi zamianami indeksów), ba
‘
dź

odpowiednio 1

h2

1

+ 1

h2

2

< 1

h2

3

(wraz z cyklicznymi zamianami indeksów).



PROBLEM 6

ROZMIEŃ NA DROBNE!

Problem bazowy

(a) Na ile sposobów można wyp lacić kwote
‘

15 z l przy użyciu jedno- i dwu-

z lotówek?

Problemy do wyboru.

(b) Rozwia
‘
zać zaproponowane zadanie dla dowolnej kwoty K z l, gdzie K

jest dana
‘
liczba

‘
naturalna

‘
.

(c) Na ile sposobów można wyp lacić kwote
‘

15 z l używaja
‘
c tylko monet o

nominale przynajmniej 1 z l? Jak jest odpowiedź dla dowolnej kwoty K?

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniów lub nauczyciela.

Sugestie: Spróbować znaleźć sposób na oszacowanie wynikowej liczby, gdy

dopuścimy rozmienianie kwoty 15 z l dowolnymi monetami (także groszowy-

mi). Czy rza
‘
d wielkości otrzymanego wyniku jest zgodny z oczekiwaniami?

Wskazówki

(A) Oznaczmy przez x i y odpowiednio liczby monet jednoz lotowych i

dwuz lotowych użytych do rozmienienia kwoty 15 z l. Mamy wie
‘
c x+2y = 15.

Zadanie można rozwia
‘
zać metoda

‘
prób i b le

‘
dów: z równości 2y = 15 − x

wynika, że x musi być liczba
‘

nieparzysta
‘

x ∈ {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}.

Wtedy znajdziemy moliwe wartości jakie przyjmuje druga zmienna y ∈

{7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0}. Zatem jest 8 takich sposobów.

(B) Dla dowolnej danej kwoty K ∈ N rozpatrywanie wszystkich możliwości

metoda
‘

prób i b le
‘
dów nie jest najlepszym sposobem. Zadanie można roz-

wia
‘
zać graficznie zauważaja

‘
c, że szukana wielkość jest liczba

‘
punktów kra-

towych (czyli o ca lkowitych wspó lrze
‘
dnych) leża

‘
cych na odcinku prostej



y = −2x + K znajduja
‘
cym sie

‘
w pierwszej ćwiartce uk ladu wspó lrze

‘
dnych.

x

y

y
=
−

2
x

+
K

K

K

2

 Latwo widać, że w danym przypadku rozwia
‘
zań jest tyle, ile wyborów liczby

ca lkowitej x, przy czym 0 ≤ x ≤ K

2
. Sta

‘
d odpowiedź: sposobów jest

[

K

2

]

([a] oznacza cze
‘
ść ca lkowita

‘
liczby a).

(C) Jeśli do dyspozycji mamy także monety pie
‘
cioz lotowe, to nietrudno

zobaczyć, że tym razem wszystkich sposobów rozmienienia kwoty 15 z l jest
[

15

2

]

+
[

10

2

]

+
[

5

2

]

+ 1 = 7 + 5 + 2 + 1 = 15. Ogólnie, dla dowolnej kwoty K

wartość ta wynosić be
‘
dzie:

1 +

[ K

5 ]
∑

i=0

[

K − 5i

2

]

. (1)

(D) Bardzo niedok ladne szacowanie (od do lu) dostaniemy obliczaja
‘
c znale-

ziona
‘
metoda

‘
liczbe

‘
sposobów rozmienienia kwoty 15 z l (czyli 1500 groszy)

na 1-, 2- i 5- groszówki nie dbaja
‘
c o pozosta le nomina ly. Zgodnie ze wzorem



(1) ilość tych sposobów to

1 +

[ 1500

5 ]
∑

i=0

[

1500 − 5i

2

]

= 1 +

300
∑

i=0

[

1500 − 5i

2

]

= 112801.

Tak naprawde
‘

faktyczna liczba sposobów wydania kwoty 15 z l tylko bilonem

jest wielokrotnie wie
‘
ksza. (Można spróbować napisać odpowiedni program

komputerowy, który wyliczy te
‘

wartość).



PROBLEM 7.

CA LKOWITE WARTOŚCI.

Problem bazowy.

(a) Wykazać, że jeżeli funkcja f(x) = ax2 + bx + c przybiera wartości

ca lkowite dla każdego ca lkowitego argumentu x, to liczby 2a, a+b i c musza
‘

być ca lkowite.

Problemy do wyboru.

(b) Sformu lować i zbadać prawdziwość twierdzenia odwrotnego.

(c) Czy jest prawda
‘
, że jeśli f(x) jest wymierne dla dowolnego x ∈ Q, to

a, b, c ∈ Q?

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniów lub nauczyciela.

Sugestie: Jakie warunki musza
‘
spe lniać wspó lczynniki a, b, c i d, aby funkcja

g(x) = ax3 + bx2 + cx + d przyjmowa la wartości ca lkowite dla ca lkowitych

argumentów x? Rozwia
‘
zać zadanie analogiczne do (c) dla funkcji g(x) =

ax3 + bx2 + cx + d.

Wskazówki metodologiczne.

(A) Rozwia
‘
zanie można oprzeć na prostym spostrzeżeniu, że zgodnie z

danym za lożeniem liczby f(0), f(1), f(2) musza
‘
być ca lkowite. Zatem liczby

c, a+b+c i 4a+2b+c sa
‘
ca lkowite. Suma i różnica liczb ca lkowitych dalej jest

ca lkowita, sta
‘
d (a+b+c)−c = a+b ∈ Z i dalej (4a+2b+c)−2 ·(a+b)−c =

2a ∈ Z. To kończy dowód.

(B) Twierdzenie odwrotne ma postać: jeżeli liczby 2a, a+b i c sa
‘

ca lkowite,

to wartości trójmianu kwadratowego f(x) = ax2 + bx + c sa
‘

ca lkowite



dla ca lkowitych argumentów x. Jest to twierdzenie prawdziwe. Można

je udowodnić naste
‘
puja

‘
co. Mamy

f(x) = ax2 + bx + c = 2a ·
x(x − 1)

2
+ (a + b)x + c. (1)

Jeśli x ∈ Z, to x(x−1)/2 też jest liczba
‘
ca lkowita

‘
, gdyż x(x−1) jako iloczyn

dwóch kolejnych liczb ca lkowitych jest parzysty. Jeżeli liczby x, 2a, a + b i

c sa
‘
ca lkowite, to z (1) wynika, że f(x) jest liczba

‘
ca lkowita

‘
.

(C) Zdanie to jest prawdziwe. Mamy bowiem c = f(0) ∈ Q (bo 0 jest liczba
‘

wymierna
‘
). Podobnie otrzymujemy, że sumy

u = a + b = f(1) − c oraz v = a − b = f(−1) − c

sa
‘
wymierne. Ale wtedy liczby a = u+v

2
i b = u−v

2
sa

‘
wymierne – to kończy

dowód.

(D) Zupe lnie analogicznie można pokazać, ze dla wielomianu trzeciego stop-

nia g(x) = ax3 + bx2 + cx + d warunkiem koniecznym i wystarczaja
‘
cym na

to, aby g(x) ∈ Z jeśli tylko x ∈ Z jest by liczby 6a, 2b, a + b + c i d

by ly ca lkowite. Mamy bowiem g(−1), g(0), g(1), g(2) ∈ Z ska
‘
d natychmiast

d ∈ Z oraz a + b + c = g(1)− g(0) ∈ Z. Dalej 2b = g(1) + g(−1)− 2g(0) ∈ Z

i w końcu 6a = g(2) − 2g(1) − 2b − g(0) ∈ Z. Dowód implikacji odwrotnej

wynika z równości:

g(x) = 6a ·
(x − 1)x(x + 1)

6
+ 2b ·

x(x − 1)

2
+ (a + b + c)x + d.

W tym przypadku analogon stwierdzenia zawartego w zadaniu (c) także jest

prawdziwy. Dowód jest podobny jak dla wielomianu stopnia drugiego.



PROBLEM 8

ŚRODKI BOKÓW CZWOROKA
‘
TÓW

Problem bazowy

(a) Dany jest czworoka
‘
t wypuk ly o polu S. Obliczyć pole czworoka

‘
ta pow-

sta lego przez po la
‘
czenie odcinkami sa

‘
siednich środków boków tego czworo-

ka
‘
ta.

Problemy do wyboru

(b) Sprawdzić, czy za lożenie wypuk lości jest istotne w powyższym zadaniu.

(c) Środki boków dwóch czworoka
‘
tow wypuk lych pokrywaja

‘
sie

‘
. Wykazać,

że pola tych czworoka
‘
tów sa

‘
jednakowe.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniów lub nauczyciela.

Sugestia: Zbadać, czy za lożenie wypuk lości w zadaniu (c) ma znaczenie.

Wskazówki

(A) Wykonuja
‘
c odpowiedni rysunek z pewnościa

‘
zauważymy, że czworoka

‘
t,

którego pole mamy wyznaczyć jest równoleg lobokiem. Dowód tej obserwacji

(choć nie jest on niezbe
‘
dny do rozwia

‘
zania zadania) jest natychmiastowy.

Przyjmuja
‘
c oznaczenia jak na ilustracji poniżej,  latwo sprawdzamy, że od-

cinki NM i KL sa
‘

równoleg le do przeka
‘
tnej AC. Podobnie odcinki NK

i ML sa
‘

równoleg le do przeka
‘
tnej DB czworoka

‘
ta. Zauważmy teraz, że

PANK = 1

4
PADB i podobnie

PBKL =
1

4
PBAC , PCLM =

1

4
PCBD, PDMN =

1

4
PDCA.

Dodaja
‘
c stronami równości pierwsza

‘
i trzecia

‘
oraz druga

‘
i czwarta

‘
dosta-

jemy

PANK + PCLM =
1

4
S oraz PBKL + PDMN =

1

4
S.



Pozostaje zauważyć, że aby wyznaczyć pole czworoka
‘
ta (równoleg loboku)

KLMN wystarczy wzia
‘
ć różnice

‘
pola S i sumy pól trójka

‘
tów narożnych –

czyli PKLMN = S −

1

4
S −

1

4
S = 1

2
S.

A B

C

D

K

L

M

N

A B

C

D

K

L

M

N

(B) Okazuje sie
‘
, że za lożenie wypuk lości można pomina

‘
ć. Dowód z nie-

znacznymi zmianami przebiega analogicznie do pierwszego.

(C) Teza zadania wynika bezpośrednio z poprzedniej cze
‘
ści. Jeśli środki

boków dwóch czworoka
‘
tow pokrywaja

‘
sie

‘
, to czworoka

‘
ty wyznaczone przez

te środki też sie
‘

pokrywaja
‘
. Każdy z takich czworoka

‘
tów ma pole be

‘
da

‘
ce

po lowa
‘
odpowiadaja

‘
cego mu czworoka

‘
ta wyjściowego. Skoro te dwie liczby

sa
‘
równe, to pola wyjściowych figur także musza

‘
być jednakowe.

(D) Oczywíscie wypuk lość nie ma znaczenia – twierdzenie pozostaje praw-

dziwe także dla czworoka
‘
tów wkle

‘
s lych oraz dla par wkle

‘
s lo-wypuk lych.

Ciekawym ćwiczeniem mog loby być narysowanie przyk ladu dwóch czworo-

ka
‘
tów: wkle

‘
s lego i wypuk lego o wspólnych środkach boków oraz podanie

konstrukcji tego typu czworoka
‘
tów (odpowiedników dla ABCD) dla danego

równoleg loboku KLMN .



PROBLEM 9

DODAWANIE FIGUR

Problem bazowy.

(a) Dla dwóch p laskich figur F i G umieszczonych w prostoka
‘
tnym uk ladzie

wspó lrze
‘
dnych, określamy operacje

‘
dodawania w naste

‘
pujcy sposób:

F + G = {(xF + xG, yF + yG) : (xF , yF ) ∈ F ∧ (xG, yG) ∈ G}.

Wiadomo, że F jest kwadratem o wierzcho lkach w punktach (±1,±1), a

G jest kwadratem, którego przeka
‘
tna

‘
jest odcinek o końcach (1, 2) i (2, 3).

Jaka
‘
figura

‘
jest F + G?

Problemy do wyboru.

(b) Czy istnieje figura G maja
‘
ca w lasność: F + G = F dla dowolnej figury

F ? Czy zawsze zachodzi równość F + G = G + F ?

(c) Znajdź pole figury be
‘
da

‘
cej wynikiem dzia lania F + G, jeśli wiadomo, że

F i G sa
‘
kwadratami o polach S1 i S2 i bokach równoleg lych do osi uk ladu

wspó lrze
‘
dnych.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniów lub nauczyciela.

Sugestia: Sprawdź, czy wynikiem takiego dodawania dwóch odcinków jest

zawsze odcinek? A czy dodaja
‘
c w podany sposób dwa ko la zawsze otrzy-

mamy ko lo?

Wskazówki metodologiczne.

(A) Nietrudno sprawdzić, że w opisanym przypadku F + G jest kwadratem

o boku d lugości 3 (rysunek). Aby to uzasadnić najlepiej najpierw zobaczyć

co jest wynikiem dzia lania F +{(a, b)} – czyli gdy dodajemy dana
‘
figure

‘
do

figury z lożonej z jednego punktu. Wtedy oczywíscie wynikiem jest figura



F przesunie
‘
ta o wektor [a, b]. W ten sposób można dojść do wniosku, że

rezultatem dzia lania F + G be
‘
dzie suma (mnogościowa) poprzesuwanych

kwadratów G o wektory wyznaczone przez kwadrat F . Można już teraz

zauważyć, ze wystarczy rozważyć pieć takich przesunie
‘
ć: o wektor zerowy

(bo (0, 0) ∈ F ) i o wektory o wspó lrze
‘
dnych [±1,±1] – zwia

‘
zanych z wierz-

cho lkami figury F .

x

y

2

2

3

3

4

4

F

G

x

y

-1

-1

1

1

2

2

3

3

4

4

F + G

(B) Tak. Jedynym takim zbiorem jest figura jednopunktowa: G = {(0, 0)} –

co  latwo wyprowadzić wprost z definicji operacji dodawania figur. Opisana

operacja jest też przemienna.

(C) Przeprowadzaja
‘
c analize

‘
podobna

‘
do tej z pierwszego proponowanego

zadania,  latwo dojść do wniosku, że wynkiem dodawania F +G w opisanym

przypadku także be
‘
dzie kwadrat. Pozostaje wyznaczyć d lugość jego boku.

Ponieważ interesuje nas tylko pole figury F +G, możemy za lożyć, że środek

figury F pokrywa sie
‘

z pocza
‘
tkiem uk ladu wspó lrze

‘
dnych. Niech 2d1 =

√
2S1 be

‘
dzie d lugościa

‘
przeka

‘
tnej kwadratu F , a 2d2 =

√
2S2 – d lugościa

‘
przeka

‘
tnej kwadratu G. Kolejne wierzcho lki kwadratu G przesunie

‘
te o

odpowiadaja
‘
ce im wektory [±d1,±d2] sa

‘
wierzcho lkami kwadratu F + G.

Zatem przeka
‘
tna tego ostatniego ma d lugość d = d1 + 2d2 + d1, jest wie

‘
c

suma
‘
d lugości przeka

‘
tnych kwadratów sk ladowych. Pole F + G wynosi

d2

2
=

(

√

S1 +
√

S2

)

.



(D) Dodanie dwóch prostopad lych odcinków daje prostoka
‘
t – wie

‘
c tu odp-

wowiedź jest negatywna. Natomiast wynikiem dodawania dwóch danych kó l

jest zawsze ko lo, przy czym jeśli F jest ko lem o środku w (a1, b1) i promieniu

r1, a G jest ko lem o środku w punkcie (a2, b2) i promieniu r2, to F + G jest

ko lem o środku (a1 + a2, b1 + b2) i promieniu (r1 + r2).

Warto zbadać jak wygla
‘
da wynik dodawania figur o różnych kszta ltach, np.

ko la i kwadratu, albo odcinka i trójka
‘
ta...



PROBLEM 9

DODAWANIE FIGUR

Problem bazowy.

(a) Dla dwóch p laskich figur F i G umieszczonych w prostoka
‘
tnym uk ladzie

wspó lrze
‘
dnych, określamy operacje

‘
dodawania w naste

‘
pujcy sposób:

F + G = {(xF + xG, yF + yG) : (xF , yF ) ∈ F ∧ (xG, yG) ∈ G}.

Wiadomo, że F jest kwadratem o wierzcho lkach w punktach (±1,±1), a

G jest kwadratem, którego przeka
‘
tna

‘
jest odcinek o końcach (1, 2) i (2, 3).

Jaka
‘
figura

‘
jest F + G?

Problemy do wyboru.

(b) Czy istnieje figura G maja
‘
ca w lasność: F + G = F dla dowolnej figury

F ? Czy zawsze zachodzi równość F + G = G + F ?

(c) Znajdź pole figury be
‘
da

‘
cej wynikiem dzia lania F + G, jeśli wiadomo, że

F i G sa
‘
kwadratami o polach S1 i S2 i bokach równoleg lych do osi uk ladu

wspó lrze
‘
dnych.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniów lub nauczyciela.

Sugestia: Sprawdź, czy wynikiem takiego dodawania dwóch odcinków jest

zawsze odcinek? A czy dodaja
‘
c w podany sposób dwa ko la zawsze otrzy-

mamy ko lo?

Wskazówki metodologiczne.

(A) Nietrudno sprawdzić, że w opisanym przypadku F + G jest kwadratem

o boku d lugości 3 (rysunek). Aby to uzasadnić najlepiej najpierw zobaczyć

co jest wynikiem dzia lania F +{(a, b)} – czyli gdy dodajemy dana
‘
figure

‘
do

figury z lożonej z jednego punktu. Wtedy oczywíscie wynikiem jest figura



F przesunie
‘
ta o wektor [a, b]. W ten sposób można doj́sć do wniosku, że

rezultatem dzia lania F + G be
‘
dzie suma (mnogościowa) poprzesuwanych

kwadratów G o wektory wyznaczone przez kwadrat F . Można już teraz

zauważyć, ze wystarczy rozważyć pieć takich przesunie
‘
ć: o wektor zerowy

(bo (0, 0) ∈ F ) i o wektory o wspó lrze
‘
dnych [±1,±1] – zwia

‘
zanych z wierz-

cho lkami figury F .

x

y

2

2

3

3

4

4

F

G

x

y

-1

-1

1

1

2

2

3

3

4
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F + G

(B) Tak. Jedynym takim zbiorem jest figura jednopunktowa: G = {(0, 0)} –

co  latwo wyprowadzić wprost z definicji operacji dodawania figur. Opisana

operacja jest też przemienna.

(C) Przeprowadzaja
‘
c analize

‘
podobna

‘
do tej z pierwszego proponowanego

zadania,  latwo doj́sć do wniosku, że wynkiem dodawania F +G w opisanym

przypadku także be
‘
dzie kwadrat. Pozostaje wyznaczyć d lugość jego boku.

Ponieważ interesuje nas tylko pole figury F +G, możemy za lożyć, że środek

figury F pokrywa sie
‘

z pocza
‘
tkiem uk ladu wspó lrze

‘
dnych. Niech 2d1 =

√
2S1 be

‘
dzie d lugościa

‘
przeka

‘
tnej kwadratu F , a 2d2 =

√
2S2 – d lugościa

‘
przeka

‘
tnej kwadratu G. Kolejne wierzcho lki kwadratu G przesunie

‘
te o

odpowiadaja
‘
ce im wektory [±d1,±d2] sa

‘
wierzcho lkami kwadratu F + G.

Zatem przeka
‘
tna tego ostatniego ma d lugość d = d1 + 2d2 + d1, jest wie

‘
c

suma
‘
d lugości przeka

‘
tnych kwadratów sk ladowych. Pole F + G wynosi

d2

2
=

(

√

S1 +
√

S2

)

.



(D) Dodanie dwóch prostopad lych odcinków daje prostoka
‘
t – wie

‘
c tu odp-

wowiedź jest negatywna. Natomiast wynikiem dodawania dwóch danych kó l

jest zawsze ko lo, przy czym jeśli F jest ko lem o środku w (a1, b1) i promieniu

r1, a G jest ko lem o środku w punkcie (a2, b2) i promieniu r2, to F + G jest

ko lem o środku (a1 + a2, b1 + b2) i promieniu (r1 + r2).

Warto zbadać jak wygla
‘
da wynik dodawania figur o różnych kszta ltach, np.

ko la i kwadratu, albo odcinka i trójka
‘
ta...



T E S T

Rozwia
‘
zać poniższe zadania w czasie 60 min

(za każde zadanie maksymalnie 5 pkt)

(1) Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nierówność 2n > 4n − 3 ?

(2) Zużycie paliwa w samochodzie określa funkcja: z(x) = x2 + 6x + 0, 81,

gdzie z(x) jest ilościa
‘
spalanego paliwa wyrażona

‘
w litrach na 100 km, a x

jest chwilowa
‘
pre

‘
dkościa

‘
samochodu wyrażona

‘
w setkach km/h. Przy jakiej

sta lej pre
‘
dkości x iloczyn: z(x)·(czas podróży) be

‘
dzie najmniejszy dla danej

trasy. Wsk. droga = pre
‘
dkość · czas.

(3) Narysować na p laszczyźnie zbiór wyznaczony przez warunek |x|+ |y| < 4

i obliczyć jego pole. Rysunek uzasadnić odpowiednim rachunkiem (dowo-

dem).

(4) Dany tróka
‘
t ABC ma obwód równy 1. Wykazać, że suma środkowych

boków tego trójka
‘
ta jest wie

‘
ksza od 3/4.


