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Opis

Projekt zakfada zrealizowanie w Kotach Mtodych Naukowcow klas licealnych 2
oraz 3 dziewieciu probleméw matematycznych. Ostatnie 10-te zajecia beda
przeznaczone na przeprowadzenie testu z zakresu wystepujgcego w problemach 1-9
oraz w maturalnych zestawach egzaminacyjnych z matematyki.

Kazdy temat zawiera sformutowanie problemu bazowego (a) - do rozwigzywania
w obu klasach oraz jego rozszerzenia (b) i (c) - do wyboru dla klasy 2 lub klasy 3. Kazdy
temat daje ponadto swobode w doborze dodatkowych probleméw zwiaszcza tych

dostrzezonych przez ucznidéw. Czasami podane sg sugestie takich problemow.

Uwagi prosze zgtasza¢ drogg elektroniczna na adres: aspakowski@wp.pl



KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

orTIMA

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

%

* Xk

* 4%

Projekt wspétfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Plan realizacji zadan

Lp.

Temat

Indukcja matematyczna

2 | Funkcje monotoniczne

3 | Ruch pitki po paraboli

4 | Optymalna droga

5 | Wysokosci w trojkgcie

6 | Rozmien na drobne

7 | Catkowite wartosci

8 | Srodki bokéw czworokgtéw
9 | Dodawanie figur.

10 | Test koncowy
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Wskazowki dotyczace sposobu opracowania

Raportu z realizacji komponentu wspolnego

MATEMATYKA

Do opracowania Raportu z realizacji komponentu wspdlnego niezbedne sg nastepujgce

sprawozdania:

A. Sprawozdania z kazdych zaje¢ winny by¢ przesytane na biezgco ( do 7 dni ) do OPTIMY

w formie elektronicznej. Sprawozdania te powinny zawiera¢ nastepujgce elementy:

1. Nazwa osrodka, numer i temat zajecé.

2. Data przeprowadzenia zajec.

3. Krétki opis zrealizowanych zadan / éwiczen / probleméw /etc.

4, Uwagi uczniéw i nauczyciela.

B. Sprawozdanie z testu koricowego na ostatnich zajeciach. Sprawozdanie to powinno by¢

przestane do OPTIMY w terminie do 14 dni i powinno zawieraé nastepujgce elementy:

1. Nazwa osrodka.
2. Data przeprowadzenia testu.
3. Wyniki testu w formie tabeli: ,ilo$¢ punktow” - ,ilos¢ ucznidw”.

4, Uwagi uczniéw i nauczyciela.
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Zatgcznik A

Programy zaje¢ dydaktycznych

w kotach matematycznych
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PROBLEM 1

INDUKCJA MATEMATYCZNA

Problem bazowy

(a) Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nieréwnos¢ 2" > n.

Problemy do wyboru

(b) Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nieréwnoéé 2" > n?.

(c) Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nieréwnogé 2™ > n3.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

Sugestie: n! > 2™; n! > 3"; n! > n2"; n! > n?2".

Wskazowki

(A) Badamy nieréwno$c (a) 2™ > n+1 dla poczatkowych liczb naturalnych.
Dla n = 1 mamy 2! > 1, dla n = 2 mamy 22 = 4 > 2, dla n = 3 mamy 23 =
8 > 3, itd. Dochodzimy do przekonania, ze nieréwnosé (a) bedzie prawdziwa
dla wszystkich liczb naturalnych. Udowodnimy to stosujac zasade indukcji
matematycznej (4 kroki dowodowe).

(1) Dla n = 1 nieréwnosé¢ (a) jest prawdziwa (sprawdziliSmy to przed
chwila).

(2) Niech (zalozenie indukcyjne) (a) zachodzi dla pewnej liczby n > 1.

(3) Pokazemy, ze (a) zachodzi dla liczby n + 1. Z (2) mamy:

2ntl = 927.2 > n .2 =2n.

Wystarczy zatem pokazac¢, ze 2n > n + 1. Przeprowadzamy analize te]
nierownosci. Mamy 2n>n+1 & n > 1.
Poniewaz n > 1 dla kazdej liczby naturalnej, to 2n > n + 1 takze dla kazdej
liczby naturalnej. W konsekwencji: 2" > n+1, tj. (a) zachodzi dla liczby
n + 1.
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(4) Na mocy zasady indukcji matematycznej, nier6wnosé (a) zachodzi dla

kazdej liczby naturalnej (n = 1,2,...).

(B) Tak jak w problemie bazowym badamy (b) dla poczatkowych liczb
naturalnych. Dochodzimy do przekonania, ze (b) powinna zachodzi¢ dla
n = 1 oraz dla n > 5. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Dla liczb n > 5
przeprowadzamy dowod indukcyjny.

(1) Dla n = 5 mamy 2° = 32 > 52 = 25.

(2) Niech (b) zachodzi dla pewnej liczby n > 5 (zalozenie indukcyjne).

(3) Pokazemy (b) dla liczby n + 1. Mamy: 271 =27 .2 > n?.2 = 2n2.
Wystarczy zatem pokazaé, ze 2n? > (n + 1)? dla n > 5. Mamy:

2n2>n+1)? ©2n2>n>+2n+1 & n?-2n—-1>0.

Wystarczy teraz przeprowadzi¢ analize nieréwnosci kwadratowe]

2 —2x — 1> 0, x zmienna rzeczywista.
Mamy: A =4+4+4=28>0, VA =+8=2V2,

2 - 2v/2 21+ 2v/2
=T <0, m =T

Stad (mozna tu narysowaé parabole y = 2% — 2z — 1) mamy: 2n? > (n+1)3

=1+v2€(2,3).

xq

dla n > 3. W konsekwencji, poniewaz n > 5, mamy (b) dla liczby n + 1.
(4) Na mocy zasady indukcji matematycznej (a) zachodzi dla kazdej liczby

naturalnej n > 5 oraz oczywiscie dla n = 1.

(C) Postepujemy podobnie jak w (B). W punkcie (3) dowodu indukcyjnego
mamy 2”71 = 27 .2 > 2n3. Wystarczy zatem uzyskaé¢ nieréwnosé 2n3 >
(n+1)3 =n3+3n? +3n + 1. Mamy

2n3 >n3 +3n? +3n+ 1.
Analiza nieréwnosci stopnia 3 nie jest latwa ale wystarczy zredukowaé pro-
blem do nieréwnosci stopnia < 2. Na przyktad tak: wystarczy aby

2n3 > n3 +3n? +3n+n=n+3n%+4n.
poniewaz n® +3n? +3n+n > n3+3n?4+3n+1. Do analizy pozostaje zatem

nierowno$é kwadratowa 2n3 > n3+3n?44n, réwnowaznie: 2n? > n?+3n+4.
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PROBLEM 2

FUNKCJE MONOTONICZNE

Problem bazowy

(a) Okresli¢ dziedziny i zbada¢ monotonicznosé funkeji

1

fla) =, >0 g<x>=|;1‘,x7éo.

Problemy do wyboru

2
(b) Wykazaé, ze funkcja h(x) = x + %" rosnie na [a, 00) oraz maleje na
x

(0, al], gdzie a > 0.
1

(c) Zbada¢ monotonicznosé funkeji k(z) = 22 + —, x > 0.
x

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

Sugestie: Funkcje podobne jak wyzej, np., |z + 1/z|; |z| + 1/|z|.

Wskazowki

(A) Przypominamy najpierw podstawowe definicje. Niech P C R dowolny
przedzial. Funkcja f: P — R jest rosnaca, jesli f(x1) < f(z2) dla kazdych
r1 < x9 z przedzialu P. Funkcja f : P — R jest malejaca, jesli f(z2) <
f(x1) dla kazdych z1 < x5 z przedziatu P.

Niech f(z) = 1/z dla x > 0. Szkicujemy wykres funkcji f i dochodzimy
do przekonania (rysunek nie jest dowodem), ze f jest malejaca na (0, +00).
Teraz przeprowadzamy dowdd (matematyczny) tego stwierdzenia. Niech
xr1,x2 > 0. Mamy: f(z1) > f(x2) < L > L & 1 < T9. W konsek-

I T2
wencji, f jest funkcja malejaca,.

(B) Niecha =11z > 21 > 1. Wtedy h(z1) < h(x2) < h(xz) —h(z1) >0

1 1 To — X1

>0 &
T Zq T1T2
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1 T1To — 1
)=($2—$1)L-

— 1 —
(372 l'l)( I1T2 T1T2

Podobnie argumentujemy dla x1,x2 < 1. Dla dowolnego a > 0 dowdd tatwo

zmodyfikowac.

(C) Analiza (algebraiczna) monotonicznosci funkcji k£ jest zmudna i skom-
plikowana. Problem ulega znacznemu uproszczeniu, gdy postuzymy sie
rachunkien rézniczkowym wprowadzonym ad hoc - w ograniczonym zakresie

na potrzeby tylko tego problemu. Granice funkcji w punkcie xzq:

lim f(x) = lim f(xog+h) =0

r—xg h—0
wprowadzamy intuicyjnie jako ”zblizanie sie” f(z) do liczby b, gdy z zbliza
sie do xg, rownowaznie, gdy h ”zbliza sie” do zera. Granica

. flez+h) - f(z)
/ -]

fi(z) = lim .

to tzw. pochodna funkcji w punkcie x. Przyklady:

Y

F@) = a2, /@) = tim T i (00 4py = 20
1/(x+h)—-1/xz -1 1

f(x) =1/x, f'(x) = lim lim ———— =

:flzl—>0 h T h—oax(z+h) 2?2
Latwe jest uzasadnienie wzoru: pochodna sumy jest réwna sumie pochod-
nych. Stad w rozwazanym przykladzie mamy: (22 + 1/x) = 2z — 1/22.
Teraz wykorzystamy twierdzenie o znakach pochodnej: Jesli f'(z) > 0 dla
x € (a,b), to f jest rosnaca na (a,b). Jesli f/(z) < 0dlaz € (a,b), to f jest

malejaca na (a,b). Twierdzenie to podajemy bez dowodu. Mamy:

1 223 — 1 1
K(r)=2r——>0 & x2 >0 &> —=.
x x 2
W konsekwencji, k jest rosnaca na [1/+/2, +00) oraz malejaca na (0,1/+/2].

Poprzednie zadania, gdzie x > 0, mozna takze rozwiaza¢ przy uzyciu

pochodnych:
f(x) = (1/z) = —1/2% <0, stad f jest malejaca na (0, +00);

W (r)=1-1/22>0 © 22 -1>0 & x> 1.
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PROBLEM 3

RUCH PILKI PO PARABOLI

Problem bazowy

(a) Pitka o Srednicy 30 cm rzucana jest przez koszykarza znajdujacego sie
w odleglosci poziomej 6 metrow od kosza umieszczonego na wysokosci 3
metréw. Pilka startuje z wysokosci 2 metrow a nastepnie leci po paraboli
y = ax® + bx + c i trafia centralnie do kosza o érednicy 50 cm.

Wyznaczyé wszystkie parabole takich (centralnie trafnych) rzutéw. Na-

rysowac kilka przykiadow takich parabol.

Problemy do wyboru

(b) Wyznaczy¢ wszystkie parabole trafnych ” czystych rzutow”, tj. gdy pitka
nie dotyka obreczy kosza.

(c) Sformulowaé ogdlng definicje "trafnego rzutu” i wyznaczyé wszystkie

parabole trafnych rzutéow.

Wskazowki

Rozwiazywanie nalezy rozpocza¢ od interpretacji geometrycznej i nary-
sowania kilku przyktadowych rozwiazan (parabol).

(A) Srodek pilki umieszczamy na osi pionowej w punkcie A = (0,2). Cen-
tralne trafienie ma miejsce tylko wtedy, gdy $rodek pitki lecac po paraboli
y = ax? + bx + c trafia w punkt B = (6, 3) a jednoczesnie parabola lotu nie
przecina odcinka C'A, gdzie C' = (56/10,3) = (28/5,3), poniewaz 25 cm+15
cm=40 cm=4/10 m. Stad mamy warunki:

2=a-04b-04+c¢, stad c =2,
3 =36a + 6b+ 2, stad b=1/6 — 6a.
Ponadto a < 0. Rozwiazaniami tych warunkéw sa wszystkie parabole

postaci:
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2 1 -
Yy =axr® + E—Ga x + 2, gdzie a < 0.
Warunek nieprzecinania sie paraboli z odcinkiem C'D ma postac:

1
aw2+(6—6a)x—|—2>3 dla = 28/5, tj.

a(28/5)2 + <% — 6a> 28/5 > 1,
a(28/5)% 4+ 28/30 — 6a - 28/5 > 1,
a-(28/5)-(28/5 —6) > 1 — 28/30.
Stad dostajemy
2 1-14/15 1

LT (1 - 14/15).
“< 75 T35 11 /15)

(B) Postepujemy podobnie jak w (A) dopuszczajac odchylenia srodka

pitki od $rodka kosza o odpowiednia wielko$¢. Jaka?

(C) Tu mozemy dopuscié jeszcze wieksze odchylenia. Jakie?
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PROBLEM 4

OPTYMALNA DROGA

Problem bazowy

(a) Dziatka budowlana jest prostokatem ABCD o wymiarach 10x30 metrow.
Krotsze boki tej dziatki to odcinki AD i BC. Nalezy poprowadzi¢ droge
przez te dziatke w taki sposéb aby: (1) droga miala szeroko$é¢ 4 metréw,
(2) obie krawedzie drogi przecinaly boki AD i BC, (3) jedna z krawedzi
przecinajacych bok AD przechodzila przez punkt A, (4) obszar dzialki zajety

przez droge byl najmniejszy. Wyznaczy¢ taka droge o ile ona istnieje.

Problemy do wyboru

(b) Warunek (2) zastepujemy warunkiem: (2’) obie krawedzie drogi przeci-
naja boki AD i CD.

(c) Warunek (2) zastepujemy warunkiem: (2”) obie krawedzie drogi przeci-
naja bok AD.

(d) Co sie stanie, gdy opuscimy warunek (3)?

Wskazowki

Analize nalezy rozpoczaé wykonujac serie rysunkéw dla mozliwych drog
speliajacych warunki (1) - (4). Czy mozna intuicyjnie wskaza¢ optymalna,

droge?

(A) Prostokat ABCD umieszczamy na plaszczyznie R? tak aby punkt A
pokrywat sie z punktem (0,0) a bok AB lezal na osi Ox. Rozwazamy dwie
proste rownolegle reprezentujace krawedzie drogi. Proste te dla problemu

(a) beda miaty réwnania postaci:

y =ax oraz y = ax +b. (*)
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Parametr b mozemy wyznaczy¢ z warunku (1): odlegto$¢ tych prostych
jest réwna 4.

Warunek (2) pozwala wyznaczy¢ zakres zmiennosci parametru a.

Kolejny etap to wyznaczenie punktow, w ktorych proste (*) przecinaja
boki kwadratu.

Teraz proste wzory pozwalaja obliczy¢ pole tej czesci drogi, ktora znajduje
sie w prostokacie ABCD.

Pole to jest funkcja parametru a. Niech f(a) bedzie ta funkcja.

Pozostaje wyznaczy¢ (jesli istnieje) najmniejsza warto$¢ funkcji f.
(B) Postepujemy podobnie jak w (A).

(C) Przyjmujemy tu jeszcze bardziej stabe zatozenia. Postepujemy podob-
nie jak w (A) i (B) i dazymy do wyznaczenia funkcji wyrazajacej pole tej
czesci drogi, ktora znajduje sie w prostokacie ABCD.
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PROBLEM 5.

WYSOKOSCI W TROJKACIE

Problem bazowy

(a) Czy liczby 1, 3, % moga by¢ dlugosciami wysokosci pewnego trojkata?

Problemy do wyboru

(b) Jakie warunki musza, spemia¢ liczby dodatnie hy, hs, hs, aby byly one

wysoko$ciami pewnego trojkata?
(c) Korzystajac ze wzoru Herona na pole S danego trdjkata, sprawdzi¢, ze

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
\/(h—ﬁh—ﬁh—g) (h—1+h—2—h—3) (h—l—h—ﬁh—g) (—h—l+h—2+h—3>

gdzie hq, ho, h3 sa dlugosciami wysokosci tego tréjkata.

S =

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.
Sugestie: jakie warunki musza speliaé¢ liczby dodatnie hq, ho, hg, aby byty
one wysokosciami trdjkata réwnoramiennego (ostrokatnego, rozwartokatne-

go)? Zastanowi¢ sie nad konstrukcja trojkata o danych wysokosciach.

Wskazowki

(A) Jak wiadomo, z odcinkéw a, b, ¢ mozna zbudowaé tréjkat jedynie wtedy,

gdya+b>c,a+c>bib+c>a. Jedli przez S oznaczymy pole trojkata

1

o wysokosciach 1, 3, %, to mamy

1 1
95 —aq-1=b-==c-=
@ 5~ 3

stad a = 25, b =45 i c = 6S. Widzimy wiec, ze a + b = ¢ — czyli nie ma
takiego tréjkata.
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(B) Rozumujemy podobnie jak w czesci (A). Korzystajac ze wzoru na pole
tréjkata otrzymujemy zaleznosci ahy = bhe = chs = 25, stad a = 25/hq,
b=2S/hy ic=2S5/hs. Aby istnial zadany trojkat, suma dilugoséci dwéch

bokéw musi by¢ wieksza niz dlugosé trzeciego boku, stad mamy warunki:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

> .
h  he ha h  hs he’ hy hs M

(C) Wz6r Herona na pole S tréjkata o danych bokach a, b, ¢ ma postaé:

a+b+c

S=vpp—a)p-bb-c), gdde p=—7

(1)

(mozna go wyprowadzi¢ wprost ze szkolnego wzoru na pole S = %ah obli-
czajac wysokosé¢ h z twierdzenia Pitagorasa). Korzystamy z wcze$niej wy-
prowadzonych zalezno$ci: a = 25/hq, b = 25/hy i ¢ = 25/hs. Podstawiajac

w (1) za a, b, ¢ odpowiednie wyrazenia dostaniemy rownosé, o ktéra, chodzi.

(D) Aby tréjkat o danych wysokosciach hy, ho, hg byl réwnoramienny, (poza
warunkiem koniecznym na istnienie tréjkata) dwie z wysokos$ci musza by¢
rowne. Aby znalez¢ warunek na na tréjkat ostrokatny, wygodnie jest naj-
pierw wyznaczy¢ odpowiednia zalezno$é dla jego bokéw (a, b, ¢). Z twier-
dzenia kosinuséw wynika, ze jesli a + b? > ¢? (ogdlnie: suma kwadratéw
dtugosci dwéch bokéw jest wieksza niz kwadrat trzeciego boku), to tréjkat
jest ostrokatny; jesli zad a? + b? < ¢? (ogblnie: suma kwadratéw diugosci
dwdéch bokéw jest mniejsza niz kwadrat trzeciego boku), to tréjkat jest
rozwartokatny. Stad odpowiednie warunki napisane dla danych wysokosci
1

. 01 1 . . . .. , ,
maja, postac: TRz > e (wraz z cyklicznymi zamianami indeksow), badz

s

. . 1 1 . . . .. ,
odpowiednio T < (wraz z cyklicznymi zamianami indeksow).

W N
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PROBLEM 6

ROZMIEN NA DROBNE!

Problem bazowy

(a) Na ile sposobéw mozna wyptaci¢ kwote 15 zt przy uzyciu jedno- i dwu-

ztotowek?
Problemy do wyboru.

(b) Rozwiazaé¢ zaproponowane zadanie dla dowolnej kwoty K zt, gdzie K

jest dana, liczba, naturalna,

(c) Na ile sposobéw mozna wyplaci¢ kwote 15 zt uzywajac tylko monet o

nominale przynajmniej 1 z1? Jak jest odpowiedz dla dowolnej kwoty K7

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.
Sugestie: Sprobowaé znalezé sposéb na oszacowanie wynikowej liczby, gdy
dopuscimy rozmienianie kwoty 15 zt dowolnymi monetami (takze groszowy-

mi). Czy rzad wielkosci otrzymanego wyniku jest zgodny z oczekiwaniami?
Wskazowki

(A) Oznaczmy przez x i y odpowiednio liczby monet jednozlotowych i
dwuzlotowych uzytych do rozmienienia kwoty 15 zt. Mamy wiec x+2y = 15.
Zadanie mozna rozwiaza¢ metoda, prob i bledow: z réwnosci 2y = 15 — x
wynika, ze z musi by¢ liczba nieparzysta x € {1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15}.
Wtedy znajdziemy moliwe wartosci jakie przyjmuje druga zmienna y €
{7,6,5,4, 3, 2,1, 0}. Zatem jest 8 takich sposobéw.

(B) Dla dowolnej danej kwoty K € N rozpatrywanie wszystkich mozliwosci
metoda prob i bledow nie jest najlepszym sposobem. Zadanie mozna roz-
wiazac graficznie zauwazajac, ze szukana wielko$¢ jest liczba punktéw kra-

towych (czyli o catkowitych wspdlrzednych) lezacych na odcinku proste;
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y = —2x + K znajdujacym sie w pierwszej ¢wiartce uktadu wspétrzednych.
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Latwo wida¢, ze w danym przypadku rozwiazan jest tyle, ile wyboréw liczby
catkowitej z, przy czym 0 < x < % Stad odpowiedz: sposobéw jest [%]

([a] oznacza cze$é catkowita, liczby a).

(C) Jesli do dyspozycji mamy takze monety pieciozlotowe, to nietrudno
zobaczy¢, ze tym razem wszystkich sposobow rozmienienia kwoty 15 zl jest
[%] + [%] + [%] +1=74+5+4+2+1=15. Ogolnie, dla dowolnej kwoty K

warto$¢ ta wynosi¢ bedzie:

.—.
ox
.

L+ [K‘M]. 1)

s
Il
o

(D) Bardzo niedoktadne szacowanie (od dotu) dostaniemy obliczajac znale-
ziona, metoda liczbe sposobéw rozmienienia kwoty 15 zt (czyli 1500 groszy)

na 1-, 2- i 5- groszoéwki nie dbajac o pozostate nominaly. Zgodnie ze wzorem
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(1) ilosé tych sposob6w to
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Tak naprawde faktyczna liczba sposobéw wydania kwoty 15 zt tylko bilonem
jest wielokrotnie wieksza. (Mozna sprobowaé¢ napisa¢ odpowiedni program

komputerowy, ktory wyliczy te wartosé).
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PROBLEM 7.

CALKOWITE WARTOSCI.

Problem bazowy.

(a) Wykazaé, ze jezeli funkcja f(z) = ax® + bx + c¢ przybiera wartosci
catkowite dla kazdego calkowitego argumentu x, to liczby 2a, a+b i ¢ musza,

by¢ catkowite.

Problemy do wyboru.
(b) Sformutowaé i zbadaé¢ prawdziwos¢ twierdzenia odwrotnego.

(c) Czy jest prawda, ze jesli f(z) jest wymierne dla dowolnego =z € Q, to
a, b, c e Q7

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

Sugestie: Jakie warunki musza spelnia¢ wspétczynniki a, b, ci d, aby funkcja
g(z) = ax® + bax? + cx + d przyjmowata wartosci calkowite dla catkowitych
argumentow z? Rozwiazaé zadanie analogiczne do (c¢) dla funkcji g(z) =

azx® + bx? + cx + d.

Wskazowki metodologiczne.

(A) Rozwiazanie mozna oprze¢ na prostym spostrzezeniu, ze zgodnie z
danym zalozeniem liczby f(0), f(1), f(2) musza by¢ calkowite. Zatem liczby
¢, a+b+cida+2b+c sa caltkowite. Suma i réznica liczb catkowitych dalej jest
catkowita, stad (a+b+c)—c =a+b € Zidalej (4a+2b+c)—2-(a+b)—c =
2a € 7. To konczy dowod.

(B) Twierdzenie odwrotne ma postaé: jezeli liczby 2a, a+b i ¢ sa catkowite,

to wartosci tréjmianu kwadratowego f(x) = az?® + bx + ¢ sa calkowite
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dla catkowitych argumentéw x. Jest to twierdzenie prawdziwe. Mozna
je udowodni¢ nastepujaco. Mamy

z(x —1)

f(z) =az® +br+c=2a- 5

+ (a+b)z +c. (1)

Jesliz € Z, to x(x—1)/2 tez jest liczba, catkowita, gdyz x(x—1) jako iloczyn
dwoéch kolejnych liczb catkowitych jest parzysty. Jezeli liczby x, 2a, a + b i
c sg caltkowite, to z (1) wynika, ze f(x) jest liczba calkowita.

(C) Zdanie to jest prawdziwe. Mamy bowiem ¢ = f(0) € Q (bo 0 jest liczba,

wymierna). Podobnie otrzymujemy, ze sumy

u=a+b=f(1)—c oraz v=a—-b=f(-1)—c

sa, wymierne. Ale wtedy liczby @ = %2 i h = Y= g5 wymierne — to korniczy

2 2
dowdd.

(D) Zupetnie analogicznie mozna pokazaé, ze dla wielomianu trzeciego stop-
nia g(z) = az> + ba? + cx + d warunkiem koniecznym i wystarczajacym na
to, aby g(z) € Z jedli tylko x € Z jest by liczby 6a, 2b, a + b+ c i d
byly catkowite. Mamy bowiem g(—1), g(0), g(1), g(2) € Z skad natychmiast
de€Zoraza+b+c=g(l)—g(0) € Z. Dalej 2b=g(1)+g(—1) —2¢g(0) € Z
i w konicu 6a = ¢g(2) — 2¢(1) — 2b — g(0) € Z. Dowdd implikacji odwrotnej

wynika z réwnosci:

(x —Dz(x+1) z(x —1)
. 2. S

g(x) = 6a - + (a+b+ )z +d.

W tym przypadku analogon stwierdzenia zawartego w zadaniu (c) takze jest

prawdziwy. Dowdd jest podobny jak dla wielomianu stopnia drugiego.
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PROBLEM 8

SRODKI BOKOW CZWOROKATOW

Problem bazowy

(a) Dany jest czworokat wypukty o polu S. Obliczy¢ pole czworokata pow-
stalego przez polaczenie odcinkami sasiednich srodkéw bokéw tego czworo-

kata.

Problemy do wyboru
(b) Sprawdzié, czy zalozenie wypuklosci jest istotne w powyzszym zadaniu.

(c) Srodki bokéw dwéch czworokatow wypuklych pokrywaja sie. Wykazad,

ze pola tych czworokatéw sa, jednakowe.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

Sugestia: Zbadaé, czy zalozenie wypuktosci w zadaniu (c) ma znaczenie.

Wskazowki

(A) Wykonujac odpowiedni rysunek z pewnoscia, zauwazymy, ze czworokat,
ktérego pole mamy wyznaczy¢ jest réwnolegtobokiem. Dowdd tej obserwacji
(choé nie jest on niezbedny do rozwiazania zadania) jest natychmiastowy.
Przyjmujac oznaczenia jak na ilustracji ponizej, latwo sprawdzamy, ze od-
cinki NM i KL sa rownolegle do przekatnej AC. Podobnie odcinki NK
i ML sa rownolegle do przekatnej DB czworokata. Zauwazmy teraz, ze

PANK = iPADB 1 pOdObl’lie

1 1 1

Ppir = ZPBAC; Peryv = ZPCBD, Ppyn = ZPDCA-

Dodajac stronami rownosci pierwsza, i trzecia oraz druga i czwarta, dosta-

jemy

1 1
Pank + PorLvm = ZS oraz Ppxr + Ppun = ZS-
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Pozostaje zauwazy¢, ze aby wyznaczy¢ pole czworokata (réwnolegloboku)
KLMN wystarczy wzia¢ réznice pola S i sumy pél tréjkatow naroznych —
czyli PKLMN = S - iS — %S = %S

(B) Okazuje sie, ze zalozenie wypuklo$ci mozna pominaé. Dowdd z nie-

znacznymi zmianami przebiega analogicznie do pierwszego.

(C) Teza zadania wynika bezposrednio z poprzedniej czedci. Jesli srodki
bokéw dwdch czworokatow pokrywaja sie, to czworokaty wyznaczone przez
te Srodki tez sie pokrywaja. Kazdy z takich czworokatow ma pole bedace
potowa odpowiadajacego mu czworokata wyjsciowego. Skoro te dwie liczby

sa, rowne, to pola wyjsciowych figur takze musza by¢ jednakowe.

(D) Oczywiscie wypuklo$¢ nie ma znaczenia — twierdzenie pozostaje praw-
dziwe takze dla czworokatéw wklestych oraz dla par wklesto-wypukiych.
Ciekawym ¢wiczeniem mogtoby by¢ narysowanie przykiadu dwéch czworo-
katow: wklestego i wypuklego o wspdlnych srodkach bokéw oraz podanie
konstrukcji tego typu czworokatéw (odpowiednikéow dla ABC D) dla danego
réwnolegloboku K LM N.
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PROBLEM 9

DODAWANIE FIGUR

Problem bazowy.

(a) Dla dwoch plaskich figur F' i G umieszczonych w prostokatnym ukladzie

wspoltrzednych, okreslamy operacje dodawania w nastepujcy sposéb:

F+G=A{(zr+2c,yr +yac): (zr,yr) € F N (zg,yc) € G}.

Wiadomo, ze F' jest kwadratem o wierzchotkach w punktach (+1,+1), a
G jest kwadratem, ktérego przekatna jest odcinek o koncach (1,2) i (2,3).
Jaka, figura jest F'+ G7?

Problemy do wyboru.

(b) Czy istnieje figura G majaca wlasnosé: F' + G = F dla dowolnej figury
F? Czy zawsze zachodzi rownos¢ F 4+ G =G + F?

(¢) Znajdz pole figury bedacej wynikiem dziatania F' + G, jesli wiadomo, ze
F' i G sa kwadratami o polach S; i Sy i bokach réwnolegltych do osi uktadu
wspolrzednych.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.
Sugestia: Sprawdz, czy wynikiem takiego dodawania dwéch odcinkéw jest
zawsze odcinek? A czy dodajac w podany sposéb dwa kola zawsze otrzy-

mamy kolo?

Wskazéwki metodologiczne.

(A) Nietrudno sprawdzi¢, ze w opisanym przypadku F' + G jest kwadratem
o boku dlugosci 3 (rysunek). Aby to uzasadnié najlepiej najpierw zobaczy¢
co jest wynikiem dzialania F' 4 {(a,b)} — czyli gdy dodajemy dana, figure do

figury zlozonej z jednego punktu. Wtedy oczywiscie wynikiem jest figura
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F przesunieta o wektor [a,b]. W ten sposéb mozna doj$¢ do wniosku, ze
rezultatem dzialania F' 4+ G bedzie suma (mnogosciowa) poprzesuwanych
kwadratow G o wektory wyznaczone przez kwadrat F. Mozna juz teraz
zauwazycC, ze wystarczy rozwazy¢ pie¢ takich przesunie¢: o wektor zerowy
(bo (0,0) € F) i o wektory o wspéhrzednych [+1, £1] — zwiazanych z wierz-
chotkami figury F'.

/\y /\y
4 4
3 3
G
2 2
F+G
1
F|l 2 38 4 i 1 1 2 3 4 I
-1+

(B) Tak. Jedynym takim zbiorem jest figura jednopunktowa: G = {(0,0)} —
co latwo wyprowadzi¢ wprost z definicji operacji dodawania figur. Opisana

operacja jest tez przemienna.

(C) Przeprowadzajac analize podobna do tej z pierwszego proponowanego
zadania, tatwo dojs¢ do wniosku, ze wynkiem dodawania F'4+ G w opisanym
przypadku takze bedzie kwadrat. Pozostaje wyznaczy¢ dlugosé jego boku.
Poniewaz interesuje nas tylko pole figury F'+ G, mozemy zalozy¢, ze srodek
figury F' pokrywa sie z poczatkiem ukiladu wspoétrzednych. Niech 2d; =
V/2S] bedzie dlugoscia, przekatnej kwadratu F, a 2ds = /25, — dlugoscia,
przekatnej kwadratu G. Kolejne wierzchotki kwadratu G przesuniete o
odpowiadajace im wektory [td;,+ds] sa wierzchotkami kwadratu F + G.
Zatem przekatna tego ostatniego ma diugos¢ d = dy + 2ds + dy, jest wiec
suma, dtugosci przekatnych kwadratéw sktadowych. Pole F' + G wynosi

%2=(J§1+J§z).
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(D) Dodanie dwéch prostopadtych odcinkéw daje prostokat — wiec tu odp-
wowiedz jest negatywna. Natomiast wynikiem dodawania dwdoch danych két
jest zawsze koto, przy czym jesli F' jest kotem o srodku w (a1, by) i promieniu
r1, a G jest kotem o srodku w punkcie (ag,b3) i promieniu 72, to F' + G jest
kotem o srodku (a; + ag, by + b2) i promieniu (r1 + r2).

Warto zbada¢ jak wyglada wynik dodawania figur o réznych ksztaltach, np.
kota i kwadratu, albo odcinka i trdjkata...
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PROBLEM 9

DODAWANIE FIGUR

Problem bazowy.

(a) Dla dwéch plaskich figur F'i G umieszczonych w prostokatnym ukladzie

wspolrzednych, okreslamy operacje dodawania w nastepujcy sposéb:
F+G=A{(xr+2c,yr+yac): (zr,yr) € F N (zg,yc) € G}.

Wiadomo, ze F' jest kwadratem o wierzchotkach w punktach (+1,+1), a
G jest kwadratem, ktérego przekatna jest odcinek o koncach (1,2) i (2,3).
Jaka figura jest F' + G?

Problemy do wyboru.

(b) Czy istnieje figura G majaca wlasnosé: F' + G = F dla dowolnej figury
F? Czy zawsze zachodzi rownos¢ F 4+ G =G + F7?

(¢) Znajdz pole figury bedacej wynikiem dziatania F'+ G, jesli wiadomo, ze
F' i G sa kwadratami o polach S7 i S5 i bokach réwnoleglych do osi uktadu
wspotrzednych.

(d) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.
Sugestia: Sprawdz, czy wynikiem takiego dodawania dwoch odcinkow jest
zawsze odcinek? A czy dodajac w podany sposéb dwa kola zawsze otrzy-

mamy koto?

Wskazéwki metodologiczne.

(A) Nietrudno sprawdzi¢, ze w opisanym przypadku F' + G jest kwadratem
o boku dtugosci 3 (rysunek). Aby to uzasadnié najlepiej najpierw zobaczy¢
co jest wynikiem dzialania F' 4 {(a,b)} — czyli gdy dodajemy dana, figure do

figury zlozonej z jednego punktu. Wtedy oczywiscie wynikiem jest figura



KAPITAL LUDZKI ormMa e |

MARDOONA SERATRLCL, Wi FLKDLST SPOLECZNY

|

Projekt wepbifinansowany przez Unie Europajska w ramach Europejskiago Funduszu Spolacanego

F przesunieta o wektor [a,b]. W ten sposéb mozna doj$¢ do wniosku, ze
rezultatem dzialania F' 4+ G bedzie suma (mnogosciowa) poprzesuwanych
kwadratéw G o wektory wyznaczone przez kwadrat F. Mozna juz teraz
zauwazyc¢, ze wystarczy rozwazy¢ pieé¢ takich przesunieé¢: o wektor zerowy
(bo (0,0) € F) i o wektory o wspohrzednych [£1, £1]| — zwiazanych z wierz-
chotkami figury F.

/\y ’\y
4 4
3 3
G
2 2
/A
1
Fl 2 3 4 i -1 1 2 3 4 %
N

(B) Tak. Jedynym takim zbiorem jest figura jednopunktowa: G = {(0,0)} —
co latwo wyprowadzi¢ wprost z definicji operacji dodawania figur. Opisana

operacja jest tez przemienna.

(C) Przeprowadzajac analize podobna do tej z pierwszego proponowanego
zadania, tatwo doj$¢ do wniosku, ze wynkiem dodawania F'+ G w opisanym
przypadku takze bedzie kwadrat. Pozostaje wyznaczy¢ dlugosé jego boku.
Poniewaz interesuje nas tylko pole figury F'+ G, mozemy zalozy¢, ze srodek
figury I pokrywa sie z poczatkiem ukladu wspoélrzednych. Niech 2d; =
/28 bedzie dlugoécia przekatnej kwadratu F, a 2dy = /255 — dlugoscia,
przekatnej kwadratu G. Kolejne wierzchotki kwadratu G przesuniete o
odpowiadajace im wektory [fd;,+ds] sa wierzchotkami kwadratu F + G.
Zatem przekatna tego ostatniego ma dlugosé¢ d = dy + 2ds + dy, jest wiec
suma, dtugosci przekatnych kwadratéw sktadowych. Pole F' + G wynosi

d;=(\/571+\/572).
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(D) Dodanie dwéch prostopadtych odcinkéw daje prostokat — wiec tu odp-
wowiedz jest negatywna. Natomiast wynikiem dodawania dwoch danych két
jest zawsze koto, przy czym jesli F' jest kotem o srodku w (aq, by ) i promieniu
r1, a G jest kotem o srodku w punkcie (ag, by) i promieniu 79, to F'+ G jest
kotem o srodku (a; + ag, by + b2) i promieniu (ry + ).

Warto zbada¢ jak wyglada wynik dodawania figur o réznych ksztattach, np.
kota i kwadratu, albo odcinka i tréojkata...
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TEST

Rozwiaza¢ ponizsze zadania w czasie 60 min

(za kazde zadanie maksymalnie 5 pkt)

(1) Dla jakich liczb naturalnych n zachodzi nieréwnosé 2" > 4n — 37

(2) Zuzycie paliwa w samochodzie okresla funkcja: z(z) = x? + 6x + 0,81,
gdzie z(x) jest iloscia spalanego paliwa wyrazona w litrach na 100 km, a x
jest chwilowa, predkoscia samochodu wyrazona w setkach km/h. Przy jakiej
statej predkosci z iloczyn: z(x)-(czas podrézy) bedzie najmniejszy dla danej

trasy. Wsk. droga = predkosé¢ - czas.

(3) Narysowaé na plaszczyznie zbidr wyznaczony przez warunek |z|+ |y| < 4

i obliczy¢ jego pole. Rysunek uzasadnié¢ odpowiednim rachunkiem (dowo-

dem).

(4) Dany trékat ABC ma obwdéd réwny 1. Wykazaé, ze suma $rodkowych
bokdéw tego trojkata jest wieksza od 3/4.



