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Opis
Projekt zaktada zrealizowanie w Kotach Mtodych Naukowcow trzecich klas
licealnych dziewieciu probleméw matematycznych. Ostatnie 10-te zajecia bedg prze-
znaczone na przeprowadzenie testu z zakresu wystepujgcego w problemach 1-9.
Kazdy temat zawiera® bedzie sformutowanie problemu bazowego (A)
wymagajgcego znajomosci metod matematycznych z zakresu klas licealnych a jego
rozszerzenie (B) bedzie wymagato czesto poznania w uproszczonym zakresie metod
matematycznych stosowanych na | roku uniwersyteckich studiow matematycznych.
Niezbedne informacje z zakresu matematyki uniwersyteckiej zostang przekazane
w formie krétkiego wyktadu. Celem takiego podejscia jest wstepne zapoznanie ucznidow
z efektywnymi metodami matematyki wyzszej z wykorzystaniem granic i pochodnych.
Kazdy temat - tak jak to byto w poprzednich dwéch edycjach — bedzie dawat
duzo swobody w formutowaniu i analizowaniu dodatkowych pokrewnych problemow.
Czasami podane bedg sugestie takich probleméw.
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Tematyka zaje¢ w kotach matematycznych

Lp. Temat

1 | Wymierne czy niewymierne?

2 | Indukcja matematyczna — zadania rozne

3 | ZbieznosSc¢ ciggow liczbowych

4 | Symetrie wykresow funkcji

5 | Funkcje monotoniczne

6 | Wielomiany numeryczne

7 | Rozwigzywanie rownan - rola funkcji ciggtych

8 | Maksymalne wartosci funkcji — zastosowania pochodnej

9 | Nieréwnosci trygonometryczne i granice funkcji

10 | Test koncowy

Wszelkie uwagi prosze zgtaszac drogg elektroniczna na adres: aspakowski@wp.pl
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PROBLEM 1
WYMIERNE CZY NIEWYMIERNE?

Problem bazowy.

(A) Czy liczba 0,11235831459. .., ktorej kazda cyfra (poczawszy od trze-
ciej) po przecinku jest cyfra jednosci sumy dwdéch poprzednich cyfr, jest
wymierna?

Czy odpowiedz na to pytanie zmieni sie, gdy zamiast sumy dwoch bedziemy

rozwazac¢ sume trzech poprzednich cyfr, jak w liczbie 0,1113597175353...7

Problemy do wyboru.

(B) Czy liczba 0,13579111315171921 . .., ktérej wszystkie cyfry po przecinku

tworza, wypisane kolejne liczby naturalne nieparzyste, jest wymierna?

(C) Czy istnieje taka liczba niewymierna x, ze suma x + — ma wartosé
x

wymierna,”
(D) Pokazaé, ze log, 5 jest liczba niewymierna.
(E) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

Sugestie: Wskazanie liczby wymiernej (odp. niewymiernej) w dowolnym
przedziale (a,b), gdzie a < b; whlasnosé gestosci zbioru liczb wymiernych

(odp. niewymiernych) w zbiorze liczb rzeczywistych.

Wskazowki metodologiczne.

(A) Jak wiadomo liczba rzeczywista jest wymierna jesli da sie przedstawié
w postaci utamka g dla p, q catkowitych i ¢ # 0. Innym sposobem rozstrzy-

gania o tym czy dana liczba jest niewymierna jest sprawdzenie, czy jej

4
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rozwiniecie dziesietne jest okresowe lub skonczone. Okazuje sie, ze pierwsza
podana w zadaniu liczba jest wymierna — mozna to stwierdzi¢ wypisujac
kolejne jej cyfry rozwiniecia dziesietnego tak dlugo, az powtorzy sie pewna
ich kolejna para. Mozna jednak przewidzie¢ taka sytuacje uzywajac ar-
gumentéw kombinatorycznych: réznych par cyfr jest dokladnie 100, wiec
maksymalny okres rozwiniecia dziesietnego badanej liczby to 100. Podob-
nie dla drugiego przykladu — tu okres moze by¢ nieco dtuzszy (choé tak

naprawde, w pierwszym przypadku okres wynosi 60, a w drugim tylko 32).

Przy okazji omawiania zadania bazowego warto przypomnie¢ uczniom przy-

toczone wilasnosci liczb wymiernych.

(B) Taka liczba jest niewymierna. Gdyby bowiem jej rozwiniecie dziesietne
bylo okresowe, o okresie k > 0, to poniewaz wsrod kolejnych blokéw cyfr tej

liczby wystapi (jako liczba nieparzysta) np. 100...0 1, wiec okres sktadalby

k cyfr
sie z samych zer. To jednak jest niemozliwe (w rozwinieciu tej liczby dowol-

nie daleko pojawia sie m.in. cyfra 1).

(C) Zadanie ma rozwiazanie pozytywne. Wygodniej jest jednak rozwiazy-
wac je ,,od tylu” szukajac takiej wartosci z, dla ktorej wyrazenie ma wartos¢
wymierna (np. réwne jest 4). Prowadzi to do rownania kwadratowego:

1
r+—=4 — 22 —4r+1=0.
€T

Pierwiastki wynosza z1 = 2 — /3 i 2o = 2 + /3. Jak nietrudno wykaza¢,

sa, to liczby niewymierne, gdyz v/3 nie jest liczba, wymierna,

(D) Zgodnie z definicja funkcji logarytmicznej, réwnosé log, 5 = P jest
q

rownowazna z 29 = 5, czyli 2P = 59. Widzimy, ze réwnanie to nie ma

rozwiazan dla liczb catkowitych p i g — czyli log, 5 jest liczba niewymierna,.
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(E) Sugerowane problemy warto poczatkowo rozpatrywaé¢ na konkretnych
wartosciach (np. w przedziale (0, 155)). Podanie sposobu konstrukeji liczby
wymiernej (niewymiernej) lezacej w takim przedziale (bez uzycia kalkula-
tora) bardzo prosto przenie$¢ na przypadek ogdlny. Gestosé oznacza tu-
taj, ze w kazdym przedziale I dtugosci dodatniej znajduje si¢ nieskonczenie
wiele liczb wymiernych (niewymiernych), co sprowadza sie do zbudowa-
nia nieskonczonego ciagu roztacznych przedzialow (dtugosci dodatniej) za-

wartych w 1.
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PROBLEM 2

INDUKCJA MATEMATYCZNA

Problem bazowy.

(A) Udowodni¢ tzw. nieréwnosc Bernoulliego: (1+a)™ > 1+ an dla dowol-
nego a > —1 i dowolnego n € N.

Problemy do wyboru.

(B) Wykazadé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 6 dowolny kwadrat mozna
podzieli¢ na n kwadratow.

(C) Wyjaéni¢ na czym polega btad w podanym rozumowaniu.

Pokazemy, ze dla wszystkich n € N jest
30n < 2™ 4 110.

Dla n = 1 sprawdzamy bezposrednio: 30 < 2 4+ 110 = 112. Zalézmy wiec
dalej, ze dla pewnej wartosci n nasza nieréwnos¢ jest prawdziwa. Stosujac

ja mozemy napisac ciag nierdwnosci:
30(n+1) =30n+30 < 2"+ 110+ 30 = 2" "1 + 110430 — 2" < 2"+ + 110,

przy czym ostatnia niero6wnos¢ zachodzi gdy 2" > 30. Zatem mamy dowod
dla n > 5. Pozostaje sprawdzi¢ pozostale wartosci n. Dla n = 2 jest
60 < 4+ 110 = 114. Dlan = 3 jest 90 < 8 + 110 = 118. Dla n = 4 jest
120 < 16 4+ 110 = 126. To konczy dowdd indukeyjny.
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(D) Wykazaé¢, ze plansze kwadratowa o wymiarach 2" x 2™ z usunietym
dowolnym polem jednostkowym mozna wypekic¢ ptytkami w ksztalcie litery

L — zlozonymi z trzech kwadratow jednostkowych.

(E) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

Wskazowki metodologiczne.

(A) W mysél zasady indukcji matematycznej, dla ustalonego a > —1, nalezy
pokazac, ze:
(I) nier6wnos$¢ jest prawdziwa dla n = 1, tzn. (1 +a)' > 1+ a — co jest

oczywiste,

(IT) z nieréwnosci (1 + a)™ > 1 + an wynika nieréwnos¢ otrzymana przez

zastapienie w niej liczby n przez liczbe n + 1:
(14+a)">1+na — (1+a)"™ >1+ (n+1)a.
Mamy
(I14+a)">1+na — (1+a)"-(14a)>(14+na) - (1+a)
czyli
(14+a)" ™' >1+a+na+na*=1+n+1Da+na®>>1+ (n+1)a

bo na? > 0 dla kazdego a > —1in € N. To dowodzi implikacji (II) i koticzy

indukcje. Dana nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n.

(B) W tym zadaniu wykorzystamy zasade indukcji matematycznej nieco

inaczej. Udowodnimy nastepujace fakty:
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(I") kazdy kwadrat mozna podzieli¢ na 6, 7 i 8 kwadratéw,

(IT’) dla n > 6, jesli kwadrat mozna podzieli¢ na n kwadratéw, to mozna

go podzieli¢ takze na n 4+ 3 kwadraty.

Krok (I’) najprosciej zilustrowa¢ rysunkiem.

Dla dowodu kroku (II) zauwazmy, ze majac dowolny podzial kwadratu
na m kwadratow jeden z nich mozemy w naturalny sposoéb podzieli¢ na
4 przystajace kwadraty. W ten sposob wyjsciowy duzy kwadrat podzielimy
na m+4 — 1 =m + 3 kwadraty.

Uzywajac wlasnoéci (I') i (IT’) mozna uzyskaé¢ podzial kwadratu na dowolna,

liczbe n > 6 mniejszych kwadratow.

(C) Zasadniczy blad tkwi w stwierdzeniu, ze mamy dowdd dla n > 5.
Dopodki indukcja ,,nie wystartuje”, glowny krok indukcyjny jest pusty. To,

co tak naprawde jest dowiedzione to implikacja, ze jezeli dana niero6wnos¢
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jest prawdziwa dla pewnego n > 5, to bedzie tez prawdziwa dla para-
metru n + 1. Jednak, jak latwo widaé¢ dla n = 5 jest 150 > 142 = 25 + 110
— czyli nier6wnos¢ nie jest prawdziwa; takze dla n = 6 jest klopot. Dopiero
dla n = 7 sprawdzamy, ze 210 < 27 + 110, wiec dopiero od tego miejsca

krok indukcyjny zaczyna ,,dziatac”.

(D) Dla n = 1 plansza 2 X 2 z usunietym dowolnym polem ma ksztalt
plytki, ktéra mozemy go przykryé. W tym przypadku nasze twierdzenie
jest prawdziwe. Zalézymy, ze dla pewnego k € N kazda plansze 2% x 2F
mozna pokryé¢ L-plytkami i rozwazmy plansze o wymiarach 28+1 x 2k+1

usunietym polem.

Drzielac ja na cztery plansze o wymiarach 2% x 2%, a usuniete pole znaj-
dzie sie w jednej z mniejszych plansz. Ten niepelny kwadratowy fragment

wyjsciowej duzej planszy mozemy (zgodnie z poczynionym zalozeniem)

10
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pokry¢ L-ptytkami. Z pozostalych trzech, stykajacych sie narozami, mniej-
szych fragmentéw usunmy po jednym polu, tak, ze lacznie utworza one
ksztalt jednej L-plytki. W ten sposdb dostaniemy trzy plansze o wymia-
rach 2¥ x 2F — kazde z usunietym jednym polem. Wykorzystujac ponownie

zalozenie indukcyjne otrzymamy pokrycie duzej planszy.

11
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PROBLEM 3

ZBIEZNOSC CIAGOW LICZBOWYCH

Problem bazowy.

(A) Dla kazdej liczby naturalnej n okreslamy liczby catkowite a,, i b, w ten

sposéb, ze prawdziwa jest rownosc:
n
(1 + \/5) = a, + bpV/3.

— Wyznacz kilka poczatkowych wyrazow ciagdw (a,) i (by,).

— Znajdz zaleznos¢ rekurencyjna, wiazaca n-te wyrazy tych ciagéw z wyra-

zami nastepnymi (o numerach n + 1).

— Dla ciagu z,, = a,, —b, /3 uzasadnij, ze wraz ze wzrostem indeksu n liczba
|x,| jest coraz blizsza zeru.

' ciag ilorazéw $= przy n — oo.

— Wyznacz wartosé¢, do ktoérej ,,dazy’ 3

Problemy do wyboru.

(B) Prawdziwe jest (zgodne z intuicja) twierdzenie, ze jesli ciag liczbowy

jest ograniczony i monotoniczny, to jest zbiezny. Korzystajac z tego faktu

an,+1
2

uzasadnij, ze ciag okreslony rekurencyjnie a; = 0ia,+1 = jest zbiezny.

Jaka jest jego granica?

(C) Niech a,, = \/12 + \/12 + ...+ V12. Pokaz, ze ciag ten jest zbiezny.

A

Vo
n pierwiastkéw

12
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(D) Czasami wyznaczenie granicy ciagu jest trudne, cho¢ stosunkowo prosto
mozna pokazaé, ze sam ciag musi by¢ zbiezny. Przykladem takiego ciagu
jest
1 1 1
Ay = n 1 —|—n+2—|—...—|—%.

Wykaz, ze jest to ciag ograniczony i rosnacy. Sprébuj (np. wykorzystujac

program komputerowy) wyznaczy¢ jego granice lub jej przyblizenie.
(E) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

Sugestie: samodzielna konstrukcja przykiladow ciagow zbieznych do zada-
nych granic; pojecie podciagu; twierdzenie Bolzano-Weierstrassa; zbadanie

zbieznosci ciagu x,, = tgn.

Wskazéwki metodologiczne.

(A) Rozpisujac potegi (1 + \/g)n dlan =1,2,3,4,5 tatwo wyznaczamy
(an) = (1,4,10,28,76,...), (bn) =(1,2,6,16,44,...).
Mamy

<1 + \/§)n+1 = (an + bn\/§) (1 + \/§) = Gy + 3y 4 (an + bn)V3.

Stad any1 = a, + 3b, oraz b,4+1 = a, + by,.

Jedli x,, = a,, — by V/3, to nietrudno zauwazyc, ze T, = (1 — \/§)n Stad
20| = (V3 — l)n. Poniewaz /3 — 1 =~ 0,732 < 1, wiec kolejne wartodci |z,,|
tworza, ciag geometryczny o malym ilorazie — jest on zbiezny do zera.

Mamy teraz

R

13
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gdyz ciag utamkoéw 7= bardo szybko zbiega do 0 (b, — +o0 i x, — 0).

Warto jeszcze sprawdzi¢ kilka poczatkowych ilorazéw %= i poréwnaé je z
granica /3, 0p. ﬁ = 1,7272..., co daje dokladnos¢ rzedu 0,005.

Przy okazji omawiania zadania bazowego warto wyjasni¢ uczniom zjawisko
zbieznosci ciagow liczbowych i podstawowe wlasnosci granic ciagéw zbie-

znych.

(B) Przed wlasciwym rozwiazaniem warto wyliczy¢ kilka poczatkowych wy-
razow danego ciagu i zaznaczyC je na osi liczbowej. Na rysunku niemal
widaé¢, ze szukana, granica jest wartos¢ 1. Formalny dowodd tego faktu,
zgodnie z sugestia, podana w opisie problemu, mozemy oprze¢ na mono-
toniczono$ci 1 ograniczonosci ciagu (a,,). Ograniczonosé jest jasna — zaden z
wyrazoéw badanego ciagu nie przekracza 1. Jest to tez ciag rosnacy — mamy

bowiem (dzieki wczedniejszej obserwacji, ze a,, < 1)

1+a, 1+ a, — 2a, 1—a,
— n: — >O.
2 ¢ 2 5 =

An+1 — Qp =

To dowodzi, ze ciag a,, jest zbiezny. Jesli g bedzie granica tego ciagu, to

14y

9= 79

Stad g = 1.

(C) Postepujemy jak poprzednio. Najpierw pokazujemy, ze a, < 4 (np.
indukcyjnie). Jest tak istotnie, gdyz a1 = 12 < 4. Jedli ax < 4, to

apy1 = 12+\/12+...+\/1 =12+ a;r < V1244 =4.

~
k pierwiastkéw

14



KAPITAL LUDZKI OPTIMA il

MARDDOWA STRATEGLA SPOINDAC FUNDUSZ SPOLECZNY oW

Projekt wspoffinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Stad ograniczono$¢ danego ciagu. To, ze ciag (a,) jest rosnacy wynika
wprost z okreslajacego go wzoru. Jest to ciag zbiezny; niech (jak poprzed-

nio) g bedzie jego granica. Wtedy

g=1+/12+g,

stad g = 4 lub g = —3. Druga mozliwosc oczywiscie wykluczamy.

(D) Zauwazmy, ze w sumie utamkdéw, ktéra zadaje ciag (a,) kolejne sktad-

niki sa coraz mniejsze (bo ich mianowniki rosna), zatem

1 1 1 1 1 1 n
Ay = + + <

T = < 1.
n+1 n+2 Jr2n_n+1+n+1Jr +n+1 n—+1

Std ograniczonos¢ badanego ciagu. Dla monotonicznosci obliczamy roznice
kolejnych wyrazéw:

1 1 1 1 1

= — = — > 0.
2n+1+2n+2 n—+1 2n +1 2n + 2

anp+1 — Qp

Stad ciag (a,) jest rosnacy, wiec zbiezny.

Tempo zbieznosci nie jest zbyt dobre. Mamy aq99 ~ 0,690, a1900 ~ 0,6929,
podczas gdy tak naprawde a,, — In2 = 0,69314....

(E) Wyjasnienia moze wymagaé przyklad ciagu x,, = tgn. Niech x; =

tgl = a # 0. Zalézmy, ze ciag (x,) jest zbiezny do liczby g. Woéwczas

mainy

tgn + tgl
tg(n+1)= T tgn gl

Stad x,41(1 — ax,) = x, + « i dalej
gl—ag)=g+a — ¢* = —1.
Sprzeczno$¢ dowodzi, ze ciag (x,) nie ma granicy.

15
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PROBLEM 4
SYMETRIE WYKRESOW

Problem bazowy.
(A) Sprawdz, ze punkt o wspohrzednych (s',t') jest symetryczny do punktu
(s,t) wzgledem prostej o réwnaniu y = azx + b doktadnie wtedy, gdy

t+t =a(s+s")+2b oraz s+at =35 +at'.

Problemy do wyboru.

(B) Pokaz, ze wykres funkcji f : R — R jest symetryczny wzgledem punktu
(a,b) dokladnie wtedy, gdy funkcja f spemia réwnanie

fla+x)+ f(a—x)=2b  dla wszystkich x € R.

(C) Znajdz warunek na to, aby wykres funkcji f: R — R byl symetryczny

wzgledem prostej pionowej o réwnaniu r = a.

(D) Wykaz, ze wykres funkcji f : R — R ma oS symetrii y = ax + b wtedy
i tylko wtedy, gdy funkcja f spelia réwnanie

(a* +1)- f(2') = (a® = 1) - f(2) + 2az + 20,
2a - f(z) — (a® — 1)z — 2ab
a?+1 '
(D) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

gdzie ' =

Sugestie: znalez¢ wszystkie osie symetrii wykresu funkcji x — sin x; podac
przyktady wzordow kilku funkcji nieliniowych majacych o$ symetrii y = ax +
b; uzasadni¢, ze jesli wykres funkcji f : R — R ma oS symetrii y = ax + b i

a # 0, to funkcja f jest nieograniczona.

16
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Wskazowki metodologiczne.

(A)

[
k-]

; %4

(s.)

Gdy a = 0, to prosta, wzgledem ktérej rozpatrujemy symetrie jest prosta,
réwnolegla, do osi odcietych ukladu wspétrzednych y = b. Punkt (s',t')
symetryczny do punktu (s,¢) ma wspéhrzedne: (s',t') = (s,2b—t). Doklad-
nie to opisuja podane rownosci.

Zatozmy teraz, ze a # 0. Prosta prostopadia do y = ax + b przechodzaca

przez punkt (s,¢) ma réwnanie:

1 , 1 S
y=——2x+b0 =——x+ (t—l——).
a a a
Réwnanie to speliaé musza wspohrzedne (s’,¢"). Stad
/ ]‘ / § / /
U =——s +1t+ — —_— at" + s = at + s.
a a

17
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Dodatkowo, $rodek odcinka o koricach (s,t) i (s',t') lezy na prostej y =
axr + b. To daje nam réwnanie
t+t s+ s

CL .
2 2

+b — t+t =a(s+s")+ 2b.

(B) Kazdy punkt wykresu funkcji f(x) ma postaé (¢, f(t)). Jezeli punkty
(t, f(t)) i (s, f(s)) sa symetryczne wzgledem punktu (a,b), to

s+t=2a  oraz  f(t)+ f(s) = 2b.
Stad s = 2a —t 1 f(s) =2b— f(t). To daje nam réwnanie

f(2a —t) =2b— f(t) dla t € R.
Podstawiajac t = z+a otrzymamy zadana zaleznos¢ f(a—x) = 2b— f(a+x);
dowolnos¢ zmiennej ¢ implikuje dowolnos¢ zmiennej x € R.

Gdy (a,b) = (0,0), to funkcja f jest nieparzysta: f(—x) = —f(z).

(C) Poniewaz punkt (x, f(z)), lezacy na wykresie funkcji f symetryczny
wzgledem prostej x = a majacy wspélrzedne (2a — x, f(x)), takze ma lezeé
na wykresie tej funkcji, wiec musi by¢

flx) = f(2a — x) dla = € R.
Warto dodac, ze dla a = 0 otrzymujemy warunek charakteryzujacy funkcje

parzyste: f(x) = f(—x).

(D) Wykorzystamy obserwacje zawarta w (A). Z podanych tam wzoréw

obliczamy jawne wzory na wspohrzedne s’ i t'. Rozwiazujac uklad réwnan

{as’—t’:t—aS—Qb
s’ +at = s+ at

otrzymujemy

18
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,  2at —a®s —2ab+ s t,_2as—i—a2t—|—2b—t
N a? +1 ’ N a?+1 .

S

Jesli teraz przyjmiemy (s,t) = (x, f(z)) i zalozymy, ze punkt symetryczny
do niego wzgledem danej prostej takze lezy na wykresie funkcji f i ma

wspétrzedne (2, f(x')), to ze znalezionych zaleznosci dostaniemy

_ 2ax + a? - f(x) + 2b— f(x) Do 2af(z) — a*x — 2ab+ x

/
/() a’+1 a2+ 1

To konczy rozwiazanie.
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PROBLEM 5

FUNKCJE MONOTONICZNE

Problem bazowy.

(A) Dane sa funkcje f,g : R — R. Uzupehij podana tabelke wpisujac
w pola odpowiedni przymiotnik (rosnaca, malejaca, nieokreslona) opisujacy
dane odwzorowanie. Uzasadnij swoje odpowiedzi podajac dowdd badz adek-

watny przykiad.

f g ftyg f-g fog
rosnaca rosnaca
rosnaca malejaca
malejaca rosnaca
malejaca malejaca

Problemy do wyboru.
(B1) Funkgje $cisle rosnace (malejace) sa szczegdlnymi przypadkami funkcji
roznowartosciowych. Dla odwzorowania réznowartosciowego f okreslamy

funkcje odwrotna f~! w nastepujacy sposéb:

FFly=s <=  f(s)=t

Dziedzina, funkcji odwrotnej jest zbior wartosci funkcji wyjsciowe;.

Przypomnij definicje funkcji i wyjasnij celowos¢ zalozenia réznowartoscio-
wosci funkeji f w powyzszej definicji. Sprawdz, ze wykres funkcji odwrotne]

f~1 jest symetryczny do wykresu funkcji wyjsciowej. Jak to jest symetria?

(B2) Pokaz, ze funkcja odwrotna do funkcji rosnacej (odpowiednio: maleja-

cej) jest tez funkcja rosnaca (malejaca).
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(C) Nie uzywajac kalkulatora sprawdz, ktéra liczba jest wieksza:
50000002 + 50000102 czy 2 - 50000052 ?
V2011 4+ /2013 czy 2v/2012 7

32 9

logs 12 czy 57 7

(D) Problemy dodatkowe proponowane przez uczniéw lub nauczyciela.

Wskazéwki metodologiczne.

(A) Poprawnie uzupeiona tabelka powinna wygladaé nastepujaco:

f g f+yg f9g fog
rosnaca | rosnaca rosnaca rosnaca rosnaca
rosnaca | malejaca | nieokreslona | nieokreslona | malejaca
malejaca | rosnaca | nieokreslona | nieokreslona | malejaca
malejaca | malejaca malejaca nieokreslona | rosnaca

Przyktadowe rozumowanie pokazujace, ze ztozenie dwéch funkeji malejacych
jest odwzorowaniem rosnacym moze wyglada¢ tak. Zatézmy, ze f,g: R —
R sa funkcjami malejacymi i niech 1 < zo. Wtedy g(z1) > g(x2). Nakta-

dajac na ta nieréwnos¢ obustronnie funkcje f otrzymamy

fog(zi) = fg(x1)) < f(g(x2)) = fog(wa).

To dowodzi, ze f o g jest funkcja rosnaca.

(B1) W zadaniu chodzi o symetrie osiowa wzgledem prostej y = x. Punkt
symetryczny do (z,y) wzgledem tej prostej ma wspétrzedne (y, x). Wprost
z definicji funkcji odwrotnej mamy: jesli punkt (x,y) = (z, f(z)) nalezy do
wykresu funkcji f, to y = f(x), czyli = f~1(y). Zatem punkt (y,z) =
(y, f~1(y)) lezy na wykresie funkcji odwrotnej f~1.
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(B2) Zalézmy, ze f jest funkcja rosnaca. Rozwazmy dwie dowolne liczby
y1 < yo2 bedace wartosciami funkcji f. Niech np. y; = f(x1) oraz y =
f(x2). Oczywiscie musi by¢ x1 < z2 (to wynika stad, ze f jest rosnaca). To

jednak oznacza, ze funkcja f~! jest rosnaca, gdyz

F ) =21 <z2 = [ (y2).

(C) Niech f(x) = (z+5)%? — 2% Mamy f(z) = 102+ 25, czyli jest to funkcja
rosnaca. To oznacza w szczegdlnodei ze f(5000005) > f(5000000), czyli

50000002 + 5000010% > 2 - 50000052.

Tym razem niech g(x) = vz + 1 — y/z. Nietrudno zauwazy¢, ze g(z) =

1
Votltva

argumentu rosnie mianownik utamka i maleje jego warto$é). Stad mamy

9(2011) < g(2012), czyli

a wiec funkcja ta jest malejaca (dla z > 0 wraz ze wzrostem

V2011 + V2013 > 2v/2012.

Ostatni przykiad najprosciej rozwiazac¢ uzywajac wtasnosci funkcji logaryt-

micznej. Mamy logs 3 = log o527 > log;9520 = % Podobnie logs 4 =
2 6 32
logs 12 = logs 3 + logs 4 > 3 + = o7
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PROBLEM 6
WIELOMIANY NUMERYCZNE

(wielomiany o wartosciach catkowitych)

A. Problem bazowy

Wielomian W (t) nazywamy wielomianem numerycznym, jesli dla kazde;
liczby calkowitej m, W (m) jest liczba, catkowita (mimo tego, ze ich wspol-
czynniki nie sa, liczbami catkowitymi). Wykazaé, ze wielomiany

22—t P+t t* 4 3t + 2
: oraz —————
2 2 2

sa, numeryczne. Podac kilka innych przykladéw wielomianéw numerycznych

(o wspdlczynnikach niecatkowitych).

B. Rozszerzenia i problemy do wyboru

(B1) Wykazaéd, ze dla kazdego k = 1,2, ... wielomian

1)t —2).(t—k+ 1)
- k!

Wi(t)
jest wielomianem numerycznym.
(B2) Wykazaé, ze dla kazdych liczb n = 1,2,..., k = 0,1, 2, ..., takich, ze
k < n liczba (Z) jest calkowita.
C. Wskazowki metodologiczne.

(A) Zauwazy¢, ze liczniki to iloczyny kolejnych liczb catkowitych. Zatem
jeden czynnik jest parzysty a drugi nieparzysty. W konsekwencji licznik jest

liczba podzielna przez 2.
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(B1) Niech t bedzie liczba, catkowita. mamy wowczas nastepujace 3 przy-
padki: (1) ¢ > k. Wtedy

—0)(t—2)..(t—k | t
W - = a(t 4J):Mmikﬂ:Q)

symbol Newtona

(2) 0<t<k. Wtedy Wi(t) = 0.
(3) t<0. Wtedy t = —(—t) oraz —t + k > k. Stad
Wi (t) = tt—1)(t— Qk)!...(t —k+1) _
—1D)F(—t)(— — (=t +k— a1
COMCt D Dt R D) ey

Poniewaz dla £ < n symbol Newtona (Z) jest zawsze liczba catkowita (co

mozna udowodni¢ indukcyjnie, por. (B2)), to dla kazdego catkowitego ¢
warto$¢ Wy (t) jest liczba, catkowita. Zatem wielomian Wy jest wielomianem

numerycznym.

. 7’ / 7, . .o . c. n _
(B2) Szybki "dowdd” korzysta z interpretacji kombinatorycznej: ( k) =
liczba mozliwych wyboréow k elementéw sposrod n elementow. Nie jest
to jednak dowdd w sensie matematycznym. Dowdd matematyczny mozemy
oprze¢ na zasadzie indukcji matematycznej wzgl. n. Dlan =1oraz 0 < k <

n =1 mamy: £ =0 lub k£ =1, skad ((1)) = 1 oraz G) = (0. Niech teraz (Z)

bedzie liczba, catkowita dla pewnego n > 1 i kazdego k takiego, ze 0 < k£ < n.
Pokazemy, ze (n;:l) jest liczba, calkowita, dla kazdego 0 < k < n + 1. Na

podstawie (latwej do udowodnienia) reguty Pascala:
n+1 n n
(") = () + (1) dlak <,

oraz zalozenia indukcyjnego mamy ("Zl) jest liczba, catkowita dla 0 < k& < n.
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n+1
n+1

ze dla kazdego 0 < k < n+1 liczba ("Zl) jest catkowita. W konsekwencji na

Przypadek £ = n+1 jest trywialny poniewaz ( ) = 1. Pokazali$émy zatem,

mocy zasady indukcji matematycznej dla kazdego n = 1,2, ... oraz kazdego

0 < k < n liczba (Z) jest calkowita.
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PROBLEM 7
ROZWIAZYWANIE ROWNAN
( rola funkcji ciagltych )

A. Problem bazowy

Rozwiazaé¢ réwnanie 23 + 2 — 1 = 0.

B. Rozszerzenia i problemy do wyboru

(B1) Rozwiazaé (w przyblizeniu) rownanie 2% = 2 — x.

C. Problemy wskazane przez uczniow lub nauczyciela
Sugestie: Czy ciag przyblizen (z,) jest zbiezny do rozwiazania roéwnania

f(x) =07 Czy rozwiazanie danego réwnania jest liczba wymierna?

D. Wskazowki metodologiczne.

(A) Jedli zapiszemy réwnanie w postaci 3

= 1 — z, to ma ono prosta,
interpretacje geometryczna. Rozwigzaniem réwnania jest liczba xg wyzna-
czona przez punkt przeciecia sie krzywej y = a3 z prosta, y = 1 —x. Rysunek
wskazuje ponadto, ze rozwiazanie xg lezy w przedziale (0, 1).

Stynne wzory Cardano pozwalaja wyznaczy¢ pierwiastki réwnania z prob-
lemu bazowego ale procedura ich wyznaczania jest nieco skomplikowana.
Zamiast tych wzoréw uzyjemy pewnej wiasnosci funkcji ciaglych nazywanej

wiasnoscia Darboux. Zacznijmy zatem od krétkiego wykladu o funkcjach

ciagtych.
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Funkcje f : [a,b] — R bedziemy nazywaé¢ funkcja, ciagla w punkcie x €
[a,b], jesli f(x,) — f(x) dla kazdego ciagu x,, € (a,b) zbieznego do x. f
nazywamy ciagla, jesli jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu (a,b). Taka
definicja jest zgodna z geometryczna, interpretacja ciaglosci. Dla przyktadu,

prosze narysowac i zbadac¢ ciagltos¢ funkcji

f($>:{:1:2, 0<xz<1/2,

1, 1/2<z<l.

f jest ciagta we wszystkich punktach [0, 1] z wyjatkiem x = 1/2. Zauwazmy
takze, ze suma, réznica i iloczyn funkcji ciaglych sa funkcjami ciaglymi.

Wiasno$é Darboux stwierdza, ze jesli f : [a,b] — R jest ciagla oraz f(a) <
0 < f(b), to istnieje ¢ € (a,b) takie, ze f(c¢) = 0. Réwnowaznie: Jesli
f :]a,b] = R jest ciagla oraz f(a) < 0 < f(b), to réwnanie f(z) = 0 ma
co najmniej jedno rozwiazanie w [a, b]. Ponadto, liczba x1 = (a + b)/2 jest
albo rozwiazaniem albo przyblizeniem rozwiazania z bledem < (b — a)/2.
Jesli x1 nie jest rozwiazaniem, to powyzsza, procedure mozemy zastosowac
ponownie do [a,z1] lub do [z1,b]. Znajdziemy wéwczas rozwiazanie lub
jego przyblizenie x5 z bledem < (b — a)/4. W konsekwencji, postepujac
tak m-krotnie uzyskamy rozwiazanie albo jego przyblizenie z dokladnosScia
<(b—a)/2™.

W przypadku réwnania 23 +x—1 = 0 rozwazamy funkcje f(z) = 23 +x—1

a [0,1]. f jest ciagla, f(0) = —1 < 0 < f(1) = 1. Zatem na podstawie
wlasnosci Darboux 1 = 1/2 jest pierwszym przyblizeniem rozwiazania z
doktadnoéci < 1/2. Poniewaz f(1/2) = (1/2)> +1/2—-1 = -3/8 < 0 <
f(1) =1, to z2 = 3/4 jest przyblizeniem rozwiazania z dokladnoscia 1/4.
Itd.

(B1) Postepujemy podobnie jak w problemie bazowym.
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PROBLEM 8
MAKSYMALNE WARTOSCI FUNKCJI

(zastosowania pochodnej funkc;ji)

A. Problem bazowy

Na gérnym polokregu 22 + y?2 = 1 znalezé punkt (z,y) taki, ze pole
trojkata o wierzchotkach (z,y), (—1,0), (1,0) jest najwieksze.
B. Rozszerzenia i problemy do wyboru

(B1) Na gérnym potokregu x? + y? = 1 znalezé punkt (z,y) taki, ze pole
prostokata o wierzchotkach (z,y), (—x,y), (—z,0), (x,0) jest najwieksze.

(B2) Niech 0 < s < 1. Na gérnym pélokregu x2 +142 = 1 znalezé¢ wszystkie

punkty (z,y) takie, ze pole prostokata takiego jak w (B1) jest réwne s.

C. Problemy wskazane przez uczniow lub nauczyciela

Sugestia: Czy istnieje punkt (x,y) taki, ze ww. pola sa najmniejsze?

D. Wskazowki metodologiczne.

(A) Jesli (x,y) jest punktem gérnej czesci okregu, to y = /1 — x2. Pole

wskazanego trojkata okreslone jest wzorem

1
pole:§-2-y:\/1—x2.

Funkcja f(z) = /1 — x? jest rosnaca na [—1,0] oraz malejaca na [0, 1].
Zatem najwieksza jej warto$¢ to f(0) = 1. W konsekwencji, szukanym

punktem jest (0, 1).
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(B1) Jesli (z,y) jest punktem gérnej czesci okregu, to y = /1 — x2. Pole

wskazanego prostokata okreslone jest wzorem
pole = 2|x| - y = 2|z|V/1 — x2.

Podobnie jak w problemie bazowym badamy monotonicznos¢ funkcji f(z) =
2|xz|v/1 — 22 na przedziale [—1,1]. Z uwagi na parzystosé¢ funkcji wystarczy
ograniczy¢ sie do [0, 1].

Mozemy postepowac elementarnie i analizowa¢ warunek monotonicznosci
flxy) < flzg) dla 0 < 1 <o < 1.

Mozemy tez zastosowac¢ proste twierdzenia dotyczace pochodnej funkcji
(por. Problem 2, Komponent Wspélny, Matematyka 2011/2012). Przy-
pomnijmy, ze: Pochodna to granica f/(z) = %grb(f(x + h) — f(x))/h.
Jesli f/(z) > 0 dla z € (a,b), to funkcja f jest rosnaca na (a,b). Jesli
f'(x) < 0dla z € (a,b), to funkcja f jest malejaca na (a,b). Dla funkcji
f(x) = 2v/1 — 22 (staly czynnik 2 mozemy chwilowo pominac) mamy:

f(x+hf)b_f($) :%((x+h)\/1—(x+h)2—xm)

V1—(z+h)?2—V1—2a?
=z
h
Mamy +/1— (z +h)?2 — /1 —22. Stosujac wzér na réznice kwadratéw
dostajemy przy h — 0
Vi—(@+h)?-v1-—a? —h —2x LT
h VI—(@x+h)2+vV1-22  J1-22

+/1= @+ h)2.

Stad

f(x+h)— f(x) —x 1 — 222 ,
A S s T VLT = e = ).
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Teraz mamy: f'(z) >0 <z < V2/2, f'(z) <0 < z > /2/2. Zatem
f roénie na (0,/2/2 oraz maleje na (v/2/2,1). W konsekwencji f ma w
T = \/5/2 maksimum réwne f(\/§/2) =2-1/2=1.

(B2) Rozwiazaé najpierw problem (B1) i uzasadni¢, ze (B2) ma tylko dwa

rozwiazania wyznaczone przez r = ++/2 /2.
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PROBLEM 9
NIEROWNOSCI TRYGONOMETRYCZNE

A. Problem bazowy

Narysowaé koto jednostkowe o srodku w (0,0), zaznaczyé¢ dowolny kat
x € [0,7/2) i dwa odpowiednie tréjkaty prostokatne o pewnych bokach

dlugosci cos x, sin z oraz tgx. Uzasadni¢ (geometrycznie) nieréwnosci:

sine <x <tgx, cosx < 1.

B. Rozszerzenia i problemy do wyboru

sin

(B1) Wykazad, ze cosx < <1ldlaz e (0,7/2).

T
(B2) Wykazaé, ze |sinz| < |z| dla z € (—7/2,7/2).

(B3) Czy istnieje ¢ € (0,1) takie, ze sinz < cx dla x € (0,7/2)?

C. Problemy wskazane przez uczniow lub nauczyciela

Sugestia: Czy sinx < z dla wszystkich z > 07 Geometrycznie (patrzac na

wykresy) jest to oczywiste. Ale jak to udowodnic¢?

D. Wskazowki metodologiczne.

(A) Dla z € (0,7/2) wykorzysta¢ geometryczne definicje funkcji trygono-

metrycznych oraz rysunek
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/

tgx

\%

Ponadto x = dilugos¢ tuku kota jednostkowego. Przypadek xz = 0 rozpa-

trywa¢ osobno.
(B1) Latwe do uzyskania z nieréwno$ci uzyskanych w problemie bazowym.
(B2) Zauwazy¢, ze jesli z € (—m/2,0) to —x € (0,7/2).

(B3) Dowd6d mozna prowadzi¢ nie wprost i wykorzystaé pojecie granicy
funkcji.

Granica funkcji. Méwimy, ze liczba d jest granica, funkcji f : (a,b) — R
w punkcie ¢ € (a, b), jesli dla kazdego ciagu argumentéw z,, — ¢, f(x,) — d.
Zapis x, — c oznacza "zblizanie si¢” liczb z,, do liczby ¢ wraz ze wzrostem
n (n — oo) [por Temat 3 o ciagach]. Piszemy wtedy: f(x) — d jesli
x — ¢ lub lim f(x) = d. Jesli ¢ = a albo ¢ = d, to méwimy, Scislej,
0 granicy jeg;gstronnej (prawostronnej albo lewostronnej, odpowiednio).
Piszemy wtedy ml_lglJr f(x) = d albo m1_1)1%1_ f(x) = d, odpowiednio. To krétkie
wprowadzenie nalezy wzbogaci¢ odpowiednia interpretacja geometryczna z
wykresami funkcji.

Przyklady. il_)f% |z| = 0. Stad i z bazowej nieréwnosci 0 < |sinz| < |z]
mamy ilir%) sinz = 0. Z réwnania sin® z+cos? z = 1 wynika, ze :}}L% cosz = 0.

Z (B1) stosujac tatwe do intuicyjnego uzasadnienia twierdzenie o trzech

ciagach (granicach) otrzymujemy lir61+(sin x)/x =1.
x—
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Dowdéd nie wprost. Przypu$émy, ze istnieje ¢ € (0,1) takie, ze sinx <
cr dla z € (0,7/2). Wtedy sinz/x < ¢ < 1. Poniewaz sinz/x — 1, gdy
xr — 04, to otrzymujemy 1 < ¢ < 1 i mamy sprzecznos¢ 1 < 1. Zatem

odpowiedZ w problemie (B3) jest negatywna.
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Zatgcznik B

Test koncowy
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TEST

Rozwiazac¢ ponizsze zadania w ciagu 60 min

(za kazde zadanie maksymalnie 10 pkt)

1. Wykazaé, ze liczba 11...1 (3™ jedynek) jest podzielna przez 3.

2. Na paraboli y = 1 — 22 znalez¢ taki punkt (z,y), gdzie y > 0, aby pole
prostokata o wierzchotkach (z,y), (z,0),(0,0),(0,y) bylo najwigksze.

3. Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco:

an + An+41
2

Zmajdz jawny wzor na n-ty wyraz tego ciagu. Czy jest to ciag zbiezny?

a1:O, CL2:1, An4+2 = dla 7”1,:1,2,3,...

Wskazwka. Pokaza¢ najpierw, ze ciag pomocniczy b, = a,+1 — a, jest

geometryczny.
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