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Edukacja matematyczna dzieci rozpoczynajagcych nauke szkolng to interesujgce
doswiadczenie, ale 1 prawdziwe wyzwanie dla nauczycieli. Dzieci we wczesnej edukacji, jak
wskazuja badania, lubig rozwigzywac zagadki, tamiglowki, gra¢ w gry pozwalajace rozwijacé
intuicje matematyczne. Analiza praktyki edukacyjnej w szkole podstawowej w klasach I-111
i IV-VI oraz wyniki badan polskich i migdzynarodowych wskazuja, ze ta naturalna ciekawo$¢
poznawcza dzieci niejednokrotnie ulega sttumieniu. Dla wielu z nich matematyka zamiast
fascynowaé, inspirowaé, bawi¢, rozwija¢, staje si¢ nudnym, pozbawionym aktywnoscli
badawczej terenem zdobywania watpliwych rozwojowo doswiadczen edukacyjnych. Nieche¢
do matematyki, ktora pojawia si¢ juz w szkole podstawowej, ulega czgsto wzmocnieniu na
dalszych etapach ksztalcenia i skutkuje stabymi wynikami uzyskiwanymi przez uczniéw na

maturze.
Aktywnos$¢ dzieci podstawa rozwoju

Wspotczesne badania neurobiologiczne dotyczace m(’)zgul, uwarunkowan jego
rozwoju i funkcjonowania oraz wiedza psychologiczna i pedagogiczna na temat specyfiki
procesu uczenia si¢ wskazujg, jak waznag role odgrywa stwarzanie uczniom  sytuacji
edukacyjnych sprzyjajacych aktywno$ci poznawczej, konstruowaniu wilasnych strategii
rozwigzywania problemow, uczestniczeniu w tworzeniu wiedzy, a nie tylko jej przyswajaniu i
odtwarzaniu wedtug narzuconych przez nauczyciela schematow. Dzieci ,,chca by¢ zajete”, jak
podkresla angielski socjolog edukacji B. Bernstein®, ich rozwojowi sprzyja aktywno$¢
poznawcza 1 spoleczno-emocjonalna, pokonywanie trudnosci, a wigc podejmowanie zadan

stanowigcych wyzwanie, sytuujacych si¢ w strefie najblizszego rozwoju (L. Wygotski)3.

'y Gopnik, A.N. Meltzoff, P.K.Kuhl, Naukowiec w kotysce. Czego o umysle uczq nas mate dzieci? Media Rodzin
2004

’B. Bernstein, Odtwarzanie kultury. PIW 1990

* L. Wygotski, Myslenie i mowa. PIW 1989



Mobzg rozwija si¢ bardzo intensywnie w ciggu pierwszych 10 lat zycia dziecka, jego
rozwojowi nie sprzyja nuda, schematyzm myslenia, uczenie si¢ pami¢ciowe bez rozumienia
poje¢ matematycznych, sterowanie poleceniami nauczyciela, brak zainteresowania
dziecigcymi sposobami rozwigzywania zadan, ich odkryciami poznawczymi oraz brak
wspotpracy miedzy dzie¢mi, dzielenia si¢ swoimi pomystami, konsultowania rozwigzan,
dyskusji i wymiany opinii. W badaniach procesu komunikowania si¢ nauczyciela z uczniami
w klasach trzecich szkoty podstawowej uzyskano wyniki wskazujace na jednostronno$¢ i
powierzchownos¢ relacji4. Uczniowie na lekcjach matematyki przede wszystkim uczestnicza
w sprawdzaniu wiedzy (85% czasu obserwowanych zaje¢), stuchaniu nauczyciela (15%) .
Natomiast dyskusja z kolegami i nauczycielem, tworcze dziatania stanowig zaledwie 0,2%-
0,4% czasu na obserwowanych zajeciach, a uczestnictwo w grach i zabawach dydaktycznych
— 6,2% czasu na lekcji. Na obserwowanych lekcjach matematyki w klasach trzecich
aktywno$¢ nauczycieli sprowadza si¢ do wydawania co 2,2 minuty polecen, co 6,9 minuty
podpowiadania, odpowiadania za ucznia, a tylko co 160 minut zadawania pytan otwartych o
wyjasnienie czy uzasadnienie oraz co 72 minuty wspieranie, ukierunkowywanie pracy
ucznidw, a co 55 minut nauczyciel stucha uczniéw i akceptuje ich pomysty 1 odpowiedzi.
Wyraznie wigc widaé, ze w pracy nauczyciela na lekcjach matematyki dominuje model
transmisyjny i dyrektywno-instruktazowy. Dzieci ¢wiczg wykonywanie typowych zadan , aby
lepiej zapamigtaé jeden, z gory okreslony, sposob ich rozwigzywania. Nie zawsze nauczyciel
jest zainteresowany pomystami, samodzielnymi sposobami rozwigzywania zadan i
aktywnoscig poznawczg dzieci. Konstruowanie wiedzy i umiej¢tno$ci matematycznych w
szkole wymaga zaangazowania myslenia (rozwigzywania problemow), aktywnosci werbalnej
(wyjasnianie, opowiadanie, pytanie, argumentowanie), budowania wilasnych strategii
rozwigzania, wspolpracy z réwiesnikami w klasie, akceptacji dla uczniowskich btedow jako
podstawy uczenia si¢. Proces dochodzenia do rozumienia poj¢¢ matematycznych wymaga
takze wyeksponowania wizualizacji 1 obrazowej, graficznej reprezentacji problemow

matematycznych?®.
Efektywno$¢ nauczania matematyki w Swietle badan

Edukacja matematyczna i jej efektywnos$¢ w polskiej szkole jest przedmiotem dyskusji

i krytycznych analiz od wielu lat. Niskie wyniki egzaminu maturalnego z matematyki w 2014

*B. Murawska, M. Zytko(red.), Badanie umiejetnosci podstawowych uczniéw klas trzecich szkoty podstawowe;j.
Uczen, szkota. Dom. IBE 2012
>D. Wood, Jak dzieci uczq sie i myslq. Spoteczne konteksty rozwoju poznawczego. Wydawnictwo UJ 2006



roku (25% uczniéw nie zdato egzaminu) napawajg niepokojem i kazg powroci¢ do problemu
jakosci ksztalcenia w szkotach na réznych etapach edukacji, ale takze sposobu ksztatcenia i
doskonalenia nauczycieli. Wyniki badan ogdlnopolskich i migdzynarodowych wskazuja, ze
osiggniecia uczniow w zakresie matematyki sa zrdéznicowane i1 dominuje odtworcze,
podporzadkowane schematom i algorytmom podejscie do zadan matematycznych. Problemy
nietypowe, wymagajace elastyczno$ci myslenia, odnalezienia wlasnej strategii rozwigzania,
zbadania zagadnienia, wskazania prawidtowosci czy wykorzystania wiedzy i umiejetnosci
matematycznych w praktyce, sprawiaja uczniom trudno$¢ 1 powoduja rezygnacje z
podejmowania wysitku rozwigzania problemu. Trudno$ci 1 zniechecenie do uczenia si¢

matematyki pojawiaja si¢ juz na pierwszym etapie ksztatcenia w szkole podstawowe;.

Whyniki badan trzecioklasistow opublikowane w Kilku raportach wydanych w latach 2008-
2012° oraz wyniki badan OBUT wskazuja, ze w edukacji matematycznej w klasach 1-3
znaczna cz¢S8¢ ucznidow opanowuje jedynie pewng liczbe utrwalonych schematow
postgpowania w typowych sytuacjach oraz wiele réznych strategii obronnych, ktérych
zadaniem jest ukrycie przed nauczycielem, ze nie rozumie si¢ matematyki. Dzieci sa
przekonane, ze rozwigzanie zadania polega na zapisaniu obliczenia, w ktorym trzeba
wykorzysta¢ wszystkie liczby podane w tresci zadania. Nie rozwigzuja wigc problemu, ale
,»zagospodarowuja” liczby. Oto przyktad takie zadania 1 roznych sposobow jego rozwigzania

przez dzieci.
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Wsrod rozwigzan dominuje witasnie sposob, ktory mozna nazwac ,,zagospodarowywaniem
liczb”, czy poszukiwaniem dziatania, ktore pozwoli wykorzysta¢ liczby zawarte w zadaniu, a
nie znalez¢ rozstrzygnigcie problemu, ktory jest w nim przedstawiony. Dopiero wykonanie
rysunku przez dziecko, a wigc wizualizacja treSci zadania, modelowanie sytuacji
matematycznej na poziomie ikonicznej reprezentacji wiedzy pozwala odkry¢ poprawne
rozwigzanie. Warto podkresli¢, ze rozwigzanie zadania tekstowego polega na znalezieniu, za
pomoca dowolnej skutecznej strategii, poprawnej odpowiedzi na postawione w nim pytanie, a
nie wykonanie jakiego$ obliczenia. Tymczasem wigkszo$¢ uczniow bezrefleksyjnie operuje
symbolami, bez wnikania w ich sens oraz cel ich uzycia. Wskazywata ten problem juz wiele
lat temu Prof. Z. Krygowska - wybitna dydaktyk matematyki, nazywajac je
,zdegenerowanym formalizmem”. Efektem takich dziatan jest zdobycie przez uczniow
bieglosci w stosowaniu wyuczonych schematow postepowania w typowych sytuacjach oraz
ogromne trudnosci w stosowaniu wiedzy w nowych, nieznanych wcze$niej sytuacjach. A to

wtlasnie decyduje o znaczeniu matematyki dla rozwoju wspolczesnego spoteczenstwa.
Droga do symbolu matematycznego

Zapomina si¢ w procesie matematycznego ksztatcenia jak trudny do zrozumienia dla
uczniéw jest symboliczny jezyk matematyki. W polskiej szkole dzieci sg ,,zapoznawane” z
jezykiem symbolicznym od poczatku procesu ksztalcenia, a znaczna czgs¢ nauczycieli jest
przekonana, ze jest to najwazniejsze zadanie i cel edukacji matematycznej w klasach 1-3. To
przekonanie wzmacniaja materialy edukacyjne (podreczniki, zeszyty ¢wiczen), w ktorych juz
przy pierwszych zadaniach tekstowych rozwigzywanych przez uczniéw oczekuje si¢ wpisania
W pozostawione puste miejsca odpowiedniego dziatania arytmetycznego. W ten sposob
dziecko - nie rozumiejac jeszcze jezyka symbolicznego - jest zmuszane do wykonania bardzo

trudnego zadania: formalnego modelowania matematycznego. Aktywnosci na poziomie



szkole pomijane i eliminowane, jako ,,niematematyczne”. Pomoce dydaktyczne, ktore moga
wspiera¢ przechodzenie od konkretu do abstrakcji w procesie poznawania pojg¢ i symboli
matematycznych sg uzywane sporadycznie. Zjawisko to nasila si¢ znacznie w klasach 4-6 i w
gimnazjum, gdzie nowe zagadnienia matematyczne wprowadza si¢ zazwyczaj, rozpoczynajac
od najtrudniejszego poziomu — symbolicznego i na nim si¢ pozostaje. Skutki takiego
podejscia to fakt, ze znaczny odsetek polskich ucznidéw nie rozumie jezyka symbolicznego
matematyki oraz nie potrafi si¢ nim efektywnie postugiwaé. Potwierdzajg to wyniki
egzamindw zewnetrznych po klasie 6. i po gimnazjum oraz cz¢$¢ matematyczna badan

miedzynarodowych, np. PISA czy TIMSS?®,

Jezyk symboliczny jest nie tylko skutecznym narzedziem komunikowania si¢ w réznych
sytuacjach, ale takze narzedziem rozwigzywania problemoéw, takze tych praktycznych, z
codziennego zycia. Jest tez narzedziem wspierajacym myslenie matematyczne, ale sam takze

musi by¢ przez to myslenie wspierany.

W procesie ksztalcenia uczniowie musza mie¢ okazj¢ do poznawania oraz stosowania
réznych sposobow rozumowania i wnioskowania, typowych dla matematycznej tworczosci —
rozumowania indukcyjnego i dedukcyjnego, uogoélniania i specyfikacji, dostrzegania i
wykorzystywania prawidtowosci, rozumowania przez analogi¢. Powinno to by¢ ich udzialem
na kazdym etapie rozwijania umiej¢tnosci matematycznych zaréwno podczas manipulacji, jak

operowania zapisami zaawansowanymi matematycznie.
Piktogramy wspieraja uczenie si¢ matematyki

Jednym z materiatow dydaktycznych wspierajacych u dzieci w klasach I-111 i IV-VI
zainteresowanie matematykg i rozwijanie umiejetno$ci niezbednych do rozumienia pojec
matematycznych oraz $wiadomego postugiwania si¢ nimi w praktyce, w konkretnych
sytuacjach zwigzanych z codziennym doswiadczeniem jest pakiet edukacyjny ,,Gramy w
piktogramy”. Autorom pakietu ,,Gramy w piktogramy” zalezalo w szczegélno$ci na

podwyzszeniu u uczniow:

7 Nawigzanie do koncepcji J. Brunera dotyczgcej trzech rodzajow reprezentacji poznawczej wiedzy: enaktywnej
( reprezentacje odwotujace sie do dziatania na konkretach), ikonicznej (reprezentacje swiata za pomoca
obrazéw umystowych w tym schematow graficznych), symbolicznych (systemy reprezentacji $wiata
abstrakcyjne, z wykorzystaniem symboli: liczb, jezyka, notacji muzycznej).

K. Konarzewski, osiggniecia szkolne polskich trzecioklasistéw w perspektywie miedzynarodowej.. TIMSS i
PIRLS 2011. CKE 2012



* poziomu rozumienia poje¢ matematycznych, takze dzigki ich samodzielnemu konstruowaniu

przez ucznidow, krytycznemu mysleniu,

* poziomu umiejetnosci rozwigzywania problemow o charakterze matematycznym z
wykorzystywanie procesdOw poznawczych istotnych dla myslenia matematycznego
(dostrzeganie zwigzkow, prawidtowosci, myslenie przez analogi¢) oraz wspdlpracy w grupie i

tutoringu rowiesniczego;

* umiejetnosci  dobierania modeli matematycznych do analizowanych sytuacji

z uwzglednieniem postugiwania si¢ jezykiem symbolicznym.

E-pakiet edukacyjny ,,Gramy w piktogramy”, z ktérym mozna zapoznaé si¢ na stronie
www.piktografia.pl stwarza nauczycielom okazje do zmiany stylu pracy w szkole,
w szczegdlnosci w obszarze edukacji matematyczne. Pakiet edukacyjny ,,Gramy w
piktogramy” powstal w ramach projektu PIKTOGRAFIA Rozwijanie umiejetnosci
postugiwania sie jezykiem symbolicznym w edukacji z zakresu nauk matematycznych z
zastosowaniem piktogramow Asylco. To $rodek dydaktyczny stworzony we wspotpracy
Wydawnictwa Bohdan Orlowski oraz Wydzialu Pedagogicznego Uniwersytetu

Warszawskiego.

E-pakiet ,,Gramy w piktogramy” sktada si¢ z dwoch zasadniczych elementow: pomocy dla
uczniow i dla nauczyciela. Do pobrania i wydrukowania przygotowano przewodniki,
scenariusze zaj¢¢ 1 karty pracy dla ucznidw na trzech poziomach edukacyjnych: klasy I-1ll,
IV-VI 1 gimnazjum. Zasadnicza czg$¢ tego Srodka dydaktycznego stanowig piktogramy —
demonstracyjne dla nauczyciela i oraz uczniowskie do manipulowania, tworzenia modeli
sytuacji matematycznych. Poza tym w zestawie sa takze gry planszowe, programy
komputerowe, modele wagi do odkrywania zaleznosci, domino, siatki bryt. Sa takze wzory
naklejek, ktore mozna przygotowa¢ do wykonania pieczatek, wzor planszy z naklejkami z
piktogramami, zetony 1 woreczki strunowe, a takze tabliczki suchoscieralne. Dzieci, ktore w
klasach I-IIT miaty okazj¢ korzysta¢ z tego $rodka dydaktycznego podczas testowania uczyty
si¢ matematyki w zabawie, rozwigzujac zagadki, manipulujac piktogramami, grajac w gry.
Istota tego materialu dydaktycznego wiaze si¢ ze stwarzaniem dzieciom okazji do pracy w
grupach (jeden pakiet przeznaczony jest dla grupy 4-osobowej), manipulowania
piktogramami (i innymi elementami) w celu zbudowania modelu- wizualizacji sytuacji

matematycznej zaprezentowanej w zadaniu 1 rozwigzania problemu za pomoca wiasnie takiej



aktywnosci. Oto przyktad zadan zaczerpnigtych ze scenariuszy zaje¢ zaproponowanych w

tym pakiecie — temat: lle to kosztuje? Dzieci rozwigzuja nastepujace zagadki®:
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Trzy jablka 1 jedna gruszka kosztujg 7,50 zl, jedna ki§¢ winogron 1 dwie gruszki 6 zt, a 2

kiscie winogron 6 zi. Ile kosztuja poszczegdlne owoce?
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Trzy jabtka 1 jedna gruszka kosztuja 6 zt, gruszka i dwa jabtka kosztuja 5 zi, a 2 kiscie

winogron 9 zt. Ile kosztuja poszczegdlne owoce?

Dzieci rozwigzuja te zagadki, manipulujac piktogrami lub rysujac sytuacje matematyczng na

tabliczkach suchoscieralnych.

Po serii takich zadan dzieci w grupach uktadaja, wykorzystujac piktogramy czy rysujac na
kartkach papieru wlasne zagadki i prezentuja je kolegom i kolezankom do rozwigzania.

Warto zauwazy¢, ze W toku wykonywania takich zadan dzieci buduja sobie dwie podstawowe
metody rozwigzywania ukladéow roéwnan: eliminacji i odejmowania stronami. Konstruuja
rozumienie znaczenia dziatan, ktore za chwil¢ beda wykonywa¢ na poziomie reprezentacji

symbolicznych.  Zatem  manipulowanie  piktogramami, wykonywanie schematow

? Przyktady zaczerpniete ze scenariusza M. Dgbrowskiego, lle to kosztuje? Czy o rozwigzywaniu zadan
tekstowych. przygotowanego na szkolenie nauczycieli zainteresowanych pracg w szkole z pakietem ,, Gramy w
piktogramy” www.piktografia.pl



rysunkowych nie shuzy tylko ilustracji tre$ci zadania, ale zbudowaniu rozumienia pojgcia
matematycznego. Po takich do§wiadczeniach, ktore charakteryzuje stopniowe przechodzenie
od dziatan na elementach graficznych do symbolicznych moga rozwiazywac nastepne zadania

w rodzaju:

a. W pewnym sklepie sprzedawano owoce na sztuki. Wszystkie owoce tego samego
gatunku, np. jabtka, kosztowaly w tym sklepie po tyle samo. Pierwszy klient kupit
jabtko i dwie gruszki i zaplacit 10 zlotych. Nastepny kupit gruszke i dwa jabtka i
zaplacit 8 zlotych. Trzeci za jabtko i dwa kiscie winogron zaplacit 9 zlotych. Ile
kosztowaty poszczegolne owoce?

b. Za 6 filizanek i 6 talerzykéw mama zaplacita 42 zlote. Nastepnego dnia mama
dokupita jeszcze 2 filizanki i 6 talerzykow z tego samego zestawu. Tym razem zaplacita
26 zt. Ile kosztowata filizanka, a ile talerzyk?

C. Jas karmit w schronisku psy i koty. Kazdy pies dostat 6 kawatkow miesa, a kazdy kot
4 kawatki. Ile bylo psow, a ile kotow, jesli tqgcznie byto ich 14, a Jas dal im 74 kawatki
miesa

d. Wzdtuz ulicy sadzono drzewa. Drzewa sadzono co 10 metrow. Pierwsze posadzono
na poczqtku, a ostatnie na koncu drogi. Ille drzew posadzono, jesli droga ma 120
metrow?

Ponizej sa podane przyktady rozwigzan zadan podobnych do ostatniego z
przedstawionych, ktore zostaly zaczerpnigte z badan umiej¢tnosci matematycznych
trzecioklasistow. Dzieci, a byt to niewielki procent badanych, ktore postuzyty sie
rysunkiem pozwalajacym stworzy¢ model sytuacji matematycznej przedstawionej w
zadaniu poprawnie je rozwigzaty. Natomiast duza grupa badanych probowata zrobi¢
co$ z liczbami, ,,zagospodarowacé” je w tym zadaniu, a wigc pomnozy¢, podzieli,
nawet doda¢ i odja¢, co nie pozwalato uzyskaé rozwigzania, a $wiadczylo o braku
zrozumienia problemu i schematyzmie myslenia w podejs$ciu do rozwigzania.



9. Wzdluz drogi, przy ktorej mieszka Kamil, posadzono co 10 metrow drzewka
Pierwsze drzewko posadzono na poczatku drogi, a ostatnie na jej koficu

Droga ma 150 metrow dhugosci. lle drzewek posadzono?

6. Wzdluz drogi, przy ktérej mieszka Kamil, posadzono 13 miodych drzewek.
Drzewka sadzono co 10 metréw. Pierwsze drzewko posadzono na poczatku drogi,
a ostatnie na jej koncu. Jaka dlugo$¢ ma ta droga?
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Dzieci beda zainteresowane matematyka wtedy, gdy ja zrozumieja, gdy doswiadcza

sytuacji, ktore pozwola im samodzielnie budowaé¢ rozumienie, gdy beda mogly

wspOtpracowaé ze sobg 1 wspiera¢ si¢ w rozwigzywaniu zadan, dzieleniu si¢ pomystami,

rywalizowaniu ze sobg, prezentujac zaskakujace rozwigzania czy tworzgc trudne zagadki
matematyczne dla rowiesnikow.

Dzieci, ktore uczestniczyly w testowaniu pakietu ,,Gramy w piktogramy” w klasach trzecich

szkoly podstawowej tak podsumowaly swoje do$wiadczenia w pracy z tym materiatem na

zajeciach szkolnych:

- Sq ciekawsze zajecia po prostu.

- Dzigki grze, niektorzy z naszej klasy, na przykiad ten tu, nauczyli si¢ liczyc.
- Tak, tu moglismy pracowac sami. A ja wole wymysli¢ sam.

- Ucgymy sie wspolpracy.

- Sq rozne pomysty, mozna podyskutowad.

- To pomaga w Zyciu, bo ma si¢ lepsze skojarzenia.

Podsumowujac refleksje dotyczace problematyki uczenia si¢ matematyki w szkole i
konieczno$ci zmiany istniejgcego do$¢ powszechnie modelu nauczania warto podkresli¢, ze

zainteresowanie dzieci matematyk¢ wymaga zmiany sposobu myslenia o nauczaniu i Stylu



pracy nauczyciela. Dzieciom trzeba stwarza¢ okazje do zdobywania okreslonych kompetencji

I wykorzystywania ich w praktycznych dziataniach. Oto kilka rekomendacji:

>

Trzeba rozpoczyna¢ edukacj¢ od poznania ucznidw, ich mozliwosci i potencjatu
intelektualnego,

Pozwoli¢ uczniom moéwi¢ na zajeciach matematycznych, dzieli¢ si¢ spostrzezeniami,
zadawac pytania, opisywac rozwigzania zadan,

Zache¢caé do wspoltpracy, stwarzaé okazje, aby dzieci uczyly si¢ od siebie, nauczyciel
staje si¢ tutorem, a nie instruktorem,

Uwierzy¢ w mozliwosci dzieci i stawia¢ im zadania — wyzwania intelektualne, ktorych
podjecie 1 rozwigzanie sprawi przyjemnos¢, przyniesie satysfakcje, dzieci chcg miec
poczucie kompetenciji,

Pozwo6lmy uczniom na popetnianie bledow, btad to poczatek uczenia sig, inspiracja do
dzialan pozwalajacych lepiej zrozumie¢ pojecia matematyczne,

Pozwoli¢ uczniom budowa¢ 1 stosowaé wlasne strategie rozwigzania, nie narzucac
jednej, nauczycielskiej metody, wtedy matematyka bedzie sprawia¢ przyjemnosc,

zachgca¢ do badan i poszukiwan.



