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Dlaczego
e-doswiadczenia?

Podzial éwiczen

Przedmowa

Oddajemy Panstwu do rak podrecznik ze wskazoéwkami dla nauczy-
cieli do e-doswiadczenia ,Wahadlo matematyczne”. Niniejszy pod-
recznik zawiera krotkie opracowanie teorii oraz propozycje ¢wiczen.

Nie zamierzamy oczywiscie zastepowad rzeczywistych doswiadczen

przeprowadzanych na lekcji. Dzieki naszym zestawom beda Panstwo
mieli mozliwos¢ wykonania doswiadczen niemozliwych do wykona-
nia w warunkach szkolnych czy domowych, np. mozliwo$¢ umiesz-
czenia laboratorium fizycznego na innej planecie lub wykonania
skomplikowanego eksperymentu z fizyki wspotczesnej. Dodatkowo,
mamy takze mozliwos¢ wykonania ¢wiczen i doswiadczen, ktorych
nie mozna wykonac z powodu braku zestawoéw doswiadczalnych lub
braku czasu potrzebnego do przygotowania aparatury na lekcje.
Uczniowie moga takze samodzielnie wykonywaé¢ ¢wiczenia przy po-
mocy e-doswiadczen np. jako prace domowa.

Cwiczenia przygotowane dla biezacego e-dogwiadczenia nie zostaly

tradycyjnie podzielone na trzy stopnie trudnosci (np. tatwe, $red-
nie, trudne), gdyz wydaje nam sie, ze taki podzial mogtby okazaé
sie mylacy dla uczniéw, a w konsekwencji nawet zniechecajacy. Za-
lezy nam bardzo by, zachecac¢ uczniow do przeprowadzenia jak naj-
wigkszej ilosci doswiadczen, zarowno przy pomocy naszych zesta-
wow e-doswiadczalnych jak i przede wszystkim tradycyjnych zesta-
wow laboratoryjnych, czy choé¢by przedmiotéw domowego uzytku.
W zamian proponujemy podzial, ktory odzwierciedla metodologie
wprowadzania ucznia w nowe zagadnienie, jak réwniez podkresla
celowosé przeprowadzania doswiadczen w procesie nauczania fizyki
w szkotach.

Cwiczenia wprowadzajace: material do tych éwiczen nie wykracza
poza podstawe programowa przedmiotu fizyka dla czwartego etapu
edukacyjnego. Cwiczenia te maja na celu wprowadzenie ucznia w
nowy materiat. Moga by¢ wykonywane jeszcze przed wprowadze-
niem teoretycznym do lekcji, zar6wno przez nauczyciela w formie



Model fizyczny
e-doswiadczenia
wahadtlo
matematyczne

pokazowej, jak tez samodzielnie przez uczniéw. Dzieki temu uczen
bedzie mogl poznaé podstawowe pojecia, ktére wprost wyptywaja z
obserwacji zjawisk. Oczywiscie, ¢wiczenia te mozna takze przeprowa-
dzi¢ po wprowadzeniu teoretycznym, wtedy dzigki nim uczen przeko-
na sie do przerobionego wczesniej materiatu.

Cwiczenia poszerzajace 1 utrwalajace wiedze: material do tych éwi-
czen takze nie wykracza poza podstawe programowa przedmiotu
fizyka dla czwartego etapu edukacyjnego. Uczen przystepujac do
nich powinien by¢ zaznajomiony z podstawowym materiatem teo-
retycznym. Dzigki tym ¢wiczeniom uczen moze poszerzy¢ i utrwa-
li¢ swoja wiedze na temat danego zagadnienia. Cwiczenia te beda
miaty na celu miedzy innymi wyzwolenie postawy badawczej ucznia
oraz nauczenie go prezentowania wlasnych obserwacji i wyciagania
wnioskéow z ¢wiczen 1 doswiadczen.

Cwiczenia dodatkowe — ciekawostki: materiat do tych ¢wiczeni za-
zwyczaj wykracza poza podstawe programows przedmiotu fizyka
dla czwartego etapu edukacyjnego poziomu rozszerzonego. Nieko-
niecznie musza to by¢ zadania o bardzo wysokim stopniu trudnosci.
Sa to ¢wiczenia przygotowane zaréwno z mys$la o uczniach z kot fi-
zycznych oraz przygotowujacych sie do olimpiad, jak rowniez dla
uczniow po prostu zainteresowanych danym zagadnieniem i chca-
cym rozwinaé¢ swoje osobiste zainteresowania.

Forma przeprowadzania ¢wiczen i doswiadczen jest oczywiscie tylko
naszg propozycja. Z calg pewnoscig istnieje jeszcze wiele mozliwo-
Sci zastosowan e-doswiadczen, ktore nie zostaty opisane w podrecz-
niku, dlatego tez warto zacheca¢ uczniow do wlasnych pomystow
na eksperymenty przy pomocy naszych wirtualnych zestawéow.

W e-doswiadczeniach staramy sie korzysta¢ z modeli, ktore jak naj-
lepiej odzwierciedlaja rzeczywiste eksperymenty. Dlatego algorytmy
wykorzystywane w silniku programu pisane sg na podstawie odpo-
wiednich rownan rézniczkowych. Chcieliby$my zwroci¢ w tym miej-
scu Panstwa uwage na fakt, ze w algorytmach w e-doswiadczeniu
,Wahadlo matematyczne” nie korzystamy z przyblizenia matych
katéw. Taki model daje mam miedzy innymi mozliwos¢ spraw-
dzenie stosowalnosci wzoru na okres podstawowy drgan wahadta

[
T = 27r\/7 dla matych i wigkszych katéw wychylenia, a takze ob-
g

serwacje zachowan wahadta chaotycznego.



1 Model wahadla matematycznego

Wahadtlo

matematyczne

Czy rzeczywistosé
mozna opisa¢ modelem
w sposob doskonaty?

Postulat Laplace’a

Niniejsze e-doswiadczenie poswiecone zostato zagadnieniom zwigza-
nym z wahadlem matematycznym. Za jego pomoca bedziemy mo-
gli np. bada¢ okres podstawowy drgan wahadta oraz zaobserwowac
zmiany energii kinetycznej i potencjalnej. W trakcie doswiadczen
poznamy takze jeden z wielu sposoboéw na wyznaczenie przyspie-
szenia grawitacyjnego. Wirtualne e-doswiadczenie umozliwi nam
takze obserwacje wahadla matematycznego w warunkach, w kto-
rych nie moglibyémy sie znalez¢é w Swiecie rzeczywistym, np. na
innych planetach. Zanim jednak przystapimy do rozwiazywania za-
réwno realnych (jak i wirtualnych) probleméw fizycznych, nalezy
sie kilka stow wstepu.

Wahadto matematyczne to kulka zawieszona swobodnie na nici.
Zatozeniem modelu wahadta matematycznego jest to, aby kulka
byta punktowa, a cata masa wahadta skupiata si¢ wtasnie w niej.
Ni¢, na ktérej, zawieszona jest kulka w zalozeniu jest niewazka, (co
oznacza, ze zaniedbujemy jej mase) oraz jest nierozciggliwa, (nie
zmienia swojej dtugosci).

Wzory np. na okres podstawowy drgan wahadta matematycznego
zostaly wyznaczone wlasnie przy powyzszych zalozeniach. Ale czy
w rzeczywistosci istnieje obiekt, ktory odpowiada takiemu mode-
lowi? Odpowiedz brzmi: oczywiscie, ze nie. Zatem model ten nie
odzwierciedla doktadnie rzeczywistosci, a moze by¢ jedynie jej przy-
blizeniem. Czy powinnismy sie zatem tym przejmowac i czy mozna
za pomocg modelu doktadnie opisaé¢ rzeczywistosé? Aby odpowie-
dzie¢ na to pytanie poshuzymy sie cytatem Laplace’a.

,Umyst, ktory by znal sily dzialajgce w danej chwili w przyro-
dzie oraz wzajemne potozenie wszystkich istotnosci, z ktorych ona
sie sktada, gdyby zdotal ujgcé je i poddac analizie — w jednym wzo-
rze zawartby ruchy najwiekszych ciat niebieskich i najdrobniejszych
atomow. Nie byloby dla niego nic niepewnego 1 zarowno przysztosé,
jak i przesztosé swiata bylyby obecne dla jego oka...”



Model moze opisywac
rzeczywisto$¢ dobrze,
ale nie doskonale

Zatem, najogdlniej méwigce, niemozliwym jest dokltadne opisanie
rzeczywistosci za pomocg modelu. Skoro nie jestedmy w stanie na
lince powiesi¢, punktowej kulki to przynajmniej powinnismy po-
starac sie, aby ta kulka byta jak najmniejsza. Wtedy, stosujac model
wahadta matematycznego do opisania naszego rzeczywistego waha-
dta, otrzymamy moze nie doskonatle, ale z pewnoscig bardzo dobre
rezultaty.



2 Okres podstawowy drgan wahadla

matematycznego

Okres podstawowy
drgan wahadtla
matematycznego

Cwiczenie 1

Okres podstawowy drgan wahadta jest to czas potrzebny na wyko-
nanie jednego pelnego wahniecia, czyli czas jaki uptywa pomiedzy
znalezieniem sie wahadla w danym punkcie, a ponownym dotarciem
do tego punktu.

Jak prawidlowo zmierzy¢ okres podstawowy drgan waha-
dla matematycznego?

Propozycja:
Forma:
Cel éwiczenia:

Czas wykonania:

Pomiar czasu jednego
pelnego wahniecia

Cwiczenie wprowadzajace do lekeji.

Samodzielna, w grupach lub pokazowa z dyskusja.

Uczen bedzie potrafit prawidtowo zmierzy¢ okres podstawowy drgan
wahadla matematycznego. Pozna czynniki majace wptyw na do-
ktadnos¢ przeprowadzonych pomiaréw.

15 min.

4 Proponujemy na poczatek zmierzy¢ okres podstawowy czyli czas
jednego wahniecia wahadta. Do tego doswiadczenia potrzebne nam
bedzie wahadto suwakowe oraz kulka.

Przyczepiamy kulke do nitki, ktéra przymocowana jest do sta-
tywu.

v Ustalamy dtugos¢ nici oraz kat wychylenia i naciskamy ZAAK-
CEPTUJ USTAWIENIA.
4 Aby uruchomié¢ wahadlo, naciskamy URUCHOM.

Po jednym pelnym okresie zatrzymujemy stoper i wynik zapi-
sujemy do tabeli.

Postarajmy sie teraz jak najdoktadniej przeprowadzi¢ ponownie
to samo doswiadczenie. Mierzac pelne okresy, za kazdym razem za-
pisujemy wynik w tabeli. Doswiadczenie powtarzamy przynajmniej
D razy.

4 Nastepnie przyjrzyjmy sie otrzymanym wynikom i odpowiedzmy
sobie na pytanie: czy udato nam sie doktadnie powtérzy¢ doswiad-
czenie, czyli czy otrzymane pomiary okresu podstawowego sg rowne?

Czy twoim zdaniem odchylenia od poszczegdlnych zmierzonych
w ten sposob wielkosci sg duze czy male?



Pomiar czasu
dziesieciu pelnych
wahnieé

Cwiczenie 2

V' Jak uwazasz, skad biora sie te odchylenia i jakie czynniki maja
wplyw na doktadnos$¢ wykonanych pomiardw.

Zastanowmy sie, czy istniejg bardziej doktadne sposoby na zmie-
rzenie okresu podstawowego?

v/ Teraz proponujemy zmierzy¢ czas dziesieciu pelnych wahniec.
v Do tego celu uzywamy tego samego wahadla z tymi samymi
parametrami.
v Po dziesieciu petnych okresach zatrzymujemy stoper, wynik
dzielimy przez 10 i zapisujemy do tabeli.

Powtarzamy do$wiadczenie przynajmniej 5 razy.
V' Teraz przyjrzyjmy sie otrzymanym wynikom i odpowiedzmy
sobie na pytanie: czy odchylenia od poszczegdlnych zmierzonych w
ten sposob okreséw podstawowych sie zmniejszyty?

Czy mozna powiedzie¢, ze pomiar okresu podstawowego w ten
sposob daje doktadniejsze rezultaty?

Celem ponizszych doswiadczen bedzie poznanie podstawowych za-
leznosci, opisujacych ruch wahadta matematycznego. Sprawdzimy;,
czy 1 w jaki sposob okres podstawowy drgan wahadta zalezy od
tego, jakie zastosujemy ciezarki, dtugosci nici, czy kat wychylenia.
Postaramy sie takze odpowiedzie¢ na pytanie, jakiego typu sa to
zalezno$ci. By moéc rozpoczaé¢ do$wiadczenie, powinnismy najpierw
zbudowaé odpowiedni zestaw do$wiadczalny. Na poczatku warto sie
wiec zastanowi¢, co doktadnie chcemy zrobi¢. Czy tylko stwierdzic¢,
ze ewentualne zaleznosci istnieja, czy moze przeprowadzi¢ badania
na tyle doktadne i dobrze przemyslane, by méc wyznaczyé¢ odpo-
wiednie zaleznosci?

Czy okres podstawowy drgan wahadla matematycznego za-
lezy od masy zawieszonego ciezarka, dlugo$ci nici i matych
katéw wychylenia?

Propozycja:
Forma:
Cel éwiczenia:

Czas wykonania:

Cwiczenie wprowadzajace do lekcii.

Pokazowa z dyskusja.

Uczen bedzie potrafit stwierdzi¢ jakie wielkosci fizyczne maja wpltyw
na okres podstawowy drgan wahadta matematycznego.

15 min.

Zacznijmy od samego stwierdzenia (jako$ciowego), czy zmieniajac
odpowiednie parametry wahadla, jestedmy w stanie zaobserwowac
istotne réznice w jego zachowaniu. Zanim zaczniemy konstruowac
uktad, warto poczynié¢ jeszcze jedng uwage. Gdy przeprowadzamy



Zalezno$¢ okresu drgan
wlasnych wahadta od
dlugosci linki

Zaleznos¢ okresu drgan
wtasnych wahadta od
masy ciezarka

Zaleznos¢ okresu drgan
wahadla od (matlego)
kata wychylenia

badania porownawcze, czesto jedynym dla nas wyznacznikiem tego,
czy dwa ukltady zachowuja sie roznie, jest nasze oko. Czasem jednak
zmiany moga by¢ praktycznie niezauwazalne. By jednak zapewnic¢
sobie jak najwieksze szanse zauwazenia ewentualnych réznic, po-
winnisémy w ramach do$wiadczenia zadbac¢ o jak najwieksze zrézni-
cowanie danego parametru. Po tych uwagach jestesmy juz gotowi
przystapi¢ do doswiadczenia.

v' Do tego doswiadczenia potrzebne beda dwa wahadta suwakowe
oraz dwie kulki o identycznej masie.

4 Przyczepiamy kulki do nici, ktére z kolei przymocowane sg
do statywow. Pojawi sie mozliwosé okreslenia diugosci linek (za
pomoca suwaka ,linka”). Ustalmy je tak, by réznica ich dtugosci
byt znaczna. Tak skonstruowane wahadta odchylamy o pewien kat.
Zwroé uwage, ze kat jest zaznaczony rowniez ponizej, na katomie-
rzu. By mie¢ pewnos¢, ze nic innego nie wptynie na przebieg naszego
doswiadczenia, wszystkie parametry (procz dtugosci linki) wybie-
ramy takie same w obu wahadtach. Tak wiec réwniez kat wychylenia
ustawiamy taki sam w obu wahadtach.

Gdy skonstruowaliémy wahadto i dobraliémy odpowiednie para-
metry, nie pozostaje nam juz nic innego, jak rozpoczaé¢ doswiadcze-
nie. Naciskamy wiec ZAAKCEPTUJ USTAWIENIA, a nastepnie
URUCHOM.

v/ Doswiadczenie mozna powtorzy¢ dla réoznych diugosei linki.

v W tym do$wiadczeniu, tak jak w poprzednim, potrzebujemy:
dwa wahadta suwakowe oraz dwie kulki (tym razem o r6znych ma-
sach). Procedura konstruowania uktadu wyglada identycznie jak
poprzednio. Przymocowujemy wiec kulki do wahadet, ustalamy dtu-
gosé linek (tym razem dlugo$é musi by¢ taka sama w obu waha-
dlach) i wychylamy wahadla o taki sam kat. Gdy mamy juz tak
przygotowany uktad, naciskamy ZAAKCEPTUJ USTAWIENIA, a
nastepnie URUCHOM.
Dos$wiadczenie mozna powtérzyé dla réznych mas kulek.

v 1 tym razem konstrukcja uktadu doswiadczalnego wyglada tak
samo, jak przy badaniu zaleznosci okresu od dtugosci linki. Wyko-
nujemy wiec czynnosci, ktore sa tam opisane, z tg tylko réznica, ze
dtugosci linek wybieramy tak, by miaty taka sama dtugosé.

v Wielkoscia, ktora bedzie rozréznia¢ dwa wahadta, bedzie kat
ich wychylenia. Wychylamy kazde z wahadel o r6zny kat, postaraj
si¢ jednak, by zadne z wahadel nie byto wychylone o kat wickszy
niz 8°. (Aby dowiedzieé sie dlaczego, wykonaj Cwiczenie 4.)

v/ Powtérz doswiadezenie dla roznych katéw wychylenia.



Whnioski z é¢wiczenia

Po powyzszej serii doswiadczen mozemy wyciggnaé juz pewne wnio-
ski co do zaleznosci okresu drgan wahadta od parametrow, takich
jak: dtugosé¢ linki, masa wahadta, kat wychylenia. Jednakze wnioski
te ograniczaja si¢ jedynie do stwierdzenia czy okres rosnie, maleje,
czy nie zmienia si¢ wraz ze zmiang odpowiednich parametréw. Nie
potrafimy jednak w dalszym ciggu nic powiedzie¢ o sposobie tych
zmian (czy okres zmienia sie liniowo, kwadratowo, czy moze jesz-
cze inaczej wraz ze zmiana danego parametru). By moc wyciagnaé
bardziej szczegdtowe wnioski, musimy przeprowadzié¢ kolejna serie
doswiadczen.



Cwiczenie 3

W jaki sposdb okres podstawowy drgan wahadla matema-
tycznego zalezy od masy zawieszonego ciezarka, dlugosci
nici i matych katéw wychylenia?

Propozycja:

Forma:
Cel ¢éwiczenia:

Czas wykonania:

Zaleznos¢ okresu drgan
wtasnych wahadta od
dlugosci linki

Zaleznos¢ okresu drgan
wlasnych wahadla od
masy wahadta

Cwiczenie wprowadzajace do lekcji, mozna potaczyc Cwiczenia 2 i
3 w jedno.

Pokazowa z dyskusja.

Uczen bedzie potrafit stwierdzi¢, w jaki sposéb okres podstawowy
drgan wahadla matematycznego zalezy od dtugosci linki wahadta,
masy i malych katéw wychylenia. Cwiczenie rozwinie umiejetnodé
rysowania wykresow.

25 min.

Do tej serii doswiadczen bedziemy potrzebowali jednego (odpowied-
nio przygotowanego) wahadla.

v Ze zbioru narzedzi wybierzmy wahadto suwakowe i kulke.

4 Ustalamy dtugos¢ linki.

4 Wychylamy wahadto o dany kat (np. 8°).

4 Dokonujemy pomiaru okresu wahadta (tak jak to byto wyko-
nane w Cwiczeniu 1). Powyzsza procedure wykonujemy co najmniej
5 razy dla réznych dlugosei nici (zachowujac taki sam kat wychyle-
nia oraz mase kulki), zaczynajac od najdtuzszej, zmniejszajac suk-
cesywnie po kazdym pomiarze dtugosé linki o 10 cm. Otrzymane
wyniki przedstawmy na wykresie T'(1) (okres drgan wahadla w za-
leznosci od dtugosci nici).

V' Zastanow sig, w jaki spos6b zmienia si¢ okres podstawowy w
zaleznosci od dhugosci nici. Jakiego rodzaju krzywa mozesz dopa-
sowaé do otrzymanych wynikéw?

v’ Ze zbioru narzedzi wybieramy wahadto suwakowe i kulke.
v Ustalamy dtugos¢ linki.
v/ Wychylamy wahadlo o dany kat (np. 8°).

Dokonujemy pomiaru okresu wahadta.

Powyzsza procedure powtarzamy co najmniej 5 razy dla roz-
nych mas kulki (zachowujac taka sama dtugo$é wahadta oraz kat
wychylenia wahadta). W trakcie doswiadczenia powinnismy skorzy-
sta¢ z jak najszerszego zakresu mas.

Otrzymane wyniki przedstawiamy na wykresie T'(m) (okres
drgan wahadta w zaleznosci od masy wahadla).

V' Zastanow sie, jak zmienia sie okres wahadla w zaleznosci od
masy wahadta. Jakiego rodzaju krzywa mozesz dopasowac do otrzy-



Zaleznos¢ okresu drgan
wtasnych wahadta od
kata wychylenia

Okres podstawowy
drgan wahadtla dla
wiekszych katow
wychylenia

manych wynikow?

v’ Ze zbioru narzedzi wybierzmy wahadlo suwakowe i kulke,
v Ustalamy dtugos¢ linki.
4 Wychylamy wahadto o dany kat.

Dokonujemy pomiaru okresu wahadta.

Powyzsza procedure powtarzamy co najmniej 5 razy dla roznych
katéw wychylenia wahadta (zachowujac taka sama dlugosé waha-
dla oraz mase kulki). Zaczynamy od wychylenia 8°, zmniejszajac
wychylenie o 2° na kazdy pomiar okresu.

Otrzymane wyniki przedstawiamy na wykresie T'(6y) (okres
drgan wahadta w zaleznosci od kata wychylenia wahadla).

v/ Zastanow sie, jak zmienia si¢ okres wahadta w zaleznosci od kata
wychylenia wahadta. Jakiego rodzaju krzywa mozesz dopasowac¢ do
otrzymanych wynikow?

W trakcie poprzednich do$wiadczen, zawsze ktadziony byt nacisk
na to, by wychyla¢ wahadto o maty kat (do 8°). Co bardziej do-
ciekliwy uczen sprébowat zapewne wychyli¢ wahadto ponad zakres
,matych katéow”. Wykonujac takie do$wiadczenie, mozna dojs¢ do
wnioskéw zgota innych niz te, ktére wyciagneliémy wykonujac Cwi-
czenie 2. Otoz okazuje sie, ze okres drgan wahadta rzeczywiscie za-
lezy od tego, o jaki kat wahadlo zostalo wychylone, o ile jest on
dostatecznie duzy. By to pokazac, potrzebna jest niestety wiedza
wykraczajaca daleko poza program nauczania w szkole ponadgim-
nazjalnej. Dlatego tez ograniczymy sie w tym przypadku tylko do
jakosciowych obserwacji.

Dla zaspokojenia ciekawosci co bardziej zainteresowanych uczniow,
ponizej przedstawiamy wzor opisujacy okres drgan wahadta:

T = zw\/g (1 + <;)2sin2 <92°> + @j)zsm‘* (%’) + )(2 1

Co mozna réwniez zapisaé jako:

(S G

gdzie: | — dlugos¢ wahadta, g — przyspieszenie grawitacyjne, 6y —
wychylenie poczatkowe wahadta.

Z powyzszych wzoréw widaé (gdy przemnozymy wszystkie elementy

10



Cwiczenie 4

sumy wewnatrz nawiasu przez czynnik poza nawiasem), ze postaé
pierwszego cztonu sumy, jest doktadnie taka sama, jak wzér na okres
drgan wahadta, ktéry poznaliSmy wczesniej. Po glebszej analizie
mozna si¢ rowniez przekonac, ze dla matych katéw wychylenia po-
czatkowego, kolejne elementy sumy sa bardzo mate w poréwnaniu
z pierwszym elementem. Dla przyktadu, zobaczmy jak nasz wzor
bedzie wygladal gdy przyjmiemy nastepujace dane dla wahadta:
[=1m; g=98m/s? 0 =5"

Obliczmy teraz wartosci pierwszych trzech elementéw sumy:

1) 27r\/7 =25
g 2
/1 0
2) 27r\/; <2> sin’ (;) = 0.00024 s
I /32 0
3) 27\/; (Z) sin’ (;) —6.39%x107%s

Poréwnujac kolejne cztony z pierwszym elementem widac¢, ze juz
drugi element stanowi zaledwie okoto 0,12%0, kazdy nastepny jest
o kilka rzedéw wielkosci mniejszy. (Przypomnijmy, ze by obliczy¢
stosunek procentowy p wielkosci a i b, tj. aby dowiedzie¢ sig¢ ile
procent, wielkosci b stanowi wielkosé¢ a, powinnismy wykonaé naste-
pujaca operacje: p = %100%.)

7 powyzszych obliczen widaé¢ wyraznie, ze tylko pierwszy czton
sumy wnosi istotny wktad do okresu wahadta, natomiast zmiany
zwigzane z kolejnymi cztonami sa praktycznie niezauwazalne dla
zwyklego obserwatora.

Co innego dzieje si¢ jednak, gdy wychylimy wahadlo o wigkszy
kat. Jako zadanie mozesz policzy¢ jaki wktad dajg kolejne elementy
sumy, gdy wychylimy wahadto o kat np. 75°.

l

Czy popelniamy blad, stosujac wzor T = 27r\/7 dla wiek-
g

szych katéw wychylenia?

Propozycja:
Forma:
Cel éwiczenia:

Czas wykonania:

Cwiczenie poszerzajace wiedze z zakresu okresu podstawowego wa-
hadta matematycznego.

Pokazowa z dyskusja, praca samodzielna lub w grupach, praca do-
mowa.

Uczen pozna zaleznosé¢ okresu podstawowego drgan wahadta od do-
wolnych katow wychylenia.

10 min.

My natomiast zajmiemy sie teraz przygotowaniem odpowiedniego
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uktadu do$wiadczalnego by méc zaobserwowaé istotne roznice przy
wychyleniach o duze katy.

v’ Do zestawu doswiadczalnego potrzebujemy: dwa wahadta suwa-
kowe, dwie kulki o takiej samej masie.

Przyczepiamy do kazdego z wahadel kulke. W tym miejscu
zastanéwmy sie jeszcze, jaka dhugosé linki bedzie najlepsza do wy-
godnej obserwacji réznic w okresie drgan. Nastepnie wychylamy
wahadta o odpowiednie katy. By jak najwyrazniej zobaczy¢ réznice
w okresie, katy wybierzmy tak, by znacznie r6znity si¢ od siebie.
Dla przyktadu niech to beda wychylenia z powyzszych zadan, wigc
5°oraz 75°. Przy tak dobranych katach réznice widaé¢ juz przy pierw-
szym wahnieciu.

4 Sprobuj tez wykonaé¢ doswiadczenie dla innych katéw poczat-
kowych. Zastanéw sie, jak zmienia sie¢ okres wraz ze wzrostem kata
poczatkowego.

12



Cwiczenie 5

l

Jaki blad popelniamy stosujac wzéor T = 27\/7 dla wiek-
g

szych katéw wychylenia?

Propozycja:
Forma:
Cel ¢éwiczenia:

Czas wykonania:

Podsumowanie
rozdzialu

Cwiczenie poszerzajace wiedze z zakresu okresu podstawowego wa-
hadla matematycznego, mozna je potaczy¢ z Cwiczeniem 4.
Pokazowa z dyskusja, praca samodzielna lub w grupach, praca do-
mowa.

Uczen pozna zaleznosé okresu podstawowego drgan wahadta od do-
wolnych katéw wychylenia.

15 min.

Gdy juz przeprowadzilismy wstepne badania jakosciowe, sprobujmy
wyciggnaé¢ wnioski bardziej konkretne.

v/ Do skonstruowania uktadu potrzebne beda:

— statyw suwakowy;,

— dowolna kulka.

4 Zmontujmy zestaw z powyzszych komponentéw, mocujac kulke
na lince statywu. Wybierzmy dtugosé linki tak, by jak najtatwiej
mierzyto sie okres wahadla (nie moze by¢ on wiec zbyt krétki, by-
Smy na czas mogli zatrzymac stoper).

V' 7 tak skonstruowanym wahadtem przeprowadzmy teraz serie
eksperymentéw, polegajaca na wyznaczaniu okresu drgan wahadta
w zaleznosci od poczatkowego wychylenia wahadta. Tutaj znowu
przyda nam si¢ wiedza z Cwiczenia 1.

Zacznijmy od konkretnego kata wychylenia poczatkowego, niech
to bedzie 5°, by nastepnie sukcesywnie zwigksza¢ poczatkowy kat
0 5°, az dojdziemy do maksymalnej mozliwej wielkosci wychylenia,
tj. 90°. Pamietajmy jednoczesnie, by zachowaé pozostate parametry
nie zmienione.

v/ Dane otrzymane z pomiaréw warto oczywiscie notowa¢ w ta-
beli, by nastepnie moc je przedstawi¢ na wykresie.

Na koniec zastanéwmy sie jeszcze raz nad catym zagadnieniem i nad
tym co udato nam sie wykazaé. Za pomoca do$wiadczenia pokazali-
smy, ze wzor na okres podstawowy drgan wahadla matematycznego
T = 27r\/g poprawny jest tylko dla matych katéw wychylenia po-
czatkowego. Warto tez zdacé sobie sprawe z tego, ze uktad petni role
tzw. oscylatora harmonicznego tylko wtedy, gdy mozna zastosowac
podstawowy wzor na okres wahadta tj. dla malych wychylen po-
czatkowych. Informacja ta ma dosé¢ daleko idgce konsekwencje w fi-
zyce i technice, o ktorych nie bedziemy tu wspominaé. PokazaliSmy
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rowniez, ze w rzeczywistosci okres drgan wahadta zalezy od wychy-
lenia poczatkowego. Niemniej jednak btad, jaki popemlmiamy przy
korzystaniu ze wzoru podstawowego jest tym mniejszy, im mniej-
szy jest poczatkowy kat wychylenia. Jak to zostato pokazane na
przykladzie, dla 6y = 5°, popelniony blad wynosi okoto 0,12%o.
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3 Wplyw sily grawitacji na wahadlo
matematyczne

Przed przystapieniem do doswiadczen zastanowmy sie, jaka wielko-
Scig jest przyspieszenie grawitacyjne Ziemi. Z pewnoscig nie jest to
wielkos¢ fizyczna ktora mozemy zmierzy¢ linijka — jak dtugosé, czy
tez stoperem — jak czas.

WielkoSci fizyczne | Takie wielkosci fizyczne, ktére mozna zmierzy¢é wprost przy uzy-
mierzalne posrednio i |ciu jednego przyrzadu, nazywamy wielko$ciami mierzalnymi bezpo-
bezposrednio |$rednio. Niestety, nie ma takiego przyrzadu, ktéry pozwoli nam bez-
posrednio zmierzy¢ staty przyspieszenia grawitacyjnego. Co wiecej,
nie jest to wielko$¢, ktéra mozna bezposrednio dotknac, czy choéby
zobaczy¢. Wniosek: przyspieszenie grawitacyjne nie jest wielkoscig
mierzalng bezposrednio. Nie oznacza to oczywiscie, ze doswiadczal-
nie w ogole nie mozna jej zmierzy¢. Jesli tylko istnieje zaleznosé
pomiedzy przyspieszeniem grawitacyjnym a innymi wielkosciami,
ktore mozna zmierzy¢ bezposrednio w prosty sposob, to mozemy
to zrobi¢. Wielkosci fizyczne, ktore mierzymy w ten wtasnie spo-
sOb nazywane sg wielko$ciami mierzalnymi posrednio. Aby je zmie-
rzy¢, trzeba najpierw zmierzy¢ wielkosci mierzalne bezposrednio, a
nastepnie skorzysta¢ ze wzoru, ktoéry taczy wszystkie te wielkosci.
ktore mozna zmierzy¢ wprost przy uzyciu jednego przyrzadu, na-
zywamy wielkoSciami mierzalnymi bezposrednio. Niestety, nie ma
takiego przyrzadu, ktory pozwoli nam bezposrednio zmierzy¢ statg
przyspieszenia grawitacyjnego. Co wiecej, nie jest to wielkos¢, ktora
mozna bezposrednio dotknac, czy cho¢by zobaczy¢. Wniosek: przy-
spieszenie grawitacyjne nie jest wielkoscia mierzalng bezposrednio.
Nie oznacza to oczywiscie, ze doswiadczalnie w ogole nie mozna jej
zmierzy¢. Jedli tylko istnieje zalezno$¢ pomiedzy przyspieszeniem
grawitacyjnym a innymi wielko$ciami, ktére mozna zmierzy¢ bez-
posrednio w prosty sposob, to mozemy to zrobi¢. Wielko$ci fizyczne,
ktore mierzymy w ten wtasnie sposdb nazywane sg wielkosciami
mierzalnymi posrednio. Aby je zmierzy¢, trzeba najpierw zmierzy¢
wielkosci mierzalne bezposrednio, a nastepnie skorzysta¢ ze wzoru,
ktory taczy wszystkie te wielkosci.

Jak w prosty spos6b Tak wtasnie postgpimy w tym do$wiadczeniu. Zmierzymy wartoscé
zmierzy¢ przyspieszenia grawitacyjnego Ziemi poprzez pomiar wielkosci, ktore
przyspieszenie
grawitacyjne Ziemi 15



zmierzy¢ tatwo. Wzor na okres podstawowy drgan wahadta mate-
matycznego dla matych katéw wychylenia T = 27r\/g taczy trzy
wielkosci fizyczne: dtugo$¢ linki i okres podstawowy drgan tego
wahadta, ktére zmierzy¢ tatwo, z przyspieszeniem grawitacyjnym,
do pomiaru ktorego nie mamy bezposredniej aparatury. Zatem, w
tym doswiadczeniu naszymi wielko$ciami mierzalnymi bezposred-
nio beda: dtugosé linki wahadta matematycznego, ktéra mozemy w
prosty sposob zmierzy¢ za pomoca linijki i okres podstawowy drgan
wahadta, ktory mozemy zmierzy¢ za pomocsg stopera.
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Cwiczenie 6

Pomiar przyspieszenia grawitacyjnego Ziemi przy pomocy
wahadla matematycznego

Propozycja:

Forma:
Cel éwiczenia:

Czas wykonania:

Wybér elementéw do
e-doswiadczenia i
przygotowanie
stanowiska pracy

Wykonanie
e-doswiadczenia

Cwiczenie poszerzajace wiedze z zakresu wahadla matematycznego
i przyspieszenia ziemskiego.

Praca w grupach, praca samodzielna, lekcja pokazowa z dyskusja.
Uczen bedzie potrafit prawidtowo zmierzy¢ wartosé przyspieszenia
ziemskiego przy pomocy wahadta matematycznego, rozwinie umie-
jetnosci opracowania i analizy danych pomiarowych, przy pomocy
tabel i wykresow. Pozna podstawy rachunku niepewnosci pomiaro-
wych.

30 min.

"/ ysmenu” z dostepnymi elementami do zbudowania do$wiad-
czenia, wybieramy statyw suwakowy i kulke.

4 Mocujemy kulke do linki na statywie.

4 Ustalamy dtugos¢ nici.

4 Klikamy na opcje tabelki, by dostosowa¢ ja do naszych potrzeb.
v/ Kolumnom przyporzadkujemy wielkosci, ktore chcemy zmierzy¢
lub obliczy¢. Potrzebne nam beda:

— czas, np. 10 pelnych wahnie¢: tryb stoper,

— wz6r na okres podstawowy w zaleznosci od czasu i ilosci wahniec,
tak jak to byto wyznaczone w Cwiczeniu 1: tryb wzor,

— wzOr na przyspieszenie grawitacyjne — mozna go otrzymacé w wy-

[
niku przeksztatcenia wzoru 7' = 2w/ —: tryb wzor.

v’ Nie zapominajmy o tym, ze do nagtéwka kazdej kolumny nalezy
podaé jednostki fizyczne wprowadzonej wielkosci fizycznej.

4 Mierzymy dtugosé¢ linki i pomiar zapisujemy w tabelce. Pomiar
dtugosci linki nalezy przeprowadzi¢ od punktu zawieszenia linki,
do $rodka kulki. Jesli trudno nam doktadnie odczytaé¢ na skali po-
dziatki potozenie srodka, mozemy zmierzy¢ odlegtosé I; — od punktu
zawieszenia do gérnej granicy kulki i odlegto$¢ I — od punktu za-
wieszenia do dolnej granicy klulki. Wtedy dtugos¢ linki bedzie réwna
+ 0

Sredniej arytmetycznej

v Wychylamy wahadto na niewielki kat (o < 8°).

Rowno po 10 wahnieciach zatrzymujemy stoper, a czas auto-
matycznie zapisze sie w tabelce: mozemy uzy¢ do tego celu funkeji
na stoperze ZAPISZ AUTOMATYCZNIE.

Jesli wzory w tabelce sa poprawne, w kolumnach obok pojawia
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Opracowanie wynikéw

Analiza wynikow i
wnioski z éwiczenia

sie wyliczone: okres podstawowy i przyspieszenie grawitacyjne.

Pomiar powtarzamy przynajmniej 5 razy dla tej samej dtugosci
nici. Oczywidcie, czym wiecej pomiarow wykonamy, tym doktad-
niejszy bedzie nasz wynik.

v Warto w tym momencie przyjrze¢ sie naszym wynikom w ta-
belce i sprawdzié, czy np. okresy podstawowe nie roznig sie znacznie
od siebie. Jesli zdarzy sie, ze ktérys z pomiarow znacznie odbiega od
pozostatych, po prostu go odrzucamy. Moze si¢ tak zdarzy¢ np. w
momencie gdy pomylimy sie w odliczaniu okreséw podstawowych.

Wyznaczamy $rednia arytmetyczng z otrzymanych wartosci
przyspieszenia grawitacyjnego. Bedziemy ja oznaczaé gs,.

Poréwnujemy nasz wynik g, z wartoscig tablicowg. Najpraw-
dopodobniej nie zgadza si¢ on z nig w 100%, jednak jest do niej
dos¢ zblizony.

Teraz musimy oszacowa¢ niepewnosci pomiarowe. W naszym
do$wiadczeniu wynikaja one z niedoktadnego wyznaczenia dtugosci
linki i okresu podstawowego wahadta. Przyjmijmy, ze niepewnos¢
pomiaru dtugosci linki to 1 mm, bo taka jest wtasnie skala na li-
nijce. Oznaczamy ja Al = 0,001 m. Przyjmijmy, ze niepewnos¢
pomiaru 10 okreséw podstawowych to 1 s. Mozna powiedzie¢, ze
doktadno$é pomiaréw w tej sytuacji jest uzalezniona od naszych
obserwacji i czasu reakcji, wiec mozliwe jest zatrzymanie stopera
sekunde za szybko lub za p6zno. Zatem niepewnos¢ pojedynczego
pomiaru okresu podstawowego wynosi 0,1 s i bedziemy go oznaczac
AT = 0,1 s.

4 Zmajac niepewnosci pomiaru dhugosci linki i okresu podstawo-
wego, mozemy wyznaczy¢ niepewnos$¢ wyznaczonej wartosci przy-
spieszenia ziemskiego, ktora wyraza si¢ wzorem:

QST' gm’
Agy, = S AL+ 29 AT,
g ;BT ET

v Teraz mozemy zapisa¢ warto$¢ otrzymanego pomiaru z uwzgled-
nieniem niepewnosci: g = g = Ags,.

4 Sprawdz czy otrzymana warto$¢ wyznaczonego doswiadczalnie
przyspieszenia grawitacyjnego g nie odbiega od wartosci tablico-
wej wiecej niz o Ags,.. Jedli doswiadczenie nie wyszto poprawnie,
wykonaj je jeszcze raz. Sprawdz czy:

— doktadnie wyznaczytes dtugosé linki i wynik wpisates w prawi-
dtowych jednostkach,

— doktadnie wyznaczytes okres drgan wahadta — czym wieksza jest
liczba wahnie¢ tym mniejszy jest btad pomiarowy,

— znasz wszystkie potrzebne wzory i doktadnie wpisates je do ta-
belki,

— poprawnie wpisates jednostki,
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Zastanow sie

— katy wychylenia nie byly zbyt wielkie.

4 Ktoéry czynnik ma wickszy wptyw na doktadno$é wyniku: nie-
doktadne wyznaczenie okresu podstawowego, czy niedoktadne zmie-
rzenie dhugosci linki wahadta?

Czy mozna powyzsze doswiadczenie przeprowadzi¢ w warun-

kach domowych? Jedli tak, to jakich potrzebujemy przedmiotéw do
zmierzenia wartosci przyspieszenia ziemskiego?
v’ Na czym polega réznica pomiedzy doswiadczeniem przeprowa-
dzonym wirtualnie przy pomocy zestawu e-do$wiadczen, a doswiad-
czeniem przeprowadzonym w rzeczywistym swiecie? Jak uwazasz,
w ktérym przypadku pomiary przeprowadzane sa doktadniej i dla-
czego?
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4 Wahadlo matematyczne w réznych ukltadach

odniesienia

Uktady inercjalne i
nieinercjalne

Eksperyment mysSlowy
z muchg i pociggiem

Dotychczas wszystkie ¢wiczenia przeprowadzaliSmy w laboratorium
fizycznym. Tym razem przeprowadzimy szereg ¢wiczen i doswiad-
czen w windzie i w pociggu. Zanim jednak do nich przystapimy,
zastanéwmy sie, co odréznia uktad odniesienia zwigzany z labora-
torium od uktadéw odniesienia zwigzanych z winda czy pociagiem?
Zapewne kazdy czytelnik odpowie, ze laboratorium fizyczne nie po-
rusza sie, natomiast winda i pociag — owszem.

Zr6ébmy sobie maly eksperyment. Do tego eksperymentu potrzebna
bedzie wyobraznia, moze takze si¢ przydac¢ kawatek kartki i otéwek
do rozrysowania sytuacji. Wyobrazmy sobie pocigg z nieskonczenie
dtugim wagonem. Na te chwile naszego eksperymentu, pociag nie
porusza si¢ — stoi na peronie. Na peronie stoi takze pierwszy obser-
wator, obserwuje pociag i przez okno pociggu to co sie dzieje w jego
srodku. Zauwaza, ze w pociggu lata mucha, a doktadnie unosi si¢ w
powietrzu w jednym punkcie. W tym miejscu bardzo waznym jest
abysmy wyobrazili sobie muche unoszaca si¢ w powietrzu w jed-
nym punkcie, a nie np. siedzgcg na oknie. Obserwator pierwszy na
te chwile eksperymentu stwierdza, ze nic ciekawego si¢ nie dzieje:
pociag nie porusza sie i mucha pozostaje w tym samym miejscu
wzgledem niego. W pociggu siedzi drugi obserwator. Wyobrazmy
sobie, ze jest on ,mocno zwiazany” z pociggiem: tzn. siedzi na sie-
dzeniu i trzyma sie mocno poreczy. Drugi obserwator takze widzi
muche i stwierdza, ze na te chwile nic ciekawego sie nie dzieje: po-
cigg nie porusza sie i mucha unosi sie wcigz w tym samym punkcie
wzgledem niego.

A teraz wyobrazmy sobie, ze pocigg rusza. Co obserwuje pierwszy
obserwator? Widzi, ze pociag porusza si¢, mucha natomiast pozo-
staje w tym samym punkcie wzgledem niego. Jezeli wydaje nam sie
to dziwne, wyobrazmy sobie drugg muche unoszaca sie w powietrzu
na zewnatrz pociggu na peronie. Z punktu widzenia naszej muchy
jest jej obojetne, czy jest wewnatrz pociagu, czy na zewnatrz, na-
wet jesli pocigg rusza, w koncu nie wyobrazaliémy sobie, ze siedzi
na oknie, ale swobodnie unosi si¢ w powietrzu. Co obserwuje drugi
obserwator, zwiazany z pociagiem? Na pewno nie obserwuje ruchu
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Z czego wynikaja sily
pozorne?

Inercjalne i
nieinercjalne uklady
odniesienia

Sity bezwladnosci

pociagu, skoro jest z nim zwigzany, zauwaza natomiast, ze mucha
oddala sie wzgledem niego. A co stanie sie z naszg muchg? Cale
szczescie nic, w koncu na potrzebe tego eksperymentu wyobrazili-
Smy sobie nieskonczenie dhugi wagon, wiec nie zderzy si¢ ze $ciang
konczaca sktad pociggu.

PrzejdZzmy teraz do zasad dynamiki Newtona. Jezeli na poczatku
naszego eksperymentu myslowego pociag nie poruszat sie, oznacza
to, zgodnie z I zasada dynamiki, ze nie dziataty na niego sity wpra-
wiajace go w ruch, badz sity te réwnowazyty sie. Gdy pociag rusza,
z 11 zasady dynamiki wiemy, ze przynajmniej na poczatku musi
dziata¢ na niego niezréwnowazona sita skierowana zgodnie z jego
kierunkiem ruchu, a pociag porusza si¢ z przyspieszeniem, ktore
bedziemy oznacza¢ @,. Zatem, nasz pierwszy obserwator stojacy
na peronie zauwazy, ze pociag porusza si¢ z przyspieszeniem da,.
Nasz drugi obserwator zauwazy natomiast, ze mucha porusza sie z
przyspieszeniem —da,. Skoro tak jest, to z II zasady dynamiki moze
dojs¢ do wniosku, ze na muche dziata pewna niezréownowazona sita.
Mozna powiedzie¢, ze naszemu drugiemu obserwatorowi pozornie
wydaje sie, ze na muche dziala sita, a jest tak, poniewaz jest on
zZwigzany 7z pociggiem poruszajacym sie z przyspieszeniem.

Teraz poméwmy chwile o uktadach odniesienia. W naszym ekspe-
rymencie mys$lowym mieliémy do czynienia z dwoma réznymi ukta-
dami. Ukladem zwigzanym z naszym pierwszym obserwatorem (nie
poruszajacym si¢ z przyspieszeniem) i uktadem zwiazanym z dru-
gim obserwatorem (w poruszajacym sie z przyspieszeniem pociagu).
Taki uktad odniesienia, wzgledem ktorego kazde ciato, niepodlega-
jace zewnetrznemu oddzialywaniu z innymi ciatami, porusza sie bez
przyspieszenia, nazywamy uktadami inercjalnymi. Natomiast uktad
odniesienia, ktory porusza sie ruchem niejednostajnym wzgledem
jakiegokolwiek innego uktadu inercjalnego nazywamy uktadem nie-
inercjalnym. Zatem mozemy powiedzie¢, ze nasz pierwszy obserwa-
tor jest obserwatorem inercjalnym, natomiast drugi obserwator (po
ruszeniu pociagu) jest obserwatorem nieinercjalnym.

Jak juz ustalilismy w naszym eksperymencie, obserwator nieiner-
cjalny zwiazany z przyspieszajacym pociagiem zauwazy, ze na mu-
che dziata sita. Nie bedzie jednak wiedzial jakie jest Zrodto tej sity,
poniewaz dla niego jest to jedynie sita pozorna, ktora wynika z
tego, ze siedzi on w przyspieszajacym pociagu. Taka pozorng site,
ktora pojawia sie w nieinercjalnym uktadzie odniesienia, nazywamy
sitg bezwtadnosci. Potrzeba jeszcze zaznaczyé, ze sita bezwtadno-
Sci dzialajaca na ciato o masie m, znajdujace si¢ w nieinercjalnym
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uktadzie odniesienia poruszajacym sie z przyspieszeniem d, wyraza
si¢ wzorem:
F b= —ma (41)

Minus we wzorze (4.1) oznacza, ze zwrot sily bezwladnosci jest
przeciwny do zwrotu przyspieszenia uktadu.

Kiedy wyczuwamy sily Na razie na potrzebe naszego eksperymentu zatozyliémy, ze obser-
bezwladnosci? wator drugi (nieinercjalny), jest ,mocno zwiazany” z pociagiem.
Dotychczas nasz drugi obserwator byt wyidealizowany na potrzebe
naszego eksperymentu myslowego. Tak si¢ sktada, ze gdyby nie trzy-
mat sie mocno poreczy fotela to takze odczutby dziatanie sit bez-
wtadnos$ci. Jezeli stoimy w pociggu i mamy pewna swobode ruchu,
to w momencie ruszania pociggu odczuwamy site bezwtadnosci i
gdybysmy nie trzymali si¢ poreczy i nie dziatata by np. sita tarcia
powierzchni naszych butéw o podtoze to... Zapewne kazdy z nas do-
Swiadczyt uczucia ,wcisniecia w podtoge” w momencie, kiedy winda
rusza do géry. To wladnie dziatanie sity bezwladnosci, a uczucie to
jest zwiazane z tym, ze znajdujemy si¢ w nieinercjalnym uktadzie
odniesienia poruszajacej si¢ z przyspieszeniem windy.

W e-doswiadczeniu ,Wahadto matematyczne” mozemy skorzystac
z mozliwosci umieszczenia naszego laboratorium w poruszajacej
sie¢ windzie lub pociagu. Mozemy to zrobi¢ wybierajac ikong ,Wa-
runki fizyczne” a nastepnie zaktadke UKLAD ODNIESIENTA. Aby
sprawdzi¢, jak zachowuje si¢ wahadto w windzie poruszajacej si¢
ze staltym przyspieszeniem, powinnismy zbudowaé nasz zestaw do-
sSwiadczalny tak jak w pozostatych ¢wiczeniach. Przyspieszenie windy
mozemy ustali¢ podczas budowania wahadta, w tym samym miejscu
co dhugosé linki oraz kat wychylenia. Mozemy tez wybrac¢ kierunek
z jakim skierowana jest sita, wybierajac dodatnie albo ujemne war-
tosci przyspieszenia.

Wahadlo Na wahadlo matematyczne (przyjmujemy na razie, ze si¢ nie waha,
matematyczne w  a kulka zwisa na nitce) w windzie poruszajacej sie z pewnym przy-
windzie spieszeniem w gore lub w dol, takze dziata sita bezwtadnosci. Za-
stanowmy sie, jaka sita dziata na kulke zawieszong na nici, jesli na
winde dziata sita skierowana przeciwnie do sity grawitacyjnej, czyli
w gore. Jesli winda nie poruszala sie, to od chwili przylozenia sity
zacznie poruszac sie w gore z przyspieszeniem, ktore oznaczymy @, .
Stad, na kulke dziata (poza sila grawitacji) sita pozorna, okreslona

wzorem
F, = —mi, (4.2)

Jeszcze raz zwroémy uwage na to, ze sita ta jest skierowana prze-
ciwnie do sity wprawiajacej w ruch winde.
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Cwiczenie 7

Zatézmy, ze winda porusza sie z przyspieszeniem d,, w gore i dziata
na nig przyspieszenie grawitacyjne o wartosci g. Z prostego ra-
chunku wektorowego otrzymujemy site wypadkowa, dziatajaca na
nasza kulke zawieszong na nici:

—

Fha kulke = m(g_ C_iw) (43)

Wartosé¢ sity wypadkowej w przypadku, gdy sita wprawiajaca w
ruch winde jest przeciwnie skierowana do sity grawitacyjnej, wynosi:

Fna kulke — m(g + &w)- (44)

Wahadlo matematyczne w windzie

Propozycja:
Forma:

Cel éwiczenia:

Czas wykonania:

Cwiczenie poszerzajace wiedze z zakresu uktadéw nieinercjalnych,
sit bezwtadnosci i wahadta matematycznego.

Praca samodzielna, praca w grupach, praca domowa, lekcja poka-
zowa z dyskusja.

Uczen pozna pojecie uktadéw nieinercjalnych i sit bezwladnosci.
Cwiczenia i problemy rozwijaja umiejetnos¢ rozwigzywania zadan
ztozonych oraz intuicje fizyczng.

10-30 min.

To ¢éwiczenie sktada sie z serii pytan i zadan, ktore mozecie zaréwno
rozwigza¢ w tradycyjny sposob na kartce lub w zeszycie, jak row-
niez sprawdzi¢ doswiadczalnie przy pomocy e-doswiadczenia

4 Zatézmy, ze jesteSmy w windzie poruszajacej sie ze stalym przy-
spieszeniem. Czy majac pod reka wahadlo matematyczne, jestes-
my w stanie zmierzy¢ warto$¢ przyspieszenia z jakim porusza sie¢
winda?
4 Zatézmy, ze jestesmy w windzie i wiemy, ze jedziemy w dot
w przyspieszeniem 3 3. W jaki sposob nalezy dobra¢ dtugos¢ nici
wahadta matematycznego, aby w takich warunkach jego okres pod-
stawowy drgan wahadla wynosit 2 s?
v Co sie stanie z wahadtem, jezeli winda bedzie si¢ poruszata w
dét z przyspieszeniem réwnym przyspieszeniu grawitacyjnemu?
Co sie stanie z wahadtem, jezeli winda bedzie sie poruszata w
dot z przyspieszeniem wiekszym od przyspieszenia grawitacyjnego?
Jak mysélisz, czy winda moze poruszaé sie ze stalym przyspie-
szeniem w nieskonczono$¢, nawet jesli istniatby nieskonczenie dtugi
budynek? Co odréznia e-doswiadczenie od realnego doswiadczenia?
Jakie w rzeczywistym swiecie mamy ograniczenia?
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Wahadlo PrzejdZzmy teraz do opisu wahadla w poruszajacym si¢ ze stalym
matematyczne w  przyspieszeniem d, pociagu. Istotng zmiang w tym przypadku be-
pociggu dzie zmiana kierunku i zwrotu sity bezwtadnosci. W przypadku
opisu windy, sita ta byta skierowana rownolegle do sity przyciggania
ziemskiego, w pociggu bedzie skierowana prostopadle. Zastanowmy
sie, jaki wptyw na wahadto ma to, ze laboratorium przemieszcza sie
z niezerowym przyspieszeniem w kierunku prostopadtym do przy-
spieszenia grawitacyjnego. Dla uproszczenia, na razie zalozymy so-
bie, ze wahadto jest w spoczynku. Dziala na nie zatem sita grawi-
tacji, powodujaca nacigg nici oraz sita bezwladnosci, spowodowana
ruchem pociggu. To wtasnie sita bezwladnosci spowoduje odchyle-
nie wahadta od pionu o kat # w kierunku przeciwnym do kierunku
przyspieszenia pociggu. Przypatrzmy sie rysunkowi obok: na jego
00 « Osx podstawie mozemy zapisa¢ wzor okreslajacy tg 6:

X
0 teh = = 4.5
| gl=" (4.5)

W tym przypadku w kierunku osi x dziata sita bezwtadnosci, a sita
grawitacji w kierunku osi y. Mozemy zatem wyznaczy¢ wychylenie
jako

Qs5y

tgf = —a,/g. (4.6)
W naszym doswiadczeniu ptaszczyzna wahan bedzie wyznaczona
przez wektory sity bezwtadnosci i sity grawitacyjne;j.

Cwiczenie 8 Wahadlo matematyczne w pociggu

Propozycja:  Cwiczenie poszerzajace wiedze z zakresu ukladéw nieinercjalnych,
sit bezwtadnosci i wahadta matematycznego.
Forma: Praca samodzielna, praca w grupach, praca domowa, lekcja poka-
zowa 7 dyskusja.

Cel éwiczenia: Uczen pozna pojecie ukltadéw nieinercjalnych i sit bezwladnosci.
Cwiczenia i problemy rozwijajg umiejetnosé rozwigzywania zadan
ztozonych oraz intuicje fizyczna.

Czas wykonania: 10-30 min.

4 Zatdézmy, ze jesteSmy w pociggu poruszajacym sie ze stalym
przyspieszeniem. Czy majac pod reka wahadto matematyczne, jestes-
my w stanie zmierzy¢ warto$¢ przyspieszenia z jakim porusza sie
pociag?

Zatézmy, ze jesteSmy w pociggu poruszajacym sie ze stalym
przyspieszeniem, ktérego wartos¢ znamy. W jaki sposob nalezy wy-
chyli¢ wahadto, aby pozostalo ono w stanie réwnowagi (nie wahato
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sie)?

v Zatézmy, ze jesteSmy w pociggu poruszajacym sie ze stalym
przyspieszeniem, w wagonie w ktérym nie ma okien. Czy jesteSmy
w stanie okresli¢ kierunek poruszania si¢ pociggu?

4 Czy gdyby wahadto byto zawieszone na suficie w pociggu, mak-
symalna mozliwa amplituda wahan dla przypadku, w ktérym po-
ciag nie porusza sie i dla przypadku, w ktérym pociag porusza sie
z przyspieszeniem a, jest taka sama?

v Jak myslisz, czy pociag moze poruszac si¢ ze stalym przyspie-
szeniem w nieskonczonos¢, nawet jesli istnial by nieskonczenie dtugi
tor? Co odréznia wirtualne e-doswiadczenie od realnego doswiad-
czenia? Jakie mamy ograniczenia w rzeczywistym $wiecie?
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5 Energia mechaniczna wahadla
matematycznego

Energia mechaniczna

Jak pobraé¢ energie
potencjalna do tabeli?

Caltkowita energia mechaniczna jest sumg energii potencjalnej i
energii kinetycznej. W przypadku wahadta matematycznego, mo-
zemy wyrazié¢ ja wzorem:

E.=E,+E, (5.1)
przy czym
1
Ey, = §mv2, (5.2)

jest energig kinetyczng, natomiast

E, = mgh, (5.3)

energia potencjalng pola grawitacyjnego w poblizu Ziemi.

7 energia zwigzana jest zasada zachowania. Méwi ona, ze catkowita
energia uktadu jest stata, jezeli nie dziataja na nie dodatkowe sity
lub sity te rownowazg si¢. Konsekwencja tej zasady jest to, ze ener-
gia mechaniczna nie ginie, ale energia potencjalna moze przechodzic¢
w kinetyczna i odwrotnie. Oznacza to, ze energia kinetyczna i po-
tencjalna wahadla matematycznego, na ktore nie dziataja zadne
dodatkowe sity oporu, moze si¢ zmienia¢ w czasie, ale catkowita
energia mechaniczna juz nie.

Zastandwmy si¢, co jest potrzebne do policzenia poszczegdlnych
energii oraz jak uzyskac te pomiary w przypadku naszego e-doswiad-
czenia. Przypatrzmy sie najpierw energii kinetycznej. Patrzac na
wzor energii kinetycznej 5.2 widaé, ze zawiera on mase m oraz
predkos¢ v. W przypadku wahadta matematycznego jest to masa
i predkos¢ kulki. E-doswiadczenie ,Wahadto matematyczne” daje
nam mozliwo$¢ pobrania do tabeli lub wykresu wartosci sktadowych
predkosci v, (t) 1 v, (t) w danej chwili czasu przy pomocy funkcji sto-
pera, przy czym v, jest sktadowa predkosci w kierunku z, a v, skta-
dowg predkosci w kierunku y. Aby wyznaczy¢ predko$é wypadkowa
v, powinnismy skorzystaé¢ ze wzoru:

v = /2 + vl (5.4)
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Gdy wstawimy powyzsze do 5.2, otrzymamy:

1
Ey(t) = im(vx(t)Q + v, (1)?). (5.5)
Ostatecznie, jezeli chcemy dla naszego e-doswiadczenia policzyé
energie kinetyczng w danym czasie, musimy wstawi¢ mase kulki
oraz dwie wartosci stoperowe v, (t) oraz v, (t) dla danej chwili czasu
do wzoru 5.5.

Jak pobraé¢ energie Rozwazmy teraz energie potencjalna. Jak widzieliSmy wczesniej, za-
potencjalna do tabeli? lezy ona od zmian wysokosci h. E-do$wiadczenie ,Wahadlo mate-
matyczne” daje nam mozliwos¢ pobrania do tabeli lub wykresu
sktadowej potozenia kulki y(t) w czasie. W przypadku e-do§wiadczenia,
sktadowe potozenia wyliczane sg wzgledem punktu zaczepienia linki
wahadta. Jedli chcemy przyja¢, ze uktad odniesienia umieszczony
jest w punkcie réwnowagi wahadta, czyli kulka znajdujaca sie w
tym punkcie nie ma energii potencjalnej, dojdziemy do wniosku, ze
wysokos$¢ h opisuje [ —y(t), gdzie [ jest dtugoscia linki. W rezultacie,
wstawiajac | — y(t) do réwnania 5.3 otrzymamy wzér:

Ey(k) = mg(l —y(t)). (5.6)

Cwiczenie 9 Zasada zachowania energii mechanicznej

Propozycja:  Cwiczenie poszerzajace wiedze z zakresu zasady zachowania ener-
gii mechanicznej wahadta matematycznego.
Forma: Praca w grupach, lekcja pokazowa z dyskusja, praca domowa.
Cel éwiczenia: Uczen rozwinie umiejetnosé korzystania z tabeli i wykreséw. Pozna
i utrwali pojecie energii mechanicznej, energii kinetycznej, energii
potencjalnej, zasady zachowania energii.
Czas wykonania: 25 min.

Wybér elementow v 7 ,mnenu” z dostepnymi elementami do zbudowania doswiadcze-
e-doswiadczenia i nia wybieramy elementy — potrzebne nam bedg statyw suwakowy i
przygotowanie kulka.
stanowiska pracy 4 Mocujemy kulke do linki na statywie.
Ustawiamy dtugo$¢ nici na stalg wartos¢.
4 Klikamy na ,opcje tabelki”, by dostosowa¢ ja do naszych po-
trzeb.
v Kolumnom przyporzadkujemy wielkosci, ktore chcemy zmierzy¢
lub obliczy¢. Potrzebne nam beda:
— czas: tryb stoper,
— wzOr na energie kinetyczna: tryb wzoér,
— wz6r na energie potencjalng: tryb wzoér,
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Przebieg
e-doswiadczenia

Whnioski z é¢wiczenia

— wzOr na energie catkowita: tryb wzor.
Nie zapominajmy o tym, ze do nagtéwka kazdej kolumny na-
lezy podaé jednostki fizyczne wprowadzonej wielko$ci fizycznej.

v Wychylamy wahadto o dowolny kat.

4 Naciskamy ,,pobierz dane automatycznie” w polu ,zapisz auto-

matycznie co” wstawmy np. 0,1 s.

v/ W tabeli zapisza si¢ wartosci energii (policzone dzigki wezesniej

zdefiniowanym wzorom).

4 Przygotowanie wykresu (zanim zaczniesz upewnij sie, ze masz

wszystkie wielkosci w tabelce).

— 7 ,menu” wybierz opcje wykres.

— W oknie, ktore sie pojawi, wybierz opcje ,,Wykres” — zobaczysz

uktad wspotrzednych.

— Musimy teraz oznaczy¢ osie wykresu. W tym celu kliknij przy

kazdej osi na przycisk ,Wybierz tryb” (np. o$ x: wybierz z menu

,Wybierz tryb” zmienng ¢t z podmenu ,Tabela”; o$ y: wybierz z

menu ,Wybierz tryb” zmienna V,(t) z podmenu ,Tabela”).

— W celu wyrysowania wykresu naciénij przycisk ,,Generuj wykres”.
Sporzadz wykresy energii potencjalnej, kinetycznej, catkowitej

w funkcji czasu.

4 Kiedy juz sporzadzisz wykresy energii potencjalnej i energii ki-
netycznej od czasu, postaraj sie odpowiedzie¢ na pytanie, w jakim
potozeniu wahadta osiggniemy najmniejsza, a w jakim najwicksza
warto$¢ energii kinetycznej i energii potencjalnej.

v/ Jak beda wygladaly wykresy energii kinetycznej, potencjalnej i
catkowitej, gdy wlaczymy site oporu?
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6 Wahadlo chaotyczne

Czym jest chaos ?

Cwiczenie 10

Przyktad wahadta podwojnego, mimo jego bardzo prostej konstruk-
cji, jest przyktadem uktadu, w ktérym mozliwe jest zachowanie
chaotyczne. W dotychczasowych przyktadach z wahadtem pojedyn-
czym, mielidmy przyktad drgan regularnych. W obecnie rozpatry-
wanym przypadku bedziemy tez mogli je zaobserwowac¢ przy odpo-
wiednim doborze parametréw. Dla nas jednak bardziej interesujace
od drgan regularnych bedg drgania chaotyczne.

W matematyce, chaos (chaos deterministyczny) okreslany jest jako
silny wpltyw warunkéw poczatkowych na rozwiazanie réwnania. Co
to oznacza? Sprawdzmy to na przyktadzie zachowania si¢ wahadta
podwdjnego.

Wahadto chaotyczne

Propozycja:

Forma:

Cel ¢wiczenia:
Czas wykonania:

Wybér elementéw
e-doswiadczenia

Ciekawostka, wykraczajaca poza program szkoly ponadgimnazjal-
nej z zakresu ruchu chaotycznego.

Pokazowa z dyskusja na kotach fizycznych, praca samodzielna na
lekcji lub w domu dla uczniow uzdolnionych i szczegdlnie zaintere-
sowanych przedmiotem fizyka.

Uczen pozna pojecie chaosu deterministycznego, rozwinie swoje
umiejetnosci analizy.

10-30 min.

4 Aby zbudowaé¢ wahadlo podwdjne, powinnidmy z narzedzi po-
bra¢ statyw, dwie kulki oraz nitke. Najpierw wieszamy jedng z ku-
lek, nastepnie przytwierdzamy do niej nitke, a na jej koncu zawie-
szamy druga kulke.

W doswiadczeniu tym mozemy ustali¢ wychylenie obu kulek
osobno. Aby ruch wahadla byt chaotyczny, wychylenia kulek po-
winny by¢ znaczne. W pierwszej probie zastosujmy wychylenia jak
na obrazku obok.
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Przebieg
e-doswiadczenia

Do zastanowienia sie

v Uruchamiajac do$wiadczenie mamy mozliwosé sledzenia sladéw
wyrysowanych przez obie kulki. Pozwoli nam to na poréwnanie obu
WZOIrcOw.

v’ Po obserwacji ruchu wahadta, zmienmy troche warunki poczat-
kowe. W naszym przypadku zmienmy o kilka stopni wychylenie
dolnego wahadta, np. jak na rysunku.

v Obserwujac teraz wahania zauwazamy, ze r6znig sie one znacz-
nie od poprzednich.

v Gdybysmy wychylili wahadta nieznacznie od pionu, ruch wa-
hadet nie bytby juz chaotyczny. Taki uktad mozna w przyblizeniu
opisa¢ za pomocg zlozenia ruchu dwoch wahadet o znanym okresie.
W takim przypadku zmiana wychylenia poczatkowego juz nie be-
dzie miata tak duzego wptywu, co mozemy sprawdzi¢ podobnie jak
sprawdzalismy ruch chaotyczny — stosujac dwa rézne wychylenia.

4 Kiedy ruch wahadta podwdjnego mozna uznaé¢ za superpozycje

ruchu wahadel o dwoch czestosciach?
v/ Okredl punkt réwnowagi trwaltej dla wahadta podwdjnego.
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7 Wahadlo Foucaulta

Pierwszy dowdéd na
ruch obrotowy Ziemi

Dlaczego Wahadtlo
Foucault zmienia
plaszczyzne wahan?

Sita Coriolisa

Bardzo dtugo poszukiwano dowodu fizycznego na ruch obrotowy
Ziemi. Takiego dowodu dostarczyt dopiero eksperyment Jeana Ber-
narda Léona Foucaulta z uzyciem wahadta. Pierwsze eksperymenty
wykonat w swojej piwnicy z wahadtem o dtugosci 2 m i kuli o masie
5 kg. Juz wtedy zauwazyl, ze ptaszczyzna drgan takiego wahadta
systematycznie sie obraca. Pierwszy publiczny pokaz eksperymentu
odbyt sie w Obserwatorium Paryskim w lutym 1851 r. z wahadtem
o dhugosci 11 m. Doswiadczenie to Foucault powtérzyt na prosbe
ksiecia Louisa Napoleona Bonaparte, przysztego Napoleona III, 26
marca 1851 roku wieszajac wahadto o dtugosci 67 m z kulg armatnia
o masie 28 kg pod koputg Pantheonu w Paryzu. ,Jestescie zapro-
szeni, by zobaczycé jak kreci sie Ziemia” — tak przywital Foucault
swoja publicznosc.

Zastanéwmy sie teraz, co moze wplynaé¢ na zmiane plaszczyzny
drgan wahadta i dlaczego ta zmiana jest dowodem na ruch obro-
towy Ziemi? Gdy stoimy pod wahadlem (lub ogladamy wirtualny
eksperyment), nie jesteSmy w stanie powiedzie¢ co powoduje obrét
plaszczyzny drgan wahadta. Dzieje sie tak, poniewaz sita, ktora to
sprawia, jest sitg pozorng. Jak juz zapewne wiemy z doswiadczen z
winda i pociaggiem, w uktadach nieinercjalnych wystepuja pozorne
sity, zwane takze sitami bezwtadnosci. Stad tez mozemy dojs$¢ do
wniosku, ze skoro obserwujemy dzialanie sit o nieznanym pocho-
dzeniu, to istnieje mozliwo$¢, ze jestesmy w nieinercjalnym ukta-
dzie odniesienia. Tak jest w rzeczywistosci, nasz uktad odniesienia
jest nieinercjalnym poniewaz stoimy na Ziemi, ktora wykonuje ruch
obrotowy. Gdyby Ziemia nie obracata sie, to mogliby$my wychyli¢
wahadlo o dowolny kat w dowolnym kierunku i obserwowac, jak
wykonuje ruchy bez zmiany ptaszczyzny drgan. Doswiadczenie z
wahadlem Foucault dowodzi, ze ptaszczyzna drgan wahadta obraca
sie, zatem Ziemia wykonuje ruch obrotowy wokét wlasnej osi.

Sita bezwladnosci dziatajaca w obracajacym sie uktadzie odniesie-
nia nazywana jest sita Coriolisa. Na ciata znajdujace sie w poblizu
Ziemi dziata sita Coriolisa, ktéra wyraza si¢ wzorem:

é

F = 2m(d x ), (7.1)

gdzie m — masa ciata, v — jego predkos¢, a w jest predkoscia katows
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Okres obrotu
plaszczyzny drgan

Cwiczenie 11

uktadu. Wartos¢ tej sity dla ruchu ptaskiego jest maksymalna na
biegunach, na réwniku jej warto$¢ jest zero. Sita Coriolisa powo-
duje, ze ciala spadajace pionowo odchylajg sie na wschod. Ciata,
ktére poruszaja sie na potkuli poétnocnej, pod wpltywem sity Co-
riolisa odchylajg si¢ w prawo wzgledem kierunku ich ruchu, a na
potkuli potudniowej w lewo wzgledem kierunku ich ruchu.

Czas trwania obrotu ptaszczyzny wahadta o 360° zalezy od szeroko-
Sci geograficznej . Na biegunach wahadto dokonuje pelnego obrotu
w ciggu ok. 24 h (23 h 56 min), tj. w czasie, jaki Ziemia potrzebuje
na dokonanie pelnego obrotu wokot wtasnej osi. Czas T' pelnego
obrotu ptaszczyzny wahan wahadta na szerokosci geograficznej ¢
mozna obliczy¢ wedtug wzoru:

24h
sin

T= (7.2)

(np. dla Gdanska T jest réwne okolo 30 godzin). Szybkosé obrotu
plaszczyzny wahan to ok. 15°sin ¢/ godzine. Im blizej réwnika, tym
wolniej wahadlo zmienia ptaszczyzne wahan. Na rowniku plaszczy-
zna ta pozostaje niezmienna, gdyz ¢ = 0 i wahadto nie obraca sie.

Doswiadczenie z wahadlem Foucaulta, potwierdzajace ruch obro-
towy Ziemi, zostato wybranym jednym z dziesieciu najpigkniejszych
eksperymentéw w historii fizyki.

Wahadlo Foucault

Propozycja:

Forma:

Cel ¢wiczenia:
Czas wykonania:

Wahadlo Foucault na
Politechnice Gdanskiej

Ciekawostka, wykraczajaca poza program szkoly ponadgimnazjal-
nej z zakresu ruchu obrotowego ziemi, sit bezwtadnosci i wahadta
matematycznego.

Pokazowa z dyskusja na kotach fizycznych, praca samodzielna na
lekcji lub w domu dla uczniow uzdolnionych i szczegdlnie zaintere-
sowanych przedmiotem fizyka.

Uczen pozna pojecia uktadu nieinercjalnego, sit bezwtadnosci, sity
Coriolisa.

10-30 min.

Pierwowzorem wahadta Foucault w e-do$wiadczeniu, jest wahadto
umieszczone na dziedzincu Politechniki Gdanskiej. Wahadto to ma
wysokos¢ 26 m i mas¢ 64 kg. Wykonujac ¢wiczenie, spojrzmy na
wahajacy sie dysk i zwroémy uwage na to, w jakiej ptaszczyznie sie
on porusza. Sprawdzmy to samo po kilkunastu minutach. Stwier-
dzimy, ze ptaszczyzna wahan obrocita sie.
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Przebieg
doswiadczenia

Pytania i wnioski z
¢wiczenia

v Wybierz ikone (zaréwka), oznaczajaca CIEKAWOSTKE. Na
ekranie pojawi si¢ wahadlo Foucaulta zawieszone swobodnie na su-
ficie nad kotowa plaszczyzng. Parametry wahadla podane sg w ta-
belce obok po prawej stronie.

Wybierz dowolng szerokos¢ geograficzna.
4 Zaobserwuj, co stanie sie z wahadlem i jakie wykonuje ruchy.
v Jesli cheesz przyspieszy¢ czas po jakim wahadto zmieni ptasz-
czyzne drgan o pewien kat na dowolnej szerokosci geograficznej,
wpisz w PRZYSPIESZ CZAS odpowiedni krok.

Zaobserwuj, jak zachowuje sie wahadto na biegunie i rowniku.

N\

Co zaobserwowale$, przeprowadzajac doswiadczenie?

Co jest dowodem na to, ze Ziemia obraca sie wokot whasnej osi?
Na czym polega doswiadczenie Foucaulta?
Dlaczego i kiedy wahadto Foucaulta zmienia kierunek wahan?
Jaki zachowuje sie¢ wahadto na potkuli pétnocnej, a jak na po-
tudniowej?

Jak zmieni sie czas pelnego obrotu ptaszczyzny wahadta Fo-
ucaulta na wybranych szerokosciach geograficznych ¢? Korzystajac
ze wzoru wykonaj obliczenia dla dowolnych trzech wartosci ¢.

NN\ N
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