Dariusz Kuima  Witold Pajgk

KOMPENDIUM

WIEDZY

| laboratorium
matematyczne

Liczby rzeczywiste

@ EL'|T|-|\HT zakres podstawowy ‘ nowa podstawa programowa




Autorzy: Dariusz Kulma, Witold Pajgk

Opracowanie redakcyjne: Malgorzata Zakrzewska

Korekta: Tomasz Rycharski

Projekt graficzny i sktad komputerowy: Paulina Kotomska-Lichniak

Druk i oprawa:
Drukarnia Beltrani Sp. J.
ul. Sliwkowa 1

31-982 Krakow

tel. 012 262 91 43

Fotografie z www.fotolia.com:

© agsandrew -id. 42076089; © evgenyatamanenko - id. 55578965; © Jose Ignacio Soto - id. 36778284; © Pavel Igna-
tov -id. 48172735;0© larisabozhikova - id. 49989103; © Maksim Kabakou - id. 41908523; © singkham - id. 61443980;
© Friedberg - id. 40502604; © mills21 - id. 11761333; © Maksim Kabakou -id. 60613008; © PixBox - id. 31636550;
© WavebreakmediaMicro - id. 68673495; © WavebreakmediaMicro - id. 68673960; © Ivan Kireiev - id. 49984561;
© piai - id. 59206454; © Andrey Kudrin - id. 20936587; © Marek -id. 19616488; © valdis torms - id. 66702797
© ArchMen - id. 19400633; © ag visuell - id. 53584856; © arsdigital - id. 56402903; © cutimage - id. 61114710

Copyright by Firma Edukacyjno — Wydawnicza ELITMAT Dariusz Kulma
Wydanie: Firma Edukacyjno — Wydawnicza ELITMAT Dariusz Kulma

pl. Kilinskiego 7/4, 05-300 Mirsk Mazowiecki

tel. 51-77777-51

e-mail: elitmat@elitmat.pl, www.elitmat.pl

Minsk Mazowiecki 2014. Wydanie pierwsze
ISBN: 978-83-63975-08-1

Publikacja przygotowana w ramach projektu
,E-laboratorium matematyczne-matymi krokami do wielkich sukceséw”
wspoffinansowanego ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

laboratoriummatematyczne.pl




Liczby rzeczywiste

Liczby sg wszedzie. Swiat nie mégtby bez nich istnieé. Od zarania dziejéw
stopniowo odkrywano kolejne zbiory liczbowe. Cztowiek postugiwat sie
najpierw tylko podstawowymi liczbami naturalnymi. Nie byto ani potrze-
by uzywania innego rodzaju liczb, ani potrzeby postugiwania sie liczbami
bardzo duzymi. Jednak wraz z rozwojem ludzkiej dziatalnosci stopniowo
sie to zmieniato i do przeprowadzania trudniejszych obliczen potrze-
bne stato sie nawet zero. Do dzi$ matematycy nie potrafig ustali¢, czy
zero jest liczbg naturalng, czy nie. Skad sie wzieto to zero? Otdz Hindusi
w starozytnych Indiach dokonywali obliczert z wykorzystaniem kamieni,
ktadac je na piasku. Gdy podnosili kamien, na piasku zostawat doteczek
w ksztatcie kota. Ustalili, ze tak bedg oznaczac cos, czego nie ma. Greccy
filozofowie, bedacy jednoczesnie matematykami, nie byli juz tacy pew-
ni, gdy méwili: ,Jak cos, co nie istnieje, moze by¢ liczbg?”.

Juz w najdawniejszych wiekach ludzie wymieniali sie dobrami material-
nymi lub udzielali sobie pozyczek. ,,Datem ci 4 wozy zboza, wiec musisz
da¢ mi 2 krowy”. Liczby ujemne, wyrazajgce dtug, powstaty ze zwyktej
materialnej potrzeby. Wraz z ewoluowaniem komplikacji zwigzanych
z wymiang i pozyczkami okazato sie, ze dtug moze wynosi¢ mniej
niz pewna catos$¢, np. krowa. Mniej wiecej... pét krowy? Na potrzeby
doktadnych ustalen powstaty utamki — liczby wymierne. Ale to nie ko-
niec odkryé! Pitagorejczycy, czyli zwolennicy nauki Pitagorasa, zauwazyli,
ze przekatna kwadratu o boku dtugosci 1 jest niewspétmierna w sto-
sunku do liczb znanych éwczesnie. Nie byto wiadomo, do czego ta liczba
moze sie przydac. Odkrycie to pitagorejczycy uznali za tak niezwykte,
ze trzymali te informacje w tajemnicy pod grozbg kary smierci. Zgingé
za /2 ? Troche niewspétmierna to kara!
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Oznaczenia:

DEFINICJA definicje

PRZYKLAD przyktad ilustrujacy dang definicje

PRZYKLAD 1 przyktad ilustrujacy sposdb rozwigzania zadania okreslonego typu
PRZYKLADY DO CWICZEN przyktad (przyktady) do rozwigzania wedtug podanego wzoru

ZADANIA UTRWALAJACE zadania umozliwiajace utrwalenie zdobytych wiadomosci

P1.A1 odestanie do planszy interaktywnej, ktdra jest multimedialng ilustracjg danej definicji,
T zagadnienia lub zadania

Z.1.A1 odestanie do zadania interaktywnego

RS s

ZADANIA TESTOWE. zadania z zakresu danego dziatu stanowigce powtorzenie i sprawdzenie wiedzy

MATURA — ZADANIA TESTOWE zadania z zakresu danego dziatu, opracowane na wzér zadan maturalnych, stanowigce
i powtdrzenie i sprawdzenie wiedzy

Hl T.1.A odestanie do zadan testowych dostepnych w formie interaktywnej

Czy wiesz, ze... dodatkowe informacje i ciekawostki



Liczby rzeczywiste

1.A » Ibiory i dziatania na zbiorach

DEFINICJA PRZYKtAD

Jednym z istotnych poje¢ w matematyce jest zbior
elementéw. Zbidr to pojecie pierwotne, ktérego nie
definiujemy. Zbiér oznaczamy duzymi literami, np.
A,B, X itd. Elementy zbioréw oznaczamy matymi
literami lub liczbami. Wymieniajgc elementy zbioru,
wypisujemy je z zastosowaniem nawiasu klamrowe-
go. W nawiasie klamrowym mozemy wymieniac
wszystkie elementy zbioru, mozemy réwniez wymie-
ni¢ kilka, wskazujgc na sposéb ich tworzenia, mozemy
réwniez wskazac cechy elementow zbioru.

Jesli dany element nalezy do zbioru, to mozemy
to oznaczy¢ symbolem <, np. a € A. Jesli dany ele-
ment nie nalezy do zbioru, to uzywamy symbolu &,
np. b & B.

Wyrdzniamy zbiory skonczone, czyli takie, ktdre majg
skoriczong liczbe elementow.

Wyrdzniamy zbiory nieskonczone, czyli takie, ktére
majg nieskonczong liczbe elementow.

Zbidr, do ktérego nie nalezy zaden element, nazywamy
zbiorem pustym i oznaczamy go symbolem @.

Zbidr A jest podzbiorem zbioru B, jesli kazdy element
zbioru A nalezy do zbioru B. Méwimy wtedy, ze zbior
A zawiera sie w zbiorze B i zapisujemy to nastepujaco:
A CB.

ACB

%) |o

Jesli zbidr A zawiera sie w zbiorze B, to dopetnieniem
zbioru A nazywamy réznice B \ A i zapisujemy to na-
stepujgco: A" = B\ A.

A’ = B\A
//& A B

Jesli iloczyn zbioréw jest zbiorem pustym (co zapisu-
jemy jako A N B = @), to zbiory A i B okreslamy jako
zbiory roztgczne.

A={1,2,3,4,5,6,7}.
W tym zbiorze jest siedem elementow.

B={1,3,5,7,9,...23}.

Ten zbidr zostat opisany, ale nie podano wszystkich
jego elementéw; natomiast zgodnie z widoczng
regularnoscia wymieniania elementéw wiadomo, ze
kolejnymi niewymienionymi elementami sa3: 11, 13,
15,17, 19, 21. Zatem: 17 € B, 22 ¢ B.

C ={x : xjest liczbg parzysta dodatnig}

(czytaj: Zbiér C jest zbiorem takich elementéw x,
ktére sg liczbami parzystymi dodatnimi). Ten zbidr
zostat opisany ze wskazaniem cechy elementéow x.
Zatem: 24 € C,3 « C.

A={2,4,6}
B={2,4,6,...,128}

Jest to np. zbidr liczb naturalnych:
N={0,1,2,3,4...}

A=

Dane s3 zbiory:
A={2,4,6}0razB=1{1,2,3,4,5,6,7}.
Wszystkie elementy zbioru A nalezg do zbioru B,
wiec A C B.

Dane s3 zbiory:
A={2,4,57}orazB={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Wyznacz A’.

A =B\A={1,3,6,8,9}

Dane sg zbiory:

A={2,4,6,8,10} orazB=1{1,3,5,7,9}.
Wyznacz A N B.

ANB=¢g



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

» Dziatania na zbiorach A P.1.A.1

Na zbiorach mozemy wykonywac dziatania, czyli wyznaczac¢ sume, rdznice oraz iloczyn (czes¢ wspdlng) zbiorow.

DEFINICJE PRZYKtAD

AUB
Suma zbioréw A i B nazywamy zbidr elementdw nalezgcych do zbioru A
lub do zbioru B i zapisujemy jg jako A U B. A
B
L . o g . ANB
lloczynem (czescig wspdlng) zbiordow A i B nazywamy zbiér elementéw
nalezacych jednoczesnie do zbioru A i do zbioru B. A
B
Réznicg zbioréow A i B nazywamy zbiér elementéw nalezacych do A A\B
i nienalezacych do B ioznaczamy jgjako A \ B. A
B
Réznicg zbiordw B i A nazywamy zbiér elementéw nalezacych do B B\A
i nienalezacych do A i oznaczamy jg jako B\ A. A
B

PRZYKLAD 1 24 P1A2

Dany jest zbior A={a,b,c,d,e, f} i zbior B={d, e, f, h,g, j}. Wyznacz sume zbiordéw, iloczyn zbiordw,
roznice zbiorow A \ B oraz réznice zbioréw B\ A.

1° Suma zbioréw AvuB={a,b,cde,fhag,j}
2° lloczyn (cze$¢ wspdlna zbioréw) AnB={d,e f}

3°Réznica A\ B A\B={a,b,c}

4° Réinica B\ A B\A={h,g,j}

ZLADANIA UTRWALAJACE

1.A.1. Dane sg zbiory A ={0,1,2,3,4,5,6,7}iB=1{3,5,7,9,11}. Wyznacz:

a. AUB b. AnB c. A\B d. B\A

N



Liczby rzeczywiste
1.A.2. Dane sg zbiory A ={a, b,¢,1,2,3,4}iB={b,c,1,4}. Wyznacz:

a. AUuB b. AnB c. A\B d. B\A

1.A.3. Dane sg trzy zbiory K, L, M takie, ze:
K — zbidr dodatnich liczb parzystych mniejszych od 15,
L — zbiér liczb naturalnych podzielnych przez 3,
M — zbidr liczb, ktdre sg naturalnymi dzielnikami liczby 12.
Wyznacz zbidr:

a. K <M e KnLnM g. (KuM)\L

b. L d(kuL)nm f.M\L h. (LN M)\ L

1.A.4. Dane sg trzy zbiory A, B, C takie, ze:
A — zbidr liczb naturalnych dwucyfrowych mniejszych od 21,
B — zbidr liczb naturalnych dwucyfrowych, ktdre sg wielokrotnoscig liczby 10,
C — zbiér liczb naturalnych, mniejszych od 90, ktdre przy dzieleniu przez 7 daja reszte 1.
Wyznacz zbidr:

a. A c.C e.C\(ANB) g. (AnB)\(Bn ()
b. B d Au(BnC) fANBNC h. (B\C)\A

ZLADANIA TESTOWE. Sposrod podanych odpowiedzi wybierz poprawna. T.1.A

1.A.5. Dane sg zbiory A ={5,7,9,11} oraz B={3,5, 7,9, 11,13 }. Prawdziwg zaleznoscia jest:
A.B\A={3,5,7} B. A\B=0 C. A\B=1{3,13} D. An B=1{3,13}

1.A.6. Dane sg zbiory K ={a, b,c} i L ={b,c, d}, wiec:
A.KnL={a,b,cd} B.KuL={a,b,cd} C.kKuL={b,c} D. K\L={d}

1.A.7. Dane sg zbiory:
A — zbidr liczb naturalnych parzystych mniejszych od 12,
B — zbidr liczb naturalnych podzielnych przez 4, mniejszych od 20.
Wynika z tego, ze:

A. A={2,4,6,8,10,12} c. AnB={0,4,8}

B. B=1{4,8,12,16,20} D. AUB=1{4,8,12,16}

1.A.8. Dane sg zbiory A={1,2},B=1{2,3,4} i C=1{3, 4,5, 6}. Wynika z tego, ze zbiér C\ (A n B) réwny jest:
A. C B. A C.B D. B\A

1.A.9. Dane sg zbiory A i B takie, ze A N B = @. Prawdziwa jest zaleznos¢:

A. A\B=B B. A\B=A CANB=A D.AuB=8B
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1.B » Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych

» Definicje podzbiordw zbioru liczo rzeczywistych A P.1.B.1

DEFINICJA PRZYKtAD

Liczby 0,1,2,3,4... to liczby naturalne. Literg N bedziemy oznaczac 0;3;10;99;1037
zbior liczb naturalnych.

Literg C oznaczamy zbior liczb catkowitych. Liczby catkowite zawierajg 0;3;10;99;1037
liczby naturalne oraz liczby przeciwne do nich. —1,—2,—5,—87

Literg W oznaczamy zbior liczb wymiernych. Liczbg wymierngnazywamy  0;3;10;99; 1037

liczbe, ktérg mozna przedstawi¢ jako nieskracalny utamek zwykty  —1;—2;—5;—87
0 postaci % , gdzie p i g to liczby catkowite oraz g = 0. = 1%; 5,3;0,(3)= %
2 5 34

Liczby: 2410’ 68 © przyktady réz-
nych reprezentacji tej same;j liczby
wymiernej.

Liczby, ktdre nie s3 wymierne (tzn. nie mozna ich przedstawi¢ w postaci ~ 7,/2,/17, —3./5
nieskracalnego utamka zwyktego), noszg nazwe liczb niewymiernych.
Zbidr liczb niewymiernych bedziemy oznacza¢ symbolem NW/ .

Wszystkie liczby, ktérymi sie postugujesz, tworzg zbior liczb rzeczywis- R Ny V17 —3v5
tych. Oznaczamy go literg R. 7 = 3,14159265358...
V2 = 1,414213526...
W1 1

C 1 -2 —5 _g

N
0 3 10 99 1037

» Liczby przeciwne i odwrotne do danej

DEFINICJA PRZYKtAD

Liczbg przeciwng do liczby a jest liczba —a. Liczbg przeciwng do 3 jest liczba —3.
Liczbg przeciwng do 0 jest liczba 0.

Liczba przeciwng do —% jest liczba %

Liczbg odwrotng do liczby a jest liczba % dlaa # 0. Liczbg odwrotng do 2 jest liczba %
Liczbg odwrotng do —% jest liczba

2 .



Liczby rzeczywiste

ZADANIA UTRWALAJACE

1.B.1. Dany jest zbiér A = {—7; - 2%; —1;0;0,(3);/3;m;2/5;23%./81; 9%; 13}. Wypisz ze zbioru A liczby:

a. naturalne, b. catkowite, C. wymierne, d. niewymierne.

1.B.2. Dany jest zbiér P ={—3,2;—2; %, 5° 3,75;—L,- 10,(6); 0; (v/3 )* . Wypisz ze zbioru P liczby:
T 11

a. naturalne, b. catkowite, C. wymierne, d. niewymierne.

1.B.3. Uzupetnij tabele.

N[
=
W
|
S

ZADANIA TESTOWE. Sposrod podanych odpowiedzi wybierz poprawna. T.1.B

1.B.4. Dany jest zbiér A = {—7; 3%; 2./5;2m;8/3;— 11,(2)}. W zbiorze A sa:

A. cztery liczby wymierne, C. trzy liczby niewymierne,

B. dwie liczby wymierne, D. dwie liczby catkowite.

1.B.5. Liczbg odwrotng do 8% jest liczba:

1 25 3
A. _8§ B' 11 C. 3 D. 25
1.B.6. Liczbg przeciwng do liczby /3 —+/2 jest liczba:
1
A —— B. —v/3—/2 C.v/2—-y3 D. /3 +2
32

1.B.7. Dany jest zbidr liczb A ={0,(2);0,(3); 0,(4)}. Suma elementéw tego zbioru nie jest liczba:

A. wymierng, B. niewymierng, C. catkowity, D. naturalna.

1.B.8. Suma dane;j liczby catkowitej i odwrotnej do niej nie moze by¢ liczba:

A. naturalng, C. wymierng,

B. catkowita, D. nieparzystg dodatnia.



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

1.C » Podzielnosc liczb catkowitych.
Liczby pierwsze i ztozone, parzyste i nieparzyste.
Najwiekszy wspolny dzielnik (NWD).
Najmniejsza wspolna wielokrotnosc (NWW)

» Podzielnose liczbb

Jednym z podstawowych zagadnien w matematyce jest podzielnos¢ liczb catkowitych, a co za tym idzie, okreslenie
wiasnosci poszczegdlnych liczb, jak np. stwierdzenie parzystosci czy nieparzystosci liczby.

DEFINICJA PRZYKLAD

Mowimy, ze liczba catkowita k jest podzielna przez 2 (lub parzysta), Liczba 4 jest podzielna przez 2,
gdy mozemy jg zapisa¢ w postaci k = 2n, gdzie n jest réwniez liczbg ~ poniewaz mozemy liczbe 4 zapisac
catkowitg. Powiemy, ze liczba 2 jest dzielnikiem liczby k. w postaci 4 =2 - 2.

Liczba —6 jest parzysta, poniewaz
mozemy jg zapisa¢ w postaci:

—6=2-(—3).

Wszystkie liczby catkowite, ktore nie sg parzyste, noszg nazwe liczb  Liczba 5 jest liczbg nieparzysty,

nieparzystych. poniewaz nie mozna jej przedstawic
w postaci iloczynu liczby 2 i innej li-
czby catkowitej.

Analogicznie mozemy powiedzieé, ze liczba catkowita k jest podzielna
przez liczbe catkowitg n (rézng od zera), gdy mozemy zapisa¢ zwigzek:
k = n-m, gdzie m jest liczba catkowitg. Mozemy réwniez powiedzie¢, ze
liczba n jest dzielnikiem liczby k.

» Cechy podzielnosci liczb catkowitych

Do rozktadania liczb na czynniki pierwsze, a takze do wyznaczania najwiekszego wspdlnego dzielnika (NWD)
i najmniejszej wspdlnej wielokrotnosci (NWW) przydatna jest znajomosé podstawowych cech podzielnosci. Oto
kilka najwazniejszych z nich.

CECHA PODZIELNOSCI PRZYKLAD

Liczba jest podzielna przez 2, jesli ~ Liczba 126 jest liczbg podzielng przez 2, bo cyfra jednosci (6)

cyfra jednosci jest liczbg parzystg,  jest parzysta.

czylio,2,4,6,8. Natomiast liczba 127 nie jest podzielna przez 2, bo cyfra jednosci (7)
nie jest parzysta.

Liczba jest podzielna przez 3, jesli  Liczba 126 jest liczbg podzielng przez 3, bo sumajejcyfr1 +2 + 6 = 9 jest

suma jej cyfr jest liczbg podzielng  liczbg podzielng przez 3.

przez 3. Natomiast liczba 127 nie jest podzielna przez 3, bo suma jej cyfr
1+ 2+ 7 = 10 nie jest liczbg podzielng przez 3.



Liczba jest podzielna przez 4, jesli
liczba ztozona z dwdch ostatnich
cyfr liczby jest podzielna przez 4.

Liczba jest podzielna przez 5, jesli
cyfra jednosci wynosi O lub 5.

Liczba jest podzielna przez 9, jesli
suma jej cyfr jest liczba podzielng
przez 9.

Liczba jest podzielna przez 10, jesli
cyfra jednosci wynosi O.

Liczby rzeczywiste

Liczba 128 jest podzielna przez 4, poniewaz liczba ztozona z dwdéch ostat-
nich cyfr (28) jest podzielna przez 4.

Natomiast liczba 126 nie jest podzielna przez 4, poniewaz liczba ztozona
z dwdch ostatnich cyfr (26) nie jest podzielna przez 4.

Liczba 125 jest podzielna przez 5, poniewaz jej cyfra jednosci wynosi 5.
Natomiast liczba 126 nie jest podzielna przez 5, poniewaz jej cyfrg jednosci
nie jest ani 5, ani 0.

Liczba 126 jest liczbg podzielng przez 9, bo suma jej cyfr, 1 +2+6 =9,
jest liczba podzielng przez 9.

Natomiast liczba 127 nie jest podzielna przez 9, bo suma jej cyfr,
1+ 2+ 7 =10, nie jest liczbg podzielng przez 9.

Liczba 130 jest podzielna przez 10, poniewaz jej cyfra jednosci wynosi O.
Natomiast liczba 126 nie jest podzielna przez 10, poniewaz jej cyfra
jednosci nie jest 0.

PRZYKLAD 1 & Pic

Okresl, czy podana liczba dzieli sie przez 2, 3, 5, 9.

Liczba 54 dzieli sie przez:

2 —TAK, poniewaz cyfrg jednosci tej liczby jest liczba parzysta.

3 — TAK, poniewaz suma cyfr tej liczby, réwna 9, jest podzielna przez 3.

5 — NIE, poniewaz cyfrg jednosci tej liczby nie jest 0 ani 5.

9 — TAK, poniewaz suma cyfr tej liczby, réwna 9, jest podzielna przez 9.

PRZYKLADY DO CWICZEN

Okresl, czy podane w przyktadach liczby dzielg sie przez 2, 3,5, 9.

PRZYKLAD 2. 75
PRZYKLAD 3. 90
PRZYKLAD 4. 42
PRZYKLAD 5. 105

PRZYKLAD 6. 98
PRZYKtAD 7. 39
PRZYKLAD 8. 114
PRZYKLAD 9. 135
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ZADANIA UTRWALAJACE

1.C.1. Zaznacz, przez ktére podzielniki dzielg sie wybrane liczby.

Podzielnos¢ przez:

2 3 4 5 6 g 10

48

174

1200

190

216

» Liczby pierwsze i Ztozone

Jednym z ciekawych i bardzo waznych dla matematyki zbioréw jest zbidr liczb pierwszych.

DEFINICJA PRZYKLAD

Liczbe naturalng p nazywamy  Liczba 2 jest liczbg pierwszg, poniewaz jest liczbg naturalng wiekszg od 1
liczbg pierwszg, jeslima doktadnie  oraz posiada dwa rézne dzielniki: 1 oraz 2.

dwa dzielniki naturalne: jedynke

i samg siebie. Liczbami pierwszy-  Liczba 6 nie jest liczbg pierwszg, poniewaz posiada wiecej dzielnikéw niz
misgnp.2,3,5,7,11 ... dwa; jej dzielniki to: 1, 2, 3, 6.

Czy wiesz, ze...

Liczby pierwsze s3 zadziwiajagce mimo swej prostoty. Rzadko sobie
uswiadamiamy, ze mamy z nimi do czynienia wszedzie, a szczegdlnie
w przypadku ochrony danych — dotyczy to kart bankowych, systemdéw
bezpieczernstwa komputeréw, ochrony prywatnosci korespondenciji
mailowej czy rozmoéw telefonicznych. Jeden z nowoczesnych systeméw
kryptograficznych KRYPTOSYSTEM RSA opiera sie wtasnie na operacjach
z wykorzystaniem liczb pierwszych.

10



Liczby rzeczywiste

W celu wyznaczania mniejszych liczb pierwszych mozemy postuzy¢ sie
sitem Eratostenesa. 2.5 R

Zapoznaj sie z tg metoda, postugujac sie planszg interaktywna. ! % /)
Metoda ta polega na wykreslaniu ze zbioru liczb naturalnych kolejnych \ 2L
wielokrotnosci liczby 2 wiekszych od niej samej, potem wielokrotnosci L

liczby 3 wiekszych od niej samej itd. Liczby, ktdre pozostang, sg liczbami
pierwszymi.

DEFINICJA A CFND)

Liczbe z nazywamy liczbg ztozong,  Liczba 6 jest liczbg ztozong, poniewaz mozemy jg zapisac: 6 =2 -3,
gdy jest iloczynem co najmniej  aliczby 2 oraz 3 sg liczbami pierwszymi.
dwdch liczb pierwszych.

Liczba 30 jest réwniez liczba ztozong, gdyz mozemy jg zapisac: 30 =2 -3 -5,
a liczby 2, 3 oraz 5 sg liczbami pierwszymi.

Liczbe ztozong mozemy réwniez rozpoznaé po tym, ze posiada wiecej niz
dwa rézne dzielniki. Liczba 9 jest liczbg ztozong, gdyz ma trzy dzielniki: 1, 3, 9.

PRZYKLAD 1 id rics

Roztdz na czynniki pierwsze liczbe 120.

Liczba 120 dzieli sie przez 2 12012
Liczba 60 dzieli sie przez 2 60 |2
Liczba 30 dzieli sie przez 2 3012
Liczba 15 dzieli sie przez 3 15|3
Liczba 5 dzieli sie przez 5 5|5

Liczbe 120 mozna przedstawi¢ jako:
120=2-2-2-3-5=2%3'5

PRZYKLADY DO CWICZEN

Roztdz podane liczby na czynniki pierwsze.

PRZYKLAD 2. 84
PRZYKLAD 3. 136
PRZYKLAD 4. 196

11
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» Najwiekszy wspdlny dzielnik (NWD)

DEFINICJA

Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem dwdch liczb naturalnych a i b nazywamy najwiekszg liczbe naturalng, ktéra
jest jednoczesnie dzielnikiem liczb a i b i oznaczamy jg jako NWD (a, b).

Umiejetnos¢ wyznaczania najwiekszego wspodlnego dzielnika wykorzystujemy m.in. przy skracaniu utamka
zwyktego.

PRZYKLAD 1 id rica

Znajdz najwiekszy wspdlny dzielnik (NWD) liczb 84 i 120.
Rozktadamy obie liczby na czynniki pierwsze.

842 1202
4212 60 2
2113 302
7 15|3
5

84=2-2-3-7 120=2-2-2-3-5

W obu liczbach wystepuije iloczyn czynnikéw 2 - 2 - 3, wiec NWD(84,120)=2-2-3 = 12.
PRZYKLADY DO CWICZEN
Znajdz NWD liczb.

PRZYKEAD 2. 132i242 PRZYKEAD 3. 108i162

ZADANIE UTRWALAJACE

1.C.2. Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik (NWD) podanych liczb:

a. 180; 225
b. 198; 242

c. 170; 408

12



Liczby rzeczywiste

» Najmniejsza wspdlna wielokrotnosc (NWW)

DEFINICJA

Najmniejszg wspdlng wielokrotnoscig liczb a i b nazywamy najmniejsza liczbe naturalng rézng od zera, ktdra jest
podzielna przez a i przez b, i oznaczamy jg jako NW\V/ (a, b).

Umiejetnosé znajdowania najmniejszej wspodlnej wielokrotnosci zastosujemy przy sprowadzaniu utamkéw do
wspolnego mianownika.

PRZYKLAD 1 id rics

Znajdz najmniejszg wspdlng wielokrotno$é (NWW ) liczb 48 i 80.

Rozktadamy obie liczby na czynniki pierwsze.

482 802
242 402
12|2 202
2 10|2
3 5(5
48=2-2-2-2-3 80=2-2-2-2-5

W rozktadach na czynniki pierwsze w obu liczbach wystepuje iloczyn czterech dwodjek oraz liczby 3 i 5,
ktére wystepujg jednokrotnie, ale powtarzajgce sie liczby bierzemy pod uwage tylko jeden raz, wiec
NWW(48,80)=2-2-2-2-3-5=240.

PRZYKLADY DO CWICZEN

Znajdz NWW liczb.

PRZYKLAD 2. 132i242 PRZYKLAD 3. 108i162

ZADANIA UTRWALAJACE

1.C.3. Wyznacz najmniejszg wspdlng wielokrotno$¢ (NWW ) podanych liczb:

a. 36,48
b. 56;168

c. 102;136

13
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1.C.4. Wyznacz NWW i NWD:

a. liczby 52 iliczby 78, Mozesz sprawdzi¢ poprawnos¢ swoich ,/
i”‘ P.1.C.6

b. liczby 56 i liczby 140, odpowiedzi, postugujac sie edytorem
wyznaczania NWW i NWD.

c. liczby 36 i liczby 96,

d. liczby 65 i liczby 143.

Czy wiesz, ze...

Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele. Obecnie najwiekszg znang
liczba pierwsza jest 2°788161— 1 ktdra liczy sobie 17 425 170
cyfr w zapisie dziesietnym. Zostata ona odkryta 25 stycznia 2013 r,,
a dokonat tego Curtis Cooper z University of Central Missouri w ra-
mach projektu Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS),
do ktdérego realizacji wykorzystano 360 tysiecy procesoréw potgczonych
ze sobg komputeréw. Nadal trwajg poszukiwania kolejnych liczb pier-
wszych, a amerykanska fundacja Electronic Frontier Foundation
wyznaczyta nagrode 150 000 dolarow za zidentyfikowanie liczby pierw-
szej majgcej ponad 100 milionéw cyfr w zapisie dziesietnym.

ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. E T.1.C

1.C.5. Liczba 852 nie dzieli sie przez:
A. 4 B. 3 C.9 D. 2

1.C.6. Dane sg liczby 120 18. Prawda jest, ze:
A. NWW(120;18) = 240 C. NWW(120;18) = 20NWD(120;18)

B. NWD(120;18)=9 D. NWW(120;18) = 360
1.C.7. W zbiorze A ={1,2,3,4,5...49} jest:

A. 14 liczb pierwszych, C. 16 liczb pierwszych,

B. 15 liczb pierwszych, D. 17 liczb pierwszych.

1.C.8. Dane sg liczby a = 84 i b = 126. Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem (NWD) jest liczba:
A. 42 B. 21 C.7 D. 14

1.C.9. Liczby 6i 15 s3 jednoczesnie dzielnikami liczby:
A. 190 B. 45 C. 90 D. 75

14



Liczby rzeczywiste

1.1 » Rd&zne postaci liczb rzeczywistych

DEFINICJA

Utamek wiasciwy to taki utamek, w ktérym licznik i mianownik s3
liczbami dodatnimi oraz licznik jest mniejszy od mianownika.

Utamek niewtfasciwy to taki utamek, w ktérym licznik i mianownik sg
liczbami dodatnimi oraz licznik jest wiekszy od mianownika. Utamki
niewtasciwe dodatnie sg nie mniejsze od 1. Przedstawiamy je w postaci
liczby naturalnej i utamka wtasciwego (czyli jako utamek mieszany).

» Skracanie utamkow u/‘ P.1.1.1

DEFINICJA PRZYKLAD 1

Skréci¢ utamek oznacza podzieli¢ licznik i mianownik ,’55
przez te samg liczbe rézng od zera. 55 = 13—1
11

PRZYKtADY DO CWICZEN
Upros¢ utamki do postaci nieskracalnej.

48 65 64 16
PRZYKLAD 2. 64 PRZYKLAD 4. 95 PRZYKLAD 6. 88 PRZYKLAD 8. 96
PRZYKLAD 3. 30 PRIYKLADS5. 45 PRIYKEAD7. 3% PRIYKADSY. 22

. . ¢

» Rozszerzanie utamkow K4 P11.2
DEFINICJA PRZYKLAD 1
Rozszerzy¢ utamek oznacza pomnozy¢ licznik i mia- % = g_ﬁ = %

nownik przez te sama liczbe rézng od zera.

PRZYKLADY DO CWICZEN

Rozszerz utamek do okreslonego mianownika lub licznika.

14 _ 42 17 _ 34 2 30
PRZYKLAD 2. 17 = PRZYKtAD 5. 29 =3 PRZYKtAD 8. 9=

4 _ 7 25 ? 7 2
PRZYKEAD 3. 17 =% PRZYKLAD 6. 53 =13e PRZYKLAD 9. 45 =131

12 7 7 _ 84
PRZYKLAD 4. 53 =115 PRZYKLAD 7. 4=

15
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» Zamiana utamkow mieszanych na niewtasciwe

PRZYKLAD 1 24 P13

Zamien utamek 2% na niewtasciwy.

,3_52+3_13
5 5 5

PRZYKLADY DO CWICZEN

Zamien utamki mieszane na niewtasciwe.

PRZYKLAD 2. 105  PRIYKLAD4. 183  PRIYKEAD 6. 112 PRIYKLADS. 1003
PRIYKLAD 3. 204  PRZYKEAD 5. 30§  PRIYKEAD7. 747  PRIYKLADY. 123%

» Zamiana utamkow niewtasciwych na mieszane

PRZYKLAD 1 A P.1.1.4

Zamien u’famek na mieszany.

1° Czes¢ catkowita z dzielenia licznika przez mianownik wynosi: 4

2° Mnozymy mianownik przez catosci. 5-4=20
3° Otrzymang wartos¢ odejmujemy od wyjsciowego licznika. 21—-20=1
4° Otrzymana wartosc jest licznikiem utamka po wytgczeniu catosci. 25_1 = 4%

PRZYKLADY DO CWICZEN

Zamien utamki niewtasciwe na mieszane.

PRZYKEAD2. & PRZYKtAD4. I3 PRzvktAD 6. H2 PRzvkeaDs. 42
PRzvkeAD 3. 2 PRzvkeaDS. B PRzvkeAD7. 82 PRzvkeaDd. L
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» Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywistej

Liczby rzeczywiste

DEFINICJA PRZYKtAD

Utamki dziesietne to utamki, ktére w mianowniku
majg 10, 100, 1000 ... (czyli kolejne potegi liczby 10).

_ 25 _

Kazdg liczbe wymierng mozna przedstawi¢ w postaci utamka dziesietnego skoriczonego lub nieskoriczonego

okresowego.

DEFINICJA PRZYKtAD

Utamek dziesietny skoriczony to taki, w ktérym po
przecinku znajduje sie skoriczona liczba cyfr.

Utamek dziesietny okresowy to taki utamek, w ktére-
go rozwinieciu dziesietnym wystepuje nieskoriczenie
wiele cyfr oraz mozna wyodrebnic takg grupe cyfr,
ktdra sie cyklicznie powtarza.

Powtarzajaca sie grupe cyfr nazywamy okresem.

Liczbe cyfr wystepujacych w okresie nazywamy
dtugoscig okresu.

23,345
—4,0023
0,02301

3,123123123123...
8,0981212121212...

Powtarzajgca sie grupe cyfr zapisujemy w nastepujgcy
sposdb: 3,(123)
— zapis ten oznacza: 3,123123123123123...

Utamek 8,0981212121212...
mozemy zapisa¢ w postaci: 8,098(12).

W liczbie 3,(123) okresem jest (123).
W liczbie 8,098(12) okresem jest (12).

W liczbie 3,(123) dtugosé okresu wynosi 3.
W liczbie 8,098(12) dtugos$¢ okresu wynosi 2.

TWIERDZENIA

Jezeli liczba rzeczywista ma rozwiniecie dziesietne skoriczone lub nieskoriczone okresowe, to jest to liczba

wymierna.

Jezeli liczba ma rozwiniecie dziesietne nieskoriczone i nieokresowe, to jest to liczba niewymierna.

» Zamiana utamkow dziesietnych na utamki zwykte

PRZYKLAD 1 4

Zamien utamek 0,002 na utamek zwykty.

2 _ 1

0,002 = 7900 = 500

P.1.1.5

17
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PRZYKLADY DO CWICZEN

Zamien utamki dziesietne na utamki zwykte.

PRZYKLAD 2. 0,32 PRZYKLAD 5. 0,035
PRZYKtAD 3. 10,0125 PRZYKLAD 6. 8,2
PRZYKLAD 4. 0,356 PRZYKLAD 7. 0,005

» Zamiana utamkow zwyktych na utamki dziesietne

PRZYKLAD 1 PRZYKLAD 2 A P.1.1.6

Zamien utamek % na utamek dziesietny. Zamien utamek % na utamek dziesietny.

Aby zamieni¢ utamek zwykty na dziesietny, nalezy podzieli¢ sposobem pisemnym licznik przez mianownik.

0,666... 0,375
2:3 3:8
20 30
—18 = % =0,(6) =Utamek jest okresowy. 24 = % =0,375
20 60
—18 —56
2 40
—40
0

PRZYKLADY DO CWICZEN

Zamien utamki zwykte na utamki dziesietne.

15

PRZYKLAD 3. 73

PRZYKLAD 4. &

» Zamiana utamkow okresowych na utamki zwykte

PRZYKLAD 1 i 7

Zamien utamek okresowy 0,(5) na utamek zwykty.

1° Oznaczamy utamek jako x, otrzymujgc réwnanie: x=0,(5)=0,55555...

10x = 5,555555...
x = 0,555555...

2° W okresie liczby jest jedna powtarzajaca sie cyfra,
wiec mnozymy powstate réwnanie przez 10. Nowe
réwnanie napiszemy nad réwnaniem wyjsciowym.

18



Liczby rzeczywiste

3° Odejmujemy réwnania stronami. 10x = 5,555555...
— x=0,555555...

9x=5 [:9
° _5 _5
4° Wyznaczamy x. x=g =0(5=3

-
PRZYKLAD 2 7 P.1.1.7

Zamieri utamek okresowy 0,(17) na utamek zwykly.

1° Oznaczamy utamek jako x, otrzymujgc réwnanie: x=0,17)=0,171717...
2° W okresie liczby sa dwie powtarzajgce sie cyfry, 100x = 17,171717...
wiec mnozymy powstate réwnanie przez 100. Nowe x=0,171717...

réwnanie napiszemy nad réwnaniem wyjsciowym.

3° Odejmujemy réwnania stronami. 100x = 17,171717...
— x=0,171717...
99x =17 |: 99

4° Wyznaczamy Xx. Xx= % = 0,(17) = %

.
PRZYKLAD 3 7 ARE

Zamien utamek okresowy 0,5(8) na utamek zwykty.
1° Oznaczamy utamek jako x, otrzymujgc rownanie: x=0,5(8)=0,588888...

2° W podanym utamku jedna z cyfr nie znajduje sie 100x = 58,88888...

w okresie, wiec mnozymy réwnanie przez 100 i przez 10x = 5,88888...
10, aby czes¢ utamkowa (po przecinku) byta jedna-
kowa.
3° Odejmujemy réwnania stronami. 100x = 58,88888...
—10x = 5,88888...
90x =53 [:90
4° Wyznaczamy X. X:% = 0'5(8):%

LADANIE UTRWALAJACE

1.1.1. Zamien utamki okresowe na utamki zwykte.

a. 0,(7) c. 2,(5) e. 0,(209)
b. 0,(49) d. 0,3(4) £.0,2(11)

19
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Liczby rzeczywiste

1.2 » Obliczanie wartosci wyrazen arytmetycznych (wymiernych)

» Kolejnosc wykonywania dziatan A P.1.2.1

TEORIA

Obliczajgc wartos$¢ wyrazenia arytmetycznego, wykonujemy kolejno:
1° Dziatania w nawiasach: (2 +3), [1 +(2 —5)].

2° Potegowanie i pierwiastkowanie: 3°, /144 .

3° Mnozenie i dzielenie: 5-2./3,10 : 7.

4° Dodawanie i odejmowanie: 4 +5, 11 — 7.

Nalezy pamietac, ze jezeli w wyrazeniu nie ma nawiaséw oraz wystepuijg dziatania tej samej rangi, to wykonu-
jemy obliczenia od lewej strony do prawe;j.

PRZYKLAD 1

Wykonaj dziatanie: v/14 —10 - (3 + 2)%.

J14—10-(3+2y =,4-52=2.25=50
@ @ ® ®

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Wykonaj dziatanie: ¥/7 +20 - (15— 12 : 2)?.

» Dziatania na utamkach

(
P.1.2.2
DEFINICJA PRZYKLAD

Dodajgc dwa utamki, nalezy je najpierw sprowadzic §+§ —25+24 _ 49 _ 1i
. . . . PR 8 ' 5 40 40 40

do wspdlnego mianownika, a nastepnie dodac liczniki,

pozostawiajgc wspdlny mianownik bez zmian.

Odejmujgc dwa utamki, nalezy je najpierw sprowadzi¢ % — % ~25-24 1
do wspdlnego mianownika, a nastepnie odjac liczniki,
pozostawiajgc wspdlny mianownik bez zmian.

Mnozac dwa utamki, mnozymy ich liczniki przez
siebie, zapisujac wynik w liczniku, oraz mnozymy ich 85~ 85 =g
mianowniki, zapisujgc wynik w mianowniku. 1

Dzielgc dwa utamki, mnozymy pierwszy utamek przez % c

odwrotnosc¢ drugiego.
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PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

2,3 2 3 23 2.3
PRZYKLAD 2. 3t11r 3711 3°110 3 11

4.1 4 1 4 1 4.1
PRZYKLAD 3. 5st45, 5713 513’ 5 - 13

7.2 7 _2 7 2 7 .2
PRIYKLAD 4. 15+%, 105 10°c 10 ¢

. . yi
» Dziatania tgczne na utamkach zwyktych a‘ P.1.2.3
PRZYKLAD 1
Oblicz: (33 —2%)52.
4 35
3_52).e5_ (321 510y 5 _,11 5 _ 7 2> 23 2
(35-27) 55 =(335—235) 5¢ =133 6385 g =3 7’3
1 3

PRZYKLADY DO CWICZEN
Oblicz:

2 ..,1.,..1 .13 1,1 3_,5).,8
PRIYKLAD 2. 4% : 13 +27 155 PRZYKEAD 3. (15 —-33)-6—(28-12): 1%
» Dziatania tgczne na utamkach zwyktych i dziesietnych A P.1.2.4

PRZYKLAD 1

Oblicz: 3%—1—6,8.
33 +68=32+68=10

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKLAD 2. 43 +2,25 PRIYKEAD 5. 4,412 PRZYKLAD 8. 85 : 32
2

PRIYKLAD 3. 15 -5,7 PRZYKLAD 6. 65 1,2

PRIYKLAD 4. 93 —3,75 PRZYKLAD 7. 11,25 : 55
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Liczby rzeczywiste

ZADANIE UTRWALAJACE

1.2.1. Oblicz, pamietajac o kolejnosci dziatan:

2 1
a. 333 (3) +1% 25 d

1+
32 3] (3.3 2
b [(4) 0'5]'(7+14> -z
2-%
1,1 1 1.1 (12 4
. 14414 1.1 f_ V6,25 .(41) :'0,2-49
(175 (13)

Szybkie liczenie wzbudza podziw u innych oséb. Ktdz z nas nie chciatby
szybko liczyé? Owszem, mamy kalkulatory — s3g juz nawet w tele-
fonach — ale przeciez nie zawsze mozemy ich uzywaé. Pomnozyc
42 przez 48 i odpowiedzie¢ btyskawicznie, ze to jest 2016, lub 53
przez 57 i po sekundzie podaé¢ wynik 3021 — to bytoby cos! Nie-
ktérzy nie zdazg w tym czasie dokonaé obliczern na kalkulatorze.
Czy to mozliwe? Okazuje sie, ze tak.

Jeden ze sposobdéw szybkiego liczenia mozna wykorzysta¢ przy mnozeniu liczb dwucyfrowych typu XY przez XZ,
gdzie Y+ Z = 10. W celu pomnozenia wyzej wymienionego typu liczb nalezy cyfre X pomnozy¢ przez liczbe
o jeden wieksza, a nastepnie dopisac iloczyn cyfr Y i Z w postaci dwucyfrowej.

PRZYKLAD 1 d ri2s

2.(2+1)=2.3=6

| {

Aby pomnozy¢ 24 - 26, nalezy cyfre X (2) pomnozy¢ przez liczbe o jeden 24 . 26 — 624

Oblicz w pamieci 24 - 26.

wiekszg (3), a nastepnie dopisac iloczyn cyfr Y (4) i Z (6) w postaci dwu- I | +
cyfrowej (24).

1.6=24
PRZYKLAD 2 A P.1.2.5
Oblicz w pamieci 31 - 39. 3.(341)=3.4=12

Aby pomnozy¢ 31 - 39, nalezy cyfre X (3) pomnozy¢ przez liczbe o jeden 31-39=1209
wiekszg (4), a nastepnie dopisac iloczyn cyfr Y (1) i Z (9) w postaci dwu- I | ’

cyfrowej (09).

1.9=9

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz w pamieci.
PRZYKtAD 3. 52-58 PRZYKLAD 5. 65-65 PRZYKLAD 7. 81-89
PRZYKLAD 4. 73-77 PRZYKLAD 6. 47-43 PRZYKLAD 8. 34-36
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1.2.2. Liczbg odwrotng do liczby a = (Z) —g 0,4 jestliczba e
-, S
S 16 S _o1
é * A T B. & C -1 D. —3%
: o
—_
< 1.2.3. Jedli x = %, to:
s s 5
% A x<1 B.x>1 C.x>2 DX<% :_',:E-H'-:;:h.h—.‘_
< w124, Liczba2+2-2—2 : 2 jest réwna:
oc ﬁ ’
- A.3 B.5 C.7 D.0O
<
E 1.2.5. Dane sg liczby: a =— 2 -(—2)— 22 oraz b = 3 - (—3) +(—3)*. Wynika z tego, ze:
4 A.a>b B.a<b Ca=b D.2a=3b—1 |
I'_.. <
i"-__:: g « " 1.2.6. Kwadrat liczby 7 = % — % % jest réwny: ""~.|
= F
9 49 121 529 W
g A- 400 B- 3600 C 3600 D- 3600
& 1.2.7. Liczba 7 jest wynikiem dziatania:
< A7+7-7:7—7 B.7:.7+7-7—7 C. 7.7 P51 D.7—7-7:7
(a4
=
h -
: < 1.2.8. Samochdd zuzywa 9,5 litra benzyny na 100 km. Litr benzyny kosztuje 5,60 zt. Koszt przejazdu trasy o dtugosci
E 420 km wynosi:
A. 213,40z B. 22,34 zt C. 182,60 zt D. 223,44 zt
~ @ . 1.2.9. Turysta jezdzi rowerem 5 godzin dziennie, jadac ze srednig predkoscig 17,2 kTm Pokonanie trasy z Warszawy
e = do Rzymu (1806 km) zajmie turyscie:
. g A. 18 dni B. 14 dni C. 21 dni D. 23 dni
1.2.10. Kasia zakupita na przyjecie 24 butelki soku o pojemnosci 0,5 litra. Sok rozleje do szklanek o pojemnosci 0, 3 M&E
= < ﬁlltra Soku wystarczy do napetnienia:
=l e
o - A. 33 szklanek B. 40 szklanek C. 14 szklanek D. 160 szklanek
= D =
= |
< ) —§
E 1.2.11. Zawodnik startujgcy w triathlonie sprinterskim pokonat 750 metrdw, ptynac z predkoscia 5 ¢, jadac rowe- =3
rem 20 km z predkoscig 24 kTm, a nastepnie biegnac 5 km z predkoscig 1 '-I
B <{ B A. 74 minuty B. 1,5 godziny C. 84 minuty D. 96 minut i
(a4 ; ‘f'
er] : i f i
|.- £ ] Pt i
E o = -r y - — —_— '-'_'_#I, I|
b i g o BT =
= g e, o
""'\-..__\_1 | —i e e T !




Liczby rzeczywiste

1.3 » Pierwiastki dowolnego stopnia.
Prawa dziatan na pierwiastkach.

» Pierwiastki dowolnego stopnia
stopien pierwiastka
N
va=b
/

liczba podpierwiastkowa wartosc pierwiastka

DEFINICJA

Pierwiastkiem stopnia n, gdzie n jest liczbg naturalng,

parzystg wiekszg od 0 nieparzystg wiekszg od 1
z liczby nieujemneja (a > 0) z liczby rzeczywisteja (a € R)
nazywamy
taka liczbe nieujemng taka liczbe rzeczywistg
b (b=0) b (b €R)

ktdra podniesiona do potegi n jest réwna a,
czyli
"a=b,gdyb"=a

Np. pierwiastek kwadratowy (drugiego stopnia) Np. pierwiastek szescienny (trzeciego stopnia)
Ja=b,gdya>0,b>0ib’=a 3a=b,gdya €R b<cRib>=a
PRZYKtADY A P.1.3.1
Oblicz:
PRZYKEAD 1. /144 =12 —~  12°=144
PRZYKEAD 2. /625 =25 —~  25%2=625
PRZYKAD 3. 327 =3 ~  33=27
PRZYKLAD 4. ¥—64 =—4 ~ (-4P=—¢64
PRZYKLAD 5. /32 =2 —~ 2°=32
PRZYKLAD 6. %81 =3 ~  3*=3g1
PRZYKrAD 7. $1000000 =10 —  10°= 1000000
PRZYKLAD 8. 7/—128 =—2 —~  (=2Y=-128
PRZYKAD 9. %/3125 =5 —~  5°=3125
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ZADANIE UTRWALAJACE

1.3.1. Oblicz:
8—1 | 6 L
a4 121 “ 4/ 729
49
b. 64 m. /67 600
c. /6% n. ¥—343000
/529
d. /12,25 0.4/ 576
e. /0,0729 p. 3o
; -
£. /5,76 . 3/1.000 000 000 000
/- 10 315
g1/ 227 sy 1ga1
3/, 61 4
h. 3181 t. /139
- 3 3 81
i. 30216 u. 3/10-8L
125
. 4/160 000 w. 4/0,00000001
k. 5/0,00032 2. 495

» Wytgczanie czynnika przed znak pierwiastka kwadratowego

PRZYKLAD 1 d ris2

Whytacz czynnik przed znak pierwiastka.

J/75 =253 =5,/3

Lﬁj
PRZYKLADY DO CWICZEN

Wytacz czynnik przed znak pierwiastka.

PRZYKLAD 2. /98 PRZYKLAD 4. /44 PRZYKLAD 6. 162 PRZYKLAD 8. /150
PRZYKLAD 3. /640 PRZYKLAD 5. /108 PRZYKLAD 7. 240 PRZYKLAD 9. /275
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Liczby rzeczywiste

» Wytgczanie czynnika przed znak pierwiastka frzeciego stopnia

PRZYKLAD 1 id riss

Whytgcz czynnik przed znak pierwiastka.

Y54 =272 =3¥2

Ly

PRZYKLADY DO CWICZEN

Wytacz czynnik przed znak pierwiastka.

PRZYKtAD 2. /686 PRZYKLAD 4. /88 PRZYKLAD 6. /7290 PRZYKLAD 8. ¥375
PRZYKEAD 3. %5120 PRZYKLAD 5. ¥/432 PRZYKtAD 7. %192 PRZYKLAD 9. %135

LADANIE UTRWALAJACE

1.3.2. Wylacz czynnik przed znak pierwiastka.

a. /18 c. V27 e. Y40 g. Y48
b. /50 d. /242 f 3/128 h. ¥/320

» Witgczanie czynnika pod znak pierwiastka kwadratowego

PRZYKLAD 1 24 r134

Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.

5/3 =253 =75

Lop !

PRZYKLADY DO CWICZEN

Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.

PRZYKLAD 2. 7,2 PRZYKLAD 4. 2,11 PRZYKLAD 6. 9,2 PRZYKLAD 8. 8,5
PRZYKtAD 3. 3,10 PRZYKtAD 5. 6.3 PRZYKtAD 7. 4,10  PRIYKtAD9. 5,20
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» Wtgczanie czynnika pod znak pierwiastka trzeciego stopnia

PRZYKLAD 1 i riss

Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.

435 =3¥64-5 =%320

L»43_T
PRZYKLADY DO CWICZEN

Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.

PRZYKLAD 2. 7¥3 PRZYKLAD 4. 3¥11 PRZYKLAD 6. 8%2 PRZYKLAD 8. 9%¥5
PRZYKLAD 3. 6¥%7 PRZYKLAD 5. 5¥3 PRZYKLAD 7. 6¥10 PRZYKLAD 9. 5%15

ZADANIA UTRWALAJACE

1.3.3. Wiacz czynnik pod znak pierwiastka.

a. 4,/2 c.3,/7 e. 26 g. 592
b.5/3 d. 10/11 f.4¥2 h. 103/7

1.3.4. Doprowadz do najprostszej postaci:

a. 45 +.,/20

b. 6,3 —2,/12

c. 8/7 +3/63

d. /18 +,98 — /72

e. /242 —2.,/50 +3,/288
f. 2,/45 —3,/80 + /125

g V24 +7/81—¥192

h. 32000 +33%/250 — /1024
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Liczby rzeczywiste

» Twierdzenia dotyczgce pierwiastkow tego samego stopnia A P.1.3.6

TWIERDZENIE 1

ZALOZENIA _ PRZYKLAD 1

n=2incN Va b ="Yab VI V/a5=/145=/3=3

Dla n bedacego liczbg parzystg zakta-
damy dodatkowo, ze liczby a i b s3
nieujemne.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. Oblicz: /10 - /5 - /2. PRZYKtAD 3. Oblicz: 3/24 -3/9.

TWIERDZENIE 2

ZALOZENIA WZOR PRZYKLAD 1

n>=2ineNib#0 Va _n/a V18 _ /18 _ a_,
) b /4,5 4,5

Dla n bedacego liczbg parzystg zakta-
damy dodatkowo, ze liczby a i b s3
nieujemne.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Oblicz: 6 PRZYKtAD 3. Oblicz: 53

TWIERDZENIE 3

n>2ineN Va"=a V13?2 =13

Dla n bedacego liczbg parzystg zakta-
damy dodatkowo, ze liczby a i b s3
nieujemne.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Oblicz: {/117. PRZYKtAD 3. Oblicz: 3/99°.

N
(\o]
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TWIERDZENIE 4

IALOZENIA WZOR PRZYKLAD 1

kZZ,nZZ,kEN,HEN «k/%:k% ,/\/EZZQ/%/EZZ‘\Z/E:WZZ

Dla n lub k bedacego liczbg parzystg
zaktadamy dodatkowo, ze liczby a i b s3
nieujemne.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. Oblicz: ¥/ /64 . PRZYKtAD 3. Oblicz: ¥/4/100 .

ZADANIA UTRWALAJACE

1.3.5. Oblicz:
a. /5122 /5 /125 k. /675 /3 0.3/ 54
b. ¥-375 1 3 g V8510 L/48 7 Nl T
¢ /3515 h Y7293 m Y104 VB g s /B
d.y7V2:1/4 01898 n. Y128 ¥4 1o/ /2L 5 /1728
e V12-/3 i. /68 /17 0.3/t 3/-%

1.3.6. Oblicz i przedstaw wynik w postaci a/b + c.

a. (2¢/2-3)-(y/8+1) d. (2./10 — 4)-(5,/1000 +2,/100 — v/10)
b. (445 —2)-(2+/125) e_\//?ﬁél
c. (3/3—2,27)-(3+/3) f_ ﬁ/;z'ﬁ/;l
1.3.7. Usur niewymiernos¢ z mianownika.
b'% d ﬁ f.%
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“._ 1.3.8. Liczba 3/ 217 +1/9? jest réwna:
oy
i

HR A3 B.9 C.27 D.3/3
T

1.3.9. Liczba 5,/32 —2,/128 jest réwna:

A. 8,2 B. 3,/96 C.—/2 D. 42 .,__: oy
=
. Liczba 94/3 jest réwna: %
A. /27 B. /12 C. /243 D. 3,81 El
A
1.3.11. Jedliay'b +c=4./2(3—/2),gdzie a, b, c € C, to: >
\ Aa>b>c B.b>a=c Cbhb<c<a D.c=a=b
" i
. <
.. 1.3.12. Dane sa liczby a = /512 i b = 27/256 . Prawda jest, ze: ; Z .
N“ Aa>b B.a<b C.a=b D.a=2b %R
. >N
1.3.13. Liczba /240 jest réwna: -
& ;
,f A. 165 B. —4,60 C. 4,15 D. 2,/30 L ; -
- > o
“1.3.14. Liczba % jest réwna: A E
- A
e
/8 /2 /&
A. 8 B. 5 C.2/2 D. 167 >
1.3.15. Liczba (v/2 — 2)(2 + 24/2) jest réwna: = j
A. —4 B.2/2 C.4/2 D. —2/2 > ﬁ
- I_-'d; - q ¥
T :,J =
¥28+4 20
1.3.16. lloraz 139 jest rowny: :":: >
A.2 B. ¥2 C. ¥28 D. 8
" <
&#1.317. Dane sg liczby a = +/v/16 , b =¥%/64 , c = 3/32 . Wynika z tego, ze: > b
R ] Aa>b>c B.a<b<c Ca=b=c D.b>c=a -T—I
- _ll c #
A
et B
> -
_|'; |I >
f . . =
| . Luegl [ ern
e >

"
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1.4 » Potegi o wyktadnikach wymiernych.
Prawa dziatan na potegach o wyktadnikach wymiernych

» Potega o wyktadniku catkowitym

wyktadnik potegi
a"=a-a-...-a
%,—’J
n czynnikow
podstawa potegi

DEFINICJA PRZYKLAD

Dlakazdejliczboya € R,n € Nin>1 5°=5.5.5.5.5.5

="

B e ddadiiiag

a"=a-a ...-a

—_—

n czynnikow
a®=1dlaa#0 7°=1
a*=adaa <R 3t=3

DEFINICJA

k
Dla dowolnej liczby naturalnej k i a # 0 zachodzi zwigzek: a k= #, €0 mozna zapisac jako a k= (%) .

PRZYKLAD 1 id raan
Oblicz: 2.

3_1_1
PRZYKLADY DO CWICZEN
Oblicz:
PRZYKLAD 2. 372 PRZYKLAD 6. (—3)7
PRZYKtAD 3. 0,173 PRZYKLAD 7. 0,257
PRIYKEAD 4. (%) PRIYKLAD 8. (&)

—2

PRZYKEAD 5. (53 PRZYKLAD 9. 1,17
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Liczby rzeczywiste

» Twierdzenia dotyczgce wiasnosci poteg o tej samej podstawie A P.1.4.2

Niech a bedzie dowolng dodatnig liczbg rzeczywistg, ponadto n i m niech bedg dowolnymi liczbami wymiernymi.
Wodwczas zachodzg nastepujace zwigzki:

TWIERDZENIE 1 PRZYKLAD 1

a"-am=qa""" 23.24=2%3"%=27=128
Oblicz:

PRZYKtAD 2. 10% 10* 1072 PRZYKYAD 3. 4% 4%.4
a”:a’":g—;:a”*’" 2°:23=2""3=22=4
Oblicz:

PRZYKLAD 2. 4712 :47% PRZYKLAD 3. (—5) : (—=5)2
(™)' =a™" (22)' =224 =28 =256

Oblicz:

PRZYKEAD 2. ((32)*) PRZYKLAD 3. (573)°

LADANIE UTRWALAJACE

1.4.1. Zapisz wyrazenia w najprostszej postaci:
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a. (2°)72.(23)7? d. (52 :53.5%: 55 562 (571)73
MNERRER) . (—2p) D) : (—2) 0
. (32)—7 . 26,((_2)5)2
Ly (L2 (LY
. ((109)2)4 : ((107)2)3 £ <3) : <3> +((3) )

» Twierdzenia dotyczgce wiasnosci poteg o tym samym wyktadniku A P.1.4.3

Niech a i b beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, ponadto n niech bedzie dowolng liczbg wymierna.
Wodwczas zachodzg nastepujgce zwigzki:

TWIERDZENIE 1 PRZYKLAD 1

a”-b"=(a-b) 22-43=(2-4P=83=512
PRZYKLADY DO CWICZEN
Oblicz:

4. 54 33 /163
PRZYKtAD 2. 2,5% 2 PRZYKLAD 3. (§) (%)
TWIERDZENIE 2 PRZYKLAD 1

n

a”:b”:%:(%)" 6°: 25=(6: 2" =3%=243
PRZYKLADY DO CWICZEN
Oblicz:
PRZYKLAD 2. 7,52 : 1,52 PRZYKLAD 3. 2,12 : 32

ZADANIE UTRWALAJACE

1.4.2. Zapisz w najprostszej postaci:

(2(4);468 ¢ (1% (51)° .3
4
o, S]] B ()

(0,579

(1))



Liczby rzeczywiste

» Potega o wyktadniku wymiernym

DEFINICJA PRZYKtAD

1

1 1
a” ="%a dla dowolnej nieujemnej liczby a i liczby 42 =.,/4 =2
naturalnej n = 2. 27% =377 =3

. (
DEFINICJA PRZYKLADY 112 A P.1.4.4

a” =%a™ =(7/a)" dla dowolnej nieujemnej liczby 16+ — (Y162 =23=38
agorazm,n € N, in=2. 3 - _ 13 1

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

4 3
3 5

PRIYKLAD 3. 0,013  PRIYKLAD 5. 27 PRZYKLAD 7. (0,25)% PRZYKLAD 9. 32

PRZYKLAD 4. 8° PRZYKELAD 6. (0,216)° PRZYKEADS. (25)

ZADANIE UTRWALAJACE

1.4.3. Oblicz, wykorzystujgc odpowiednie twierdzenia:

5
a. ¥ 1.16° g @'Z 2
1Vy2 . .2
b. 16® : (0,125)" h. <2—7>—'8}
(0125) (V343"
c. 322 (l)_6 AL G L 36" -¥/216°
: 6 (3]
05405 : (L) - (ve25 5%) 257

} 725 12572 50

i (3)°

e.27° : (/243 3/3) el 02

. } 0,00173-((0,01 )"
£.(0,257%)-(v/32) % : 8 L 002 : 3(1(000 ()30)0
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y H___H1.4.4. Wyrazenie 5° - 252 : 125 mozna zapisa¢ jako: E'-_E.__—f-__:-_:;._.
< 1 15 2 !
A5 B. & C.5 D. 5
5
=3
o 272,371\
< 1.4.5. Liczba (W) jest réwna:
E 4 S 2 =3 i
o
e < %1.4.6. lloczyn 253 - 1252 jest rowny:
g A A. 53¢ B. 52 c. 5% D. 5%
=3
E 1.4.7. lloczyn 81*- 92 jest rowny:
N A. 9% B. 32 C. 3% D. 3%° |
Jh !
< 1.4.8. lloraz 323 : (l)_a" t réwny:
k—t g =, 148, oraz (7)) lestréwny:
E A. 2° B.27# c. 2% D. 2™
1.4.9. lloczyn 8% - 4° jest réwny:
o A 23 B. 472 (o D. 22
z =
™ 1.4.10. Liczba 23 - 42 - 871 jest réwna:
< 1
e E A.8 B. 16 C.—4 D. 16
1.4.11. Liczba 2,5*- 2% jest réwna:
< A. 58 B. 5° C. 4,5° D. 5%
— L%
- D
g 'Z 1.4.12. Liczba 45 + 45 + 45 + 475 jest réwna:
= A. 16%° B. 256'° €47 D. 4%
ﬁ-'1.4.13. Liczba 57 : 5° -5 jest réwna:
e é A. 1 B. 0 C. 58 D. 58
— )
<
" < r'-:'
= 0 3 :
- ) g I
g 2 - sl
I " ____—_
= i e —
U - e
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Liczby rzeczywiste

1.5 » Wykorzystanie podstawowych wtasnosci poteg w innych
dziedzinach wiedzy

» Notacja wyktadnicza

Notacjg wyktadniczg najczesciej postugujemy sie przy zapisywaniu bardzo duzych lub bardzo matych liczb.

DEFINICJA

Liczbe dodatnig mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu: a - 10%, gdzie 1 < a < 10 oraz k € C. Taki zapis
nazywamy notacjg wykfadnicza.

PRZYKLAD 1 ud P15

[\

Zapisz liczbe 32 000 w notacji wyktadnicze;.
32000 = 3,2 - 10*

PRZYKLADY DO CWICZEN

Zapisz liczby w notacji wyktadnicze;.

PRZYKLAD 2. 70 000 PRZYKLAD 4. 0,004 PRZYKLAD 6. 0,0034
PRZYKLAD 3. 0,00023 PRZYKEAD 5. 345000

ZADANIA UTRWALAJACE

1.5.1. Zapisz liczby w notacji wyktadnicze;.

a. 825000 c. 12000 000 000 e. 0,000000007

b. 9 000 000 000 000 d. 0,00025 f. 0,000000000143

1.5.2. Zapisz liczby w postaci dziesietne;j.

a. 6,24-10° c. 9,99-10% e.3-10°°
b.1,3-10° d. 8,02-1073 £ 72-107°

1.5.3. Oblicz, wykorzystujgc notacje wykfadnicza.

a. 25000 -1 200 000 c. 0,00121 : 1100 e. 102 400 000 000 : 0,000512

b. 6 400 : 0,0032 d. 0,0008 - 140 000 000 f. 0,00081 : 2700000
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PRZYKLAD 1 i ris2

Oblicz i podaj wynik w notacji wyktadniczej.

(5,2-10%)-(2-10’)=5,2-2-10* 10" = 10,4-10*"7 = 10,4 - 10** = 1,04 - 10*?

PRZYKtADY DO CWICZEN

Oblicz i podaj wynik w notacji wykfadniczej.

PRZYKtAD 2. (6-10%)-(5-107%) PRZYKLAD 4. (2,4-10%) : (0,05-107%°)
PRZYKXAD 3. (3,5-10) : (0,7-10°) PRZYKLAD 5. (1,05-107°)-(3,2-10°)-4

ZADANIA UTRWALAJACE

1.5.4. Uzupetnij tabele z jednostkami uktadu SI.

Wartos¢ liczbowa Warto$¢ po zmianie jednostek Warto$¢ w notacji wyktadniczej

im 1000 mm 10° mm

1km CM e cm

100ha L M2 s m?

1dm km 10 % km

ISmMm M m
...................................... km? OO 10° m?
1200mM MM e mm
........................................... t et 138 10’ dag
OOt e g 7-10%g

2,5MmM s KM e, km

1.5.5. Odlegtosé, ktdrg Swiatto przebywa w ciggu roku (365 dni), nazywamy rokiem swietlnym. Predkos¢ Swiatta to
ok. 3-10% . Gwiazda Syriusz oddalona jest od Ziemi o 8,6 lat Swietlnych. Oblicz odlegtos¢ w kilometrach miedzy
Ziemig a Syriuszem. Wynik podaj w notacji wyktadniczej.

1.5.6. Powierzchnia administracyjna Polski to ok. 312 600 km?. Wyraz te wielkoé¢ w metrach i zapisz ja w notacji
wyktadnicze;.

1.5.7. Wiedzac, ze masa protonu wynosi 1,67 - 107% kg, a masa elektronu 9,11 - 10728 g, okresl, ktéra z czastek
ma wiekszg mase i ile razy. Wynik podaj w przyblizeniu do catosci.
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Liczby rzeczywiste

1.5.8. Mol drobin (atomdw, czagsteczek) to 6,02 - 10?3 drobin (liczba Avogadra). Oblicz, ile to moli:

a. 2,4381- 10% czgsteczek tlenu,

b. 0,98126 - 10% czgsteczek wodoru,

c. 180,6 - 10?! atomow zelaza.

1.5.9. Slimak winniczek porusza sie z predkoscig 310> kTm, a najszybszy drapieznik — sokdt wedrowny —
z predkoscia 3,9 - 10° . Oblicz, ile razy predkos¢ sokota jest wigksza od predkosci slimaka.

1.5.10. Masa Ziemi wynosi 5,97219 - 10% kg, a masa Jowisza 1,8986 - 10’ kg. Oblicz, ile razy masa Jowisza jest
wieksza od masy Ziemi.

1.5.11. Uzupetnij tabelke liczbami.

1412 000 000 000 000 000 km? 1,412 - 10 km3
641 850 000 000 000 000 000 000 kg
0,00000000000000000000000000167262 kg

1079 250 000 000 K™

1.5.12. Uzupetnij tabelke liczbami.

Odlegtos¢ planety Odlegtos$¢ w notacii . 71.5.12
od Stonca wyktadniczej clede

Merkury 58 000 000 km

Planeta

Wenus 108 000 000 km
Ziemia 150 000 000 km
Mars 228 000 000 km
Jowisz 778 000 000 km
Saturn 1427 000 000 km

Uran 2871000 000 km

Neptun 4 498 000 000 km
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< \,_.' A. 0,072 B. 7200 C. 7000 D. 0,0072 [
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- r 7 —3. %
< 1.5.14. Liczba 5-10"-0,2 - 10 ° jest rowna:
: = A.5,2-10* B. 10* c.10™* D. 10 % P .
% _-*-i"'-'h'!'-'._‘..
- < - 1.5.15. Jedna doba réwna jest:
g % A. 8,64-10° sekund B. 8,64 - 10* sekund C. 3,6-10° sekund D. 8,64 - 10° sekund
<
E 1.5.16. Liczba 0,00000037 zapisana w notacji wyktadniczej to:
o) A.37-1078 B.3,7-10’ C.0,37-1078 D. 37-10° |
11..-" <
. 2\ - 7 : .
a"—t g > 1.5.17. 1 kilometr kwadratowy (1 km?) jest réwny: Yy
E A. 108 cm? B. 10° cm? C. 10" cm? D. 10" ¢m? &
1.5.18. Masa Ksiezyca wynosi okoto 7,35 - 10% kg, a masa Ziemi wynosi okoto 5,97 - 10% kg. Ziemia jest cieiszaa_l
o od Ksiezyca: | s
' < A. 8 razy B. 9 razy C. 90 razy D. 81 razy '
(a4
=
< 1.5.19. Dane s liczby x = 0,001 -10°, y = 0,0001 - 10’ i z = 0,01 - 10*°. Prawdziwa zalezno$¢ przedstawia row--
1 E nanie:
A.lOX:y B.10y=z c_x2=y D.y2=X
: é ¢ 1.5.20. Liczbe 2 - 10°+3-10*—5-10° mozna zapisa¢ nastepujaco:
- D
E |<_( A. 2,25-10° B. 2,25-10* c. 22510% D. 2,25-10°
1.5.21. Liczba (6,3 - 10*?) : (0,07 - 10”) nalezy do przedziatu:
= A. (10%10°) B. (10%10°) c. (10%107) D. (107;10%) e EII #
= o ;-
2 1522 Jedlia=0,00024 i c = 0,0000016, to: .
;)
o = E
g A.a-c=384-10" B. £=1,5-10° Cac=38-10"° p Z=01510° [ P
i
\
1
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Liczby rzeczywiste

1.6 » Logarytmy.
Wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym

» Definicja logarytmu : P.1.6.1

liczba logarytmowana

N
log,b
/

podstawa logarytmu

DEFINICJA

Logarytmem o podstawie a > 0i a = 1 oraz liczbie logarytmowanej b > 0 nazywamy takg liczbe ¢, ze a° = b.
Zapisujemy to w nastepujacy sposéb: log ;b = ¢ < a“ = b . Oznaczenie ,log” odgrywa role nazwy dziatania, nie
jest zmienna.

log b oznacza logarytm dziesigtny, czyli log b = log,,b

PRZYKLAD 1 PRZYKLAD 2

log,8 =3,gdyz2° =8 log;81 = 4, gdyz 3* = 81

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKtAD 3. log1000 PRZYKLAD 7. Iog% 1296
PRZYKtAD 4. log. % PRZYKtAD 8. log,.4
PRZYKLAD 5. log 716 PRZYKLAD 9. Iogo,1 10 000

PRZYKLAD 6. logg ,125

ZADANIE UTRWALAJACE

1.6.1. Oblicz:
a. log;27 d. logg1 g. 10g8,32,3 j. logg512
b. Iog4% e. log0,01 h. log ;747 k. log3, 1156
c. log,0,25 f. loggv6 i. log,256 l. log /581
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» Twierdzenia dotyczgce logarytmow ' P.1.6.2

Niecha > 0ia#1,b>0,c > 0,p € R.

TWIERDZENIE 1 PRZYKLAD 1

log,1=0 log,1=0

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKLAD 2. logs 1 PRZYKLAD 3. log 1

TWIERDZENIE 2 PRZYKLAD 1

log,a=1 log,2=1

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKtAD 2. logs5 PRZYKLAD 3. log, ;0,7

TWIERDZENIE 3 PRZYKLAD 1

log,b +log,c=log,(b-c) log32 +log;4,5 =log;(2-4,5)=log;9 =2
PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKLAD 2. logg3 +logg72 PRZYKLAD 3. logs2 + logs 20 + log 153
TWIERDZENIE 4 PRZYKLAD 1

log,b—log,c=log,(b : c) log,12 —log,3 = log, (12 : 3)=log,4 =2
PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKtAD 2. log,196 — log, 4 PRZYKLAD 3. log 5500 — log 55



Liczby rzeczywiste

TWIERDZENIE 5 PRZYKLAD 1

plog,b = log,b” 2log,s5 = log,s5° = log,s25 =1

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKtAD 2. 3log, /8 PRZYKtAD 3. 2log, +/32

» Twierdzenia uzupetniajgce

TWIERDZENIE 6 PRZYKLAD 1

log b
log.a

zafozenie:a > 0,b > 0,c > 0,a#1,c# 1

log,b =

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKLAD 2. log,,9 PRZYKLAD 3. logg,32
TWIERDZENIE 7 PRZYKLAD 1

C’Iogab =p 5Iog57 =7

zatozenie:a > 0,b > 0,a # 1

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKLAD 2. 10081000 PRZYKLAD 3. 16'°84°

PRZYKLAD 1

TWIERDZENIE 8

alogcb — blogca 81Iog94 — 4Iog981 — 42 =16

zatozenie: a > 0,b > 0,c > 0,c # 1

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz:

PRZYKLAD 2. 8'°825 PRZYKLAD 3. 11'°81214
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ZADANIA UTRWALAJACE

1.6.2. Oblicz, uzywajac odpowiednich wzordw:

a. logz2+ Iog313% h. log; (log 1000)

b. 4|0g4ﬁ i. logs6,25+ logs 20

c. log;54 +1log52 —log;12 J- 2log; /6 +log;4,5

d. 6log1—2log10+2log+/10 k. 3log?/50 —log0,5

e. log,2 +log,35 —log,10 l. log(logg512) — log, (log, 16)
f. log5200—log.8 m. log,3 — log, 24

5
g. Iog24,8+log26% n. 3log2 —3log5+log15%

1.6.3. Oblicz:
a. 4'°8,° d. 9'°836
b. 259853 e. 100'°¢?
log,16 l Iog225
c. 3759 f. ( 2)

» Obliczenia logarytmiczne

Rozwazmy teraz nastepujacy przyktad, w ktérym trudno obliczy¢é w pamieci wartos¢ logarytmu, dlatego
dokonajmy obliczer w sposéb inny niz w poprzednich przyktadach.

(
PRZYKLAD 1 24 P63

Oblicz logg16.

1° Niech logg16 = x.

2° Uktadamy réwnanie z definicji logarytmu: 8 =16
3° Zamieniamy liczby 8 i 16 na potegi liczby 2: (23 =2*
4° Przeksztatcamy: 23 =24

5° Skoro liczby s3 réwne, a podstawy potegi sg takie 3x=4 |3
same, to wyktadniki tych poteg takze sa rowne, wigc: | _ % _ 1%
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ZADANIE UTRWALAJACE

1.6.4. Oblicz: 7.1.6.4
a. logy27 d. logg , 4 g. log;,516
b. log,,525 e. Iogae% h. Iog%%
c. 108001000 f. log, ,625 i. logg,3v/3

» Obliczanie liczby logarytmowanej i podstawy logarytmu

Rozwazajgc definicje logarytmu, mozna rdéwniez

oblicza¢:

— — 5 ot —
P liczbe logarytmowana, log,x =4 to x = 16, gdyz 2" = 16
» podstawe logarytmu. log, 64 = 3 to x = 4, gdyz 43=64

ZADANIE UTRWALAJACE

1.6.5. Oblicz wartosc¢ a:

a. log,25=2 d. log;;a=3 g log,16 = %
b. log,a=—3 e. log,8/2 =7 h. log,sa :_%
c. log,0,04 =—2 f. logsca :% i. log ca =%
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MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. T.1.6

g
MATURA

-
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1.6.6. Liczba log34,5 + log; 2 jest rowna:

b
" el
< A.l0g36,5 B. 3 C.2 D. log,2 &
. : . logy27
=3
< 1.6.7. Liczba log, 10 + log, 3,2 jest réwna:

4 = A. log,13,2 B. log, (10 +3%) C. log,16 D.5 e
'H _-"E.*—*IE
N

““x < . 1.6.8. lloczyn 6log 1 64 jest rowny:

[+ 4 "ﬁ A. 12 B. 8 C.—12 D. —36

= -

—

E 1.6.9. Liczba log 4% jest réwna:
HH.‘_. A.2 B. 4 C.—-4 D. —2 ‘
" I

-ul:‘l 1

H:t: é . 1.6.10. Roznica log,8 — 3log, 1 jest rowna:
("
E : A.0 B.3 C.2
E 1.6.11. Liczba 2log;1 + 5logg5 jest rowna:
i A.5 B.6 C.7
o - . .
=y .1.6.12. Wyrazenie log (x + 8) = 2 jest prawdziwe dla:
=
* < A x=2 B. x=17 C. x=33
1.6.13. Liczba logs4 +logs 1,25 jest réwna:
< A.0 B.1 C. logs5,25
— DE-§
- D
pey E 1.6.14. Jedli wyrazenie log, (x + 10) = 2, to:
E A. x=0 B. x=—1 C.x=3
ﬂ--l.G.lS. Liczba log 34216 jest réwna:
= o - A.6 B. 2 3
]
<
" < r'-:'
= 0
= )
-




Liczby rzeczywiste

1.D » Wartos¢ bezwzgledna

DEFINICJA

Wartos¢ bezwzgledna oznacza odlegtos¢ dowolnego punktu na osi liczbowej od punktu oznaczajgcego wartoscé
zero. Skoro wiec jest to odlegtos¢, to wyrazamy jg tylko wartosciami nieujemnymi.

Wartos¢ bezwzgledna z liczby a oznaczamy | a | . Czasami uzywamy réwniez okreslenia modut.

-
PRZYKLADY kd ripa

|5|=5 5

~7|=7 7

lo]=0 0

» ROownania z wartosciq bezwzgledng

Wi
PRZYKLAD i rip2

Rozwiaz réwnanie: | x | = 5.

Aby rozwigzac rdwnanie, nalezy znalez¢ takie liczby x, ktérych odlegtos¢ od O wynosi 5.

-9 O

Sg dwieliczby, 51 —5, ktére lezg w tej samej odlegtosci od 0 na osi liczbowej, wiec majg te samg wartosé bezwzgledng
réwna 5.

I—5|=5 i [5]=5

Réwnanie ma wigc dwa rozwigzania: x; = 5i x, = — 5.
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LADANIA UTRWALAJACE

1.D.1. Oblicz wartosci:

a.|=9|+[5]—[-3| d.|V/3 —4|+[2/3 —3|
b.[85|+|-63 ] e.|2—5/+4a—8|
¢ [2-3/2|+]2v2 —1] f [6—2|-[5—7[+|4—11]

1.D.2. Wyznacz liczby spetniajgce rdwnanie.

a.|x|=2 d.|x|=—3
b. | x|=25 e.|x|=y2-1
c. [x|=0 f [x|=3/3-7

ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. v T.1.D

1.D.3. Liczba |4 —5|— 2|1 — 3| jest réwna:
A. =3 B. 3 C.5 D. —2

1.D.4. Liczba |1 — /2 |—|2/2 — 3| jest réwna:
A 2/2-3 B.3,/2 —4 cJ/2-1 D.2/2+2

1.D.5. Liczba spetniajaca réwnanie | x | = 22 — 1 jest:

1
A.2,/2+1 B.1—2,2 C.2/2 .=
1.D.6. Liczba ||2 — 3| — 4 jest réwna:
A.3 B. -3 C. -5 D. 5
1.D.7. Jedli| x| =—+/3, to:
A. x=,3 B. x=—/3 C.xER D.x€o
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1.7 » Btgd bezwgledny i btgd wzgledny przyblizenia

» Przyblizenia 4l P17

DEFINICJA PRZYKtAD

Zaokraglanie liczby polega na odrzuceniu koricowych cyfr tej liczby zgodnie z zasadg, wedtug ktdrej ostatnig
z zachowanych cyfr liczby:

P pozostawiamy bez zmian, gdy pierwsza z odrzuconych cyfr ~ 25,748539 =~ 25,7485
jestO0, 1, 2, 3 lub 4 (przyblizenie z niedomiarem), (przyblizenie do czterech miejsc po przecinku)

» zwiekszamy o jeden, gdy pierwszg z odrzuconych cyfrjest  25,748539 = 25,75
5,6, 7, 8 lub 9 (przyblizenie z nadmiarem). (przyblizenie do dwdch miejsc po przecinku)

PRZYKLAD 1 2 P72

Zaokraglij liczbe 5,0926327 do trzech miejsc po przecinku.
5,092:6327 ~ 5,093

PRZYKLAD 2

Zaokraglij liczbe 0,4285915 do jednego miejsca po przecinku.
0,4:285915 ~ 0,4

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 3. Zaokraglij liczbe 7,0872433 do czterech miejsc po przecinku.
PRZYKYAD 4. Zaokraglij liczbe 6,01808805 do szesciu miejsc po przecinku.
PRZYKEAD 5. Zaokraglij liczbe 6,00903957 do dwdch miejsc po przecinku.
PRZYKLAD 6. Zaokraglij liczbe 4,5803458 do pieciu miejsc po przecinku. ‘ ’ ‘

» Btad bezwzgledny przyblizenia

DEFINICJA

a — przyblizenie liczby x

Btad bezwzgledny przyblizenia liczby to warto$¢ bezwzgledna réznicy tej liczby i jej przyblizenia a, czyli | x — a|.
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PRZYKLAD 1 i v

Oblicz btad bezwzgledny przyblizenia liczby 45,2 liczbg 45.

|x—a|=45,2—45|=|0,2|=0,2

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Oblicz btad bezwzgledny przyblizenia liczby 12,5 liczbg 13.
PRZYKEAD 3. Oblicz btagd bezwzgledny przyblizenia liczby 4,9 liczba 5.
PRZYKYAD 4. Oblicz btad bezwzgledny przyblizenia liczby 99,6 liczbg 99.

» Btagd wzgledny przyblizenia

DEFINICJA

a — przyblizenie liczby x
Bfgd wzgledny przyblizenia liczby to stosunek btedu bezwzglednego do wartosci bezwzglednej liczby x, czyli | X|; |a |
Bfad ten jest najczesciej wyrazany w procentach.

PRZYKLAD 1 id ri7a

Oblicz bfad wzgledny przyblizenia liczby 5,2 liczbg 6.

|x—al| _[52-6| [-0,8] 0,8
x| T Is2] T [52] 52 ¥OAs4

Bfad wzgledny wyrazony w procentach:
0,154 - 100% =~ 15,4%

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. Oblicz btad wzgledny przyblizenia liczby 10,7 liczbg 11.
PRZYKtAD 3. Oblicz btagd wzgledny przyblizenia liczby 3,8 liczbg 4.
PRZYKYAD 4. Oblicz btad wzgledny przyblizenia liczby 99,6 liczbg 100.
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ZADANIA UTRWALAJACE

1.7.1. Uzupetnij tabele, zaokraglajac liczby wedtug wskazan.

Zaokrgglenie do:

jednego miejsca dwodch miejsc frzech miejsc
po przecinku po przecinku PO przecinku

Liczba

catosci

6,90513
0,34981
5,8267
16,0519
200,00205

13,(45)

1.7.2. Oblicz btad bezwzgledny przyblizenia liczby x liczbg a.
a. x=495,a=5 c. x=28,431;a=28,4

b. x =18,73;a = 18,7 d. x =2014; a0 = 2000

1.7.3. Oblicz btad wzgledny z doktadnoscig do 0,01%, ktéry popetniono, przyblizajac liczbe x do liczby a.
a. x=25,74;a =26 c. x=2,06;a=2,1
b. x=28,84;a0 =29 d. x=10,345;0=3

1.7.4. Pan Tomasz oszacowat, ze remont pokoju bedzie go kosztowat 4500 zt. Jednak wydat na ten remont 4800 zt.
Oblicz btad wzgledny procentowy poniesionych wydatkéw w stosunku do planowanych.

1.7.5. Malgosia zatozyta, ze przejedzie rowerem w maju 165 kilometrow. Udato sie jej przejechac odlegtos¢ 150 kilo-
metrow. Oblicz btad wzgledny procentowy pokonanej odlegtosci w stosunku do zatozen.

1.7.6. Uczniowie Tomek, Janek i Kuba mierzyli obwody okragtych przedmiotéw. Wyniki pomiaréw dzielili przez
Srednice tych przedmiotdw, aby otrzymacé w miare dokfadne przyblizenie liczby 7. Oblicz btad bezwzgledny oraz
btad wzgledny procentowy i uzupetnij tabele, wiedzac, ze 7 =~ 3,1415.

: Btgd wzgledny
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1.7.7. Liczbe 7 przyblizono liczbg 3. Btagd wzgledny przyblizenia jest: ='q-_._“—"'-=l-r=
i T —
é "'-..' A. mniejszy niz 5% C. mniejszy niz 3%
=) [s B. wigkszy niz 5% D. wiekszy niz 5,5%
<
E 1.7.8. Przyblizeniem liczby 18,7048 do czesci setnych jest liczba: B = =
e
A. 18,7 B. 18,70 C. 18,71 D. 18,705 =
g ".,.*1.7.9. Liczbe 13,0954 przyblizono do liczby 13,1. Btgd bezwzgledny tego przyblizenia wynosi:
E A. —0,0046 B. 0,0046 C. 0,0953 D. 0,1054
1.7.10. Przyblizenie liczby z nadmiarem to:
1
< A. /3 =173 B. /2 = 1,41 C. /10 =32 D. /11 =~ 3,3
= " 17.11. Liczbe 10,47025 przyblizono do liczby 10. Btagd wzgledny tego przyblizenia wynosi okoto:
> 5
g . A. 0,45% B. 4,5% C. 4% D. 5%
1.7.12. Przyblizenie liczby 85 627 845 z dokfadnoscig do miliona wynosi:
< A. 856 min B. 85,6 min C. 86 min D. 85 min
(a4
=
< 1.7.13. Liczbe ﬁ przyblizono liczbg z doktadnoscig do 1073, Btad wzgledny przyblizenia wynosi:
E A. 20% B. 2,5% C. 4% D. 25%
< 1.7.14. Przyblizenie dziesietne liczby /15 z doktadnoscig do catosci jest réwne 4. Liczba, ktdra nie jest btedem
0OZ . wzglednym przyblizenia tej liczby, to:
— |
= A V154 B 4—./15 C 4./15 —15 15—-4,15
g ’ §/15 e /15 . 15 15
1.7.15. Wartoé¢ 4,2 - 10" jest rownowazna liczbie:
< = A.0,042-10° B.0,042-10"’ C. 0,0042 - 10° D. 0,0042-10°®
oz — =
= i
E 1.7.16. Liczba 10 jest przyblizeniem liczby 9,5. Bfad wzgledny nalezy do przedziatu: s |
- L
: : 1 pels 11 T
= A. (0,05;0,06) B. (0,06;0,07) ¢ (15759 e \
—r .I
<~ :
“ F - I'I
> L . )
E .-\-"-.._\_ - Ll '-. o _ — '-'_'_#I, I|
T ] e -
E '\-\._.\_\-. .-h“lr -|.-"=.._ sl 3= T — =¥ L] —
Y = T T
o | | e [ T iy \




1.8 »

Przedziaty liczbowe

» Przedzioty ograniczone

NAZWA OINACZENIE S VASDYAV XA PRZYKLAD

Przedziat otwarty

Przedziat
domkniety

Przedziat
lewostronnie
domkniety

Przedziat
prawostronnie
domkniety

(a;b)

(a; b)

(a; b)

(a; b)

» Przedziaty nieograniczone

Przedziat otwarty
nieograniczony

Przedziat
domkniety
nieograniczony

(a;+o0)

(—oc;a)

(a; + o)

(—oc; @)

zbidr liczb rzeczywistych x
spetniajgcych podwadjng nie-
réwnos¢ a < x < b

zbior liczb rzeczywistych x
spetniajgcych podwdjng
nieréwnos¢ a = x < b

zbidr liczb rzeczywistych x
spetniajgcych podwdjng
nieréwnos¢ a = x < b

zbidr liczb rzeczywistych x
spetniajgcych podwdjng
nierownos¢ a < x <= b

zbidr liczb rzeczywistych x
spetniajgcych nierdwnos¢
X>a

zbior liczb rzeczywistych x
spetniajgcych nierdwnosc
x<a

zbiér liczb rzeczywistych x
spetniajgcych nieréwnosc
X=a

zbidr liczb rzeczywistych x
spetniajgcych nierownosc
x=a

Liczby rzeczywiste

id risa

...........

,,,,,,,,,,,,,,,,,

* 5 = 5 2 o oY% f 3 3 5 &

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

aaaaaaaaaaaaaaaaaaa
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ZADANIA UTRWALAJACE

1.8.1. Zaznacz przedziat na osi liczbowe;.

a. (—oc; 8) d. (—2;10)
b. (—2//3;9) e. (vV2;+ )
c. (75 +00) £ (1;3)

1.8.2. Zapisz jako przedziat zbidr liczb spetniajgcych dang nierdwnos¢ i zaznacz ten przedziat na osi liczbowe;j.

a. x<18 c.x>—% e.—3<x<% g —vV2 <x<,/2
b.3<x<8 d.—9<x<—1 x> h. x <5

» Dziatania na przedziatach

Przedziaty to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, dlatego mozemy
wykonywac na nich dziatania jak na zbiorach, tzn. wyznacza¢ sume,
iloczyn (czes¢ wspdlng) i rdznice przedziatdw.

k
PRZYKLAD 1 id riss

Niech A=(—2;4)iB=(—1;6).Wyznacz AU B,A N B,A\B,B\A.

MJ

AUB=(—2;6) AnB=(-1;4)

7 | /
A LN L *
A\B=(=2;—-1) B\A=(4;6)
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PRZYKLADY DO CWICZEN

Wyznacz A U B, A n B, A\ B,B\ A dla podanych przedziatéw.
PRZYKLAD 2. A=(—2;3%)iB8=(3;6)

PRZYKLAD 3. A=(—1;5)iB=(0;3)

PRZYKEAD 4. A=(—2;0)iB=(—3;1)

PRZYKtAD 5. A=(1;5)iB=(—oc;6)

ZADANIA UTRWALAJACE

1.8.3. Wyznacz zbiory AU B,A N B,A\B,B\A.
a. A=(=2;5),B=(0;3) d. A=(—oc;4),B=(—2;00)

b. A=(—4;6),B=(—23:3) . A=(-3;4),B=1{4;6)

o

=h

c. A=(—o0;3),B=(—1;3) A=(—o00;—2),B=(=2;5)

1.8.4. Wyznacz zbidr.

a. R\(—3;4) ¢ R\(—2; )
b. R\(/3;8) d. R\(—%53)
1.8.5. lle elementdéw nalezy do zbioru A?
a. A=(—=4;3)nN c. A=(=2;4)nC
b. A=(0;8) NN d A=(—y2;/2)ncC

1.8.6. Dane s3 zbiory A =(—o0;3) U (5;8)iB=(1;7).Wyznacz AU B,ANn B,A\B,B\A.



-

|

bR

MATURA MATURA

< b e 1
z ——_
— )
<
'-'-'-‘a...‘—".:-;;-_;
é "'-.. Zbidr ten mozna zapisa¢ nastepujgco:
= \
— ° A.(—5;6) B.(-5;6) C.{(=5;6) D.(-5;6)
< -5 6
e L]
——— -1—,
1.8.8. Liczb catkowitych nalezgcych do przedziatu (—4%; 5> jest: b o
< X A. 10 B. 9 C. 11 D. 8
o %
- -
E 1.8.9. Dane sg zbiory A =(—2;3)i B =(—1; 4). Wynika z tego, ze:
E A.AnB=(—1;3) B.AnB=(—1;3) C.AnB=(—2;4) D. AnB=(—1;3)
I
1.8.10. Jedli zbiér A =(—8;13)i B =(—1;8),to A\ B réwne jest przedziatowi:
é % A. (—8;—1)u(8;13) B. (—8;—1)u(8;13) C. (—1;8) D. (—1;8)
— h"'u
< \
g 1.8.11. Liczba elementdéw zbioru N n (—1; 6) wynosi:
A.5 B. 6 G, D. 8
< 1.8.12. Jedli zbiér A={1,2,3,4} izbiér B=1{3,4,5,6}, to zbiér A\ B liczy:
g A. dwa elementy, B. trzy elementy, C. cztery elementy, D. szes¢ elementow.
<
E 1.8.13. Zbiér R\ (2; 5) réwny jest:
A. (—00;2) U (5; ) B. (—o0;2) U (5;00) C. (—o0;2) U (5;00) D. (—o0;2) U (5; )
T
) " 1.8.14. Prawdziwa zalezno$¢ miedzy zbiorami liczb naturalnych (N), catkowitych (C), wymiernych (W) oraz rze-
E czywistych (R) to:
E A.R\N=C B.CNN=W CCUN=C D.R\W=C
.1.8.15. Jedli A\B={5}iB\A={2;4},to zbiér A U B moze liczyc:
ﬂ A. jeden element, C. trzy elementy,

B. dwa elementy;, D. co najmniej trzy elementy.

1.8.16. Jesli A = (—o0; — 1) i B=(2; ), to zbiér R\ (A U B) jest réwny: !
A. {—1,0,1,2} B. (—1;2) C.(—1;2) b I 77 |

£




Liczby rzeczywiste
1.9 » Obliczenia procentowe

DEFINICJA j‘ P.1.9.1

Wyraz procent pochodzi od faciriskiego ,pro centum”, czyli ,na sto”. 1% danej liczby a to 0,01 z tej liczby,
co obliczamy w nastepuijacy sposéb: 0,01 - a.

PRZYKLADY
100% = 1 75% =3 50% = &

DEFINICJA

Promil (1%o.) danej liczby a to 0,001 tej liczby, co obliczamy
W nastepujgcy sposéb: 0,001 - a.

» Wykorzystanie proporcji prostych przy obliczeniach procentowych

Bardzo wygodnym sposobem rozwigzywania zadar z obliczeniami procentowymi jest stosowa- | /‘ P.1.9.2
nie proporcji prostych.

PRZYKLAD 1 PRZYKLAD 2

30% ucznidw klasy IB uczeszcza na kurs jezyka Jakim procentem liczby 120 jest liczba 48?
angielskiego, co stanowi 9 oséb.
llu uczniéw jest w tej klasie?

30% — 9 osob 100% — 120

100% — x oséb X% — 48

30x = 9-100 120x = 100-48

30x = 900 |:30 120x = 4800 |: 120
x = 30 x = 40%
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» Rodzaje obliczen procentowych P.1.9.3

RODZAJ 1T — OBLICZANIE PROCENTU Z LICZBY

PRZYKLAD 1 OBLICZENIA
Oblicz 27% z liczby 500. 0,27 -500=135

PRZYKtADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Oblicz 34% z liczby 350. PRZYKLAD 3. Oblicz 72% z liczby 50.

RODZAJ 2 — OBLICZANIE LICZBY, GDY DANY JEST JEJ PROCENT

PRZYKLAD 1 OBLICZENIA

Pierwsza rata spfaty pozyczki za samochdd stanowi 9% — 2880zt

9% wartosci samochodu, co daje kwote 2880 zt.  100% — x

Oblicz catkowity koszt samochodu. 9x = 100- 2880
9x = 288000z |:9
x = 32000 zt

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. 14 0séb, ktére zdaty egzamin, stanowi 3,5% liczby wszystkich ucznidéw szkoty. Oblicz, ilu ucznidow
liczy ta szkota.

PRZYKYAD 3. Panstwo Liczyriscy wydajg 45% swoich miesiecznych dochoddw na utrzymanie, co stanowi
kwote 2790 zt. Oblicz, jakie sg miesieczne dochody panstwa Liczynskich.

RODZAJ 3 — JAKIM PROCENTEM JEDNEJ LICZBY JEST DRUGA LICZBA

PRZYKLAD 1 OBLICZENIA
Jakim procentem liczby 150 jest liczba 487 100% — 150
X% — 48

150x = 48-100
150x = 4800 |[:150
X = 32%

Ul
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Liczby rzeczywiste

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Jakim procentem liczby 250 jest liczba 70?

PRZYKEAD 3. Na parkingu stoi 40 samochoddw, z ktdrych 7 jest koloru czerwonego. Jaki procent wszystkich
samochoddw stanowig samochody czerwone?

RODZAJ 4 — WIELOKROTNA ZMIANA WARTOSCI (NP. CEN)

PRZYKLAD 1 OBLICZENIA

Cene pewnego towaru obnizono o 20%, a nastepnie ~ Cena w procentach po pierwszej obnizce:
jeszcze 0 30%. O ile procent zostata obnizona cena to- 100% — 20% = 80% ceny poczatkowe;.
waru?
Cena w procentach po drugiej obnizce:
100% — 30% = 70% nowej ceny.

Po dwdch obnizkach otrzymujemy 70% z 80% ceny
poczatkowej, czyli:
70% -80% = 0,7 -0,8 = 0,56 = 56% ceny

poczgtkowe;j.

Cene towaru obnizono 0 100% — 56% = 44%.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Cene spodni obnizono o 30%, a nastepnie jeszcze o 40%. O ile procent zostata obnizona cena
spodni?

PRZYKEAD 3. Sprzedawca podnidst cene komputera o 10%, a nastepnie obnizyt jg 0 20%. O ile procent zmienita
sie cena komputera?

RODZAJ 5 — OBLICZANIE PODATKU VAT

PRZYKLAD 1 OBLICZENIA

Rower kosztuje 1353 zt brutto. Oblicz cene netto ro-  123% — 1353zt

weru, jedli podatek VAT wynosi 23%. 100% — x
123x = 1353-100
123x = 135300z |[:123
x = 1100 zt

WSKAZOWKA: Cena brutto = 100% + stawka podatku VAT.
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PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Tablet kosztuje 1476 zt brutto. Oblicz cene netto tabletu, jesli stawka podatku VAT wynosi 23%.

PRZYKEAD 3. 23-procentowa stawka podatku VAT zawarta w cenie telefonu wynosi 184 zt. Oblicz cene brutto

telefonu.

RODZAJ 6 — OBLICZENIA DOTYCZACE LOKAT | FUNDUSZY

PRZYKLAD 1

12 000 zt wptacono na lokate dwuletnig o oprocentowaniu rocznym 6% i pétrocznej kapitalizacji. Oblicz zysk z tej

lokaty.

OBLICZENIA — METODA 1

1°Oprocentowanie na pét roku:
6% : 2=3%

2° Po pierwszym okresie kapitalizacji zgromadzony
kapitat to 100% kwoty poczgtkowej oraz 3% odsetek
uzyskanych za pierwsze potrocze, czyli tacznie:

100% + 3% = 103%

3°Po kazdym kolejnym okresie kapitalizacji zgroma-
dzony kapitat to 103% wartosci kapitatu przed tym
okresem.

4° W czasie trwania lokaty sg 4 okresy kapitalizacji od-
setek, wiec kapitat koricowy wynosi

103% - 103% - 103% - 103% - 12 000, czyli:
(103%)*-12 000 = 1,03*-12 000 = 13 506,11 zt

ZYSK:13 506,11 zt — 12 000 zt = 1506, 11 zt

OBLICZENIA — METODA 2

Korzystamy ze wzoru na procent sktadany:
_ p_y
K, = K(1+55)

1° Oprocentowanie na p6t roku:
6% :2=3%—>p=3

2° Liczba okreséw kapitalizacji w czasie trwania lokaty:
n=4

3° Kwota poczatkowa: K = 12 000.

_ 3 V' 4_
K,=12 OOO<1+ 100) =12000-1,03"=13506,11 zt

ZYSK:13 506,11 zt — 12 000 zt = 1506,11 zt

PRZYKtADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. Oblicz, ile pieniedzy zostanie wyptaconych inwestorowi po 5 latach, jesli zainwestuje on 100
tysiecy ztotych w fundusz inwestycyjny o oprocentowaniu rocznym 10% oraz rocznej kapitalizacji.

PRZYKLAD 3. Pan Tomasz wpfacit 5000 zt na lokate roczng o oprocentowaniu 8% i kwartalnej kapitalizacji.
Oblicz, ile pieniedzy pan Tomasz odbierze z banku po zakoriczeniu lokaty.



Liczby rzeczywiste

RODZAJ 7 — O ILE PROCENT WIECEJ, O ILE PROCENT MNIEJ

PRZYKLAD 1 OBLICZENIA

Partia XYZ ma 30-procentowe, a partia QD 20-procentowe poparcie wyborcze.

1. O ile procent wieksze poparcie ma partia X¥Z od  20% — 100%

poparcia dla partii QD? 30% — x%
20x = 30-100
20x =3000 |: 20
x =150%

Poparcie wyborcze dla partii XYZ jest wieksze o 50%
od poparcia dla partii QD.

WSKAZOWKA: O ile % wiecej > mniejsza wartos¢ = 100%. O ile % mniej - wieksza wartos¢ = 100%.
2. Oiile punktéw procentowych mniejsze poparciema  30% — 20% = 10 punktéw procentowych
partia QD? Poparcie wyborcze dla partii QD jest mniejsze o 10

punktéw procentowych od poparcia dla partii XYZ.

WSKAZOWKA: Punkty procentowe to réznica dwdch wartosci procentowych.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. Cena kilograma truskawek w Warszawie wynosi 8 zt, a w towiczu 5 zt. O ile procent truskawki
w towiczu sg tansze od truskawek w Warszawie?

PRZYKEAD 3. Kolekcja ptyt Tomka liczy 120 egzemplarzy, a kolekcja Agaty 150 egzemplarzy. O ile procent kolek-
cja Agaty jest wieksza od kolekcji Tomka?

ZADANIA UTRWALAJACE

1.9.1. Oblicz:

a. 6% liczby 120, b. 15% liczby 300, c. 110% liczby 40, d. 33%% liczby 81.

1.9.2. Wyznacz liczbe:
a. 0 10% wiekszg od 800, c. 0 3% wiekszg od 1200,

b. 0 20% mniejszg od 50, d. 0 11% mniejszg od 200.

1.9.3. tgczna powierzchnia Tatr wynosi 785 km?, z tego okoto 22, 3% lezy
w granicach Polski. Oblicz powierzchnie Tatr poza granicami Polski.
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1.9.4. Bezrobocie w jednym z panstw wynosi 12%, co stanowi 2 430 000 oséb. Jaka jest liczba ludnosci tego paristwa?

1.9.5. Kurtka po obnizce 0 15% kosztuje 476 zt. Oblicz cene poczatkowa kurtki.

1.9.6. Do liceum uczeszcza 115 chtopcdw i 135 dziewczat. Oblicz, jakim procentem wszystkich uczniéw liceum jest
liczba dziewczat.

1.9.7. Sprzedawca podnidst cene pewnego towaru o 20%. Kolejnego dnia
jednak obnizyt cene tego towaru o 10%, a jeszcze nastepnego dnia o kolej-
ne 10%. Oblicz poczatkowa cene towaru, jesli ostatecznie po tych zmia-
nach cena wynosita 1458 zt.

1.9.8. Stawka podatku VAT na pewien towar zmienifa sie z 8% na 23%. Oblicz nowg cene tego towaru, jesli z nizszg
stawkg VAT jego cena brutto wynosita 1728 zt.

1.9.9. Oblicz zysk z lokaty 18-miesiecznej o oprocentowaniu rocznym 6%, jesli wiadomo, ze kapitalizacja odsetek jest
poétroczna, a ulokowana kwota wynosi 20 000 zt.

1.9.10. Kwote 10 000 ztotych ulokowano w funduszu, ktérego oprocen-
towanie roczne wynosi 10%. Oblicz, po ilu latach zainwestowana kwota
podwaoi sie, jesli wiadomo, ze kapitalizacja odsetek nastepuje co roku.

1.9.11. Liczba a jest 0 25% wieksza od liczby b. O ile procent liczba b jest mniejsza od liczby a?

1.9.12. Wysokos$¢ Babiej Gory to 1725 m n.p.m., a wysokos¢ Baraniej Gory to 1220 m n.p.m. Oblicz, o ile procent
Babia Géra jest wyzsza od Baraniej Gory.

1.9.13. Ludno$¢ wojewddztwa mazowieckiego liczy 5 301 760 oséb (wedtug Gtéwnego Urzedu Statystycznego
w 2013 r.). W Warszawie mieszka 1 715 517 osdb. Oblicz, jaki procent ludnosci wojewddztwa mazowieckiego stanowi
liczba mieszkancow Warszawy. Wynik zaokraglij do 0,01%.

1.9.14. Zwycieskie ugrupowanie zdobyto w wyborach 35% wszystkich gtoséw, a partia, ktéra zajeta drugie miejsce,
25% wszystkich gtoséw.

a. Oile procent gtoséw wiecej zdobyto zwycieskie ugrupowanie?

b. O ile punktow procentowych mniej uzyskata partia, ktéra zajeta
drugie miejsce?

c. Oile procent gtosdw mniej uzyskata partia, ktora zajeta drugie
miejsce?

1.9.15. Odra jest dtuzsza od Warty o mniej wiecej 5,8%. Oblicz dtugos¢ Odry, jesli dtugos¢ Warty wynosi 808 km.

1.9.16. Paulina wptacita do banku 6000 zt na dwuletnig lokate o rocznej kapitalizacji odsetek. Po zakoriczeniu lokaty
kwota do wyptaty wynosi 6615 zt. Oblicz roczne oprocentowanie lokaty.
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~._1.9.17. Cena czekolady w sklepie A wynosi 3 zt, a w sklepie B 3,60 zt. W sklepie B cena czekolady jest wyzsza od ceny==

\w sklepie A o:

A. 60% B. 20% C. 16 % D. 30%

1.9.18. Podatek VAT w wysokosci 23% zawarty w cenie tabletu wynosi 414 zt. Cena netto tabletu wynosi:

A. 1800 zt B. 2214 zt C. 1386 zt D. 1704,78 zt

1.9.19. Samochdd po obnizce 0 15% kosztuje 35 700 zt. Cena poczatkowa samochodu wynosita:

A. 41055zt B. 42 000 zt C. 30345z D. 40 000 zt

1.9.20. Pierwsza rata za samochdd wynoszaca 1800 zt stanowi 5% catkowitej ceny samochodu, ktory kosztuje:

A. 18 000 zt B. 36 000 zt C. 32000 zt D. 28 000 zt

Sy
=T

1.9.21. Komputer kosztowat 3500 zt. Sprzedawca obnizyt cene najpierw o 10%, a potem jeszcze o 30%. Komputer

-\\??\\ kosztuje teraz:

: A. 2100 zt B. 2555 zt C. 26251zt D. 2205 zt

1.9.22. Cene zegarka obnizono najpierw o 10%, a potem o 30%. Wynika z tego, ze cene zegarka obnizono o:

A. 63% B. 37% C. 40% D. 60%

1.9.23. Po obnizce o 10% telefon kosztuje 675 zt. Cena poczatkowa telefonu wynosita:

A. 742,50 zt B. 607,50 zt C. 700 zt D. 750 zt

1.9.24. Na wycieczke klasowg pojechato 18 ucznidw, co stanowi 72% ucznidw catej klasy. Klasa ta liczy:

A. 30 uczniéw, B. 32 ucznidéw, C. 28 ucznidw, D. 25 uczniow.

%

1.9.25. Na dwuletnig lokate o oprocentowaniu rocznym 8% wptacono 20 000 zt. Po tym czasie wartos¢ lokaty wraz

z odsetkami wyniosta:

. A. 3328 zt B. 23328 zt C. 23200z D. 3200 zt W
o 2 -
=T 1.9.26. Cena towaru bez podatku VAT jest réwna 120 zt. Towar ten wraz z podatkiem VAT w wysokosci 23% kosztuje:
A. 143 z B. 147,60 zt C. 93z D. 120,23 -
gt
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ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

1.A1. a. AuB={0;1;2;3;4,5;6;7;9;11} c. A\B={0;1;2;4;6}
b. AnB=1{3;5;7} d. B\A=1{9;11}
1.A2. a. AuB={a;b;c;1;2;3;4} c. A\B=/{a;2;3}
b. AnB={b;c;1;4} d. B\A=0©
1.A3. a. K={2;4,6;8;10;12;14} e. KnLnM=1{6;12}
b. L ={3;6;9;12;15;18;...} f. M\L=1{1;2; 4}
c. M={1;2;3;4;6;12} g. (KUM)\L=1{1;2;4,;8;10;14}
d. (KU L)nM=1{2;3;4;6;12} h.(LOoM\L=0

1.A4. a. A={10;11;12;13;..;19;20}
b. B ={10; 20; 30; 40; 50; 60; 70; 80; 90}
c. C={8;15;22;29;36;43;50;57;64;71;78; 85}
d. Au(Bn C)=1{10;11;12;13;14;15;16;17;18;19; 20; 50}
e. C\(An B)=C=1{8;15;22;29;36;43;50;57;64;71;78; 85}
ffANBNC=0
g. (An B)\ (B n C)={10; 20}
h. (B\ C)\ A ={30; 40; 60; 70; 80; 90}

1.A5. B 1.A6. B 1A7. C 1.AS8. A 1.A9. B

1.B.1. a. {0;2% .81;13}
b. {0;23 ./81;13;—7;— 1}

1B2. a {Z;5%0;(,/3))

(e}

.{0;23;,/81;13;—7;— 1, — 2%,- 0,(3); 9%}
. AV3;7;2/5}

(5% 0;(/3)% — 2;— 143 3,75;:10,(6))

[

(o]

b. {7:5%0;(v3)% — 2} d. {32}

1.B.3. 1 3| _ - 1 1
4 2 | -1 | 3 1 _1 1

a ’ 8 4 B s s 4 | 15

_ _ ~ 1 3 _ 1 1
. 3 4 2 5 -3 1,3 V5 5 7 ~1%

1 1 1 - 1 10 1 - 5

| 1 1 1 8 1| 10| _1 | g2 4 | 3

o 3 4 2 13 13 /5 ’ 6

1 1 1 1| 10 1| _ 5

| L | 1| 1| g | 4110 | 1 | 02| 4 | _5

—a 3 4 2 30 13 | /5 ’ 6

1.84. C 1.B5. D 1.8.6. C 1.B.7. B 1.8.8. D

P1.C.1 PRZYKEAD 2. 2—NIE, 3—TAK, 5—TAK, 9—NIE

PRZYKLAD 3. 2—TAK, 3—TAK, 5—TAK, 9—TAK
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1.C.1.

P.1.C.3

P.1.C.4
1.c.2.

P.1.C.5

1.C3.

1.c4.

PRZYKEAD 4. 2—TAK, 3—TAK, 5—NIE, 9—NIE
PRZYKEAD 5. 2—NIE, 3—TAK, 5—TAK, 9—NIE
PRZYKEAD 6. 2—TAK, 3—NIE, 5—NIE, 9—NIE
PRZYKEAD 7. 2—NIE, 3—TAK, 5—NIE, 9—NIE
PRZYKEAD 8. 2—TAK, 3—TAK, 5—NIE, 9—NIE
PRZYKEAD 9. 2—NIE, 3—TAK, 5—TAK, 9—TAK
Podzielno$¢ przez:
Liczba
2 3 4 5 6 9 10
24 v v v v
225 v v v
30 v v v v v
48 v v v v
174 v v v
1200 v v v v v v
190 v v v
216 v v v v v

PRZYKEAD 2. 84=2-2-3-7=2%-3.7

PRZYKYAD 3. 136 =2-2-2-17=23-17

PRZYKEAD 2. NWD(132,242) =211 =22
a. NWD(180; 225) = 45

b. NWD(198;242) = 22

PRZYKEAD 4. 196 =2-2-7-7=22-72

Odpowiedzi

PRZYKLAD 3. NWD(108,162) =2-3-3-3 = 54

PRZYKYAD 2. NWW(132,242) =2-11-2-3-11 = 1452

PRZYKEAD 3. NWW(108,162) =2-3-3-3-2-3 =324

a. NWW (36; 48) = 144
a. NWW(52;78) = 156 NWD(52;78) = 26

b. NWW/(56;140) = 280 NWD(56;140) =28 d. NWW(65;143) =715 NWD(65;143) = 13

b. NWW(56;168) = 168

c. NWD(170;408) = 34

c. NWW/(102;136) = 408

c. NWW(36;96) =288 NWD(36;96) =12

1.¢5. C 1.Cc6. D 1.C.7. 1.Cc8. A 1c9. C
P111 PRZYKLAD2. 3  PRIYKLAD 4. I3 PRIYKLAD 6. &  PRIYKLADS. £
PRZYKLAD 3. 3 PRIYKLADS. & PRZIYKEAD7. 3+ PRIYKLAD9. %
42 60 125 30
P112 PRIYKLAD2. 22 PRIYKLAD 4. 2%  PRIYKLAD 6. 122 PRIYKLAD 8. Tk
24 34 84 77
PRZYKLAD 3. 2 PRIYKLADS. 3% PRZYKtAD7. 82 PRIVKLAD 9. 5f
P113 PRIYKEAD2. 22 PRZYKEAD 4. 22 PRIYKLAD 6. 3 PRIYKLADS. 392
PRZYKELAD 3. 221 PRIvKLAD 5. 222 PRZYKeAD7. I8 PRIvkeaD9. A2

65



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

P114 PRIYKLAD2. 83  PRIYKLAD4. 695  PRIYKLAD 6. 1047 PRIYKLADS. 65
PRIYKLAD 3. 835  PRIYKLAD 5. 164  PRIYKLAD7. 12%  PRIYKLAD9. 232
P115 PRIYKLAD2. &=  PRIYKLAD 4. 5= PRZYKLAD 6. 4-
PRIYKLAD 3. g5 PRIYKLAD 5. 525 PRIYKLAD7. o5
P.1.1.6 PRZYKtAD 3. 1,(36) PRZYKEAD 4. 0,(4)
Ll a0 =g ¢ 2(5)=% e. 0,(209) = 222
b. 0,(49) = g3 d. 0,3(4) = 3% f.0,2(11) =59
112, C 1.1.3. B 1.1.4. C 1.1.5. D 1.1.6. B
1.1.7. D 1.1.8. C 1.1.9. D 1.1.10 B 1.1.11. C
P12.1 PRIYKLAD 2. 243
p122 PRIYKtAD2. 33,13 .2 52 PRZYKLAD 4. 14,2 513
PRZYKLAD 3. 23,43, 1 02
P123 PRIYKLAD2. 71 PRZYKLAD 3. —11%
P124 PRIYKLAD2. 615  PRIYKLAD 4. 53  PRIYKLAD 6. 8 PRZYKLAD 8. 25
PRZYKLAD 3. 435 PRIYKLAD 5. 62  PRIYKLAD7. 40
121. a. 4 b. 39;2 c. —118,4 4. % e. 4 f. 23
P125 PRIYKLAD3. 3016  PRZYKLAD 5. 4225  PRZYKLAD 7. 7209
PRZYKEAD 4. 5621 PRZYKLAD 6. 2021 PRZYKLAD 8. 1224
1.2.2. B 1.23. A 1.24. B 1.25. C 1.26. B
1.2.7. A 1.28. D 129. C 1.2.10. B 1.211. C
131 a4y d3> g3 i. 20 m. 260 p.—32 t3 2
b. % e. % h. % k. % n. =70 r. 10000 u. %
¢ 3 3 Ly L3 0.2 3% woo
P132 PRIYKLAD2. 742  PRIYKLAD4. 2,11 PRIYKLAD 6. 9/2  PRIYKLADS8. 5/6
PRZYKLAD 3. 8/10  PRZYKLAD 5. 643  PRZYKEAD7. 4415  PRIYKLAD 9. 5,11
P133 PRIYKLAD2. 7¥2  PRIYKLAD 4. 2¥11  PRIYKLAD 6. 9¥10 PRIYKLADS8. 5¥3
PRZYKLAD 3. 8310  PRZYKLAD 5. 6¥2  PRZIYKEAD7. 4¥3  PRIYKLAD9. 3¥5
132. a.3/2 b.5/2 ¢ 3/3 d.11/2 e. 235 £ 432 g. 2%3 h. 2910
P134 PRZYKLAD2. /88  PRIYKLAD 4. /&  PRIYKLAD 6. /162  PRIYKLAD 8. /320
PRZYKEAD 3. /90 PRZYKLAD 5. /108 PRZYKEAD7. /160  PRZYKLAD 9. /500
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Odpowiedzi

P1.3.5 PRZYKEAD 2. ¥1029 PRIYKtAD 4. ¥297  PRIYKLAD 6. ¥1024 PRIYKLAD 8. ¥/3645
PRZYKtAD 3. ¥1512 PRIYKtAD 5. ¥375 PRZIYKtAD 7. ¥2160 PRZIYKtAD 9. ¥1875

133. a. /32 b. /75 ¢ /63  d. /1100 e. ¥48  f ¥128 g %1250 h. ¥700000

1.34. a.6/5 b.2/3 ¢17/7 d.4/2 e 37/2 f-/5 g V3 h. 172

P1.3.6 TWIERDZENIE | PRZYKLAD 2. 10 PRZYKLAD 3. 6
TWIERDZENIE 2 PRZYKLAD 2. 2 PRZYKLAD 3. 2
TWIERDZENIE 3 PRZYKLAD 2. 11 PRZYKLAD 3. 99
TWIERDZENIE 4 PRZYKLAD 2. 2 PRZYKEAD 3. /100
135, a. 32 d. 1 g. 30 i. 34 m. 2 p. /3t
b. —5 e. 6 h. 6 k. 15 n. 2 r. 7
¢.15  f25 i, 42 .8 o.-% 514
1.36. a. —4,/2+5 c. —9,/3-9 e. 1,2+2
b. —2,/5 +96 d. —56,/10 -100  f 2,/5+L
137. a.4y2 b # c. @ d. % e. /3 f. @
138. B 139. D 13.10. C 13.11. A 13.12. C
13.13. C 13.14. B 1.3.15. D 13.16 A 13.17. C
P14.1 PRIYKEAD2. & PRZYKLAD 4. 16 PRZYKLAD 6. —%  PRZYKLAD 8. 1-%
PRZYKLAD 3. 1000  PRZYKEAD 5. 131  PRZYKLAD7. 64 PRZYKLAD 9. 1o
P1.4.2 TWIERDZENIE | PRZYKEAD 2. 100000 PRZYKLAD 3. 4096
TWIERDZENIE 2 PRZYKLAD 2. 64 PRZYKLAD 3. 625
TWIERDZENIE 3 PRIYKEAD 2. 36 PRZIYKLAD 3. 15625
141. a. 27 b3’ c.10* d.58B e 27 f2
P1.4.3 TWIERDZENIE | PRZYKLAD 2. 625  PRZYKLAD 3. o5
TWIERDZENIE 2 PRZYKLAD 2. 25 PRZYKLAD 3. 0,49
1.42. ,, 38 b. (_%>12 . 6l d. (%)16
P1.4.4 PRIYKLAD 3. 0,00001 PRZYKEAD 5. 81 PRIYKLAD 7. 0,125 PRIYKLAD9. 8
PRZYKLAD 4. 4 PRZYKLAD 6. 0,36  PRZYKLAD 8. 7=
143. a. 4 d. Oy g 3a3 j. 3125
b. 4456 e. 5 h. 729 k. 64
¢ £ i 6.6 I
144, A 145. C 146. B 147. D 148. A
149. C 1.4.10. B 14.11. B 14.12. C 1.4.13. D
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P.1.5.1

1.5.1.

1.5.2.

1.5.3.

P.1.5.2

1.5.4.

1.5.5.
1.5.6.
1.5.7.
1.5.8.
1.5.9.
1.5.10.

1.5.11.
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PRZYKLAD 2. 7-10*
PRZYKtAD 3. 2,3-107*

a. 8,25-10°
b. 910"
a. 624 000
b. 1300 000
a. 3-10%°

b. 2-10°

PRZYKLAD 2. 3-10°
PRZYKYAD 3. 5102

PRZYKtAD 4. 4-10~3 PRZYKLAD 6. 3,4-1073
PRZYKYAD 5. 3,45-10°

c. 1,2-10% e. 7-107°

d. 2,5-10% f. 1,43-101°
c. 99900 e. 0,000003
d. 0,00802 f. 0,000072
c.1,1-10°° e. 2 10"

d. 1,12-10° f.3-10710

PRZYKYAD 4. 4,810
PRZYKELAD 5. 1,344 -10°

Wartos¢ liczbowa Warto$¢ po zmianie jednostek Warto$¢ w notacji wyktadniczej
1m 1000 mm 103 mm
1km 100 000 cm 10°cm
100 ha 1 000 000 m? 10°m?
1dm 0,0001 km 10~* km
15mm 0,015m 1,5-10 ’m
1km? 1000 000 m? 108 m?
1200 m 1200 000 mm 1,2-10°mm
100t 10 000 000 dag 10’ dag
700 t 700 000 000 g 7-10%¢g
2,5mm 0,0000025 km 2,5-10 ®km

8,136288 - 103 km

3,126 - 10 m?

Masa protonu jest wieksza o okoto 1833 razy.

a. 405 b.16,3 ¢ 0,3

1,3-10°
ok.317,9

objetosc¢ Stonca

1412 000 000 000 000 000 km?

1,412 -10%® km3

masa Marsa

641 850 000 000 000 000 000 000 kg

6,4185 - 1023 kg

powierzchnia Azji

44 600 000 km?

4,46 - 10" km?

dtugos¢ Wielkiego
Muru Chinskiego

8851000 m

8,851-10°m

masa protonu

0,00000000000000000000000000167262 kg

1,67262 - 10 %" kg

predkosc¢ swiatta

1079250 000 000 kTm

1,07925 - 10%2 K™

wielko$¢ wirusa grypy

0,0000001 m

10 'm




Odpowiedzi

1.5.12. Planeta ooéjlse’rg:ﬁ?:ég planety Safgéﬁgz\gjnofocji
Merkury 58 000 000 km 5,810 km
Wenus 108 000 000 km 1,08 - 108 km
Ziemia 150 000 000 km 1,5-10% km
Mars 228 000 000 km 2,28 - 10% km
Jowisz 778 000 000 km 7,78 108 km
Saturn 1427 000 000 km 1,427 -10° km
Uran 2871000 000 km 2,871-10 km
Neptun 4 498 000 000 km 4,498 -10° km
1.5.13. D 1.5.14. B 1.5.15. B 1.5.16. B 1.5.17. C
1.5.18. D 1.5.19. D 1.5.20. D 1.5.21. C 1.5.22. C
P1.6.1 PRZYKLAD 3. 3 PRZYKtAD 5. 8 PRZYKtAD 7. —4 PRZYKYAD 9. —4
PRZYKLAD 4. —2 PRZYKLAD 6. —3 PRZYKLAD 8. %
16.1. a.3 c. —2 e. —2 g. 1 i. 4 k. 2
b.—2  d.0 f. 3 h. 3 i3 . 8
P.1.6.2 TWIERDZENIE 1 PRZYKtAD 2. 0 PRZYKtAD 3. 0
TWIERDZENIE 2 PRZYKYAD 2. 1 PRZYKtAD 3. 1
TWIERDZENIE 3 PRZYKtAD 2. 3 PRZYKtAD 3. 4
TWIERDZENIE 4 PRZYKLAD 2. 2 PRZYKLAD 3. 2
TWIERDZENIE 5 PRZYKLAD 2. 3 PRZYKtAD 3. 5
TWIERDZENIE 6 PRZYKLAD 2. % PRZYKtAD 3. %
TWIERDZENIE 7 PRZYKtAD 2. 1000  PRZYKtAD 3. 25
TWIERDZENIE 8 PRZYKLAD 2. 125 PRZYKLAD 3. 2
16.2. a.3 c. 2 e. 1l g5 i. 3 k. 2 -3
b. 1 d. —1 f.2 h. 1 j. 3 l. 0 .0
163. a. 81 b. 9 c. 4 d. 36 e 4 .5
164. a % c. % e —% g. % i. %
b2 43T  f-4 h3%
165 a.a=>5 d. a=1331 g. a=65536
b.a=6L4 e.a=,2 h.a:%
c.a= f. a=216 i.a=25
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1.6.6. C 1.6.7. D 168. D 169. D 1.6.10. B
1.6.11. A 1.6.12. B 1.6.13. B 1.6.14. B 1.6.15. C
1.D.1. a. 11 c.5/2—-3 e. 7

b. 15 d. /3 +1 f.9
1.D.2. a. x,=—2,x,=2 c. x=0 e.x;=v/2-1,x=1-/2

b. x;, =—25,x,=25 d. nieistnieje f. nieistnieje
1.D3. A 1.D4. B 1.D.5. B 1.D6. A 1.D.7. D

P.1.7.2 PRZYKtAD 3. 7,0872 PRZYKtAD 4. 6,018088 PRZYKtAD 5. 6,01 PRZYKEAD 6. 4,58035
P.1.7.3 PRZYKtAD 2. 0,5 PRZYKLAD 3. 0,1 PRZYKLAD 4. 0,6

P.1.7.4 PRZYKLAD 2. 0,028 2,8% PRZYKEAD 4. 0,004 0,4%
PRZYKEAD 3. 0,053 5,3%

1.7.1. Zaokrgglenie do:

Liczba jednego miejsca dwédch miejsc trzech miejsc catoici
po przecinku po przecinku po przecinku

6,90513 6,9 6,91 6,905 7
0,34981 0,3 0,35 0,350 0
5,8267 5,8 5,83 5,827 6
16,0519 16,1 16,05 16,052 16
200,00205 200,0 200,00 200,002 200
13,(45) 13,5 13,45 13,455 13

1.7.2. a. 0,05 b. 0,03 c. 0,031 d. 14

1.73. a.1,01% b.0,55% ¢ 1,94% d. 71,00%

1.74. 6,25%

1.7.5. 10%

1.7.6. Pomiar Btgd bezwzgledny Eﬁgg;ﬁ%@?ny
Tomek 3,16 0,0185 0,59%
Janek 3,128 0,0135 0,43%
Kuba 3,157 0,0155 0,49%

1.7.7. A 1.78. B 1.79. B 1.7.10. C 1.7.11. B

1.7.12. C 1.7.13. A 1.7.14. D 1.7.15. A 1.7.16. A
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Odpowiedszi

1.8.1.

1.8.2.

P.1.8.3

1.8.3.

1.8.4.

1.8.5.

1.8.6.

a. (—o0;8) b. (—243;9) c. (7%;-1—00)
8 —2v3 9 7%
d. (—2;10) e. (y/2;+ ) f. (1;3)
-2 10 V2 1 3
a XE(—oo;18> b x€<%;8) c X€<—%;+oo)
1 1
18 3 8 -3
d.xe(-9;—-1) e x€<—3;%> f.X€<%;+oo>
—9 -1 —3 % %
g x€(—/2;V2) h. x € (—o0;5)
-2 V2 5
_ | _ /1
PRIYKEAD 2. AUB=(=2;6), AnB=(3;35), A\B=(-2;3), B\A=(33;6)

PRZYKEAD 3. AuB=(—1;5), AnB=(0;3), A\B=(—1;0)uU(3;5), B\A=0
PRIYKEAD 4. AUuB=(—3;0), AnB=(—2;1), A\B=(1;0), B\A=(—3;—2)
PRZIYKYAD 5. AuB=(—o0;6), ANB=(1;5), A\B=3, B\A=(—oc;1) U (5;6)
a. AUB=(=2;5), AnB=(0;3), A\B=(=2;0)U(3;5), B\A=0

b. AUB=(—4;6), AnB=(—2,5;3), A\B=(—4;25)U(3;6), B\A=0

o

AUB=(—o0;3), AnB=(—1;3), A\B=(—o0;—1)U {3}, B\A=0

d. AUB=(~o0;+tx), ANB=(=2;4), AAB=(—00;—2), B\A={(4;+ )

e. AUB=(—3;6), AnB={4}, A\B=(—3;4), B\A=(4;6)

f. AUB=(—0;5), AnB=g, A\B=(—00;—2), B\A=(—2;5)

a. x € (—o0;—3) U (4;+o0) c. x €(—o0;—2)

b. x € (—o0;y/3) U (8;+ ) d. x € (o= 3) U (3 + )
a. 4 b. 7 c. 7 d. 3

AUB=(—oc;8), AnB=(1;3)U(5;7), A\B=(—0o0;1)U(7;8), B\A=(3;5)
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187. C 1.8.8. A 1.89. B 1.8.10. B 18.11. B

1.8.12. A 1.8.13. D 1.8.14. C 1.8.15. D 1.8.16. D

P.1.9.3 RODZAJ 1 PRZYKLAD 2. 119 PRZYKLAD 3. 36
RODZAJ 2 PRZYKEAD 2 400 oséb PRZYKEAD 3. 6200 zt
RODZAJ 3 PRZYKEAD 2. 28% PRZYKEAD 3. 17,5%
RODZAJ 4 PRZYKEAD 2. 58% PRZYKLAD 3. 12%
RODZAJ 5 PRZYKEAD 2. 1200 zt PRZYKEAD 3. 984 zt
RODZAJ 6 PRZYKEAD 2. 161051 zt PRZYKEAD 3. ok.5412,16 zt
RODZAJ 7 PRZYKEAD 2. 37,5% PRZYKLAD 3. 25%

1.91. a. 7.2 b. 45 c. 44 d. 27

1.9.2. a. 830 b. 40 c. 1236 d. 178

1.9.3. 609,945 km?

1.9.4. 20250000

1.9.5. 560 zt

1.9.6. 54%

1.9.7. 1500 zt

1.9.8. 1968zt

1.9.9. 1854,54z

1.9.10. po 8latach

1.9.11. 020%

1.9.12. o ok. 41,39%

1.9.13. 32,36%

1.9.14. a. 040% b. o0 10 punktéw procentowych c. o ok. 28,57%

1.9.15. 854,864 km

1.9.16. 5%

1.9.17. B 1.9.18. A 1.9.19. B 1.9.20. B 1.9.21. D

1.9.22. B 1.9.23. D 1.9.24. D 1.9.25. B 1.9.26. B

72






ISBN: 978-83-63975-08-1
EGZEMPLARZ BEZPLATNY

Projekt ,E-laboratorium matematyczne - matymi krokami do wielkich sukceséow™
wspotfinansowany ze srodkdw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

UNIA EUROPEJSKA

N
ﬁ KAPITAL LUDZKI @ ELITIM\AT | laboratorium EUROPEJSKI

CZEOWIEK — NAJLEPSZA INWESTYCJAI N FIRNA EDUKACYJNO. -WYDAWNICZA mcﬂemo’ryczne FUNDUSZ SPOLECZNY




	Obliczenia procentowe
	Przedziały liczbowe
	Błąd bezwględny i błąd względny przybliżenia
	Wartość bezwzględna
	Logarytmy.
	Wykorzystanie podstawowych własności potęg w innych dziedzinach wiedzy
	Potęgi o wykładnikach wymiernych. 
	Pierwiastki dowolnego stopnia.
	Obliczanie wartości wyrażeń arytmetycznych (wymiernych)
	Różne postaci liczb rzeczywistych
	Podzielność liczb całkowitych. 
Liczby pierwsze i złożone, parzyste i nieparzyste. 
Największy wspólny dzielnik (NWD). 
Najmniejsza wspólna wielokrotność (NWW)
	Podzbiory zbioru liczb rzeczywistych
	Zbiory i działania na zbiorach
	KOMPENDIUM WIEDZY  ￼  E-laboratorium matematyczne

