Dariusz Kuima  Witold Pajgk

KOMPENDIUM

WIEDZY

| laboratorium
matematyczne

Wyrazenia algebraiczne




Autorzy: Dariusz Kulma, Witold Pajgk

Opracowanie redakcyjne: Malgorzata Zakrzewska

Korekta: Tomasz Rycharski

Projekt graficzny i sktad komputerowy: Paulina Kotomska-Lichniak

Druk i oprawa:
Drukarnia Beltrani Sp. J.
ul. Sliwkowa 1

31-982 Krakow

tel. 012 262 91 43

Fotografie z www.fotolia.com:

© agsandrew -id. 42076089; © evgenyatamanenko - id. 55578965; © Jose Ignacio Soto - id. 36778284; © Pavel Igna-
tov -id. 48172735;0© larisabozhikova - id. 49989103; © Maksim Kabakou - id. 41908523; © singkham - id. 61443980;
© Friedberg - id. 40502604; © mills21 - id. 11761333; © Maksim Kabakou -id. 60613008; © PixBox - id. 31636550;
© WavebreakmediaMicro - id. 68673495; © WavebreakmediaMicro - id. 68673960; © Ivan Kireiev - id. 49984561;
© piai - id. 59206454; © Andrey Kudrin - id. 20936587; © Marek -id. 19616488; © valdis torms - id. 66702797
© ArchMen - id. 19400633; © ag visuell - id. 53584856; © arsdigital - id. 56402903; © cutimage - id. 61114710

Copyright by Firma Edukacyjno — Wydawnicza ELITMAT Dariusz Kulma
Wydanie: Firma Edukacyjno — Wydawnicza ELITMAT Dariusz Kulma

pl. Kilinskiego 7/4, 05-300 Mirsk Mazowiecki

tel. 51-77777-51

e-mail: elitmat@elitmat.pl, www.elitmat.pl

Minsk Mazowiecki 2014. Wydanie pierwsze
ISBN: 978-83-63975-08-1

Publikacja przygotowana w ramach projektu
,E-laboratorium matematyczne-matymi krokami do wielkich sukceséw”
wspoffinansowanego ze srodkéw Unii Europejskiej w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

laboratoriummatematyczne.pl




Nikt z nas nie wyobraza sobie matematyki bez liczb. To, co od razu przy-
chodzi nam do gtowy, gdy styszymy stowo ,,matematyka”, to cyfry, liczby
i dziatania na nich. Jednak czesto nie doceniamy roli liter w matematyce.
Sq one dla krélowej nauk rdwnie wazne jak liczby. To dzieki nim pole
prostokgta mozemy uogdlni¢ do iloczynu liczb a i b, gdzie a oznacza
dowolng dtugos¢, a b dowolng szerokos$¢. Potaczenie liczb, znakéw
dziafan i liter w zapisie matematycznym nazywamy wyrazeniami alge-
braicznymi. Mozemy nimi opisywa¢ swiat — jego strukture oraz relacje
zachodzace miedzy jego elementami. Najstynniejsza literg w matema-
tyce jest litera x, ktérg zazwyczaj oznaczamy niewiadome. Matema-
tycy powszechnie uzywajg tego symbolu od XVII wieku w zapisach
w algebrze, geometrii czy analizie matematycznej. Dlaczego x, a nie
np. litera a lub b? Przyczyna mogta by¢ prozaiczna. Zecerzy w drukar-
niach nie chcieli do oznaczen matematycznych stosowac liter, ktére
w tekstach pojawiaty sie najczesciej. Na przyktad w jezyku polskim
najczesciej wystepujaca literg jest a, natomiast litera x wystepuje rza-
dziejod niejaz 445 razy. Zecerzy obawiali sie, ze jesli do sktadania zapisow
matematycznych wykorzystajg zbyt wiele czcionek na przykfad z literg a,
to czcionek tych zabraknie podczas sktadania zwyktych tekstéw. Litera x
byta rzadko uzywana w zwyktych tekstach, wiec do oznaczerh matema-
tycznych najchetniej stosowali wtasnie ja.
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Wyrazenia algebraiczne

2.A » Podstawowe wiadomosci o wyrazeniach algebraicznych

DEFINICJA PRZYKtAD

Wyrazenie, ktore sktada sie z liter oraz liczb potgczonych
dziataniami arytmetycznymi i/lub nawiasami, nazywa-
my wyrazeniem algebraicznym.

Pojedyncze zmienne, liczby lub iloczyny zmiennych
i liczb nazywamy jednomianami.

Liczbe wystepujgcg w jednomianie nazywamy wspot-
czynnikiem jednomianu.

Skoriczong sume jednomianéw nazywamy sumg alge-
braiczng lub wielomianem.

Poszczegdlne jednomiany w sumie algebraicznej nazy-
wamy wyrazami.

Jesli jednomiany rdznig sie od siebie jedynie wspdtczyn-
nikiem liczbowym, to nazywamy je wyrazami podob-
nymi.

Wyrazy podobne mozna dodawaé lub odejmowac.
Czynnos$¢ takg nazywamy redukcjg wyrazéw podob-
nych.

» Redukcja wyrazéw podobnych

2xy, a® + b?, 1;;, 5(8c++2d)

4x, 6, 2x2, 5xy2
4x, 5xy2

a+b,5x>+6x+1,4xy+x*—y—1

axy?, xy?, 12xy%, — xy?

4x* = 5x% + 3x% = 2

PRZYKLAD 1 kd r2an

Zredukuj wyrazy podobne w wyrazeniu: 3x% — S5y + ax* — 8y + x>+ 6y.

Dodajac lub odejmujgc wyrazy podobne, nalezy dodaé lub odjgé wspdtczynniki liczbowe, a litery pozostawié¢ bez

zmian.
3x>—5y+4x’> —8y+ x>+ 6y =8x*—7y

PRZYKLADY DO CWICZEN

Zredukuj wyrazy podobne:

PRZYKLAD 2.
PRZYKLAD 3.

203 —5b*c+4a®—8b*c—a*+7b%c
—yz® — 3abc + 3yz°> + 10abc — 9yz® — 5abc
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» Zapis stowny wyrazen algebraicznych f P.2.A.2

PRZYKLADY

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego:

sume liczby a i kwadratu liczby b a+b?
kwadrat réznicy liczb a i b (a—b)y
podwojong sume liczb x i y 2(x+y)
iloczyn liczby a i szescianu liczby b a-b3
iloraz sumy liczb c i d przez réznice liczb ai b gtz
iloczyn ilorazu liczby a przez b oraz potowy liczby ¢ % - %c

ZADANIE UTRWALAJACE

2.A.1. Zapisz w postaci wyrazen algebraicznych:

a. sume roéznicy liczb x i y oraziloczynu liczb pi g,
b. pierwiastek kwadratowy ilorazu liczb a i b,
c. kwadrat sumy szescianu liczby x i potrojone;j liczby y,

d. szescian iloczynu kwadratu liczby c i trzeciej czesci liczby d.

» Mnozenie sum algebraicznych

Wykonaj mnozenie: (a +2)(b —3).

Aby wykona¢ mnozenie nalezy pomnozy¢ kazdy
wyraz pierwszego czynnika przez kazdy wyraz { i

drugiego czynnika. (a+2)b—3)=ab—3a+2b—6

il

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKELAD 2. Wykonaj mnozenie: (x +y)(x —4).

N



Wyrazenia algebraiczne

ZADANIA UTRWALAJACE

2.A.2. Wykonaj mnozenie:

a. (x+5)(y—3) c.(a+b+c)d—e) e. (2a—3b)(4c—5d+e)

b. 3(a+2)(b—4) d. (1+x+y)(—2+2) f. 2(x* —y)(3x+ 5y)

2.A.3. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne:

a. 2(x+y)—3(2x—5y)+8(x—2y) e. (22 +y?)(5y—3y*+6)
b. 30 +x—1)+4(x* +2x—3)—(3x*—4x+5)  f 4a(a+b—2c)—5a(2a—3b+c)
c.(a+2)a—1)+(a+3)(a—4) g 2(x+y)(x—2y)—3(x—4y)(2x—y)

d. 3(x*+2)(x—3)+2(x+1)(x*—5) h. (a+a*+a®+a*)(a—1)

» Obliczanie wartosci liczbowej wyrazen algelbraicznych

PRZYKLAD 1 kd rona

Oblicz warto$¢ liczbowa wyrazenia 2x%y> dla x =—2, y = 3.

2%y =2-(—2)7-3%=2-4-27=216

PRZYKLADY DO CWICZEN

2
PRZYKLAD 2. Oblicz warto$¢ liczbowg wyrazenia , / # daa=4,b=-2.

3
PRZYKLAD 3. Oblicz warto$¢ liczbowa wyrazenia < -Zezzd dac=—2,d=—1,e=3.

ZADANIE UTRWALAJACE

2.A.4. Oblicz wartos¢ liczbowqg wyrazeniadla x =4iy =—3.
2 —3 <5X 2y >_1 2 2 Xy’
3/&28 = — —
a. 3y2 b. dxFy c. 2xy +3xy° —4x“y d. ﬁxyz
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» Wytgczanie wspdlnego czynnika poza nawias

PRZYKLAD kd r2as

W wyrazeniu 20x° y3 + 153 y4 —30x* y5 wytgcz wspolny czynnik poza nawias.

najwiekszy dzielnik liczb 20, 15,30 to 5 20x%y3 + 15x3y* — 30x*y° = 5x% )3 - (4 + 3xy — 6x%y?)

- . . . :20x2y3:5x2y3}j
najwiekszy dzielnik wyrazeri x%, x>, x* to x>
»15x° y4 5x% y3

najwiekszy dzielnik wyrazeri y3, y*, y° to y°

ZADANIE UTRWALAJACE

2.A.5. Wytacz wspdlny czynnik poza nawias.

a. 2a’bc® — 4ab*c? +6a°b3c c. 15x%y32° — 45x3y° 24 + 75x* 4 22

b. 16x* + 24x3 — 32x* + 40x d. 121cde + 88abcd — 110defg

ZADANIA TESTOWE. Sposrdd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. E T.2.A

2.A.6. Dane sa wyrazenia @ = 2x + 5 i b = 3x*> — x. lloczyn liczb a i b jest réwny:

A.3x°+x+5 B. 6x° +3x—5 C. 6x° +13x* — 5x D.;(XZ—JF_SX
2.A.7. Wyrazenie x*y — y*x dla x =— 2 i y = — 3 ma warto$¢ réwna:

A. —6 B. —3 C.12 D. 6
2.A.8. Wyrazenie 8a%b* — 120> b% + 16a* b jest rowne:

A. 4ab(2ab®—3ab® +4a>b*) C. 40*b (2 — 30+ 4a*b>)

B. a®b*(8 —3a+ 4ab®) D. 4a”b*(2b* —3a +4a*b?)
2.A.9. Kwadrat sumy ilorazu liczby a przez b oraz liczby c to:

av. o a_ Y a’ ay
A (F) +c B. (2+¢) N D. (§) +c

2.A.10. Dany jest wielomian W(x) = x*> + 2x oraz G(x) = 3x> + 5x°. Wyrazenie 2W(x) — G(x) ma postac:

A. 6x3+10x> — 4x B. —3x° + 7x% + 4x C. —3x3 — 3x% + 4x D. 3x3 + 7% + 4x
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2.1 » Wzory skroconego mnozenia

» Wprowadzenie

Rozwazmy nastepujace wyrazenie: (a + b)z. Wykonajmy dziatania i przedstawmy to wyraze-

nie w innej postaci:

P.2.1.1

(a+bY=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=a*+2ab+b?
Zatem otrzymujemy: o + 2ab + b?, czyli (a + b)> = a* + 2ab + b2.

PRZYKLAD 1

(2x+3y)? =(2xP +2-2x-3y+(3y)* = 4x* + 12xy + 9y°

PRZYKLAD 2

(4x+5y)> = (4x)*+2 - 4x- 5y +(5y)* = 16x* + 40xy + 25y°

PRZYKLAD 3

16

(Ex+ay) =(5x) +2-Ex-ay+(dyP = 557+ $xy + 16y

WZOR

(a+b)?=a’+ 2ab+b?

TWIERDZENIE

Kwadrat sumy dwéch wyrazen jest rowny sumie kwadratow
tych wyrazen powiekszonej o ich podwojony iloczyn.

DOWOD GEOMETRYCZNY KWADRATU SUMY P.2.1.2
b

ab

bZ

a+b

a+b

ZADANIE UTRWALAJACE

b

Pole kwadratu mozemy zapisac¢ jako:
P=(a+ b)2 — pole kwadratu o boku dtugosci a + b.

P=a’+bh’+ab+ab — suma pdl dwéch kwadratéw (jedne-
go o boku dtugosci a i drugiego o boku dtugosci b) oraz dwdch
prostokgtéw o bokach dtugosci ai b.

Zatem (a+ b)* = a®+ 2ab + b?.

2.1.1. Doprowadz wyrazenie do najprostszej postaci: * 2.2.1.1

~N
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a. (2a+3b) d. (10x + 5y)? g. (5a+6/)
b. (c+4d) e. (20t +11u) h. (15¢+ 2u)?
c. (7k+ 217 f. (4x+3b) i. (3a+8y)
Rozwazmy teraz wyrazenie (a — b)*. Wykonajmy dziatania i przedstawmy to wyrazenie P.2.1.3

W innej postaci:

(a—bY?=(a—b)-(a—b)=a-a—a-b—b-a+b-b=a*—2ab+ b?
Zatem otrzymujemy: o> — 2ab + b?, czyli (a — b)> = a* — 2ab + b?.

PRZYKLAD 1

(6x—y)f = (6x) —2 6x-y+y* = 36x* — 12xy +

PRZYKLAD 2

(2x =7yl = (2x —2-2x- 7y +(Ty)* = 4x* — 28xy + 49y°

PRZYKLAD 3

(0,2p—10Y =(0,2p)*—2-0,2p- 10+ 10> = 0,04p* — 4p + 100

WZOR TWIERDZENIE

(a—b)? = a? — 2ab + b Kwadrat réznicy dwdch wyrazen jest réwny sumie kwadratéw
tych wyrazen pomniejszonej o ich podwojony iloczyn.

DOWOD GEOMETRYCZNY KWADRATU ROINICY * P.2.1.4
. a—b b Zapisujemy zaleznos¢, zeby wyliczy¢ pole kwadratu o boku
o dtugosci a — b:
bl b@-b) L (a—bY=a’~b(a—b)—b(a—b)— b’

— od pola kwadratu o dtugosci a odejmujemy dwa pola
prostokgtéw o bokach dtugosci b i a —b oraz pole kwadratu
a—b| (a—by bla—b) |a_b o boku dfugosci b.

v Po przeksztatceniu otrzymujemy:
(a—bY =a’—2b(a—b)—b*=0a’>—2ab+2b*—b*> =
a =a’—2ab+ b
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ZADANIE UTRWALAJACE

2.1.2. Doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci. 1.2.1.2
a. (6c— by d. (11a —4yy g (2x—10y)
b. (2a —3d) e. (5t—12u) h. (13c—2b)
c. (8x—3I) f. (4x—13b) i. 3a—7y)

Rozwazmy teraz wyrazenie (a —b)-(a + b). Wykonajmy dziatania i przedstawmy to wyraze- P.2.1.5
nie w innej postaci:

(a—b)-(a+b)=0d’+ab—ab—b*>=a*—b?
Zatem otrzymujemy: a® — b?, czyli (o — b)(a + b) = a® — b°.

PRZYKLAD 1

(x—8y)-(x+8y) =(x —(8) =x*— 64y’

PRZYKLAD 2
(2x—6y) - (2x+ 6y) = (2x)* — (6y > = 4x* — 36y°

PRZYKtAD 3

2 2
Gx—ay) Gx+39)=0Gx) = (3y) =X — 16V

WZOR TWIERDZENIE

(a+b)(a—b) = a? — b2 lloczyn SL,me przez réi.ni?e, dwdch wyrazen jest réwny réznicy
kwadratéw tych wyrazen.

DOWOD GEOMETRYCZNY ROZNICY KWADRATOW P.2.1.6
a b

Zapisujemy zaleznos¢, zeby wyznaczy¢ pole prostokata o bokach
a+bia—b:

(a+b)a—b)=ala—b)+b(a—b) — dodajemy do siebie
pola dwdch prostokagtéw — jednego o bokach dtugosciaia— b
oraz drugiego o bokach dtugoscibia—b.

A

a(a—b) b(a—b) [a—b

ab b? b Po przeksztatceniu otrzymujemy:
(a+b)a—b)=a*>—ab+ab—b*>=0a’—b°.

are Zatem (a+b)(a—b) = a*>— b>.

Yo
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ZADANIE UTRWALAJACE

2.1.3. Doprowad? wyrazenie do najprostszej postaci: 1213
a. (2a+5b)-(2a—15b) d. (10t +3y)- (10t —3y) g. (3a+10y)-(3a—10y)
b. (c+6d)-(c—6d) e. (15x+8u)-(15x — 8u) h. (14c+20b)-(14c—20b)
c. (9x+20)-(9x—2/) f. (4k+3b)-(4k—3b) i. (16a+17/)-(16a—17/)
, . . (
» Wzory skroconego mnozenia — dodatkowe zastosowania 2 P.2.1.7

Wzory skréconego mnozenia mozemy wykorzystac rowniez do bardziej skomplikowanych obliczer rachunkowych.
Gdy nie mamy kalkulatora, jest to metoda szybsza niz mnozenie pod kreske.

PRZYKLAD 1

Oblicz warto$¢ 322 z wykorzystaniem wzoru skréconego mnozenia.
322=(30+2)*=30%+2-30-2+22=900+120+4 = 1024

PRZYKLAD 2

Oblicz warto$¢ 472 z wykorzystaniem wzoru skréconego mnozenia.

47? =(50—3) =502—2-50-3 +32=2500— 300+ 9 = 2209

PRZYKtAD 3
Oblicz wartosc¢ iloczynu 29 - 31 z wykorzystaniem wzoru skréconego mnozenia.

29-31=(30—1)(30+1)=30%—12=900— 1 = 899

PRZYKLADY DO CWICZEN

Oblicz, korzystajgc ze wzoréw skréconego mnozenia: P.2.1.7
PRZYKLAD 4. 712 PRZYKtAD 7. 532

PRZYKLAD 5. 282 PRZYKLAD 8. 692

PRZYKLAD 6. 38-42 PRZYKLAD 9. 89-91
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» Wzory skroconego mnozenia — upraszczanie wyrazen algebraicznych

PRZYKLAD 1 kd r21s

Upros¢ wyrazenie, korzystajgc ze wzoréw skroconego mnozenia.

(x+3yY—2(4x—2yY =x*+2-x-3y+ByY —2((4x)* —2 - 4x- 2y + (2y ) =
= x>+ 6xy +9y* — 2(16x> — 16xy + 4y%) = x> + 6xy + 9y* — 32x* + 32xy — 8y* =
=—31x*+38xy + y?

PRZYKLAD 2 d r21s

Upros¢ wyrazenie, korzystajgc ze wzordw skroconego mnozenia.

(2a+5Y—(8a—2)(8a+2)=4a*+2-2a-5+25—(640*>—2) =
= 4a®+20a + 25 — 64a* + 2 =— 600° + 20a + 27

ZLADANIA UTRWALAJACE

2.1.4. Przeksztat¢ wyrazenia, korzystajgc ze wzoréw skréconego mnozenia.

a. (5xy+1) e. (@—x)(@ﬂ) i. <%x—%)z

b. (a®x+3) £ (=203 +20) i (V2-/3a°) (V2 +y3d°)
¢ (302 3)2 g. (abc—ef ¥ k. (x2+x5)

d. (V5x+y2) h (z°—3)(z°+3) I. (1-0,01p%)

2.1.5. Uprosc¢ wyrazenia, korzystajgc ze wzoréw skrédconego mnozenia.

a. (Ax+27+(3—2x)

b. (5x+ 1Y +(7—3x)(7 + 3x)

c. 2(sa—b)P?—3(a+2by
d.3(a+3)a—3)—(a—5)

e (P =2V +2(1+y?)

f. (100 —2)(10a+2)+3(a—5)

g 2(a+c)P+3(c—2a)—4(2a—3c)(2a+ 3¢c)

h. (10 — y/x )(10 +/x )(100 + x)(10 000 + x?)

11
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2.1.6. Zapisz w postaci iloczynu.

2_.2 2_ 6 144 4 1 ¢
a. 4x —y d. 100c” — 121k g8 169 P 5¢
1 9
b. 9a° — 25b7 e. 7X =49V h. 0,04a° —0,0025b°
c. 81— 16p* f. 0,04a°—1,69y" i. 96— 5x2
2.1.7. Zapisz w postaci kwadratu sumy lub kwadratu rdznicy.
a. 4x* + 12xy + 9y? e. 100x*>+20x+1
b. 25a° — 40ab + 16b> f. 16a* — 400° + 25
c. 81k* + 36kl + 412 g;%f+a+1
d. 1—8x+ 16x° h. 0,36x* — 12x + 100
2.1.8. Uproé¢, a nastepnie oblicz warto$¢ wyrazeniadla x = /2 iy = 3.
a. 2(x+y)(x—y)+(2x+y)? c. (x+3y)(x—3y)—2(x+y?+3(4x—yy
X—y x+ty
b. (4x—2)(4x+2)+3(y—5) d STy Tx=y
» Usuwanie niewymiernosci z mianownika utamka f P.2.1.9

PRZYKLAD 1

Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka 51

W celu usuniecia niewymiernosci z mianownika, ktory jest suma (réznicg) dwdch liczb, nalezy licznik i mianownik
pomnozy¢ przez réznice (sume) tych liczb, tak aby w mianowniku otrzymac wzér na réznice kwadratow.

2 J5+1 2/5+2 2/5+2

J5-1 J/5+1 5-—-1 4

PRZYKLAD 2

/5

Usun niewymiernos$¢ z mianownika utamka JTL

/5 JV7-1_/35-/5 _35-/5
J7+1 J7-1 7-1 6
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PRZYKLADY DO CWICZEN

Usun niewymierno$¢ z mianownika utamka.

1 V2
PRZYKLAD 3. = Ve

ZADANIA UTRWALAJACE

2.1.9. Usun niewymiernosc z mianownika utamka.

1 4

a. /53 e. /15 + /14

b J3—-1 f J2-3

" /3+1 V5—=V7
/3 2/6

“ /52 & /5-3
15 12

d. 3= /2 h. 7511

2.1.10. Oblicz:
a. (V5+27-3(1—5) d

b. (32 — 17+ (442 +2)(4/2 —2) o 8/2+1 3-V2

/2 2
4 1
¢ (5—V7)5+/7)=2(/7 -1V +4(2+/7) f. 731 2% /3
T el :
2.1.11. Wykaz, ze liczba 811 jest liczbg catkowita.

2 _ 2002
2.1.12. Wykaz, ze liczba % jest liczbg catkowita.

+ —
2.1.13. Wykaz, ze liczba a = /@ — \/\/g + /@ T \/\/g jest liczbg catkowita.

1 1

C(V2-1)(V2+1)-3(4-3V2 P +y2(2-V2)

2.2.1.11
1.2.1.12
2.2.1.13

L 1 1 . Bl 72114
2.1.14. Wykaz, ze liczba ﬂ+ﬁ+/§+/§+ﬁ+ﬁ+ﬁ+/§ jest liczba catkowita. -
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Czy wiesz, ze..

Trojkat Pascala to tréjkatna tablica, w ktérej w pierwszym wierszu
znajduje sie liczba 1, a kazdy nastepny wiersz powstaje w ten sposob, ze
pod kazdymi dwoma sgsiednimi liczbami poprzedniego wiersza wpisuje
sie ich sume. Na poczatku i na koricu kazdego wiersza dopisuje sie je-
dynki.

Pierwszy wiersz oznaczamy jako n = 0, a liczby widniejgce w kazdym
kolejnym n-tym wierszu tréjkata sg wspotczynnikami rozwiniecia n-tej
potegi dwumianu.

PRZYKtAD

Rozwin wyrazenie (a + b)*.

1° Rysujemy tréjkat Pascala (pierwszy wiersz dla n = 0).

1
1(+[1
11 +]2|+]1
1/ +/3,+3|+[1
1(+14|+|6|+|4]|+]|1]|=4
1/+|5|+|10(+ {10/ + |5 |+ |1
1 6 15/ |20/ |15 6 1

2° W wierszu n = 4 wspdfczynniki 1, 4, 6, 4, 1 sg kolejnymi wspdfczynnikami rozwiniecia.
3° Suma wyktadnikéw poteg w kazdym wyrazeniu musi by¢ rdwna n czyli 4.

4° Kolejne wykfadniki w potedze z podstawg a malejg o 1, poczawszy od 4, a kolejne wyktadniki w potedze
z podstawg b rosng o 1, poczawszy od 0.

5° Jesli w nawiasie jest znak ,,+”, to wszystkie wyrazenia sg dodatnie.

6° Rozwiniecie wyrazenia to: (a + b)* = 1a* + 4a®b* + 6a°b? + 4a* b + 1b*

- . (
PRZYKLAD DO CWICZEN Z P.2.1.11

Rozwir wyrazenie (x — y)’.

14



| —
= B ==t L A i m ; [2x+34
ARHUSTEGZAMNCYN MTEMATYN. 1 copsprucy el >
poziom azszerzony I Sosmeer | uaeowion 1 ARKUSZ - s
1. (pkt) Rozwiaz nieréwnosé | 2x +3 |+ | x— 4| < 7 - . K %
. : 2 ST ) e ;
%%%\2.1.15. Wielomian 16x° — 121 jest rdwny: v ; e
w A. (4x—11) B. (4x—11)(4x+11) >
—]
C. (4x+11) D. 16(x—11)(x+11) c
>
Kwadrat liczby 5+ 2/2 jest réwny: e —
ri'S,{,?d szledmi
A. 33 B. 33+10/2 C.33+20/2 D. 433 = s dok
. Wyrazenie 4x*> — 12x + 9 jest réwne: 2
c
A. (2x—3)(2x+3) B. (2x—3) C. (2x+3)? D. 4x(x+3)+9 >0 &=
. AR A
Liczba Ji7 -1 jest réwna:
A 10 Bl e CJ/17-1 D. /17 +1 & <
V17 +1 v17 +1 > s
=\
c
Wartos¢ wyrazenia (x +2y)* +(x—y) dla x = 2 i y = — 1 wynosi: ; \
A. 0 B. 3 C.—2 D. 1
A
Wyrazenie (2a + 3b Y jest réwne: ; §
# A. 4a* + 9b* B. 2a* + 6ab + 9b° C. 4a* —12ab + 9b* D. 4a®+ 12ab + 9b7{§ J_>|
1929 & &
A
R 2.1.21. Jezeli dla pewnych liczb ¢ i d zachodza réwnosci ¢ — d? = 120 i ¢+ d = 15, to dla tych liczb ¢ i d wartos¢ >
wyrazenia ¢ — d jest réwna:
A. 8 B. 15 C. 12 D. 20 ; /
e
/M“ 2 > &
SR 2,122, Liczba (3+/2 ) jest rowna: e E'
= é
8
r A.7 B. 11 C.11-6,/2 D.11+6/2 ﬁ ;
2.1.23. Liczba (1—+/3 > +2(3 +/3) jest réwna: G
RKU:
- AE4a B.10-2/3 c7fa/3 D. 10 < [}
M“"“‘“ﬁw’ >
Soae | —]
e T d 7 ! — \ cC 5%\332
2.1.24. Wyrazenie (y+-~dlac € R, id € R, moze by¢ réwne: | 20
o LepF
A. 1l B. 1l C.O D. 2l > P
2 2
—
\ o
P) Obicy g 20
'a’"""az Jest liczb naty
wnwﬁw%m%wm >

—

Ooraz
e Kt6rych
N e Gk
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2.B » Twierdzenie i jego struktura. Przyktady dowoddw

Poznawanie matematyki polega na przeprowadzaniu rozumowan, - ‘ -~
czyli na formutowaniu i dowodzeniu twierdzen. Wéwczas dopiero stajg
sie one matematycznie uzyteczne. Musisz wiedzie¢, ze dowdd jest
w matematyce konieczny — jest nieodzownym elementem uprawiania
matematyki. Wcale nie musisz umie¢ dowodzié¢ wszystkich twierdzen,
z ktérymi stykasz sie w szkole. Wazne, aby$ rozumiat, ze dowody
istnieja. Niektére z nich mozesz przeprowadzi¢ samodzielnie, inne
mozesz obejrze¢, a jeszcze inne zrozumiesz dopiero na kolejnych eta-
pach ksztatcenia.

W tym rozdziale poznasz kilka dowoddw dotyczgcych wtasnosci liczb
i wyrazen algebraicznych.

» Twierdzenia

TWIERDZENIE PRZYKtAD

Twierdzenie w matematyce to pewien sad o obiektach ~ Rozwazmy twierdzenie:
matematycznych. Podstawowa forma twierdzenia W kazdym rombie przekatne przecinajg sie pod
to: ,Jedli..., to...” . Wszystko, co znajduje sie pomiedzy  katem prostym”.
stowami ,jesli” i ,,to”, nosi nazwe zafozenia twierdzenia,
natomiast wszystko, co znajduje sie po stowie ,to”, nosi  To twierdzenie nie jest podane w formie podstawo-
nazwe tezy twierdzenia. wej, ale na takg forme mozna je przeksztatcié:
,Jesdli czworokat jest rombem, to jego przekatne
przecinajg sie pod katem prostym”.

Zatozenie: ,Czworokat jest rombem”.

Teza: ,W czworokacie przekatne przecinajg sie pod
katem prostym”.

O prawdziwosci twierdzenia decyduje dowdd matema- ~ Rozwazmy twierdzenie:
tyczny. Wystarczy, ze taki dowdd istnieje. ,Kazda liczba podzielna przez 4 jest rowniez podziel-
na przez 2”.

To twierdzenie réwniez nie jest podane w formie pod-
stawowej, ale mozna je na takg forme przeksztatcic:
,Jedli liczba a jest podzielna przez 4, to liczba ta jest
podzielna przez 2”.

Zatozenie: ,Liczba a jest podzielna przez 4”.

Teza: , Liczba a jest podzielna przez 2”.

16
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» Dowody zwigzane z podzielnosciq liczbo

Wiele dowoddéw na wykazywanie dotyczy podzielnosci przez jakas liczbe lub, ze dana liczba jest wielokrotnosciag
jakiejs liczby.

Jesli chcemy wykazaé, ze wyrazenie jest podzielne przez 7, to nalezy to wyrazenie przedstawi¢ jako iloczyn liczby
7 i liczby catkowitej.

14=2-7 liczba jest podzielna przez 7
70=10-7 liczba jest podzielna przez 7
1638 =234-7 liczba jest podzielna przez 7

Zauwazmy, ze kazdg liczbe podzielng przez 7 mozemy
roztozy¢ nailoczyn liczb 7 i okreslonej liczby catkowitej,
ktérej wartos¢ nie jest dla nas istotna. W dowodach
wyrazenie, ktore jest liczbg catkowity, zastepujemy
dowolng literg, np:

7 -k gdzie k € €

Zapis ten oznacza, ze wyrazenie 7k jest wielokrotnoscig liczby 7 i liczby catkowitej k, czyli jest liczbg podzielng
przez7.

Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 3.

1° Oznaczamy kolejne liczby. Kazda liczba jest wieksza n — pierwsza liczba catkowita
od poprzedniej o 1. n+ 1 — druga liczba catkowita
n + 2 — trzecia liczba catkowita

2° Zapisujemy sume liczb i redukujemy. n+tn+1+n+2=3n+3=
3° Wytgczamy liczbe 3 przed nawias. =3(n+1)=

4° Liczba w nawiasie jest liczbg catkowitg, wiec =3-(n+1)=3k
zastepujemy nawias literg k z zapisem do jakiego kec

zbioru liczba ta nalezy.

5° Sume trzech kolejnych liczb przedstawilismy jako iloczyn liczby 3 i liczby catkowitej, wiec suma ta jest podziel-
na przez 3.

17
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Wykaz, ze suma 2014 + 2014% + 2014° + 2014* + 2014° + 2014° jest podzielna przez 5.

1° Z kazdej pary dwdch kolejnych 2014 + 20142 + 20143 + 2014* + 2014° + 2014° =
liczb wytaczamy wspdiny czynnik =2014(1+2014)+2014° (1+2014) +2014° (1+2014) =
przed nawias, korzystajac ze wzoru

am-a" = am+n'

2° Wytaczamy wspdlny czynnik =(1+2014)(2014 + 2014° 4+ 2014°) =
(1+2014) przed nawias.

3° Wykonujemy dziatanie w pierwszym = 2015(2014 + 2014° + 2014°) =

nawiasie.

4° Zapisujemy liczbe 2015 jako iloczyn =5.403(2014 +2014> + 2014°) =

liczby 5 i liczby 403.

5* Wyrazenie = 5-403(2014 +2014° +2014°) = 5 - k
403(2014 + 20143 + 2014°) jest o C

liczbg catkowitg, wiec zastepujemy je
literg k z zapisem informujgcym o tym,
do jakiego zbioru liczba ta nalezy.

5° Wyrazenie przedstawilismy jako iloczyn liczby 5 i liczby catkowitej, wiec jest ono podzielne przez 5.

Wykaz, ze liczba 71°%° — 5. 79%9 + 3. 7998 jest podzielna przez 17.

1° Wytaczamy wspdlny czynnik 71000 5. 7999 4 3.7998 = 7998(72 _5.743)=
przed nawias, korzystajgc ze wzoru

am . an — am+n'

2° Wykonujemy dziatania w nawiasie. =79%(49-35+3)=7%%.17=

3° Liczba 78 jest liczba catkowita, =798 . 17=17 -k

wiec zastepujemy jg literg k z zapisem cec

informujacym o tym, do jakiego zbioru
liczba ta nalezy.

4° Liczbe przedstawilismy jako iloczyn liczby 17 i liczby catkowitej, wiec jest ona podzielna przez 17.

Wykaz, ze suma 5 + 52+ 53+ 5%+ 5> + 58+ + 5% + 5% jest podzielna przez 31.

1° Z kazdych trzech kolejnych 5+52+53+5%+5°4+564 45974598459

liczb wytgczamy wspdlny czynnik =5.(1+54+59)+5%*(1+5+52)+...+57 . (1+5+5%) =
przed nawias, korzystajgc ze wzoru

am-a" = am+n'

2° Wytgczamy wspadlny czynnik =(1+5+5%) (5+5*+...+5Y)=

(1+5+52) przed nawias.

18
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3° Wykonujemy dziatanie w pierwszym = (1+5+25)(5+5%+ .. +5%)=31.(5+5%+ .. +5%) =
nawiasie.

5° Wyrazenie (5 + 5%+ ... +5%) jest ~ =31-(5+5°+ .. +57)=31k

liczbg catkowitg, wiec zastepujemy je kec

literg k z zapisem informujgcym o tym,
do jakiego zbioru liczba ta nalezy.

5° Sume liczb przedstawilismy jako iloczyn liczby 31 i liczby catkowitej, wiec jest ona podzielna przez 31.

Wiedzac, ze liczby A i B sg cyframi, udowodnij, ze suma ABA + BAB jest podzielna przez 37.

WSKAZOWKA: Np. liczbe 325 mozna zapisa¢ jako 3- 100 +2-10+5

1° Rozktadamy liczby na sumy ABA + BAB = 100A+ 10B+ A+ 100B+ 10A+ B =
wielokrotnosci poszczegdlnych cyfr.

2° Redukujemy wyrazy podobne. =111A+111B =

3° Wytgczamy wspdlny czynnik (111) =111-(A+B)=

przed nawias.

4° Zapisujemy liczbe 111 jako iloczyn =37-3-(A+B)=

37i3.

5° Wyrazenie 3 - (A + B) jest liczba =37.3.(A+B)=37 k

catkowitg, wiec zastepujemy je literg —_—

k z zapisem informujgcym o tym, do ke

jakiego zbioru liczba ta nalezy.

5° Sume liczb przedstawilismy jako iloczyn liczby 37 i liczby catkowitej, wiec jest ona podzielna przez 37.

Wykaz, zeiloczyn 12 -3 -4 - ... - 11- 12 jest podzielny przez 2*°.

1° Rozktadamy liczby 4,9, 10i 12 jako 1-2-3-4-56-7-8-9-10-11-12 =

iloczyny poteg liczby 2. =2.3.22.5.2.3.7.23.9.2.5.11-22.3 =
2° Wytgczamy wspdlny czynnik =21.3.22.5.21.3.7.23.9.21 . 5.11.22.3=
przed nawias, korzystajgc ze wzoru = l+2+143+1+2 3. 5.3.7.9.5.11.3 =
am-a" = am+n_

3° Wykonujemy dodawanie. =29.3.5.3.7.9.5.11-3 =

4°lloczyn 3-5-3-7-9-5-11-3jest ~ =2°.3.5.3.7.9.5.11.3=2%0

liczbg catkowitg, wiec zastepujemy go kec

literg k z zapisem informujgcym o tym,
do jakiego zbioru liczba ta nalezy.

5° lloczyn liczb przedstawilismy jako iloczyn liczby 2° i liczby catkowitej, wiec jest on podzielny przez 2°.
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ZADANIA UTRWALAJACE

2.B.1. Udowodnij, ze suma 4 + 4% + 43 + ... + 48 jest podzielna przez 20. 1.2.B.1

2.B.2. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby dodatniej catkowitej n liczba 4772 +3-5"1—4" jest 79B.2
wielokrotnoscig liczby 15. o

2.B.3. Udowodnij, ze suma 7 + 72 + 73 + ... 4+ 7% jest podzielna przez 57. 1.2.B.3
2.B.4. Wykaz, ze liczba ABC + CAB + BCA jest podzielna przez 111, wiedzac, ze A, B, C oznaczajg * 79B.4
dowolne cyfry. o

2.B.5. Wykaz, zeiloczyn1-2-3-4-...-19 20 jest podzielny przez 10 000. 1.2B.5

» Dowody z wykorzystaniem podzielnosci i wzordw skrbconego mnozenia

Udowodnij, ze wyrazenie (4n+ 1) —(4m — 1)? jest podzielne przez 8, jesli m, n naleza do liczb naturalnych.

1° Do obu nawiaséw stosujemy wzory  (4n+1)*—(4m—1) =

skréconego mnozenia. =(4nP+2-4n+1>—[(4mP? —2-4m+1?] =
=16n’+8n+1—(16m*—8m+1)=
=16n*+8n+1—16m*+8m—1=

2° Redukujemy wyrazy podobne. =16n*+8n+1—16m*+8m—1 =
=16n*+8n—16m>+8m =

3° Wszystkie wyrazenia dzielg sie przez =8 -(2n2+n—2m?+m) =
8, wiec mozemy 8 wylgczy¢ przed na-

wias.
4° Liczba (2n? + n—2m? + m) jest =8-(2n’+n—2m’+m)=8k
liczbg catkowitg, wiec zastepujemy ja kec

literg k z zapisem informujgcym o tym,
do jakiego zbioru liczba ta nalezy.

5° Wyrazenie przedstawilismy jako iloczyn liczby 8 i liczby catkowitej, wiec jest ono podzielne przez 8.
Wykaz, ze wyrazenie 118 — 98 jest podzielne przez 40.
1° Korzystamy ze wzoru skréconego 118 —98 =(11*—9%) (11*+9%) =

mnozenia o’ — b> = (a—b)(a+b),
pamietajac, ze a™ - " = a™ " ".
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2° Powtarzamy przeksztatcenia =(112—-9%)-(112+9?) - (11*+9%) =
w stosunku do wyrazenia z pierwszego
nawiasu.

3° Wykonujemy dziatania w pierwszym = (121 —281)-(112+92)-(11%+9%) =

nawiasie.
4° Wyrazenie (112 +9%)- (114 +9%)  =40-(112+9°) (11" +9%) =40 k
jest liczba catkowitg, wiec zastepujemy kec

je literg k z zapisem informujgcym o
tym, do jakiego zbioru liczba ta nalezy.

5° Wyrazenie przedstawilismy jako iloczyn liczby 40 i liczby catkowitej, wiec jest ono podzielne przez 40.

PRZYKLAD 3 2 P.2.8.4

Udowodnij, ze suma kwadratéw dwdch kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 4.

1° Oznaczamy dwie kolejne liczby 2n — pierwsza liczba parzysta
parzyste. 2n + 2 — druga liczba parzysta
2° Zapisujemy sume kwadratéw tych (2n?+(2n+2Y =

liczb.

3° Korzystamy ze wzoru skréconego =4n*+4n’+8n+4=

mnozenia (a + b)> = a® + 2ab + b?.

4° Redukujemy wyrazy podobne. =8n’+8n+4=

5° Wytaczamy wspdlny czynnik (4) =4-(2n*+2n+1)=
przed nawias.

6° Wyrazenie (2n%+2n+1) jestliczbg =4 -(2n°+2n+1)=4 -k
catkowity, wiec zastepujemy je literg kec

k z zapisem informujgcym o tym, do
jakiego zbioru liczba ta nalezy.

7° Sume przedstawilismy jako iloczyn liczby 4 i liczby catkowitej, wiec jest ona podzielna przez 4.

ZLADANIA UTRWALAJACE

2.B.6. Udowodnij, ze wyrazenie (n + 4)* +(3n — 4)(3n+4)+ 2n dla n € N jest podzielne przez: 1.2.B.6

a. 10
b.* 20
2.B.7. Wykaz, ze liczba 332 — 232 jest podzielna przez 13. 1.2.B.7

2.B.8. Uzasadnij, ze réznica kwadratdw dwdch liczb catkowitych réznigcych sie o dwa jest podziel- 792B.8
na przez 4. o
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» Dowody z wykorzystaniem twierdzenia, ze kwadrat sumy lub réznicy liczo
rzeczywistych jest liczbg nieujiemng

Zauwazmy, ze:

52>, poniewaz 25 > 0
(—3%>0, poniewaz9 =0
(V2Y >0, poniewaz 2 > 0

0%>0, poniewaz 0 = 0

(2—2) >0, poniewaz (2—+2)* ~ 0,35 >0
Oznacza to, ze kwadrat sumy lub réznicy dowolnych liczb rzeczywistych jest wyrazeniem nieujemnym.

(x+yP=0 (x—y?=0 xycR

Wiele dowoddw opiera sie na tej zaleznosci.

PRZYKLAD 1 . P.2.B.5

Wykaz, ze dla kazdego x € R prawdziwa jest nierdwnos¢ x +

1° Obie strony nieréwnosci mnozymy X+ % >2 |x
przez x (x € R, wiec znak

241>
nierdwnosci sie nie zmienia). X" +1=2
2° Przenosimy wyrazy na lewg strone xX¥—2x+1>0
nierdwnosci.
3° Otrzymane wyrazenie mozemy (x—1¢=>0

zapisac¢ w postaci wzoru skréconego
mnozenia (kwadratu réznicy).

4° Kwadrat réznicy liczb jest zawsze nieujemny, wiec nierdwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego x € R, .

PRZYKLAD 2 . P.2.B.5

Wykaz, ze dla kazdego x > 0i y > 0 prawdziwa jest nieréwnosc¢ v + > 2.

1° Obie strony nieréwnosci mnozymy X,y 2 |xy
. . y X
przez xy (x > 0i y > 0, wiec znak XY X Xy
nierdwnosci sie nie zmienia). —y—+ > 2xy
2+ y% > 2xy
2° Przenosimy wyrazy na lewg strone X*—2y+y*=>0

nierownosci.
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3° Otrzymane wyrazenie mozemy (x— y)2 >0
zapisac¢ w postaci wzoru skréconego
mnozenia (kwadratu réznicy).

4° Kwadrat réznicy liczb jest zawsze nieujemny, wiec nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego x > 0iy > 0.

Wykaz, ze dla kazdego a nalezacego do liczb rzeczywistych prawdziwa jest nieréwno$é a(a +2) > 4a — 1.

1° Wykonujemy mnozenie. ala+2)=4a—1
a®+2a>4a—1

2° Przenosimy wyrazy na lewg strone a*+2a—4a+1>0
nieréwnosci i redukujemy. a>—2a+1>0
3° Otrzymane wyrazenie mozemy (a— 1)2 =0

zapisac w postaci wzoru skréconego
mnozenia (kwadratu réznicy).

4° Kwadrat réznicy liczb jest zawsze nieujemny, wiec nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego a € R.

4
+1
Wykaz, ze dla kazdego p nalezacego do liczb rzeczywistych prawdziwa jest nieréwnosé p? < p 5 -

1° Obie strony nieréwnosci mnozymy 2 p*+1 2
przez 2. ="
202 <p*+1

2° Przenosimy wyrazy na prawa strone 0< p4 — 2p2 +1
nieréwnosci.

3° Otrzymane wyrazenie mozemy 0<(p?—1)7
zapisa¢ w postaci wzoru skroconego
mnozenia (kwadratu réznicy).

4° Kwadrat réznicy liczb jest zawsze nieujemny, wiec nierdwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego p € R.

Udowodhnij, ze dla kazdego a i b wyrazenie a*=b(2a°>—b) jest prawdziwe.

1° Wykonujemy mnozenie. a* > 2a%*b— b?
2° Przenosimy wyrazy na lewg strone a*—2a’b+b*>0

nieréwnosci.

3° Otrzymane wyrazenie mozemy (a2=bF >0
zapisa¢ w postaci wzoru skroconego
mnozenia (kwadratu réznicy).

4° Kwadrat réznicy liczb jest zawsze nieujemny, wiec nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego a i b € R.
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ZADANIA UTRWALAJACE

2
2.8.9. Wykaz, e jedlia > 0,10 &2 > 2052 7.2.B.9
2.B.10. Wykaz, 7e wyrazenie a +b > 2./ab jest prawdziwe dla kazdegoa > 0i b > 0. 1.2.B.10
2
2.B.11. Wykaz, ze wyrazenie % = 8 jest prawdziwe dla kazdego k € R_. £.2.8.11

= B

¢
i~ WS
o

\

MATURA  MATURA MATU RA MATURA MATURA MATURA
|

T [{] b/l

// " o4 2x+3
o e I \4-
Y - ARKUSZ EGZAMINACYINY Z MATEMATYK! - | o J

N\ vy = 20+ Sy poziom rozszerzony | %35.,.,. I tslgmmm I ARKUSZ S . \"

=~ (O
1. (apkt) ROZWia nierdwnoS¢ | 2x +3 |+ | x— 4| < 7 —x. - Quete A\

\
2.B.12. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba 3" + 3" "1+ 3772+ 37" 3 jest podzielna przez 120. b 00
B

\2.B.13. Wykaz, ze suma kwadratéw pieciu kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 5.

2.B.14. Wykaz, ze liczba 7% -1 jest podzielna przez 100. i
ey s
\

2.B.15. Wykaz, ze suma 118+ 117 + 118+ 11° + 11'° + 11"* jest podzielna przez 12.

OV

K
Q,;S'

e
&

&

2.B.16. Wykaz, ze iloczyn 2 - 8- 12 - 18 - 22 - 28 - 32 - 38 jest podzielny przez 21°.

/A

2.B.17. Wykaz, ze liczba AAAA + AAA + AA jest podzielna przez 9, wiedzgc, ze A oznacza dowolng cyfre.

2.B.18. Wykaz, ze wyrazenie p2 (p2 +6)+ 15 > 6 jest prawdziwe dla p € R.

=
o

2.B.19. Wykaz, ze wyrazenie 2x + xi_S = x — 1 jest prawdziwe dla kazdego x € R...

+
2.B.20. Wykaz, zejesli x > 01y > 0,t0 ~ 52 > /xy.

2.B.21.* Wykaz, ze dla kazdej liczby k € R, prawdziwa jest nieréwnos¢ % +ky/k = 2k.
259
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Odpowiedszi

ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

P2.A1  PRZYKEAD 2. 5a°—6b*c PRZYKELAD 3. —7yz*+ 2abc

2A1.  a (x—y)+pg b. /L c. (3 +3y) d. <c2~%d)3

P2.A3  PRIYKEAD 2. x> —4x+xy— 4y

2.A2. a. xy—3x+5y—15 d —2—2x—2y+z+xz+yz
b. 3ab—12a+6b—24 e. 8ac—10ad + 2ae — 12bc + 15bd — 3be
c. ad+bd+cd—ae—be—ce f. 6x3 + 10x%y — 6xy — 10y>

2A3.  a. 4xty b. 4x*+15x—20 c. 20°—14 d. 5x° —7x* —4x— 28
e. —6y°+7y*+17y3+6y* f. —6a°+19ab—13ac g. —4x*+25xy—16y* h. a°—a

P2.A4 PRIYKLAD2. 1% PRZYKLAD 3. —5

2A4. a3 b. = c. 276 d. —72

2.A5.  a. 2abc(ac® —2bc+ 3a*b?) c. 15x2y3 2 (22— 3xy?z + 5x°y)
b. 8x(2x>+3x*—4x+5) d. 11d(11ce + 8abc — 10efg)

2A6. C 2.A7. D 2.A8. D 2.A9. B 2.A.10. C

211,  a. 4a°+12ab+9b*>  b. ¢®+8cd + 164> c. 49k* + 28kl + 4f . 100x*+100xy +25y>
e. 400t°+440tu+121u® f. 16x*>+24xb+9b>  g. 25a*>+60al+ 36/  h. 225¢% + 60cu + 4u?
i. 90°+ 48ay + 64y2

2.1.2.  a. 36¢°—12¢ch + b? b. 40> —12ad+9d*>  c. 64x> — 48xI+ 9/ . 1210°—88ay-+16y°
e. 25t2—120tu+144u> f. 16x>—104xb+169b* g. 4x*> —40xy +100y* h. 169c> — 52cb + 4b>
i. 90° — 42ay + 49y>

213.  a. 4¢®>—25b° b. ¢ —36d° c. 81x> — 4/ . 100t — 9y?
e. 225x> — 64u? f. 16k> —9b? g. 9a* — 100y? . 196¢% — 400b2
i. 2560% — 289/

P2.1.7 PRZYKEAD 4. 5041  PRZYKLAD 6. 1596  PRZYKLAD 8. 4761
PRZYKLAD 5. 784 PRZYKLAD 7. 2809  PRZYKLAD 9. 8099

21.4.  a. 25x%y*+10xy+1  b. a*x*+6a°x+9 c. %04—202+9 d. 5x*+2,/10x+2
e. 45—9—)(2 f. k®—ar? g. a*b*c* — 2abcef + e*f* . zzylo_%
i. %xz - @x +% j. 2— 30" k. x%0+2x%5 + x1° I. 1—0,02p3+0,0001p°

2.1.5. a. 20x° +4x+13 c. 470*>—32ab—10b* e. 3y*+6 . —2a*+41c% — 8ac

b. 16x*+ 10x+ 50

d. 2¢° +10a—52

f. 103¢°> — 300+ 71

. 100 000 000 — x*
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216.  a. (2x+y)(2x—vy) f. (0,2a+1,3y*)(0,2a — 1,3y*)
_ 12 ,, 1 12 » 1 3
b. (3a+5b)(3a —5b) e (1307 +3¢) (130"~ 3¢)
c. (9+4p?)(9—4p?) h. (0,2 +0,05b*)(0,2a° — 0,05b%)
d. (10c+11k*)(10c — 11k°) i. (446 +5x)(44/6 —/5x)
1 .3 \y1._ 3
e (gx+3y)(3x=Fv)
21.7.  a. (2x+3y) c. (9k+ 217 e. (10x+1) . <%a+1)2
b. (50— 4b) d. (4x—1) f (40> —5) h. (0,6x — 10
218. a.9+4,/6 b. 112—30/3 c. 70—28./6 d. —10
P2.1.9 PRIYKLAD 3. 3+6ﬁ PRZYKLAD 4. %
219. @ e. 4/15 —4,/14
b.2—3 ; /10 + /14 — /15 — /21
. =2
c. /15+2,/3 g. /30 +3/2
d. w h. V13 -1
2.1.10. a.10,/5-9 b. 47—-6y2 c. 10+8,7 d. 74,/2 — 103
e. % f. 3/3
8 28_ 82_ (28_1)(%)
2111, 4-1_ (-1 () -1 Y S
2841 2841 28+1 2241 Zml=25eC
2 2 _ 4 .
2112, 19715075899 _ (1974 89193§15974 899) _ 10752873 _ 5873 € C
21.13 f+f+f V6 _ (VT+V6)VT+VE)+(VT-V6)VT—V6) _
V71—V  J1+/6 (V7 —-vV6)V7+V6)

(VT HVEP (/T V) T+2/42+6+7-2/42+6 _
- 7-6 - 1 —26ccC

1,1 .1 .1
2L 1+/3 B+ 5HVT VTS

1 Vi-v/3 . 1 V3-J/5 . 1 V5VT 1 J7-v9 _
VT3 V1=3 T35 3=5 54 T =T JT+Y9 JT—J9
_V1-V/3 V3-V5 V57 V71-V9 _V1-v3  /3-/5 ﬁ ﬁ+ﬁ J/9
1-3 3-5 5—7 7—9 =2 =2 =2
:1—ﬁ+£—£+%§—ﬁ+ﬁ—3:1—3zlec
=2 =2
2.1.15. B 2.1.16. C 2.1.17. B 2.1.18. D 2.1.19. B
2120. D 2.1.21. A 2.1.22. D 2.1.23. D 2.1.24. D

2B.1.  A4+4%+43+4%+ . +47+480=4(1+4)+43(1+4)+ ... +47°(1+4)=
=(1+4)(4+4>+ ... +47°)=5-4(1+4>+ .. +47®) =20k Wyrazenie jest podzielne przez 20.
kecC
2B2. 4""243.5""1 g =4".424+3.5". 51 —4"=16-4"+15-5"—4" =
=15-4"+15-5"=15-(4"+5") =15k Liczba jest wielokrotnoscia 15.
kecC
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Odpowiedszi

2B3. 7+7+7P+7+7+ 7%+ + 78+ 70470 =
=7-1+7+79)+7* (A +7+7)+ ... +7°8- 1 +7+7)=(1+7+7%) - (7+7*+ ... +7%) =
=57 ~(7 +7%+...+7°®)=57 k Suma jest podzielna przez 57.
kecC
2B.4. ABC+CAB+BCA=100A+108+C+100C+10A+B+1008+10C+A=111A+111B+111C=
=111-(A+B+C)=111-k  Liczba jest podzielna przez 111.
[ ——
kecC
2B5 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16-17-18-19-20 =
=2-3.4.5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-3-5-16-17-18-19-20 =
=2-5-10-5-20-3-4-6-7-8-9-11-12-13-14-3-16-17-18 -19=
10 000
=10000-3-4:6-7-8-9-11-12-13-14-3-16-17-18-19 = 10000 k lloczyn jest podzielny
kec przez 10 000

2.B.6. a. (nt4Y+(3n—4)(3n+4)+2n=n*+8n+16+9n>—16+2n=10n*+10n=10(n>*+n)=10-k
Wyrazenie jest podzielne przez 10. kec

b.* (n+4Y+(3n—4)(3n+4)+2n=n*+8n+16+9n*—16+2n=10n*+10n=10n(n+1)

Wyrazenie n(n+ 1) jest iloczynem dwéch kolejnych liczb naturalnych, ktéry jest na pewno
podzielny przez 2, poniewaz jeden z czynnikow tego iloczynu jest liczbg parzystg. Zatem:
10n(n+1)= 20" k, wiec wyrazenie jest podzielne przez 20.

e —_—
2k, k € C

2.B.7. 332-232=(316_)16)(316 4 »16)—(38 _28)(38 4 28)(3164-216)=(3%—24)(34+2%)(38 +28)(316 +216)=
=(32-22)(32+2%)(3*+2%)(38+28)(3%6+216)=13 - (32 —22)(3*+2%)(38+28)(3'6 +216)=13-k
—_— 4
13 kecC
Liczba jest podzielna przez 13.

2.B.8 (n+2P%—n*=n?>+2-2-n+2* —n*=4n+4=4-(n+1)=4 -k Wyrazenie jest podzielne przez 4.
SR —]
kecC

2
289, LI2>20F2 I3(549) 28.10. a+b>2/ab |2

(a+b)* = 4ab
a’+2ab+b*> 4ab
a’+2ab+b*—4ab>0
a®>—2ab+b*>>0

3(a®>+2)>(a+2)a+1)
30°+6>2a0°+2a+2a+2
a*—4a+4>0

(a—27%>0
(a—bY=>0
Dla kazdego a > 0 wyrazenie jest Dla kazdego @ > 0, b > 0 wyrazenie jest nieujemne,
nieujemne, wiec nieréwnosc jest wiec nieréwnosc jest prawdziwa.
prawdziwa.
k*+ 6k + 25
2.B.11. WZ 8 |[(k+3)

k®+6k+25 > 8(k+3)
k> +6k+25 > 8k + 24
K—2k+1>0
(k—1¥ >0

Dla kazdego k € R, wyrazenie jest nieujemne, wiec nierdwnosc¢ jest prawdziwa.
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2.8.12. 3"+3"7-31437.32+37.33=3"+3.3"+9.3"+27-3%=40-3"=40-3'-3" 1=120-3""1=120 -k

Liczba jest podzielna przez 120. kec

2.B.13. n — pierwsza liczba catkowita, n + 1 — druga liczba catkowita, n + 2 — trzecia liczba catkowita,
n + 3 — czwarta liczba catkowita, n + 4 — piata liczba catkowita.
n?+(n+1P2+(n+2P+(n+372+(n+4)P =n*+n*>+2n+1+n’*+4n+4+n’>+6n+9+n’*+8n+16=
=5n°+20n+30=5-(n"+4n+6)=5-k  Suma jest podzielna przez 5.
kecC

2.8.14. 7%—1=(78-1)(78+1)=(7*—-1)-(7*+1) - (78 +1)=
=(72-1)-(72+1)-(7*+1) - (73+1)=48 -50 - (7*+1) - (78+1)=
=2-24-50(7%+1)-(7+1)=100-24 - (7*+1)-(7°4+1)=100-k  Liczba jest podzielna przez 100
keC

2.8.15. 11%+117+ 118 +11°+ 110+ 11 =115(1+ 1)+ 118 (1 + 11) + 110 (1 +11) =
=12-11°+12-11%+12-11"°=12-(11°+11°+11°) = 12 -k
kecC

Liczba jest podzielna przez 12.

2.8.16. 2-8-12-18-22-28-32-38=2-23.22.3.2.32.2.11-22.7-2°.2-19=2%%.33.11.7.19=12% .k
kecC
Liczba jest podzielna przez 21°.

2.B.17. AAAA+ AAA+ AA = 1000A + 100A +10A+A+100A+10A+A+10A+A=1233A=9-137A=9 -k

Liczba jest podzielna przez 9. kec
2818 p*(p?+6)+15>6 2819, &+ 4e=x—1 |[(x+5)

p*+6p*+15—6=>0 2x(x+5)+4>(x—1)(x+5)

p*+6p*+9>0 2%+ 10x+4> 2+ 5x—x—5

(p*+37 =0 X2 +6x+9>0

(x+37%>0
Dla kazdego p € R wyrazenie Dla kazdego x € R, wyrazenie jest nieujemne,
jest nieujemne, wiec nierdwnos¢ wiec nieréwnosc jest prawdziwa.

jest prawdziwa.

+
2820. 5> |2 2.B.21.* %-ﬁ-kﬁ >k |/k
xtyz2yx |2 k+ K2 > 2Kk
2

(’2‘“) =4 K —2ky/k +k=0
x2+2xy+y2—4xy20 k(k—2/k +1)=0

— >
X —2xy+y =20 k(\/?—l)zzo
(x—yP=0
Dla kazdego x > 0iy > 0 wyrazenie Otrzymane wyrazenie jest iloczynem dodatniej liczby
jest nieujemne, wiec nieréwnosc k oraz kwadratu wyrazenia 'k — 1, ktdry jest zawsze
jest prawdziwa. nieujemny. Wynika z tego, ze wyrazenie jest zawsze

nieujemne.
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