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ROwnania i nierownosci

Jedna z bardziej znanych tamigtéwek pochodzgcych ze starozytnych Chin brzmi: ,W ogrodzie mandaryna biegaty
bazanty i kréliki. Miaty one razem 35 gtéw, a nég 94. lle tam byto bazantdw, a ile krolikow?”. Nad zadaniem glowito
sie wielu, uwazajac je za trudne i spedzajgc nad nim mndstwo czasu. Udawato sie nielicznym. | rzeczywiscie nie
jest tatwo rozwigzac to zadanie w pamieci. Okazuje sie jednak, ze korzystajgc z uktadéw réwnan czy nawet row-

nania, mozna to zadanie rozwigza¢ w minute
czy dwie. Nie trzeba przy tym by¢ wybitnym
matematykiem. Wystarczy pozna¢ proste algoryt-
my rozwigzywania réwnan badz uktadéw réwnan,
by radzi¢ sobie z duzo bardziej ztozonymi pro-
blemami niz nawet te, ktérymi kiedys zajmowali
sie tylko medrcy. Rodwnaniami jako pierwszy zajat
sie Diofantos, ktory zyt w Il n.e. w Aleksandrii.
Oczywiscie dziatania na liczbach i arytmetyka byty
znane Grekom, ktérzy jednak wczesniej tgczyli
wszystkie te obliczenia $cisle z geometria.
W gtéwnym swoim dziele, pt. ,Arytmetyka”,
Diofantos przedstawit 189 réwnan z petnymi
rozwigzaniami i wprowadzit zaczatki jezyka alge-
braicznego. Oznaczat niewiadome oddzielnymi
symbolami, jako pierwszy zastosowat znak odej-
mowania, jednak nie uzywat znakéw dodawa-

W XIV wieku grecki mnich Maksym Planudes napisat wiersz
na cze$¢ Diofantosa ,Epitafium Diofanta”. Jego tres¢ jest
hotdem zawartym w zadaniu tekstowym.

Pod tym nagrobkiem spoczywa Diofant — a dzieki przedziwnej
Sztuce zmartego i wiek zdradzi ci ten gtaz:

Chtopcem przez szostq czesc zycia pozostac Bog mu pozwolit,
Lica pokwitty mu zas, kiedy dwunasta zndw czes¢

Zycia mineta; a znowu zywota, gdy przebyt czes¢ siodmg,
Mtodg matzonke w dom dobry wprowadZzit mu Bdg,

Ktdra gdy piec lat minefo, matego powita mu synka,

Ale okrutny chciat los, Ze kiedy syn ledwie wiek

Ojca w pofowie osiggngt, ponury zabrat go Hades.

Kojgc ogromny swdj bol, szukat Diofant wsrdd liczb

Jeszcze przez cztery lata pociechy, az rozstat sie z Zyciem.

nia, mnozenia i dzielenia. Znak réwnosci, liczby i inne dziatania oznaczat skrétami stéw. Co ciekawe, Diofantos
rozwigzywat rdbwnania nieoznaczone, czyli posiadajgce nieskoriczenie wiele rozwigzan, ale nie uznawat rozwigzan
w liczbach ujemnych, uwazajac je za absurdalne. Jednak jako pierwszy grecki matematyk stawiat utamki na réwni
z liczbami catkowitymi i zapisywat je podobnie, jak zapisuje sie je dzis$, ale bez kreski utamkowej.
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ZADANIA UTRWALAJACE zadania umozliwiajgce utrwalenie zdobytych wiadomosci
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odestanie do planszy interaktywnej, ktéra jest multimedialng ilustracjg danej definicji,

FIAl zagadnienia lub zadania
* Z.1.A1 odestfanie do zadania interaktywnego
2.B.21.* zadania/podpunkty o podwyzszonym stopniu trudnosci

ZADANIA TESTOWE zadania z zakresu danego dziatu stanowigce powtorzenie i sprawdzenie wiedzy

MATURA

V)

=
>

zadania z zakresu danego dziatu, opracowane na wzér zadar maturalnych, stanowigce

— ZADANIA TESTOWE . L o
powtdrzenie i sprawdzenie wiedzy

odestanie do zadan testowych dostepnych w formie interaktywnej

Czy wiesz, ze... dodatkowe informacje i ciekawostki



Réwnania i nierdwnosci

3.1 » Sprawdzanie, czy dana liczba jest rozwigzaniem rownania
lub nieréwnosci

DEFINICJA

Liczba x, jest rozwigzaniem réwnania lub nieréwnosci, jesli wstawiajac ja w miejsce niewiadomej, otrzymamy
zdanie prawdziwe.

Wszystkie liczby, ktore sg rozwigzaniem okreslonego rdwnania (lub nieréwnosci), tworzg zbidér rozwigzan réwna-
nia (lub nieréwnosci).

» Sprawdzanie, czy dana liczba jest rozwigzaniem rownania 2 P.3.1.1

PRZYKLAD 1

Sprawdz, czy liczba 2 jest rozwigzaniem réwnania 4x* —3x+2 = x+10.

?

Aby sprawdzié, czy liczba 2 jest rozwigzaniem row- 4-22-3.242=2+10
nania, nalezy wstawi¢ jg w miejsce niewiadomej x ’
i zobaczy¢, czy lewa strona rowna jest prawej stronie 4-4-6+2 : 2+10
réwnania. 16—6+2 =12
?
12 =12
L="P

Liczba 2 jest rozwigzaniem réwnania.

PRZYKLAD 2

Sprawdz, czy liczba —3 jest rozwigzaniem réwnania x> — 4x = x> — 9.

?
Aby sprawdzi¢, czy liczba —3 jest rozwigzaniem réw- (—=32—4-(—-3)=(-3Y%—-9
nania, nalezy wstawi¢ ja w miejsce niewiadomej x ?
i zobaczy¢, czy lewa strona réwna jest prawej stronie —27+12 _? 9-9
rownania. —15=0

L#P

Liczba — 3 nie jest rozwigzaniem rdwnania.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 3. Sprawdz, czy liczba 4 jest rozwigzaniem réwnania X—g 2 - 3X4_ 4 .

PRZYKLAD 4. Sprawdz, czy liczba —6 jest rozwigzaniem réwnania %x - % = %x + %

w
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ZADANIE UTRWALAJACE

3.1.1. Uzupetnij tabele wedtug wzoru.

Czy liczba spetnia rownanie?

Réwnanie

X*—25=0
x(x+1)(x—=2)=0
xX*—5x+6=0
X —7x*+10x=0
X—27=0

X‘55 .

» Sprawdzanie, czy dana liczba jest rozwigzaniem nierdwnosci Z P.3.1.2

PRZYKLAD 1

Sprawdz, czy liczba 2 jest rozwigzaniem nieréwnosci x> + 8x > — 6x* + 1.

?
Aby sprawdzié, czy liczba 2 jest rozwigzaniem nieréw- 22+8-2>-6-22+1
nosci, nalezy wstawi¢ jg w miejsce niewiadomej x ?
i zobaczyé, czy nierdwnosé jest prawdziwa. 8+16>—-6-4+1
?
24 > —24+1
?
24 > —23

Nierdwnos¢ jest prawdziwa, wiec liczba 2
jest rozwigzaniem nieréwnosci.

PRZYKLAD 2

Sprawdz, czy liczba —1 jest rozwigzaniem nieréwnosci 8(x +2) < x*> — 5.

?
Aby sprawdzié, czy liczba —1 jest rozwigzaniem nie- 8(—1+2)<(—-1Y-5
réwnosci, nalezy wstawic jg w miejsce niewiadomej x ?
i zobaczy¢, czy nierdwnos¢ jest prawdziwa. 8-1=1-5
?
8<—14

Nieréwnos¢ nie jest prawdziwa, wiec liczba —1
nie jest rozwigzaniem nieréwnosci.

N



Funkcje

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 3.  Sprawdz, czy liczba —4 jest rozwigzaniem nieréwnosci X;S > 2X4_ 3 —X.
—1)(x+1 2_
PRZYKEAD 4.  Sprawdz, czy liczba 10 jest rozwigzaniem nieréwnosci (x >5(X ) <X 3 > .

LADANIE UTRWALAJACE

3.1.2. Uzupetnij tabele wedtug wzoru.

Czy liczba spetnia nierébwnosc?

Nierownosc¢

x> >5

x*—5x<6
X X X
7+g+z< 10

(x+2)(x—1)>x—y2

2
~~ 3.1.3. Rozwigzaniem réwnania x* + 5x — 3 = 11 jest liczba:

e A. 11 B.1 C. —2 D. 2

3.1.4. Liczba 4 jest rozwigzaniem réwnania 2x + a = 6. Wtedy:

A.a=2 B.a=1 Ca=—-2 D.a=4
b
C e . AL, e -5 _XT1 : .
3.1.5. Dany jest zbiér A ={—2;0;1;2; 3; 4} oraz nierdwnos¢ ) < 3 - Liczb nalezgcych do zbioru A
spetniajgcych nierdwnosc jest:
A.2 B.3 C.4 D. 6
m . 4, oSl > A3 ;
:’oo,w“““"’“ 3.1.6. Liczbg spetniajgcg nieréwnosé x° — 4x < 0 jest:
A. 2 B.1 C.3 D. 10
3.1.7. Liczba 32 — 22 jest rozwigzaniem réwnania:
288 X/L1S) EJ My X2
e Ax B.¥=2 C¥-25=0 p. X372 =5

8 o
A R

f‘ 3, (3‘,,“, Obii ¥’

I razy i ile jest i

| %Zdou,d,,,-“w.’?fanamnm g
/ L 200722 dokladniq ycr’ W ZaPisie ktgryep ¥
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3.A » Rownania liniowe z jedng niewiadomg

DEFINICJA PRZYKLADY

Réwnaniem liniowym z jedng niewiadoma nazy-  2x— 3 = 0, gdzie parametr a = 2, parametr b = — 3.
wamy réwnanie postaci: ax + b = 0. Litery a i b to
parametry (wspotczynniki liczbowe), natomiast lite-
ra x oznacza zmienng. Poniewaz tylko jedna litera
oznacza zmienng, dlatego jest to rownanie z jedng
niewiadoma. Ponadto zmienna ta wystepuje w pier-
wszej potedze (czyli x = x*) — stad méwimy, ze jest
to réwnanie pierwszego stopnia lub réwnanie liniowe.

—6x+1=0,gdziea=—6,b=1.

ﬁx+%=0,gdziea=ﬁ,b=%.

Réwnanie z niewiadomg x postaci ax + b = 0, gdzie b € R nazywamy:
» réwnaniem pierwszego stopnia, gdy a # 0.
» réwnaniem liniowym, gdy a € R.

Réwnania pierwszego stopnia zaliczamy do réwnan liniowych.

» Dziatania na rdwnaniach 2 P.3.A.1

TWIERDZENIA

W celu rozwigzania (czyli znalezienia wszystkich pierwiastkdw) réwnania postugujemy sie nastepujgcymi twier-
dzeniami:

1° Do obu stron réwnania mozna dodac te sama liczbe.

2° Od obu stron réwnania mozna odjac¢ te sama liczbe.

3° Obie strony réwnania mozna pomnozy¢ przez te sama liczbe rézng od zera.
4° Obie strony réwnania mozna podzieli¢ przez te samga liczbe rézna od zera.

Powyzsze twierdzenia nie zmieniajg zbioru rozwigzan okreslonego réwnania. Po ich zastosowaniu otrzymujemy
réwnania réwnowazne, czyli posiadajgce ten sam zbidr rozwigzan.

PRZYKLAD 1

Rozwigz réwnanie 4x —3 = 0.

1° Do obu stron réwnania dodajemy liczbe 3. 4x—3=0 |[+3
4x—3+3=0+3
4x =3
2° Obie strony réwnania dzielimy przez 4. 4x=3 |:4
Ax _ 3
A T4
-3
X~

)]



Réwnania i nierdwnosci

PRZYKLAD 2

Rozwigz rownanie %x +2=0.

1° Od obu stron rownania odejmujemy liczbe 2. tXx+2=0 -2

%x =—2
2° Obie strony réwnania mnozymy przez 5. %x =—2 |5
3. % Xx=5(—2)
x=—10
» Rodzaje rownan liniowych f P.3.A.2

Rownania oznaczone

PRZYKLAD 1

Rozwiaz réwnanie 3(5x +2) = 3(x+ 1)+ 4.
1° Wykonujemy mnozenie. 3(5x+2)=3(x+1)+4
15x+6=3x+3+4

2° Przenosimy niewiadome na lewg strone rdwnania, 15x—3x=3+4—6
a wiadome na prawa strone rownania, pamietajgc 12x=1 |:12
0 zmianie znakéw na przeciwne.

3° Obie strony réwnania dzielimy przez 12. X= %

Réwnanie oznaczone — jedno rozwigzanie.

Rownania nieoznaczone

PRZYKLAD 2

Rozwigz réwnanie 2(3x + 1) = 6(x+ %)
o . _ B 1
1° Wykonujemy mnozenie. 2(3x+1)= 6(x + ?)
6x+2=6x+2
2° Przenosimy niewiadome na lewg strone rdwnania, bx—6x=2—2
a wiadome na prawa strone réwnania, pamigtajac 0=0 réwnos¢ prawdziwa

0 zmianie znakéw na przeciwne.

Réwnanie nieoznaczone — nieskoriczenie wiele
rozwigzan.

~N
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Réwnania sprzeczne

PRZYKLAD 3

Rozwigz réwnanie 3(4x —3) = 6(2x + 1).

1° Wykonujemy mnozenie. 3(4x—3)=6(2x+1)
12x—9=12x+6
2° Przenosimy niewiadome na lewa strone réwnania, 12x—12x=6+9

a wiadome na prawa strone réwnania, pamietajac 0=15 réwnoéé fatszywa
0 zmianie znakéw na przeciwne.

Réwnanie sprzeczne — brak rozwigzan.

ZADANIA UTRWALAJACE

3.A.1. Rozwigz réwnanie:

a. 2(x+3)=5x—1 L x+2 _5x—1
A 3
b. 4(x—1)—(x+2)=6(2x—3)—4x d. 4—32X:5x7—1
3.A.2. Rozwigz réwnanie: 73.A.2

a. Bx—4)x+1=3x+1)(x—3)

(x—3)(xt5) x2 x(x+6)
b, 2 = 2T

2 6

1 1 1_ (. 7\.2
¢ x—5+ox—3+3x—7=6(x—55)+3

3.A.3. Rozwigz réwnanie:

a. (x—1)(x+2)=(x—3)(x+4) d. 3(x+3P%+(x—57=(2x—3)*+3

b. (2x— 1)(4x+2) = (x+1)(8x—3) o, X 3)x*3) _xx24) £

e (x=1)(x+1)=(x+2P+2x . (2x—1)5(5x+2) _ (4x—11)(()5x+3)
3.A.4. Rozwiaz réwnanie:

a. 5x—10=,5x+15 ¢ V/3x+6=3x+9

b. 2(x+/2)=4+,2x d. 4+x(/2+2)=8—4x

0o



Réwnania i nierdwnosci

» Zadania tekstowe z wykorzystaniem réwnan liniowych

ETAPY ROZWIAZYWANIA ZADANIA TEKSTOWEGO

1° Analiza zadania—okreslenie niewiadomych i zaleznosci wynikajgcych

z tresci zadania.
2° Utozenie rdwnania.

3° Rozwigzanie réwnania.

4° Ewentualne pozostate obliczenia i sprawdzenie otrzymanego roz-
wigzania, szczegdlnie w przypadku, gdy otrzymujemy wiele rozwigzan.

5° Sformutowanie odpowiedzi.

1° Okreslamy niewiadome i zaleznosci wynikajgce
z tresci zadania.

2° Uktadamy réwnanie.
3° Rozwigzujemy rownanie liniowe.

3.1° Obie strony réwnania mnozymy przez 2.

3.2° Obie strony réwnania dzielimy przez 5.
4° Obliczamy wartosc¢ drugie;j liczby.

5° Formutujemy odpowiedz.

PRZYKLAD 1 i r3as

Suma dwdch liczb wynosi 150. Znajdz te liczby, wiedzac, ze jedna liczba jest o 50% wieksza od drugie;.

x — lliczba
X+ 50%x = 150%x = 1,5x — Il liczba

x+1,5x =150

x+1,5x=150 |-2

2x+ 3x = 300
5x=300 |:5
X =60

1,5x = 1,560 = 90

Szukane liczby to 60 i 90.

PRZYKLAD 2 kd r3na

Turysta w ciggu trzech dni wedrowki pokonat trase o dtugosci 56 km. Drugiego dnia przeszedt dwa razy dtuzszg
trase niz pierwszego dnia, a trzeciego dnia przeszedt o 4 km mniej niz drugiego dnia. Oblicz, ile kilometréw

pokonat ten turysta kazdego dnia.

1° Okreslamy niewiadome i zaleznosci wynikajgce
z tresci zadania.

2° Uktadamy réwnanie.

3° Rozwigzujemy rownanie liniowe.

3.1° Wiadome przenosimy na prawg strone réwnania,
pamietajgc o zmianie znakdéw na przeciwne.

3.2° Obie strony réwnania dzielimy przez 5.

x — liczba kilometréw pokonanych | dnia
2x — liczba kilometréw pokonanych Il dnia
2x — 4 — liczba kilometrow pokonanych Il dnia

X+2x+2x—4 =56

X+2x+2x=56+4
5x=60 |:5
x=12
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4° Obliczamy liczbe kilometréw pokonanych drugiego 2x=2-12=24
i trzeciego dnia. Ix—A4=2-12—4=24—4 =20

5° Formutujemy odpowiedz. Turysta pierwszego dnia pokonat 12 km, drugiego 24
km, a trzeciego 20 km.

ZADANIA UTRWALAJACE

3.A.5. W klasie IA pofowa ucznidw otrzymata ze sprawdzianu czwérki, czwarta cze$¢ ucznidw — trojki, si6dma
czes¢ uczniow — pigtki, a trzy osoby otrzymaty széstki. Oblicz, ilu ucznidw liczy ta klasa.

3.A.6. Stosunek katéw w czworokgcie wynosi 1 : 2 : 3 : 4. Oblicz miary katéw
tego czworokata.

3.A.7. Obwdd prostokata wynosi 78. Oblicz dtugosci bokéw tego prostokata,
wiedzac, ze jeden bok jest o 15 dtuzszy od drugiego.

3.A.8. Réznica kwadratéw dwadch liczb réznigcych sie o 5 wynosi 55. Znajdz te licz-
by.

3.A.9. Trzecia czes¢ potowy pewnej liczby jest wieksza od potowy siédmej czesci
tej liczby o 8. Znajdz te liczbe.

3.A.10. Miasta A i B lezg na réznej wysokosci. Autobus, jadac z miasta A do B
pod goére, pokonuje te trase ze Srednig predkoscig 30 k

", a gdy jedzie z miasta
B do A z gory, jego Srednia predkos¢ wynosi 45 kTm Czas przejazdu autobusu
z miasta A do B i z powrotem wynosi dwie godziny. Oblicz odlegtos¢ miedzy mia-
stami Ai B.

10



Réwnania i nierdwnosci

ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. T.3.A

X, x

3.A.11. Rozwigzaniem réwnania %-l‘ 3 T2 = 13 jestliczba:

A. 12 B. 3 C.4 D. 6

3.A.12. Suma trzech liczb wynosi 76. Druga liczba jest trzy razy wieksza od pierwszej, a trzecia liczba jest 0 6
wieksza od pierwszej liczby. Najwieksza z liczb jest wiec réwna:

A. 14 B. 42 C. 20 D. 26

3.A.13. Rozwigzaniem réwnania 2 /2 x — /8 = 2.,/8 x— 4./2 jest liczba:

A. pierwsza, B. parzysta, C. niewymierna, D. dodatnia.

(x—2)(x+2) _
——>— =

2
3.A.14. Rozwigzaniem réwnania x(x—1)— XT jest liczba:

A 3 B. —2 C.2 D.1

3.A.15. Réwnanie 5(x — 3) = 2x + 3(x — 1) jest rwnaniem:

A. nieoznaczonym, B. oznaczonym, C. sprzecznym, D. tozsamosciowym.
3.A.16. Rozwigzaniem réwnania X;—S = X;3 =+ 1 jest liczba:
A. pierwsza, B. parzysta, C. nieparzysta, D. podzielna przez 4.

3.A.17. Rozwiazaniem réwnania x(x +2)— 6x+4 = x* —2(x — 1) jest:

A —1 B. 2 C.1 D. -2

3.A.18. Rozwigzanie réwnania x(x +3) — 56 = x(x — 5) nalezy do przedziatu:
A. (—o0;3) B. (10; ) C. (-5—-1) D. (2; %)
3.A.19. Rozwigzaniem réwnania x(x —3) = 2(x+ 1) — 4 + x* jest liczba:
2 2 1
A. -5 B. 3 C. 2,5 D. —2?
3.A.20. Stosunek dtugosci bokow prostokgta wynosi 3 @ 5, a jego obwdd jest rdwny 112. Krétszy bok tego

prostokgta ma dtugosé:

A. 42 B. 21 C.70 D. 35
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3.2p»

Interpretacja geometryczna uktadu rownan pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi

DEFINICJA

Uktadem réwnan stopnia pierwszego z dwiema niewiadomymi nazywamy nastepujacy uktad:
{alx +by=c¢

_ ,gdziea?+b? > 0ia3+ b2 > 0 (cooznacza, ze w zadnym z réwnari nie moga jednoczesnie
a,x+b,y=c,

znikngé zmienne x i y).

a,, 05, by, by, ¢;, ¢, — parametry (wspétczynniki liczbowe), czyli dowolne liczby rzeczywiste

X, y —zmienne

» Rodzaje uktaddw rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi Z P.3.2.1

Wykresem kazdego réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi jest prosta.
W zaleznosci od potozenia dwéch prostych w ukfadzie wspdtrzednych mozna wyrdznié 3 rodzaje uktaddw réwnan.

ILUSTRACJA LICZBA
GRAFICZNA ROZWIAZAN | PREVKEAD ANIOHIES
eA y y % Jedno X+y=5 Proste przecinajg sie
N x 3 rozwigzanie Mx—y=— 1 w punkcie (2; 3)
o X i < —X /- P T
2 (2,3) =4 |:2
; Uktad Rozwigzanie:
» OZNACZON —
—6—5—4—3—2—1001 2 3 4 B\G6Bx 4 X=2
-1 y = 3
-2
-3
Ay Nieskonczenie x+2y=6 |(—2)  Prostemaja
5 wiele 2x+4y =12 nieskorficzenie wiele
N rozwigzan punktéw wspol-
Soad, {_ZX —4y=-12 nych. Kazdy punkt
2 L 2x+4y =12 znajdujacy sie na
(1) - 0=0 prostej spetnia uktad
6 5 -4-3-2-1 101 2 3 4 5 6 < A
-1 Uktad Rownos¢ prawdziwa. rownan.
z nieoznaczony Istnieje nieskofczenie
i wiele rozwigzan.
\GA y Brak L)X +y=6 Proste nie majg
5 ) rozwigzan —x—y=1 punktéw wspdlnych,
4 N 0=7 wiec ukfad nie ma
‘NN 2 rozwigzania.
s 2 Uktad RAwNo$¢ fatszywa.
{ (1) . sprzeczny Brak rozwigzania.
6 5 4 -3 -2 ﬁ}o 12 3 4 5 &
-2
-3
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Réwnania i nierdwnosci

ZADANIA UTRWALAJACE

3.2.1. Rozwiaz graficznie ukfad rownan: 1.3.2.1
y=x+1 y=—x+1 y=2x+3
. C. e.
y=3x+3 y=x+5 y=2x—1
= 2x =x+2 =3x—2
b. Y d. Y f. Y

3.2.2. Rozwigz graficznie uktad rownan:

a xty=6 b 4x—y=20 c —x+y=-—1
2x—y=—3 xX+2y=9 2x—3y =1
3.2.3. Oblicz, dla jakiego parametru a uktad réwnan y=ax+3 ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
—y+2x=—3
. L. , |2y =3x—4.
3.2.4. Oblicz, dla jakiego parametru k uktad réwnan jest sprzeczny.
kx+2=y

Istnieje wiele innych metod rozwigzywania ukfadéw réwnan. Jedng z ciekawych
metod jest metoda wyznacznikow.

Dany jest uktad réwnari ] X T 0Y = € sqzie a2+ b2 > 0id? + €2 > 0.
dx+ey=f

Liczbe W = ’ Z 2 ’ = ge — db nazywamy wyznacznikiem gfownym ukfadu.

W,

W
Jesli W #£ O,tox=WX,y=Wy,gdzieWX=’ ]Cc 2 ‘=ce—fb,Wy=’ Z ]Cc =af —dc.
PRZYKLAD d r323

4x+3y =4
5x—7y=—38

Rozwigz uktad réwnan { metodg wyznacznikdw.

Obliczamy wyznaczniki. W:‘ s 3 ‘:4~(—7)—5-3 ——28—-15=—43
WX:‘_;Q 3 ‘=4~(—7)—(—38)-3=—28+114=86
Wy=‘§_;8 ’=4-(—38)—5‘4=—152—20=—172

xX=—2

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb {
y=4

13
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MATURA

1. (pkt) Rozwiaz nieréwnosé | 2x +3 |+ | x— 4| < 7 - . P
. MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposrdéd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.
3 kL i
y=2x—1 ez Ownoramien
3.2.5. Uktad réwnan : et e gt
D | M e
o
=) \ A. ma jedno rozwigzanie, C. nie ma rozwigzan,
E B. ma nieskonczenie wiele rozwigzan, D. ma dwa rozwigzania.
= e
'%\ ri'ﬁ.f?é‘d",f: b naturalnych siedm
% : . . 2 cJy=x+1 ; . 32y cyfra O oraz dok
“n 3.2.6. Rozwigzanie graficzne uktadu réwnan przedstawiono na rysunku: T
| y=2x—1
A. B. C. D.

MATURA
S &

o =/N w A~ O

01 2 3 4 5x -4 3 -2 -1
-1

Iy

-2
-3

o
S

MATURA

4

3.2.7. Na rysunku przedstawiono graficznie rozwigzanie uktadu réwnan.

/ y Ay

5
< 4
oz 3
S ke 2
[ 1
/< 7574737271001 2345=x
-1
= ,
-4
5% é » Uktad ten ma postac:
:’;‘?\)g:‘v; : = = — = = —_
. A {y g1 B. ][y X C. {y xgr 1 D. {y et
g y=x+3 y=x—3 y=—x+3 y=—x—3

3.2.8. Danesgproste k : y=2x—3il : y=—x+ 27. Proste te przecinajg sie w punkcie o wspdtrzednych:

o
— L A. (10;17) B. (—10;17) C. (10;— 27) D. (10;27)
po(ﬁ“ ==t

A

3.2.9. Ukfad réwnari Y — ax+b bedzie sprzeczny dla:
y=—x1+3

A.a=1ib=1 B.a=—1ib=3 Ca=1lib=-1

MATURA  MATURA



Réwnania i nierdwnosci

3.3 » Nierbwnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadomqg

DEFINICJA

Nieréwnoscig liniowg z jedng niewiadomg nazywamy jedng z nieréwnosci: ax+b <0, ax+b > 0,
ax+b = 0,ax+ b = 0.Litery a i b to parametry (wspotczynniki liczoowe), natomiast litera x oznacza zmienna.
Poniewaz tylkojedna litera oznacza zmienng, dlatego s3 to nierdwnosci z jedng niewiadoma. Ponadto zmienna
ta wystepuje w pierwszej potedze (czyli x = x*) — stad méwimy, ze sg to nieréwnosci pierwszego stopnia lub
nieréwnosci liniowe.

» nieréwnoéci < i > nazywamy nieréwnoéciami X~ 4 <0
ostrymi (silnymi). —6x+1>5
» nieréwnosci =< i = nazywamy nieréwnosciami ﬁx—% <3
nieostrymi (stabymi). 1
2x—5 = 7

Rozwigzac nieréwnos¢ oznacza znalez¢ zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, ktére spetniajg nieréwnosé, lub
stwierdzi¢, ze takie liczby nie istnieja.

Zbidr wszystkich liczb spetniajgcych nieréwnos¢ nazywamy zbiorem rozwigzan nieréwnosci.

Dwie nieréwnosci nazywamy réwnowaznymi, jesli majg one takie same zbiory rozwigzan.

» Dziatania na nierdwnosciach A P.3.3.1

TWIERDZENIA

W celu rozwigzania nieréwnosci postugujemy sie nastepujgcymi twierdzeniami:
1° Do obu stron nieréwnos$ci mozna dodac te samg liczbe.
2° Od obu stron nieréwnosci mozna odjac te sama liczbe.

3° Obie strony nieréwnosci mozna pomnozyc przez te samg liczbe rézng od zera,
ale jesli liczba jest ujemna, nalezy zmienic znak nieréwnosci na przeciwny.

4° Obie strony nieréwnosci mozna podzielic¢ przez te sama liczbe rézng od zera,
ale jesli liczba jest ujemna, nalezy zmienic¢ znak nierdwnosci na przeciwny.

Powyzsze twierdzenia nie zmieniajg zbioru rozwigzan okreslonej nieréwnosci. Po ich zastosowaniu otrzymujemy
nierdwnosci réwnowazne, czyli posiadajgce, ten sam zbidr rozwigzan.

15
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PRZYKLAD 1
Rozwigz nieréwnosé 10x —3 = 17.

1° Do obu stron nieréwnosci dodajemy liczbe 3.

2° Obie strony nieréwnosci dzielimy przez 10.

3° Zaznaczamy zbidr rozwigzan na osi liczbowej.

PRZYKLAD 2

10x—3>17 |+3

10x—3+3=>17+3

10x>20 |: 10
1 2
10x 20
10 =10
1 1

xX=2

X

N @

Nieréwnos¢ jest spetniona dla x € (2; o).

‘

Rozwigz nieréwnosé —5xt45 < 0.

1° Od obu stron nieréwnosci odejmujemy liczbe 45.

2° Obie strony nieréwnosci mnozymy przez —5,
zmieniajgc znak nieréwnosci na przeciwny.

3° Zaznaczamy zbidr rozwigzan na osi liczbowe;j.

» Rodzaje nierdwnosci liniowych

PRZYKLAD 1

—%x+45<0 |- 45
—%x+45—45 < 0-45
1 _ | (—

—5/-(—%)() >—5.(~45)
x > 225

L 4

225

Nieréwno$¢ jest spetniona dla x € (225; ).

P.3.3.2

Rozwigz réwnanie 3(5x —2) > 2(x+1)+5.
1° Wykonujemy mnozenie.
2° Przenosimy niewiadome na lewg strone nie-

réwnosci, a wiadome na prawg strone nieréwnosci,
pamietajgc o zmianie znakdéw na przeciwne.

3° Obie strony réwnania dzielimy przez 13.

3(5x—2)>2(x+1)+5
15x—6 > 2x+2+5
15x—2x > 2+5+6
13x > 13 |: 13

x>1



Réwnania i nierdwnosci

4° Zaznaczamy zbidr rozwigzan na osi liczbowej. i S

2%

1

Rozwigzaniem nieréwnosci jest przedziat x € (1; ).

PRZYKLAD 2

Rozwigz nierdwnosé 5(4x +2) < 20<x + %)

1° Wykonujemy mnozenie. 5(4x+2) < 20(x+%>
20x+10 < 20x+5

2° Przenosimy niewiadome na lewa strone nie- 20x —20x <5—10

réwnosci, a wiadome na prawg strone nieréwnosci, 0<-5

pamietajgc o zmianie znakdéw na przeciwne.

Nierdwnos¢ fatszywa — brak rozwigzan, czyli x € @.

PRZYKtAD 3

Rozwigz nieréwno$¢ 3(4x+7) > 6(2x—1).

1° Wykonujemy mnozenie. 3(4x+7)>6(2x—1)
12x+21 > 12x—6

2° Przenosimy niewiadome na lewg strone nie- 12x—12x >—6—21

réwnosci, a wiadome na prawg strone nieréwnosci, 0>—27

pamietajgc o zmianie znakdéw na przeciwne.

Nierdwnos¢ prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywis-
tych, czyli x € R.

» Obliczanie najmniejszej lub najwiekszej liczby spetniajgcej nierdwnosc P.3.3.3

PRZYKLAD 1

Oblicz najwiekszg liczbe catkowitg spetniajgca nierdwnosé % r Sefx < % +1.

+

0[N
IA

1° Mnozymy obie strony nieréwnosci przez 24. % +1 |24
2

5x
6
37 4 5x X
2/4~§+2/4"6fﬁ24'ﬁ+24
1 1 1
21+20x < 2x+24

2° Przenosimy niewiadome na lewg strone 20 —2x <24—21
nieréwnosci, a wiadome na prawa strone nieréwnosci,
pamietajgc o zmianie znakdéw na przeciwne.
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3° Redukujemy wyrazy podobne i wyznaczamy x. 18x<3 |:18
3
x < ﬁ
1
P g
4° Zaznaczamy zbidr rozwigzan na osi liczbowej. | X
o !
6

5° Odczytujemy najwiekszg liczbe catkowitg nalezgca Najwiekszg liczbg catkowitg spetniajgca nieréwnosé
do zbioru rozwigzan nieréwnosci. jestO.

ZADANIA UTRWALAJACE

3.3.1. Rozwigz nieréwnos¢:

a. 10x—12 < 2x+8 e. X

b. 6(2x—1) < 21+ 3x g AL X o X
. 2(x+3)—(x—1)>302—-x)+x—7 X‘£5 Z6x;—5+x

— —3— — 2x—3 |, 1 _x+4
d.3(2x—3)<2x—3—4(1—x) h 23 e < X7t

3.3.2. Rozwigz nierownos¢:

(x—1)(x+1) > (x+37—4x

Q

(=2

.6(x2—5)+x < (2x—1)(3x+2)

. (x+ 1)2(x—3) > (3x-|6-2)x —%x

xX+t2)(x—2 x(4x—3
O 2)xm2)  a3)

. (xJ;3)2 - (2x+32)(()2x—3)

Q.

3
10

+

ax—17 _ (2x+17%  (2x—1)(2x+1
3.3.3. Znajdz najwieksza liczbe catkowitg spetniajgcg nieréwnos¢ ( X8 ) 2( X3 ) +( X )6< X ).

x+3¢ _ (2x+6)(2x—6
3.3.4. Znajdz najmniejsza liczbe catkowitg spetniajacg nieréwnosc ( 5 ) > ( 2>é )

3.3.5. Rozwigz nieréwnos¢:

a. /2x—8> 4 c. /5x+10<15—5x
b. /3x+2,/3 >6 d2/2x—6=>2x—2/2

18



L

1. (4pkt) ROZwiaE nierownOe |2+ 3+ x—a| < 7— .

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

o,

% A1 B.2 C. —3

3.3.7. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 5x(x — 1) — 8x < (x — 3)(5x + 2) jest przedziat:

A xeg B. x € (—6;) C.xER

X%2 %, 1 1 2 7.
3.3.8. Nieréwnosé x—7+ 2x—§ 2= 3<x—§>+€.

A. nie ma rozwigzan,

B. ma jedno rozwigzanie,

3.3.9. Najmniejsza liczbg catkowitg spetniajgca nieréwnosé % > % < %x jest:
€1

A.0 B.1

3.3.10. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci 2 gx i ZXZJ < % jest przedziat:

A (5i) 8. (~oi =) ¢ (~oig)

E

& A.3 B. 2 c.—2
-
3.3.12. Przedziat (—oo; 2) jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci:
ASS < 2% B. X“2“2 S5 C-§<XZZ
f’;ﬁiﬁx":\\‘ﬁg&& 3.3.13. Liczba —5 nie spetnia nieréwnosci:
W A X2 <3 B. (x+5/ <1 c 22>

3.3.14. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci % ah % + % < 13 jest przedziat:

A. x € (13; ) B. x € (156; 00) C. x € (—o0;12)

3.3.15. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci /5 x + x < 4 jest przedziat:

A. x € (—o0;/5)

B. x € (/5 —1;00)

8)=0,4 Wyia 3. (3pky ;
o 3 # t) Obl; .
Preeciune do i "’%vfrazd‘f',d;';;;mm,‘,n,,,

d""’?lvwfvao o

\3.3.6. Do zbioru rozwigzan nieréwnosci (3x —4)x +5 < (3x+ 1)(x — 3) nalezy liczba:

3.3.11. Najwiekszg liczbg catkowitg spetniajgcg nieréwnosé % + % < 2% +1 jest:

C.xe(/5+1;0)

m'ocyfyoWM

0raz dokladnie W 2apisie
e

i R S
il 1. (4pkt) Rozwi
- S —
= n
|

e B Amqusz\ﬂ 3

pezréy
trapezy

o

D. x € (_OO; i 6> Jl jest
'adnie d

C. ma tylko rozwigzania dodatnie,

D. ma nieskoriczenie wiele rozwigzan. =

A}

O
|
w
Y

N
ViNnLvw

D. 2(x+2)=x—2

AN

"

D. x+3 <3(x+5)%

S

RKU:
D. x € (12;0)

3
D. x € (—o0; /5 —1)

[2x+3)4

/

[

8C0 0 po
ekatna tr

|

ViINIVW ViNnlvw

e

*h siedmi
oraz dokf

ViNnlvw

Vinlvw

7

ViNIVW  ViNlLvW
N, %

Vinilvw

—
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3.B » Sposoby rozwigzywania uktadow rownan liniowych

DEFINICJA

Rozwigzaniem uktadu dwéch rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi nazywamy kazdg pare liczb
(x; y), ktéra spetnia jednoczesnie oba réwnania uktadu.

Aby rozwigza¢ uktad réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, nalezy wyznaczy¢ wszystkie jego
rozwigzania lub stwierdzi¢, ze zbidr rozwigzan jest pusty.

» Metody rozwigzywania uktaddw rownan liniowych

Metoda podstawiania 2 P.3.B.1

Polega na wyliczeniu jednej ze zmiennych z dowolnego réwnania wchodzacego w sktad uktadu, a nastepnie
na zastgpieniu tej zmiennej w drugim réwnaniu. Wéwczas otrzymamy réwnanie liniowe z jedng niewiadoma.
Rozwigzujemy je, uzyskujgc wartos¢ jednej zmiennej. Potem obliczamy drugg zmienna.

PRZYKLAD 1

Rozwigz uktad réwnan {3)( —y=8 metodg podstawiania.
—Xx+2y=—1

1° Z pierwszego rownania wyznaczamy y. 3x—y=38
—xt2y=-—1
—y=8-3x [-(-1)
—xt2y=-—1
y=—8+3x
—xt2y=-—1

2° Wyznaczong warto$¢ y podstawiamy do drugiego y=—8+3x

réwnania, otrzymujac rownanie liniowe z jedna —x+2(—8+3x)=—1

niewiadoma.
y=—8+3x

—x—16+6x=—1

y=—8+3x
—x+t6ex=—1+16

y=—8+3x
5x=15 |:5
x=13
y=—8+3x

20



3° Wyznaczong warto$¢ x podstawiamy do pierwszego

réwnania.

Réwnania i nierdwnosci

x=3
y=—8+3-3

x=3

y=1

4° Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb (3;1). Uktad jest oznaczony.

PRZYKLAD 2

—2x+2y—12=0
X—y=—6

Rozwigz uktad réwnan {

1° Z pierwszego réwnania wyznaczamy y.

2° Wyznaczong wartosé y podstawiamy do drugiego
réwnania, otrzymujgc réwnanie liniowe z jedng
niewiadoma.

metodg podstawiania.

—2x+2y—12=0
X—y=—6

2y=2x+12 |:2

X—y=—6

y=x+6
y=-—6

y=x+6

y=x+6
X—X—6=—6
y=x+6
0=0

3° 0 = 0 jest to rownos¢ prawdziwa, wiec rozwigzaniem uktadu réwnan jest nieskoriczenie wiele liczb postaci

(x; x +6). Uktad jest nieoznaczony.

PRZYKLAD 3

3x+y=8

1

Rozwigz uktad réwnan 1
—4jx— 1jy =—10

1° Z pierwszego réwnania wyznaczamy y.

2° Wyznaczong wartos¢ y podstawiamy do drugiego
réwnania, otrzymujgc réwnanie liniowe z jedng
niewiadoma.

metodg podstawiania.

3x+y=28

1 1
—47x—1?y=—10
y=—3x+8

1 1

—4jx— 1jy =—10

y=—3x+38

1 1
—47X— 17(—3X+ 8) =—10
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1

y=—3xt8
—43x+4Fx—12=—10

{y=—3x+8
0=2

3° 0 = 2 jest to rownos¢ fatszywa dla kazdej liczby rzeczywistej, wiec uktad réwnan nie ma rozwigzania. Ukfad
jest sprzeczny.

LADANIE UTRWALAJACE

3.B.1. Rozwiaz uktady réwnan metodg podstawiania:

y

5+x=6 —y)=
a. ]2 . {Z(X y)=16

x=%—3 x—2y=12

Xty _ (x+2)(y—3)=x*—7
b.!7 2~ d.

=X
3x—y=12 v

Metoda przeciwnych wspotczynnikow

Polega na takim uporzgdkowaniu réwnan w uktadzie, aby po dodaniu réwnan stronami jedna ze zmiennych sie
zredukowata. Wymaga to, aby wspdtczynniki przy okreslonej zmiennej byty liczbami przeciwnymi. Po dodaniu
stronami pozostanie nam réwnanie liniowe z jedng niewiadoma. Rozwigzujemy je, uzyskujac wartos¢ jednej
zmiennej. Potem obliczamy drugg zmienna.

PRZYKLAD 1

Rozwigz uktad réwnan Sx+8y=21 metodg przeciwnych wspotczynnikow.
6x—7y=—28
1° Pierwsze réwnanie mnozymy stronami przez 6, a drugie przez —5, 5x+8y =21 -6
aby wspodfczynniki liczbowe przy zmiennej x byty liczbami przeciwnymi. 6x—7Ty=—28 |. (—5)
2° Dodajemy rownania stronami, czyli prawe strony réwnan dodajemy 30x +48y = 126
do siebie i lewe strony réownan dodajemy do siebie, redukujac zmienng + —30x + 35y = 40
X i otrzymujgc w ten sposdb réwnanie liniowe z jedng niewiadoma. 83y = 166 - 83
3° Dzielimy obie strony rdwnania przez 83, otrzymujgc wartosc y. y=2
4° Tworzymy nowy ukfad réwnan, ktérego jednym z réwnan jest y=2
wartos¢ obliczonej niewiadomej y, a drugim dowolne réwnanie ukfadu Sx+8y =21
poczatkowego.
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5° Podstawiamy wartos$¢ y do drugiego rownania i obliczamy wartosé x. y=2
5x+8-2=21
y=2
5x+16 =21
y=2
5x=21—16
e
sx=5 |:5
x=1
y=2

6° Rozwigzaniem uktadu réwnan jest para liczb (1; 2). Uktad jest oznaczony.

PRZYKLAD 2

2Xx—y =6
Rozwigz uktad réwnan 1 metodg przeciwnych wspdtczynnikow.

—3x+ 17y =—9
1° Pierwsze réwnanie mnozymy stronami przez 3, a drugie przez 2, aby 2X—y=6 -3
wspotczynniki liczbowe przy zmiennej x byty liczbami przeciwnymi. 3t 1%}/ ——9 |2
2° Dodajemy réwnania stronami, czyli prawe strony réwnania dodaje- 6x —3y =18
my do siebie i lewe strony rdwnania dodajemy do siebie. * —6x+3y=—18

0=0

3° Wyznaczamy y z pierwszego réwnania. y=2x—6

4° 0 = 0 jest to rdwnos¢ prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej, wiec rozwigzaniem ukfadu réwnan jest
nieskoAczenie wiele par liczb postaci (x; 2x — 6). Uktad jest nieoznaczony.

PRZYKLAD 3

.. . . |Ax—3y =12 . , i
Rozwigz uktad réwnan metodg przeciwnych wspdtczynnikow.
— Zy =4
1° Drugie rownanie mnozymy przez —4, aby wspotczynniki liczbowe 4x—5y =12
rzy zmiennej x byty liczbami przeciwnymi. 5
przy j x bylty P y ~2y=4 |(-4)
2° Dodajemy réwnania stronami, czyli prawe strony réwnania dodaje- N 4x—5y =12
my do siebie i lewe strony rdwnania dodajemy do siebie. —4x+5y=—16
0=—4
3° 0 = — 4 jest to rownos¢ fatszywa dla kazdej liczby rzeczywistej, wiec uktad réwnan nie ma rozwigzania. Ukfad

jest sprzeczny.
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ZADANIA UTRWALAJACE

3.B.2. Rozwigz uktad réwnan metodg przeciwnych wspdtczynnikéw:

3x+4y — 6
o [x+2y=102 .. 2
—3x+4y=-1296 S5x—y _
3 =1
b {7x+8y=15 d {2(x+1)=3(y+2)
—9x+5y=—4 bx=7y—4

» Uktady rownan z parametrem

PRZYKLAD 1

Oblicz wartos¢ a, dla ktérej uktad rownan ax+5y =10 ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
4x— 15y =—30
1° Obie strony pierwszego réwnania mnozymy przez 3, aby ax+5y=10 |3
wspotczynniki liczbowe przy zmiennej y i wyrazy wolne byty liczbami 4x— 15y =—30
przeciwnymi.
2° Po dodaniu réwnan stronami powinnismy otrzymac réwnosc 3ax+ 15y = 30
0 = 0, aby ukfad byt nieoznaczony, czyli posiadat nieskoriczenie wiele 4x— 15y =—30
rozwigzan. 2
0=0

3° Wspdtczynniki liczbowe przy zmiennej y i wyrazy wolne sie skracajg, 30+4=0
wiec, aby otrzymac réwnos¢ 0 = 0, suma wspdtczynnikéw przy zmien- 3a=—4 |:3
nej x musi byé réwniez réwna zero. o= 4

-3
4°Dlaag=— % uktad réwnan ma nieskoriczenie wiele rozwigzan.

PRZYKLAD 2

Oblicz wartosc a, dla ktérej uktad rownan ax+ty=8 nie ma rozwigzan.
6x—2y=—10
1° Obie strony pierwszego réwnania mnozymy przez 2, aby ax+y=8 |2
wspdtczynniki liczbowe przy zmiennej y byty liczbami przeciwnymi. 6x—2y=—10
2° Po dodaniu réwnar stronami powinniémy otrzymac réwnosé N 2ax+2y =16
fatszywa, aby uktad byt sprzeczny, czyli nie miat rozwigzan. 6x—2y =—10
?
0=6
3° Aby otrzymac rowno$é 0 = 6, suma wspodtczynnikdw przy zmiennej 20 6 =10
X powinna wynosic zero. 20=—6 |:2
a=—
4° Dla a = — 3 ukfad réwnan nie ma rozwigzan.
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ZADANIA UTRWALAJACE

3.B.3.

3.B.4.

3.B.5.

3.B.6.

3.B.7.

3.B.8.

» Zadania tekstowe z wykorzystaniem uktadow réwnan liniowych

kx+5y =6

(2k+1)x—3y=7 jest sprzeczny.

Okresl, dla jakiego parametru k uktad réwnan {

3x+2ay=—-1

posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan.
—3x+(a+3)y=1

Okresl, dla jakiego parametru a ukfad réwnan {

Rozwiaz uktad réwnan:
a. {(X_ 2P +y=(x—3)(x+3) b. {(x+ 2)(x—3)=(x+3Y—y—2
y—x=-17 2x+3y =16
Do réwnania x — 4y = 5 dopisz drugie réwnanie, tak aby otrzymac uktad réwnan:
a. oznaczony, b. nieoznaczony, C. sprzeczny.
X y_
Dany jest uktad réwnan 23 . Sprawdyz, czy rozwigzaniem ukfadu jest para liczb:
X y_
z- 2771
a. (—4;3) b. (2;3)
Rozwigz dowolng metodg uktad réwnan:
x+ty+z=6 a+b=c
a.{2x—y+z=3 c.12(a+b)=c+5
—x+3y—z=2 a—b+c=4

atb+ct+td=6

2x+3y+z=2
2a+tb—c+d=2
b. \ x—y—3z=0 d.*
a—b+tc—d=—-2
—Xx+tytz=-2

a+t2b+c+d=7

PRZYKLAD 1 i raes

Suma dwdch liczb jest réwna 80, a réznica podwojonej drugiej liczby i potowy pierwszej liczby jest réwna 85.
Znajdz te liczby.

1° Okreslamy niewiadome i zaleznosci wynikajgce z tresci zadania. x — |l liczba
y — Il liczba
x+y=280
1 _
2y — SX= 85
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1

2° Uktadamy uktad réwnan. x+y=280
2y—5x=85 |2

3° Rozwigzujemy uktad réwnan metodg przeciwnych wspdtczynnikéw.

3.1° Drugie réwnanie mnozymy obustronnie przez 2. n X+y=280
—X+4y =170
3.2° Dodajemy réwnania stronami. S5y =250 ;5
y =50
3.3° Tworzymy nowy uktad réwnan i obliczamy wartos¢ x. y =50
x+y=280
y =50
x+50 =80
y =50
x=80—50=30

4° Formutujemy odpowiedz. Szukane liczby to 30 50.

PRZYKLAD 2 . P.3.B.4

Ojciec i syn majg razem 45 lat. 5 lat temu ojciec byt szes¢ razy starszy od syna. Oblicz, ile lat ma obecnie kazdy
z nich.

1° Okreslamy niewiadome i zaleznosci wynikajace x — wiek ojca obecnie

z tresci zadania. y — wiek syna obecnie
x —5—wiek ojca 5 lat temu
y —5 — wiek syna 5 lat temu
x+y=145
x—5=6(y—75)

2° Uktadamy uktad réwnan. {x +y =145
—5=6(y—5)

3° Rozwigzujemy uktad réwnan metodg przeciwnych wspotczynnikow.

3.1° Wykonujemy mnozenie i przeksztatcamy drugie réwnanie. x+y=45
x—5=6y—30
{X +y =45
x—6y=—25 |(—1)
3.2° Dodajemy réwnania stronami. +{)( +y =45
—X+6y=25
7y=70 |:7
y =10
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3.3° Tworzymy nowy uktad réwnan i obliczamy wartos¢ x. y =10
x+y=45
{y =10
x+ 10 =45
{ y=10
x=45—-10=235

4° Formutujemy odpowiedz. Ojciec ma obecnie 35 lat, a syn 10 lat.

ZADANIA UTRWALAJACE

3.B.9. Rdznica dwdch liczb wynosi 20. Jezeli pierwszg liczbe zmniejszymy o 20%, a drugg zwiekszymy o 20%, to
suma tych liczb bedzie réwna 56. Znajdz te liczby.

3.B.10. Obwdd prostokata wynosi 80. Jezeli dtuzszy bok zmniejszymy dwa razy, a krétszy zwiekszymy o 11, to ob-
wad tego prostokata nie zmieni sie. Oblicz dtugosci bokdw prostokata.

3.B.11. Matka i cérka majg razem 54 lata. Za 9 lat matka bedzie dwa razy starsza od cérki. Oblicz, ile lat ma obecnie
kazda z nich.

3.B.12. Kamil na swoje przyjecie urodzinowe kupit 8 kg pomaranczy
i banandw za tgczng kwote 34 zt. Cena jednego kilograma pomaranczy
wynosita 5 zt, a jednego kilograma banandw 3 zt. Oblicz, ile kilograméw
owocow kazdego rodzaju kupit Kamil.

ZADANIA TESTOWE. Sposrdd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. ﬂ' T.3.B

. o3t 2y=13 .
3.B.13. Rozwigzaniem uktadu rownan _ jest para liczb:
2Xx—y=—3
A.x=—1iy=5 Cx=1iy=5
B.x=—1iy=-5 D.x=1iy=-5

3 0
3.B.14. Rozwigzaniem uktadu réwnan { _1 jest para liczb (x, y) takich, ze:

2x —3y
A x<0iy<o Cx>0iy<o
B.x<0iy>0 D.x>0iy>0

5x+3y =44

3.B.15. Rozwigzaniem uktadu réwnan {SX — =155 jest para liczb:

A x=—8iy=1 cx=8iy=1%

W= Wl

B.x=8iy=—1 D.x=—8iy=-1%
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3.B.16.

3.B.17.

3.B.18.

3.B.19.

4x—2y=-—9
Uktad réwnan :
—Xx+ % =3
A. nie ma rozwigzan, C. ma nieskonczenie wiele rozwigzan,
B. ma jedno rozwigzanie, D. ma dokfadnie dwa rozwigzania.
Uktad réwnan J 9% tay=7 ma nieskonczenie wiele rozwigzan, jesli wartos¢ a jest réwna:
6x — 12y =—21
_1 _ 1
A. o) B. —2 C. 2 D. 2
Dane jest réwnanie 2x + 3y — 6 = 0. Réwnanie, z ktérym tworzy ono uktad nieoznaczony;, to:
A —7x—103y+21=0 C.6y—4x+12=0
B. —14x+21y—42=0 D. —x+1%y=3

Suma dwdch liczb wynosi 44, a ich rdznica 22. Te liczby to:

A. 32012 B. 44122 C.33i11 D.30i14

3.B.20. W sklepie wystawiono komputer z drukarka w cenie 3200 zt za komplet. W promocji obnizono cene kom-

putera

0 20%, a drukarki o 30%. Cena pakietu po obnizkach wynosita 2480 zt. Cena poczatkowa drukarki to:

A. 720 zt B. 1200 zt C. 600 zt D. 800 zt

3.B.21. Klasa IlIB liczy 30 osdb. Na wycieczke klasowa pojechato 80% dziewczat i 90% chtopcdw tej klasy — tacznie
25 osdb. Jesli x — oznacza liczbe dziewczat, a y — liczbe chtopcdw, to przedstawiong sytuacje mozna opisac uktadem
réwnan postaci:

3.B.22. Dany jest uktad réwnan {

28

A {x+y=25 C {x+y=30
80x +90y = 30 0,8x + 0,9y = 25
B. x+y=30 D. x+y=25
80x + 90y = 25 0,8x+ 0,9y = 30 — 25

k+1=23

S — 35 Wynika z tego, ze:

A k> B./ =k C. k—13=2] D./—k+5=18
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3.4 » Rownania kwadratowe z jedng niewiadomag

DEFINICJA

Réwnaniem kwadratowym (réwnaniem stopnia drugiego) z jedng niewiadomg nazywamy réwnanie postaci
ax*+bx+c=0, (a # 0), gdzie litery a, b, ¢ 0znaczaja parametry (wspétczynniki liczbowe), a litera x oznacza
zmienna.

WY JASNIENIA

Aby rozwigzac réwnanie z niewiadoma x, nalezy wyznaczy¢ wszystkie wartosci x, dla ktérych réwnanie jest
spetnione. Zbidr wszystkich x nazywamy zbiorem rozwigzan réwnania.

Rozwigzania réwnania nazywamy réwniez pierwiastkami rownania.

Do rozwigzania réwnania kwadratowego korzystamy z wiasnosci funkcji kwadratowej. Przypomnijmy, ze funkcja
kwadratowa moze miec¢ jedno miejsce zerowe, dwa miejsca zerowe lub w ogéle moze ich nie miec.

Liczba miejsc zerowych zalezy od wyrdznika A (delty).

Wyznaczajgc miejsca zerowe funkcji kwadratowej, wyznaczamy tym samym rozwigzania réwnania kwadratowe-
goax’+bx+c=0,(a#0).

Wyréznik A (delte) obliczamy ze wzoru: A = b — 4ac.

TWIERDZENIA

Dla réwnania kwadratowego ax’ + bx + ¢ = 0, (a # 0) zachodzi:

A<O0 réwnanie nie ma rozwigzania =
A=0 réwnanie ma jedno rozwigzanie X = E—g
_—b—y/A
N . 17" 2a
A>0 réwnanie ma dwa rozwigzania
_ —b+/A
X2~ 2a

PRZYKLAD 1 i raan

Rozwigz réwnanie xX*—3x—4=0.

1° Obliczamy wyréznik A ze wzoru: A = b — 4ac. A=(—3P—-4-1-(-4)=9+16=25
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2° A =25 > 0, wiec réwnanie ma dwa rozwigzania.

3° Obliczamy rozwigzania réwnania ze wzoréw: /Z =425 =5
_—b—yA  —b+ /A 3-5_-2__,
X1 = 2a X2~ 2a 1217 2
3+5_8 _
=721 -2°4

PRZYKLAD 2

Rozwigz réwnanie x*—6x—7=0.
1° Obliczamy wyréznik A ze wzoru: A = b* — 4ac. A=(-6Y—4-1-(-7)=36+28=64

2° A =64 > 0, wiec réwnanie ma dwa rozwigzania.

3° Obliczamy rozwigzania réwnania ze wzoréw: /Z =64 =8
_—b—=yA _—b+J/A _6-8_—2
XW=""2a %~ 2a =731 =2 -1
6+8 14

PRZYKtAD 3

Rozwiaz réwnanie x* + 4x + 4 = 0.
1° Obliczamy wyréznik A ze wzoru: A = b — 4ac. A=4>—4-1-4=16—16=0
2° A = 0, wiec réwnanie ma jedno rozwigzanie.

3° Obliczamy rozwigzanie réwnania ze wzoru: X, = E—g. Xy = % _T4 =-2

PRZYKLAD 4

Rozwiaz réwnanie 8x*> —5x+ 1 = 0.

1° Obliczamy wyréznik A ze wzoru: A = b?> — 4ac. A=(-5P%—4-8-1=25—32=—7
2° A < 0, wiec réwnanie nie ma rozwigzania.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 5. Rozwiaz réwnanie —x* + 4x + 7 = 0. PRZYKLAD 8. Rozwiaz réwnanie 4x> + 7x — 2 = 0.
PRZYKLAD 6é. Rozwiaz réwnanie —5x*+2x+3=0.  PRZYKLAD 9. Rozwigz réwnanie —8x* + 5x — 1 = 0.

PRZYKLAD 7. Rozwiaz réwnanie —x* + x + 4 = 0.
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ZADANIE UTRWALAJACE

3.4.1. Rozwigz réwnanie:

a.2x’—x—3=0 d x¥*—x—3=0
b. 12x*—x—1=0 e.3x*+5x=0
c. —x*—4x+77=0 f xX*+64=0

» Rodzaje rownan kwadratowych

Mozna zauwazy¢, ze istniejg rownania kwadratowe, w ktérych mogg nie wystepowac wszystkie trzy wspotczynniki
liczbowe, tzn. wspdtczynnik b lub c¢ jest réwny zero.

ROWNANIE KWADRATOWE POSTAC PRZYKtAD

2 _
ax“+tbx+c=0 5
+ — —
zupetne a#0b+£0,c#0 2x“+4x—3 =0

niezupemne ax*+bx+c=0 4x*=0
C‘I#Oi(b:(ﬂubC:O) 5X2+3X:0
2%*—6=0

Biorgc pod uwage wspodtczynniki liczbowe a, b, ¢, mozna wyrézni¢ 5 mozliwych postaci rownan kwadratowych
po uproszczeniu. W przypadku réwnan niezupetnych mozemy obliczy¢ rozwigzania, postugujgc sie krétszymi
metodami niz z wykorzystaniem wyrdznika A.

Rodzaje rownan kwadratowych — mozliwe postaci po uproszczeniu Z P.3.4.2

Postac ogdlna ax*+bx+c=0, W takim przypadku liczymy delte X*+3x—4=0
a+0 i rozwigzania réwnania ze wzoréw. A=25 JA=5
P
1,2 2 \

xx=—4 x,=1

RODZAJ 2 PRZYKLAD

Postac, wktorej  gx? 4 px = W takim przypadku wytagczamy x x> +5x =

E=0 a#0 przed nawias. Jednym z rozwigzan x(x+5)=0

zawsze bedzie zero.
& =0 x,=—5
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PostaC, wktorej g2 —c=0,a#0 W takim przypadku stosujemy wzor xX*—9=0
b=0
lub skréconego mnozenia. x—3)x+3)=0

oraza > 0 . 5 ( X )

ic>0 —ax"+tc=0,a#0 ;=3 x,=—3

RODZAJ 4 PRZYKLAD

Postac, w ktorej ax’*+c=0,a#0 W takim przypadku réwnania nie xX*+9=0

b=0 lub majg pierwiastkow, czyli rozwigzan. —-2x*-7=0

EELE 2 Takie réwnania nie

ic>0 —ax'—c=0,0#0 e
majg rozwigzan, czyli
X<

RODZAJ 5 PRZYKLAD

Posta¢ a(x—x;)(x—x,)=0, W takim przypadku rozwigzaniami (x—=3)(x+8)=0

iloczynowa a+#0 réwnania sg rozwigzania poszczegol- ;=3 x,=—8

nych czynnikéw (nawiasow).

ZADANIA UTRWALAJACE

3.4.2. Rozwigz réwnanie:

a. x*+11x=0 e. x>—7x=0
b. 4x*—25=10 f. 64—9x*=0
c. —x*—121=0 g. (x—7)(3x—9)=0
d. (4x—2)(x+1)=0 h. 2x*+16=0
3.4.3. Rozwigz réwnanie:
a. x(x+7)=2(x—2) d. 4(1—x)=(x+2)
b. (x—3)=(2x+1)*+11 e. (x—3)(x+2)=(2x—3)(x+1)
c.%zz‘/zx £ (x+1P2—(x—2P=x*+4

» Zadania tekstowe z wykorzystaniem rownan kwadratowych

PRZYKLAD kd 343

Wyznacz cztery kolejne liczby naturalne takie, ze suma kwadratéw tych liczb jest réwna 86.

1° Wprowadzamy oznaczenia. n — | liczba catkowita, n € N
n+ 1 —Illiczba catkowita
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2° Uktadamy réwnanie, zapisujgc sume kwadratow
czterech kolejnych liczb i przyrownujac jg do 86.

3° Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia:

(a+ b)Y = a®+ 2ab + b? i porzadkujemy réwna-
nie.

4° Otrzymalis$my réwnanie kwadratowe, ktére
rozwigzujemy.

4.1° Obliczamy delte ze wzoru: A = b%— 4ac.

4.2° Obliczamy pierwiastki rownania ze wzoru:
_ —bt /A
- 2a

X1,2

5° Skoro n = 3, to wyznaczamy pozostate liczby.

6° Szukane liczby to 3, 4, 5, 6.

Réwnania i nierdwnosci

n + 2 — Il liczba catkowita

n+ 3 —1V liczba catkowita
n*+(n+1P%+(n+2P*+(n+3?*=86
n?+n’+2n+1+n’+4n+4+n>+6n+9=286

4n*+12n—72=0 |: 4
n’+3n—18=0

A=32—4.1-(—18)=9+72=381

JA=/81=9

_ —3+9 6N
Ny, 2-1 N\
n=3

n+1=3+1=4
n+2=3+2=5
n+3=3+3=6

Pewien turysta pokonat trase 90 km, przechodzac co dzien te sama liczbe kilometréw. Gdyby kazdego dnia szedt
o 3 km wiecej, to czas wedrowki bytby krétszy o jeden dzien. lle kilometréw pokonywat turysta kazdego dnia?

1° Wprowadzamy oznaczenia.

2° Uktadamy pierwsze réwnanie.

3° Drugie rownanie uktadamy analogicznie. Skoro
turysta kazdego dnia pokonywatby o 3 km wiecej,
to przeszedtby catg trase 90 km w czasie o 1 dzien
krétszym.

4° Rozwigzujemy powstaty uktad réwnan.

5° Zajmijmy sie najpierw drugim rownaniem,
wykonujac mnozenie.

6° Korzystajac z zaleznosci z pierwszego réwna-
nia, mozemy te same wartosci skroci¢ w drugim
réwnaniu.

7° Wyznaczamy x.

x — liczba kilometrow pokonanych kazdego dnia
y — liczba dni wedrowki

x-y =90

(x+3)(y—1)=90

xy =90
(x+3)(y—1)=90

xy—x+3y—3=90

Xy —x+3y—3=90
—x=—3y+3 |(-1)
x=3y—3
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8° Wyznaczong wartos¢ x podstawiamy
do pierwszego rownania.

9° Wykonujemy mnozenie i rozwigzujemy réwna-
nie kwadratowe.

10° Podstawiamy wynik za y do réwnania
Z Wyznaczong wartoscig x.

11° Turysta pokonywat kazdego dnia 15 kilometréw.

(3y—3)y=90

3y°—3y—90=0 |:3

y’—y—30=0

A=1%2—4-1-(—-30)=121

JA =121 =11
_1—-11 _ —10 _

17721 T2 TP %Ry
1+11 _ 12

x=3y—3=3-6—3=18—3=15km

Samochdéd pokonat trase z miasta A do miasta B (480 km) w pewnym czasie. Gdyby jechat o 20 kTm szybciej, to
pokonatby te trase w czasie o 2 godziny krétszym. Oblicz, z jaka Srednig predkoscig jechat samochdd.

1° Wprowadzamy oznaczenia.

2° Uktadamy pierwsze rdwnanie, pamietajac, ze
drogas=v-t.

3° Drugie réwnanie uktadamy analogicznie. Gdyby
samochdd jechat Srednio o 20 km szybciej, to
pokonatby te sama trase w czasie o 2 godziny
krétszym.

4° Tworzymy uktad réwnan, ktory rozwigzujemy.

5° Zajmijmy sie najpierw drugim rownaniem,
wykonujac mnozenie.

6° Korzystajac z zaleznosci z pierwszego réwna-
nia, mozemy te same wartosci skroci¢ w drugim
réwnaniu.

7° Wyznaczamy v.

8° Wyznaczong wartos¢ v podstawiamy do pier-
wszego réwnania.

9° Wykonujemy mnozenie i rozwigzujemy rownanie
kwadratowe.
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v — srednia szybkos$¢ samochodu
t — czas przejazdu samochodu

v-t =480

(v+20)(t—2)=480

{v-t=480
(v+20)(t—2) =480

vt —2v+ 20t — 40 = 480

vt —2v+ 20t — 40 = 480

—2v=—20t+40 |:(-2)
v=10t—20
v-t =480

(10t —20)t = 480

10t2—20t—480=0 |: 10
t2—2t—48=0



10° Powracamy do réwnania v = 10t — 20
i podstawiamy za t wyznaczong wartosé.

oo 1 . . k
11° Srednia predko$¢ samochodu wynosita 60 ;.

Réwnania i nierdwnosci

A=b>—dac=(—2Y—4-1-(—48)=4+192 =196

JA=,19 =14

flz_bz_aﬁ S22l g
t, = —b;—a‘/Z = 2+214 =8 godzin
v=10t—20

v=10-8—20=80—20=60

Odlegtos¢ miedzy miastami X i Y wynosi 900 km. Pocigg ekspresowy wyjezdza z miasta X w kierunku miasta
Y, a pocigg osobowy z miasta Y do miasta X. Pocigg osobowy wyruszyt w trase o cztery godziny wczesniej niz
pociag ekspresowy i jechat ze srednig predkoscig o 40 kTm mniejszg niz drugi pociag. Oblicz Srednie predkosci
obu pociggdw, jezeli wiadomo, ze pociagi te minety sie w potowie drogi.

1° Wprowadzamy oznaczenia.

2° Uktadamy pierwsze réwnanie, odnoszace sie
do pociggu osobowego, pamietajac, ze droga

= v t, a pociaggi minety sie w pofowie drogi,
czyli po 450 km.

3° Uktadamy drugie réwnanie, odnoszace sie do
pociggu ekspresowego w analogiczny sposdb.

4° Tworzymy uktad réwnan, ktory rozwigzujemy.

5° Zajmijmy sie najpierw drugim rownaniem,
wykonujac mnozenie.

6° Korzystajgc z zaleznosci z pierwszego réwna-
nia, mozemy te same wartosci skréci¢ w drugim
réwnaniu.

7° Wyznaczamy v.
8° Wyznaczong wartos¢ v podstawiamy do pier-
wszego réwnania.

9° Wykonujemy mnozenie i rozwigzujemy rownanie
kwadratowe.

v — Srednia predkos¢ pociggu osobowego
t — czas przejazdu pociggu osobowego
do momentu mijania
v + 40 — Srednia predkos¢ pociggu ekspresowego
t — 4 — czas przejazdu pociggu ekspresowego
do momentu mijania

v-t =450

(v+40)(t—4)=450
v-t=450
{(v+40)(t—4)=450

vt —4v + 40t — 160 = 450

vt — 4v+ 40t — 160 = 450

—4v=—140t+160 |:(—4)
v =10t — 40
v-t=450

(10t — 40)t = 450

102 —40t—450=0 |: 10
t2—4t—45=0
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A=b?>—dac=(—4Y—4-1-(—45)=16+180 = 196

VA =19 =14

- —bz—aﬂ _4l_ g

t, = _b;aﬂ = 4—;14 =9 godzin
10° Obliczamy predkosé pociggu osobowego, v=10-9—40=90—40=50 kTm
podstawiajac za t = 9 do wzoru: v = 10t — 40.
11° Obliczamy predkosé pociggu ekspresowego, v+40=50+40=90 kTm

korzystajac z zaleznosci, ze jego predkosé jest o
40 k™ W|eksza od predkosci pociggu osobowego.

12° Srednia predko$¢ pociggu osobowego wynosita 50 kTm, a ekspresowego 90 kTm

ZADANIA UTRWALAJACE

3.4.4. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych parzystych wynosi 116. Wyznacz te liczby.

3.4.5. Prostokatna dziatka ma powierzchnie 420 m?. Jedli zwiekszono by kazdy wymiar dziatki 1.3.4.5
02 m, to jej powierzchnia wzrostaby o 92 m?. Oblicz wymiary tej dziatki.

3.4.6. Samochdd pokonat trase z Mlnska Mazowieckiego do Zakopanego (450 km) w pewnym f 7.3.4.6
czasie. Gdyby jechat srednio 0 30 - h szybciej, to pokonatby te trase w czasie o 2,5 godziny
krétszym. Oblicz, z jaka srednig predkoscig jechat samochdd.

3.4.7. Dwa pociagi wyjechaty z miast A i B oddalonych
od siebie o 720 km. Pocigg jadacy z miasta A do B
wyjechat o dwie godziny wczesniej niz jadgcy z miasta B
do A, ajego Srednia predkos¢ byta o 30 kTm mniejsza od
sredniej predkosci drugiego pociggu. Pociggi minety sie
w potowie drogi. Oblicz Srednie predkosci obu pociggdw.

3.4.8. W tréjkacie prostokgtnym jedna przyprostokatna jest o 7 dituzsza od drugiej przyprostokatnej, a przeciw-
prostokgtna ma dtugos¢ 17. Oblicz dtugosci przyprostokatnych tego tréjkata.

3.4.9. Kwadrat liczby powiekszony o 3 jest réwny podwojonej sumie tej
liczby oraz liczby 9. Znajdz te liczbe.

3.4.10. Pan Jan sktada komputery. W ciggu kilku dni ztozyt ich 24. Gdyby
codziennie skfadat o 2 komputery wiecej, to pracowatby o dzien krdce;.
lle dni pracowat pan Jan?
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%%%\3.4.11. Rozwigzaniem réwnania x(x — 3) = 17x s3 liczby: et o
" A.0i20 B. —20i 20 C.—2/5i2/5 D.—20i 0
3.4.12. Réwnanie 3x* — 7x + 8 = 2x — 3: 0
A. ma dwa rozwigzania, C. nie ma rozwigzan, e h sedrm

oraz dokf

B. ma jedno rozwigzanie, D. ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

. Pierwiastkami réwnania 6x*> — 9 = 0 sa:

ViNnlvw

A. dwie liczby wymierne, C. liczby, z ktérych jedna jest catkowita, — —
B. dwie liczby niewymierne, D. liczby, z ktérych jedna jest wymierna.
. Suma pierwiastkéw réwnania x> — 7x — 8 = 0 wynosi: & %
il i 2 -1 \)
A —35 B. 35 C.7 D. =7 =
Z
\ >\
> ~ '3.4.15. Réwnanie x*>+ bx + 4 = 0 ma jedno rozwiazanie. Jest to mozliwe dla:

/ A b=2 B.b=3 Cb=4 D.b=—2 b 4

3.4.16. Rozwigzanie réwnania x(x —3) = 2% +x+4 nalezy do przedziatu:

A
K

%%
%

AN
ViNnilvw

A. (—o0;—2) B. (2; ) C. (2; ) D. (—o0; —2)

3.4.17. Kwadrat liczby naturalnej jest rowny sumie tej liczby oraz liczby 6. Liczba ta jest rowna:

A3 B. 6 C.—3 D. —2

/

Ma\“pi\’pp \»\*m £

/ 3.4.18. Pierwiastki x;, X, rownania 2(x +5)(x — 4) = 0 spetniajg warunek:
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3.4.20. Liczby 5 i —4 s rozwigzaniami réwnania:

MATURA

A.x*—x—20=0 C. *—20=0

B.2(x+5)(x—4)=0 D. x*+9x+20=0

MATURA
S

3.4.21. Rozwigz réwnanie x(x —1) = 3(x+ 7).

3.4.22. Jeden bok prostokata jest o 2 dtuzszy od drugiego boku. Oblicz dtugosci bokdéw tego
prostokata, wiedzgac, ze jego pole wynosi 63.

S &

3.4.23. Suma kwadratéw dwadch kolejnych liczb naturalnych wynosi 113. Znajdz te liczby.

MATURA

3.4.24. Biegacz pokonuje trase z punktu A do punktu B o dtugosci 24 km w pewnym czasie.
Gdyby biegto 4 kTm szybciej, to przebiegtby ten sam dystans w czasie o 1 godzine krotszym.
Oblicz srednig predkosé biegacza.

i

=

&

3.4.25. Trawnik w ksztatcie prostokata miat powierzchnie 120 m?. Gdyby zmniejszy¢ dtugosé
trawnika o 2 m, a szerokos¢ zwiekszy¢ o 2 m, to okazatoby sie, ze pole powierzchni tego trawni-
. ka nie zmienito sie. Oblicz wymiary trawnika.

3.4.26. Miasta A i B oddalone s3 od siebie o 600 km. Z miasta A wyjechat pocigg osobowy;,

a z miasta B pociagg ekspresowy. Pociggi minety sie w potowie drogi. Oblicz Srednie predkosci

obu pociggow, wiedzgc, ze pocigg osobowy wyjechat o dwie godziny wczesniej, i ze jego Srednia
_~ predkos¢ jest o 40 kTm mniejsza niz srednia predkos¢ pociggu ekspresowego.

A ‘9@‘0%“ \ ‘ RN
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Réwnania i nierdwnosci

3.5 » Nierébwnosci kwadratowe z jedng niewiadomaqg

DEFINICJA PRZYKLADY

Nieréwnoscig kwadratowa z jedng niewiadomg nazywamy nierownos¢  —2x2 + gx + % <0
postaci ax® + bx + ¢ < 0 lub ax®> + bx+ ¢ > 0, lub ax?> + bx + ¢ < 0, ,
lub ax?+ bx + ¢ > 0, gdzie a # 0. Litery a, b, ¢ oznaczaja parametry ~ v2x*+8>0

(wspotczynniki liczbowe), a litera x oznacza zmienna. 2 5
—5X +x<0

WY JASNIENIA

Aby rozwigzac¢ nierdwnos¢ z niewiadomg x, nalezy wyznaczy¢ te wartosci x, dla ktérych nieréwnosc¢ jest
spetniona. Zbiér wszystkich x nazywamy zbiorem rozwigzan nieréwnosci.

Znajac wykres funkcji kwadratowe;j i jej miejsca zerowe, mozemy wyznaczy¢ zbidr rozwigzarn danej nierdwnosci.

Wykres funkcji kwadratowej pozwala na odczytanie zbioru argumentdéw, dla ktérych wartosci funkcji sg dodatnie
lub ujemne, a tym samym na okreélenie, co jest zbiorem rozwigzar nieréwnosci kwadratowej ax’ + bx +¢ > 0
lub ax®+ bx + ¢ < 0.

Zauwazmy, ze do rozwigzania nierdwnosci kwadratowej nie potrzebujemy doktadnego wykresu funkcji, poniewaz
wspotrzedne wierzchotka paraboli czy punkt przeciecia wykresu z osig OY nie majg wptywu na zbidr rozwigzan
nieréwnosci. Wystarczy nam znajomos¢ miejsc zerowych funkgji i informacja o tym, jak skierowane sg ramiona
paraboli.

PRZYKLAD 1 kd ras

Rozwigz nieréwnos¢ x> +3x—4>0.
Hp

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej postaci x*>+3x—4 >0 jest
tym samym co odczytanie z wykresu funkgji f(x) = x*+ 3x — 4 zbioru
rozwigzan nieréwnosci f(x) > 0, czyli zbioru argumentéw, dla ktdrych
funkcja przyjmuje wartosci wieksze badz réwne zero.

W tym celu nalezy naszkicowac przyblizony wykres paraboli, zazna- 4 ! X
czajac miejsca zerowe funkgji f(x) (czyli —4 i 1) oraz okreslajac, jak

skierowane sg ramiona paraboli (a = 1, wiec ramiona skierowane sg

do gory).

Funkcja f(x) przyjmuje wartosci wieksze badz réwne zero x € (—o00;—4)U(1;00)

dla x € (—o0;—4) U (1; 00).
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Rozwiaz nieréwnos¢ —x? + 4x+5 > 0.
.

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej postaci —x*>+4x+5 > 0 jest
tym samym co odczytanie z wykresu funkgji f(x)=— x>+ 4x + 5 zbioru
rozwigzari nierdwnosci f(x) > 0, czyli zbioru argumentdw, dla ktdrych
funkcja przyjmuje wartosci wieksze od zera.

W tym celu nalezy naszkicowac przyblizony wykres paraboli, zazna-
czajgc miejsca zerowe funkcji f(x) (czyli —1 i 5) oraz okreslajac, jak

skierowane sg ramiona paraboli (@ =— 1, wiec ramiona skierowane
sg do dotu).
Funkcja f(x) przyjmuje warto$ci wieksze od zera dla x € (—1;5). x €(—1;5)

Rozwiaz nieréwnosé x> — 7 < 0.

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej postaci x*—=7<0 jest tym sa-
mym co odczytanie z wykresu funkgji f(x) = x>—7 zbioru rozwigzan
nieréwnosci  f(x) < 0, czyli zbioru argumentéw, dla ktérych funkcja
przyjmuje wartosci mniejsze od zera.

[ vi
W tym celu nalezy naszkicowac przyblizony wykres paraboli, zaznaczajac '““”” |||”H
miejsca zerowe funkcji f(x) (czyli —v/7 i /7 ) oraz okredlajac, jak ski-

erowane sg ramiona paraboli (a = 1, wiec ramiona skierowane sg do

gory).

Funkcja f(x) przyjmuje wartosci mniejsze od zeradla x € (—v/7; /7). x €(—/7;J7)

Rozwiaz nieréwnos¢ —x° + 5x < 0.

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej postaci —x? + 5x < 0 jest tym sa-
mym co odczytanie z wykresu funkgji f(x) = — x>+ 5x zbioru rozwigzan
nierdwnosci f(x) < 0, czyli zbioru argumentéw, dla ktdrych funkcja
przyjmuije wartosci mniejsze badz réwne zero.

'J

miejsca zerowe funkgji f(x) (czyli 0i5) oraz okreslajac, jak skierowane
sg ramiona paraboli (a = — 1, wiec ramiona skierowane sg do dotu).

X
W tym celu nalezy naszkicowac przyblizony wykres paraboli, zaznaczajgc i

Funkcja f(x) przyjmuje warto$ci mniejsze badz réwne zero x € (—00;0) U (5;00)
dla x € (—o0;0) U (5; 00).
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Rozwiaz nieréwnos¢ x> + 6x+9 > 0.

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej postaci x>+ 6x+9 > 0 jest
tym samym co odczytanie z wykresu funkcji f(x) = x*+6x+ 9 zbioru
rozwigzari nierdwnosci f(x) > 0, czyli zbioru argumentdw, dla ktdrych
funkcja przyjmuje wartosci wieksze od zera.

|

Funkcja f(x) przyjmuje wartosci wieksze od zera dla wszystkich liczb x €R\{—3}
rzeczywistych z wytgczeniem liczby —3.

Rozwiaz nieréwnoéc¢ 3x*> + 4 < 0.

W tym celu nalezy naszkicowac przyblizony wykres paraboli, zaznaczajac
miejsce zerowe funkcji f(x) (czyli —3) oraz okreélajac, jak skierowane
sg ramiona paraboli (a = 1, wiec ramiona skierowane sg do gory).

Rozwiazanie nieréwnosci kwadratowej postaci 3x>+4 < 0 jest tym sa-
mym co odczytanie z wykresu funkgji f(x) = 3x*+ 4 zbioru rozwigzan
nierdwnosci f(x) < 0, czyli zbioru argumentéw, dla ktdrych funkcja
przyjmuije wartosci mniejsze badz réwne zero.

W tym celu nalezy naszkicowac przyblizony wykres paraboli. Funk-
cja f(x) nie ma miejsc zerowych i wspdtczynnik a = 1, wiec ramiona
skierowane sg do gory. Oznacza to, ze nierdwnos¢ nie ma rozwigzan,
poniewaz funkcja nie przyjmuje wartosci mniejszych badz réwnych
zero. XED

PRZYKLAD 7 % BXYR

Rozwiaz nieréwnoé¢ —x*> —4 > 0.

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej postaci —x> — 4 > 0 jest tym sa-
mym co odczytanie z wykresu funkcji f(x)=— x> — 4 zbioru rozwiazan
nieréwnosci f(x) > 0, czyli zbioru argumentéw, dla ktérych funkcja
przyjmuije wartosci wieksze od zera. X

f(x) nie ma miejsc zerowych i wspétczynnik a = — 1, wiec ramiona
skierowane sg do dotu. Oznacza to, ze nieréwnosé nie ma rozwigzan,
poniewaz funkcja nie przyjmuje wartosci wiekszych od zera.

W tym celu nalezy naszkicowaé przyblizony wykres paraboli. Funkcja /\
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PRZYKLAD 8 i rasa

Rozwiaz nieréwnoé¢ x>+ 2x+ 1 < 0.

Rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej postaci x*+2x+1 <0 jest
tym samym co odczytanie z wykresu funkcji f(x) = x*+ 2x+ 1 zbioru
rozwigzari nieréwnosci f(x) < 0, czyli zbioru argumentéw, dla ktdrych
funkcja przyjmuje wartosci mniejsze badz réwne zero.

W tym celu nalezy naszkicowac przyblizony wykres paraboli, zaznaczajgc
miejsce zerowe funkcji f(x) (czyli —1) oraz okreslajac, jak skierowane
sg ramiona paraboli (a = 1, wiec ramiona skierowane sg do gory).

Funkcja f(x) przyjmuje wartoéci mniejsze badz réwne zero tylko dla x=—1
argumentu x = — 1.

PRZYKLAD 9 kd rss

Rozwiaz nieréwnos¢ —4x> +4x— 1 = 0.

Rozwiazanie nieréwnosci kwadratowej postaci —4x> +4x—1 > 0 jest
tym samym co odczytanie z wykresu funkgji f(x) = — 4x? -+ 4x — 1 zbio-
ru rozwigzan nieréwnosci f(x) > 0, czyli zbioru argumentdw, dla ktrych
funkcja przyjmuje wartosci wieksze badz réwne zero.

W tym celu nalezy naszkicowac przyblizony wykres paraboli, zaznaczajac

1
miejsce zerowe funkcji f(x) (czyli %) oraz okreslajac, jak skierowane 2
sg ramiona paraboli (a = — 4, wiec ramiona skierowane sg do dotu).
Funkcja f(x) przyjmuje wartosci wieksze badz réwne zero tylko dla ar- X = %

_1
gumentu x = 5.

» Rodzaje nierdwnosci kwadratowych

Rozpatrujac liczbe miejsc zerowych funkcji kwadratowej (o czym decyduje wartos¢ delty A) oraz jak skierowane sg
ramiona paraboli (o czym decyduje wspdtczynnik a), mozna wyrdzni¢ nastepujgce przypadki nieréwnosci kwadra-
towych.

NIEROWNOSC ax>*+bx+c>0 | ax*+bx+c=>0 | ax’+bx+c<0 ax* +bx+c<0

WYKRES ZBIOR ROZWIAZAN NIEROWNOSCI
A>0,a>0
(—00; Xp) U (Xp;00) (—00; Xp) U (Xp;00) (X35 %) (Xq5 Xp)
+ +\N— — = — [+ +x
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A>0,a<0
i A Ul N (X1 X%3)
X1 X2
A=0,0>0
—b
R\ 25
+ N\t S+«
" —b
Xo—z
A=0,0a<0
%]
R
+ + 4+ + + + + + x
A<0,0<0
________ .
%)

Réwnania i nierdwnosci

(—005 Xp) U (Xg;00) (—00; X;) U (Xp; 00)

o (32)
e ;

(%) %)

R R

Znaki ,, +” wskazujg zbior argumentdw, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

Znaki ,, —” wskazujg zbidr argumentdw, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

» Rozwigzywanie nierownosci kwadratowych

P.3.5.2

PRZYKLAD 1

Rozwiaz nieréwnos¢ x> — 5x + 4 > 0.

1° Obliczamy wyrdéznik ze wzoru: A = b — 4ac.

A=(—5P—4-1-4=25—16=9
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2° Wyznaczamy miejsca zerowe ze Wzorow:
_—b=JA _—b+JA
2a )

X1 = 2a X2~

3° Szkicujemy przyblizony wykres paraboli.
Zaznaczamy na osi liczbowej miejsca zerowe

i rysujemy parabole z ramionami skierowanymi
do gory, poniewaz wspdtczynnik a = 1.

4° Odczytujemy zbidr rozwigzan nieréwnosci, czyli
argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci
wieksze badz réwne zero.

_5-3_2_,
17721 T2 7

_5+3_8_
=731 7274

| ke

x € (—o00;1) U (4;00)

PRZYKLAD 2

Rozwigz nieréwnoéé —x*>+9 > 0.

1° Przeksztatcamy lewg strone nieréwnosci
i korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia:
(a—b)a+b)=a*>— b

2° Wyznaczamy miejsca zerowe, czyli rozwigzania
poszczegdlnych czynnikdw.

3° Szkicujemy przyblizony wykres paraboli.
Zaznaczamy na osi liczbowej miejsca zerowe

i rysujemy parabole z ramionami skierowanymi
do dotu, poniewaz wspétczynnik a = — 1.

4° Odczytujemy zbidr rozwigzan nieréwnosci, czyli
argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci
wieksze od zera.

—x>+9>0
9—x*>0
(3—x)(3+x)>0
3—x=0
X, =3

3+x=0
X, =—3

A .
/A

x €(—3;3)

PRZYKtAD 3

Rozwigz nieréwnos¢ (x +5)(x—3) < 0.

1° Jest to postac iloczynowa, wiec wyznaczamy
miejsca zerowe, czyli rozwigzania poszczegdlnych
czynnikow.

2° Szkicujemy przyblizony wykres paraboli.
Zaznaczamy na osi liczbowej miejsca zerowe

i rysujemy parabole z ramionami skierowanymi
do gory, poniewaz wspédtczynnik a = 1.

3° Odczytujemy zbidr rozwigzan nieréwnosci, czyli
argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci
mniejsze od zera.
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Réwnania i nierdwnosci

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 4. Rozwiaz nieréwnos¢ —x* + 6x < 0.
PRZYKLAD 5. Rozwiaz nieréwnosé x* —9x + 14 < 0.
PRZYKLAD 6. Rozwiaz nierdwnos¢ 2x> +3 > 0.
PRZYKLAD 7. Rozwiaz nieréwnos¢ x> — 5x + 10 < 0.
PRZYKLAD 8. Rozwiaz nieréwnos¢ 25x> — 10x + 1 < 0.

PRZYKEAD 9. Rozwigz nierdwnos¢ 9x% + 6x+ 1 > 0.

ZADANIA UTRWALAJACE

3.5.1. Rozwigz nierownosc¢:

a. 6x>>1—x d. (x+4)(x—2)=4(2—x)
2
b. (x—1)(x+1)<7 e. X 23"52
x(x+1 x—3)(x+3
c. x(x—2)>15 f. (2 )>( )3( )
3.5.2. Wyznacz dziedzine funkgji.

a. f(x)=yx*—5x+4 C. f(x)=/9—x2+/x2—3x+2
b. f(x)= +

v x“+10x
. s s . L

» Nierownosci kwadratowe z parametrem 2 P.3.5.3

PRZYKLAD 1

O nieréwnosci x* + bx +4 > 0 wiemy, ze jest spetniona dla kazdej liczby rzeczywistej. Oblicz warto$¢ wspdt-
czynnika b.

1° Szkicujemy, w jakiej sytuacji nieréwnosc bedzie spetniona dla
kazdej liczby rzeczywiste;j.

| K

2° Wynika z tego, ze musi by¢ spetniony warunek A < 0.

3° Obliczamy A. A=b>—4-1-4=b*>—16
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4° Zapisujemy warunek i rozwigzujemy nieréwnos¢ kwadratowa.

b —16 <0
(b—4)b+4)<O
b,=4,b,=—4

\ ke

ZADANIA UTRWALAJACE

3.5.3. Nieréwnoé¢ 2x> + 3x + ¢ < 0 ma doktadnie jedno rozwigzanie. Oblicz warto$¢ wspétczynnika c.

3.5.4. Nieréwnos¢ —x2 + bx — 6 > 0 nie ma rozwiazan. Oblicz warto$¢ wspétczynnika b.

\

2
%\

»

\

MATURA MATURA MATURA MATURA MATURA

309

K A. (—6;0)
:?3;33 B. (0;6)

/

%

%

A. =5

A x>0

o

A. k=0

\\/ y

\ e

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

3.5.5. Zbiorem rozwigzan nieréwnosci x> + 6x > 0 jest:

3.5.6. Nieréwnoé¢ 2x*> + 6 > 0 jest spetniona:

A. dla kazdej liczby rzeczywiste;j,

B. tylko dla liczb dodatnich,

»,~3.5.7. Do zbioru rozwigzan nieréwnosci (x — 2)(x +5) < 0 nalezy liczba:

3.5.8. Przedziat (—oo; 0) U (3; o0) jest rozwigzaniem nieréwnosci:

B. x(x—3)>0 C.x(x+3)<0

—

& (Zo0; 6) U(0; o)

D. (—oc;0) U (6; )

C. tylko dla liczb ujemnych,

D. tylko dla liczb naturalnych.

3.5.9. Nieréwnos¢ 2x* + k > 0 jest spetniona dla wszystkich liczb rzeczywistych, jedli:

D. k=0

i

D. *—3x>0

e

ile jest liczb Naturalnych siedmj
ladnie dwa razy cyfra 0 oras;edda':;
T




1. (4pkt) Rozwi

il

= = O ,7 —— T ; [2x+34
ARRUSZEGIMNCON ZMATEMATYH 1 coasprucy . el | >
pEonoe=ceezony Bomin | SSEAPNTOV 1 ARKUSZ i -
= s |
1. (apkt) Rozwigt nierownost | 2x-+ 3|+ x—4] < 7 —x. s ‘.“»‘“»ﬂ“ \ ® [ %
3.5.10. Nieréwnos¢ 3x*> — kx + 4 < 0 nie ma rozwigzan, jesli: >
A.k<s(—4/3;4/3) C. k€(—2,/3;2/3) e .
" X -
oy, B. k € (—4/3;4/3) D. k € (—2/3;2/3) <=
"y >
—]]
! &
3.5.11. Dana jest nierdwnos¢ x~ — 2x < 0. Rozwigzanie nieréwnosci przedstawia zbiér: ;
A W N, - “i L

o (
N €

w
| [

ViNnilvw

-2 (]
m X = g
(@ d o =
-2 (]
D I 1 - & <
% 0 2
> ?é"bo& > ‘
fo, b | \
M, o=
J%"" . 1 2 ) S 5 A
3.5.12. Dana jest nierdwnos¢ —x~ + 8 = 0. Do zbioru rozwigzan tej nieréwnosci nie nalezy liczba: > \
Y . A 2/2 Be24/2 €3 p. 21

A 5

'3.5.13. Dziedzing funkcji f(x) =/ x— x* jest przedziat:

A
NH

/- A. (0;1) B. (0;1) C.(—1;0) D. (—1;0)

%%
9%

AN
ViNnlvw

e
3.5.14. Liczb naturalnych, ktére spetniajg nieréwnos¢ —x* + 6x — 5 > 0 jest doktadnie:

A. dwie, B. trzy, C. cztery, D. pied.

¥,

/»ﬂg‘g MATURA — ZADANIA OTWARTE

ViNnilvw

wg‘;’\":\‘\ﬁ“@m
3.5.15. Rozwiaz nieréwnoéé x> —x —2 < 0. 2 pki /
3 ) |
3.5.16. Rozwigz nieréwnos¢ —3x* + 10x —3 < 0. 2 pkt HU ; ﬂ
O
a2 o
;":‘gz‘ww/ \ 2
senve i W 2 bkt \Cg@%&iﬁ
3.5.17. Rozwiaz nierdwnos¢ —3x“ +4x = 0. P o | SO0
== > a0
/

/oe _ 2
25—x 4 pkt

3.5.18. Wyznacz dziedzine funkcji y = ﬁ

Vinilvw

—

3. (3pk) oy
2 Cyra 7, et 1€ e it o,
do'dhdmedm,uy W’:a"mz Siedmi L —
3 ’a""mepule%'ﬂ"" Wystepuje
E doklacie 1, |
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3.6 » Wykorzystanie definicji pierwiastka do rozwigzywania rownan
typu x*=-8

WPROWADZENIE

Rozwiaz réwnanie x> = — 8.

Aby znalez¢ rozwigzanie tego réwnania, wykorzystamy wiadomosci o pierwiastku stopnia trzeciego.

.1 Pler\'NIaStkl..ljemyl royvnan!e strona.ml, C2y.|! z'aplsu X3 =—3 jest réwnowazne réwnaniu 3/X3 — \/q
Jemy rownanie, ktére jest rownowazne wyjsciowemu,

(ma taki sam zbidr rozwigzan).

2° Korzystamy z wtasnosci pierwiastkow nieparzystego 3/3 = xoraz¥/—8 =—2
stopnia: ¥a = b, gdy b" = a.

3° Zatem jedynym rozwigzaniem réwnania x*=-8 jest x =— 2.

» Szesciany wybranych liczb naturalnych

Przypomnijmy szesciany niektdrych liczb naturalnych. Ich znajomos¢ jest bardzo przydatna przy rozwigzywaniu
réwnan trzeciego stopnia.

Szesciany wybranych liczb naturalnych

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 1331 1728

» Rozwigzywanie rownan

PRZYKLAD 1 kd rsea

Rozwigz réwnanie x> =27i uzasadnij rozwigzanie.

1° Pierwiastkujemy réwnanie stronami, otrzymujac réwnanie rOwnowazne. 33 =327

2° Korzystamy z wiasnosci pierwiastka nieparzystego stopnia: ¥a = b, gdy b”" =a. x=3

3° Wykonujemy sprawdzenie. 33=27

(
PRZYKLAD 2 2 P.3.6.1
Rozwigz rownanie x> =—1343 uzasadnij rozwigzanie.
1° Pierwiastkujemy réwnanie stronami, otrzymujgc réwnanie rownowazne. 33 =3—"343
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Réwnania i nierdwnosci

2° Korzystamy z wtasnosci pierwiastka nieparzystego stopnia: /a = b, gdy b" =a. x=—7

3° Wykonujemy sprawdzenie. (-7 =—343

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 3. Rozwiaz réwnanie x*> = — 1000 i uzasadnij rozwigzanie.

PRZYKLAD 4.  Rozwiaz réwnanie x*> = 1331 i uzasadnij rozwigzanie.

PRZYKLAD 1 Z P.3.6.2

Rozwiaz réwnanie x> + 64 = 0.

1° Przenosimy liczbe 64 na prawa strone réwnania, pamietajac o zmianie znaku X+64=0

na przeciwny. B =—6a

2° Pierwiastkujemy réwnanie stronami, otrzymujgc réwnanie rownowazne. 33 =3/—64

3° Korzystamy z wtasnosci pierwiastka nieparzystego stopnia. x=3%—64
x=—4

PRZYKLAD 2 2 P.3.6.2

Rozwiaz réwnanie 2x° + 54 = 0.

1° Przenosimy liczbe 54 na prawa strone rdwnania, pamietajac o zmianie znaku 23 +54=0

na przeciwny. 2x3=—54

2° Obie strony réwnania dzielimy przez 2. 23=—54 |:2
x> =-27

3° Pierwiastkujemy réwnanie stronami, otrzymujgc réwnanie rownowazne. 3x3 =3-27

4° Korzystamy z wiasnosci pierwiastka nieparzystego stopnia. x=3/=27

Y=
PRZYKLAD 3 Z P.3.6.2

Rozwiaz réwnanie 125 + x = x(x* + 1).

1° Wykonujemy mnozenie i redukujemy wyrazy podobne. 125+ x =x(x*+1)
125+ X =x3+ X

2° Pierwiastkujemy réwnanie stronami, otrzymujgc réwnanie rOwnowazne. ¥ x® =3125
3° Korzystamy z wtasnosci pierwiastka nieparzystego stopnia. x=3¥125
X=5

49



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKELAD 4.  Rozwiaz réwnanie 5x> — 625 = 0.

PRZYKLAD 5. Rozwigz réwnanie x(x— /2 )(x+/2) = 216 — 2x.

2
PRZYKLAD 6.  Rozwigz rownanie M = 2x—256.

PRZYKLAD 1 2 P.3.6.3

Rozwiaz réwnanie (4x + 1) — 729 = 0.

1° Przenosimy —729 na drugg strone réwnania, pamigtajgc o zmianie (4x+1) =729
znaku na przeciwny.

2° Pierwiastkujemy rdwnanie stronami, otrzymujgc rownanie Y(ax+1) =¥729

réwnowazne.

3° Korzystamy z wtasnosci pierwiastka nieparzystego stopnia. dx+1=9

4° Otrzymalis$my réwnanie liniowe z jedng niewiadoma. 4x=9—1

Obliczamy warto$¢ x. 4x=8 |:4
x=2

PRZYKLAD 2 kd rses

Rozwiaz réwnanie (x* — 1)3 = 8.

1° Pierwiastkujemy rownanie stronami, otrzymujgc rownanie 3 (x?— 1)3 =38

réwnowazne.

2° Korzystamy z wtasnosci pierwiastka nieparzystego stopnia. x*—1=2

S . . . X*—1-2=0

3° Otrzymalismy réwnanie kwadratowe z jedng niewiadoma. 5

Obliczamy warto$¢ x. x"=3=0
(x—v3)(x+V/3)=0
X, =+/3,%,=—4/3

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 3.  Rozwigz réwnanie (2 — x)* = 512.

PRZYKLAD 4.  Rozwigz réwnanie (4 —3x)* + 216 = 0.
PRZYKLAD 5.  Rozwiaz réwnanie (10 —x2)° = 1000.
PRZYKLAD 6.  Rozwiaz réwnanie (v/x —1)* —27 = 0.
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Funkcje

ZADANIE UTRWALAJACE

3.6.1. Rozwigz réwnanie:
x(x—2)(x+2
20k

XX

b. T—?:—EBG
c. (x—3)(x+2)(x—2)=39—4x—3x*
x\3
d.(3-%) =1728
. 3
e. 0,125 =(2x—)

729
f. 125 = (x— 3)3

*1%%%% %, ‘7;/,”/”5 . -%51’ "\
K MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. ﬂ' 1.3.6 \\

4

3.6.2. Rozwigzaniem réwnania x> — %ZTE = 0 jest liczba:

. ‘o

b

i
I
AN
VINLVW VINIVW ViINIVW WVINLVW  Vianlvw

7z
6 _3 6 =) o
3 «'&(2:
3.6.3. Rozwigzaniem réwnania (x2 —1)° = — 1 jest liczba: {;‘;?
sesth a1 B.1 C.2 D. 0

3.6.4. Liczba 2 jest rozwigzaniem réwnania:

N,

o)
e
0 “‘““:\‘\x'dr‘:\.\“" e

A.6x°—48=0 C.5—8=0
ol

oV
- B.3*+24=0 D.

3.6.5. Jedli x> = 1331, to:

WU
M A. x=—-11 B. x=121 C.x=-—121 D. x=11 /
g L
s <
. SRR S LR AL I e
3.6.6. Rozwigzaniem réwnania -+ 755 = 3 jest liczba: 3 s
| ) R
A. naturalna, C. wymierna, o

B. catkowita, D. niewymierna.

\ - L A8
™ i
Ty ,J;;"W,‘- Wy & vt opi ot
> |~ Przeciwne g 2 Cyfra 7, geor 1€ jest licgpy
.y | . dokladhiq gyczt "¥urainych g
\\ ‘ /\_ \‘V’h Ooraz dokladnie rap " 23Pisie ktGryeh . .
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3.7 »  Wykorzystanie wtasnosci iloczynu do rozwigzywania rownan

WPROWADZENIE

Rozwazmy réwnanie R(x) =0, gdzie lewa strona jest zapisana w postaci iloczynu kilku czynnikdw, czyli:
W(x) P(x)-Q(x)=0.

Aby rozwigzac¢ réwnanie takiego typu, zauwazmy, ze iloczyn kilku czynnikdw jest réwny zero, gdy przynajmniej
jeden z tych czynnikdéw bedzie wynosit zero.

Wynika z tego, ze W(x) - P(x)-Q(x)=0,gdy W(x) =0lub P(x) = 0lub Q(x) = 0.

PRZYKLAD 1 kd ra

Rozwiaz réwnanie (x — 2)(x* — 25)(x* — 27) = 0.

1° Aby réwnanie byto réwne zero, to przynajmniej x—2=0lub xX2—=25=0 lub x>—27=0
jeden z czynnikéw musi by¢ réwny zero.

2° Wyznaczamy rozwigzania poszczegélnych rownan. x;=2 lub (x—5)(x+5)=0 lub x> =27
X, =5lubx; =—5 x =327
X, =3

3° Rozwigzania rownania to: X, =2,Xy=5,x3=—5,x,=3

PRZYKLAD 2 d 37

Rozwiaz réwnanie (x +7)(x* — 16)(x*>+ 8) = 0.

1° Aby réwnanie byto réwne zero, to przynajmniej x+7=0lub x¥*!—16=0 lub x*+8=0
jeden z czynnikéw musi by¢ réwny zero.

2° Wyznaczamy rozwigzania poszczegdlnych rownan. x;=—7 lub (x—4)(x+4)=0 lub x*=-8
X, =4lubx;=—4 x=%-8
X, =—2

3° Rozwigzania réwnania to: =— =4,x;= -

PRZYKLAD 3 2 P.3.7.1

Rozwiaz réwnanie x(2x + 1)(x*+3) = 0.

1° Aby réwnanie byto rowne zero, to przynajmniej x=0 lub 2x+1=0 lub x*+3=0
jeden z czynnikéw musi by¢ réwny zero.
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Réwnania i nierdwnosci

2° Wyznaczamy rozwigzania poszczegélnych rownan. x;=0 lub 2x=—1 |:2 lub ¥*=-3

xzz—% XeQ

o . L . 1
3° Rozwigzania réwnania to: X1=0,%="%

ZADANIA UTRWALAJACE

3.7.1. Rozwigz réwnanie: 1.3.7.1
a. (x+9)(x¥*—49)(x*—1)=0 c x(3x—12)(x*+7)=0
b. (x—3)(x*=5)(x*+64)=0 d. x*(8x—1)(5—x)*=0

3.7.2. Rozwigz réwnanie:

a. x>(x*+1)(2x+4)=0 d. x(x—10*(x*+4)=0
b. (2—3x)(x+4)(x—11Y? =0 e. x*(2x+11)(12—6x)=0
. Bx+9)(x*—7)(x+1)=0 £ (x+2P(x—3°(x+4)'=0

3.7.3. Rozwigz réwnanie:

a. xX>+4x*—12x=0 d. x*—53+6x*=0
b. —x>+4x=0 e. 2+ 7x*—4x=0
c. xX>+8x°=0 f. xX+x*+x>=0
. , (
» Grupowanie wyrazow 2 P.3.7.2

PRZYKLAD 1

Rozwigz réwnanie X+ —4x—8=0

Aby rozwigza¢ réwnanie, nalezy przeksztafcic je do postaci iloczynowej. W tym celu bedziemy chcieli wytgczy¢
wspdlny czynnik przed nawias. Zanim jednak to zrobimy, nalezy pogrupowac wyrazy i z kazdej pary wytgczyé
wspdlny czynnik. Jest to tzw. metoda grupowania wyrazow.

1° Z pierwszej pary wyrazow wytgczamy wspdlny czynnik, xX*+2x*—4x—8=0

S 2
czyli x°. xX*(x+2)—4x—8=0
2° Drugg pare wyrazow nalezy roztozy¢ na czynniki w taki x*(x+2)—4(x+2)=0

sposdb, by jeden z czynnikow byt taki sam jak w pierwszej
parze (x +2).

3° Wytaczamy wspdlny czynnik, czyli (x + 2). (x+2)(x*—4)=0

4° Do roztozenia drugiego nawiasu na czynniki stosujemy (x+2)(x—2)(x+2)=0
wzor skréconego mnozenia.
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5° Wyznaczamy rozwigzania réwnania. x+2=0 lub x—2=0 lub x+2=0
X, =—2 X, =2 X3=—2

6° Rozwigzania réwnaniato x, = — 2, x, = 2.
1 2

PRZYKLAD 2

Rozwigz réwnanie X+x2—9x—9=0

1° Z pierwszej pary wyrazow wytgczamy wspdlny czynnik, xX+x*—9x—9=0
czyli 2. 2 —Qgy—Q—
y x(x+1)—9%—9=0
2° Drugg pare wyrazow nalezy roztozy¢ na czynniki w taki X*(x+1)—9(x+1)=0
sposdb, by jeden z czynnikdw byt taki sam jak w pierwszej
parze (x+1).
3° Wytaczamy wspdlny czynnik, czyli (x + 1). (x+1)(x*—9)=0
4° Do roztozenia drugiego nawiasu na czynniki stosujemy (x+1)(x—3)(x+3)=0

wzor skréconego mnozenia.

5° Wyznaczamy rozwigzania réwnania. x+1=0 lub x—3=0 lub x+3=0
x;=—1 X, =3 X3=—3

6° Rozwigzania rownaniato x; = —1, x, = 3, x3 = — 3.

PRZYKtAD 3

Rozwigz réwnanie x> — 4x* +3x—12 =0

1° Z pierwszej pary wyrazéw wytaczamy wspolny czynnik, X—ax*+3x—12=0
S 2

czyli x°. X*(x—4)+3x—12=0

2° Drugg pare wyrazow nalezy roztozy¢ na czynniki w taki X*(x—4)+3(x—4)=0

sposdb, by jeden z czynnikdw byt taki sam jak w pierwszej

parze (x —4).

3° Wytgczamy wspdlny czynnik, czyli (x — 4). (x—4)(x*+3)=0

4° Wyznaczamy rozwigzania réwnania. Xx—4=0 lub x*+3=0

x, =4 x*=-3

xXeQ

5° Rozwigzanie réwnania to x = 4.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 4. Rozwigz réwnanie x> + 4x> — 25x — 100 = 0.
PRZYKLAD 5. Rozwiaz réwnanie 2x> — x*> + 6x —3 = 0.

PRZYKYAD 6. Rozwiaz réwnanie 3x> + 4x*> —9x — 12 = 0.



3.7.4. Rozwigz réwnanie:
a. X +2x*—36x—72=0
b. x> —2x*—49x+98 =0
¢ X>+4x+7x+28=0
d. 4x3+5x*—40x—50=0
e. 2 +5x*—18x—45=0

£ —x>+4x’+11x—44=0

Funkcje

LADANIE UTRWALAJACE

g pon T omin [ g™ ARRUSZ I = il
S 50 l | = wﬂ 1

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

3.7.5. Rozwigzaniami réwnania x(2x — 3)(x — 2) = 0 s3 liczby:

"%%\ A.1,0,2 B.1,2,3 C.0,3,2 B0, = 2

3.7.6. Réwnanie x>+ 2x = 0:

A. ma jedno rozwigzanie, C. ma trzy rozwigzania,

B. ma dwa rozwigzania, D. nie ma rozwigzan.

3.7.7. Liczby {—1; 3; 5} s3 rozwigzaniami réwnania:

A (x—1)(x+3)(x+5)=0 C.(x+1)(x—3)(x—5)=0

B.5(x*—1)(x+3)=0 D. (x+1)(x*+3)(x—5)=0

3.7.8. Réwnanie x> + 5x2 — 4x— 20 = 0:

ey A. ma trzy rozwigzania, C. ma jedno rozwigzanie,
%t%;% %"'%,.1 B. ma dwa rozwigzania, D. nie ma rozwigzan.
%%:;%
\ / 4 3.7.9. Suma pierwiastkdéw réwnania X+3x%+2x=0 WYnosi:

/ “ A.3 B. 0 c.—3 D. 1

~3.7.10. Rozwigzaniami réwnania x(x> — 27)(x + 5)(2x + 4) = 0 s3 liczby:
<

OSas A. 0,354 €003 =575

e B.3,—5,—2 D.0,27,—5,— 4
. hae
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MATURA

il

P0<(p

1. (4pkt) Rozwiaz nieréwnosé | 2x +3|+|x—4| < 7 5.

3.7.11. Réwnanie (x> —4)(x¥* —9)(x*+7) = 0 ma:

et
&

&/

MATURA

MATURA — ZADANIA OTWARTE

3.7.12. Rozwiaz rownanie x+6x2=0.

\J
&
&

S

3.7.13. Rozwiaz réwnanie (2x —8)(x> —20) = 0.

S

3.7.14. Rozwiaz réwnanie x* — 16x*> = 0.

MATURA

3.7.15. Rozwiaz réwnanie —x> + 11x* — 18x = 0.

3.7.16. Rozwigz rownanie x>+ 9x*> —36x— 324 = 0.

AV e
2/

MATURA

3.7.17. Rozwiaz rownanie (x®— 4x)(x* — 2x—3)(x*—1000) = 0.

b

<
x

h
~
;

EGZAMNACYONY Z =g
e | A Amsuszﬂ\[t 3
= s

A. cztery rozwigzania, C. pie¢ rozwigzan,

B. trzy rozwigzania, D. siedem rozwigzan.
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Réwnania i nierdwnosci

3.C » Drziatania na wyrazeniach wymiernych

DEFINICJA PRZYKLAD

Wyrazeniem wymiernym nazywamy wyrazenie zapisane w postaci —x3+1 —x*+1
X=3 ' x+4

L(x
utamka M(x)’

kiem wielomian M(x) i M(x) # 0.

ktdrego licznikiem jest wielomian L(x), a mianowni-

Wyrazenia w liczniku (L(x)) i mianowniku (M(x)) przybierajg postac liniowa (np. —x+%), kwadratowg (np.

—x% + x + 2) lub wyrazenia trzeciego stopnia (np. —x> + 1) itp.

» Wyznaczanie dziedziny wyrazenia wymiemego

Rozwazajgc wyrazenie wymierne, nalezy ustali¢ dziedzine, czyli wskazac¢ wszystkie mozliwe liczby, ktére mozna
wstawi¢ w miejsce niewiadomych, tak aby wyrazenie miato sens liczbowy. Nalezy pamietaé, aby wykluczy¢
z dziedziny te liczby, dla ktérych mianownik przyjmowatby wartos¢ zero.

PRZYKLAD 1
—c il
Ustal dziedzine wyrazenia —~—3 -
1° W mianowniku nie moze wystepowac zero, wiec: x—3#0

X# 3

2° Zatem dziedzina tego wyrazeniato D = R\ {3}.

PRZYKLAD 2
S . =x*+1
Ustal dziedzine wyrazenia —5——.
X —4
1° W mianowniku nie moze wystepowac zero, wiec: X*—4%#0
(x—2)(x+2)#£0
XFE2iXx#£—2

2° Zatem dziedzina tego wyrazeniato D = R\ {—2; 2 }.

LADANIE UTRWALAJACE

3.C.1. Wyznacz dziedzine wyrazenia:

L 2x+5 5 R S g1
2 3y " Bx+5 (x+2)(x—4) T2 +5
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» Skracanie i rozszerzanie wyrazehn wymiemych

Wykonujac dziatania na wyrazeniach wymiernych, postepujemy tak samo jak w przypadku utamkéw zwyktych.

Skracanie
wyrazen
wymiernych

Wielomiany wystepujace w liczniku i mianowniku przedstawiamy w postaci ilo-
czynowej (o ile to mozliwe). Czynniki iloczynu powinny by¢ jak najnizszego stopnia.
Nastepnie licznik i mianownik dzielimy przez ich wspdlne czynniki.

PRZYKLAD 1 kd rsca

2

Skré¢ utamek algebraiczny ﬁ

1° Aby roztozy¢ licznik do postaci iloczynowe;j,
korzystamy ze wzoru skrdconego mnozenia:
a’>—b*>=(a—b)a+b).

Aby roztozy¢ mianownik do postaci iloczynowej,
wytgczamy wspdlny czynnik przed nawias.

2° Wyznaczamy dziedzine utamka.

3° Skracamy wspdlny czynnik wystepujacy
w mianowniku i liczniku.

=4 _ (x=2)(x+2) _
2x+4  2(x+2)

20x+2)#0 |:2

x+2#0
x#—2,wiecD=R\{-2}
(=27 _ x>
24+72) 2

PRZYKLAD 2 kd rsca

2
Skré¢ utamek algebraiczny %

1° Aby roztozy¢ licznik do postaci iloczynowe;j,
wytgczamy wspdlny czynnik przed nawias.

Aby roztozy¢ mianownik do postaci iloczynowej,
korzystamy ze wzoru skrdconego mnozenia:
a*—b*>=(a—b)a+b).

2° Wyznaczamy dziedzine utamka.

3° Skracamy wspadlny czynnik wystepujgcy
w mianowniku i liczniku.

58

2x2+6x: 2x(x+3) _
x2—9 (x—3)(x+3)

(x—3)(x+3)#0
x—3#0 i x+3#0

X#£3 i X#—3

D=R\{-3;3}
_ 2x(x+3) __2x
(x—3)(x+3)  x—3



Réwnania i nierdwnosci

ZADANIE UTRWALAJACE

3.C.2. Skro¢ utamek algebraiczny:

4x*— 25 x*—9

a. 4X_ 10 C. 2 + 3X
b 2x* +6x° d. x% + 5x
’ 4)(2 3x+ 15

W(x) R(x) W(x)-R(x)

Rozszerzanie P(x) R(x) _ P(x) R(x) ,R(x)#0

wyrazen

wymiernych Licznik i mianownik utamka mnozymy przez niezerowy wielomian i zaktadamy,

Ze nie przyjmuje on wartosci rownej zero.

PRZYKLAD 1 kd rsc>

X _ ?
x+2 3x°+6x’

Rozszerz utamek algebraiczny do wskazanego licznika:

Skoro mianownik x-+2 zostat rozszerzony do postaci 3x*+6x,  3x*+6x =3x(x+2)
to nalezy wyznaczyé, przez jakie wyrazenie zostat pomnozony, aby X xX*3x
otrzymac takg postac i przez to samo wyrazenie pomnozy¢ licznik. X+t2 324 6x

_ 3x°
3x% + 6x

PRZYKLAD 2 kd rsc>

Rozszerz utamek algebraiczny do wskazanego mianownika: 5x ?

Skoro licznik x — 4 zostat rozszerzony do postaci x*>— 16, to nalezy x> —16 =(x+4)(x—4)
wyznaczy¢, przez jakie wyrazenie zostat pomnozony, aby otrzymac taka x—4  x2—16 _ x*—16
postac i przez to samo wyrazenie pomnozy¢ mianownik. 5¢ 7 5x-(x+4)  5x2+20x

LADANIE UTRWALAJACE

3.C.3. Rozszerz utamek tak, aby miat wskazany mianownik:

a 3o (o x+2 _

X 2P "x—3 x*—-9
b 4 _ d 4x _ _

Tx+1 x¥*-1 Tx+2 2% +4x
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» Drziatania na wyrazeniach wymiernych 2 P.3.C.3
PRZYKLAD

—x+1
x—3

Dane s wyrazenia wymierne: w, = ,D; =R\{3} orazw, = %, D, =R\{—2}.

Wyznacz w; - w,.

W(x) L(x) _ W(x)-L(x)

Mnozenie P(x) M(x) ~ P(x)-M(x)
wyrazen
wymiernych Aby pomnozy¢ dwa wyrazenia wymierne, nalezy pomnozy¢ przez siebie liczniki
i mianowniki.
—x+1 2x—3 _ (=x+1)-(2x—=3) _ —2x*+5x—3

WiWo T o3 N F2 T (xm3) (xt2)  (x—3) (xt2)y DT RME 2}

e
Wyznacz w, -

o W(x) . L(x) _ W(x) M(x) _ W(x) M(x)

Dzicienic P(x) “M(x) ~ P(x) L(x) — P(x)-L(x)

wyrazen

wymiernych Aby podzieli¢ dwa wyrazenia wymierne, nalezy pomnozyé pierwsze wyrazenie
przez odwrotnos$¢ drugiego.

Wy —x+1 . 2x—3 _ —x+1 x+2 _(=x+1)-(x+2)  —x*—x+2
Wo o x=3 " x+2 7 x=3 2x=3 " (x—3)(2x—3)  (x—3) (-3

70=R\{-2:3;3}

Wyznacz w; + w,.

. W(x) , L(x)  W(x) M(x)  P(x) Lix) W(x) M(x)+P(x) L(x)
Dodawanie P(x) ~ M(x) — P(x) M(x) = P(x)-M(x) P(x)-M(x)
wyrazen

wymiernych Aby dodac dwa wyrazenia wymierne, nalezy najpierw sprowadzi¢ oba wyrazenia
do wspdlnego mianownika, a potem dodac ich liczniki.

= oxFt1 2x=3 _ (xF 1) (x+2)  (x=3)(x=3) _
MiTWa ™ % =3 T x+2 T (x=3)-(x+2)  (x—3) (x+2)
_(ox41)-(x+2)+(x=3)-(2x=3) _ x*—10x+11

(x—3)(x+2) (x—3)-(x+2)

D=R\{-2;3}

Wyznacz w; — w,.

: , W(x) _ L(x) _ W(x)-M(x)  P(x)-L(x) _ W(x)-M(x)—P(x) L(x)
Odejmowanie P(x) M(x) P(x)-M(x) P(x)-M(x) P(x)-M(x)

wyrazen
wymiernych Aby odja¢ dwa wyrazenia wymierne, nalezy najpierw sprowadzi¢ oba wyrazenia
do wspdlnego mianownika, a potem odjac ich liczniki.

o _—x+1_2x—3_(=x+1)-(x+2) (x—=3)-(2x—3) _
WMITW2 T x=3 T 2 T (x=3)-(x+2)  (x—3)-(x+2)
_(x+1)(x+2)—(x—3)(2x—3) _ —3x°+8x—7
B (x—3)(x+2) (x—3)(x+2)

D=R\{—2;3}
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ZADANIA UTRWALAJACE

3.C.4. Wykonaj dodawanie utamkow. Podaj zatozenia.

2 3 1, «x
a st tx=17 b. T x+1

3.C.5. Wykonaj odejmowanie utamkéw. Podaj zatozenia.

4 3

a bx+1_ 2x
xt+2  x :

x—1 x+3

3.C.6. Wykonaj mnozenie utamkow. Podaj zatozenia.

xt2 xt4
x—1 2x+2

6x x+2 b
& %—1 x—7 :

3.C.7. Wykonaj dzielenie utamkow. Podaj zatozenia.

2x+1 . x+8
&%=4 - x—7
2

b, =X _ - X _
*2x+5 " x+3

3.C.8. Doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci.
. X xX*~9 . 5¢+10 . 5
" x+3 X x—1 ~x—-1

2Xx X+ 2 x+5 | xt2
¢ x+3 1T x=>5 d Yx=7Tx=3
2x—1 x+5 d x+4 X
¢ x+2 X—2 *x+5 4x—1
o Xt3 26x 4 XX x*—25
2x+1 x*—9 " x2+5x 2
x*—25 . 2x+10
“x+2 o x+1
d 4*—9 . 2x—3
" x+4 2+ 4x
b X2 ‘16—x2_ 3x . 3¢ +3x
"4—-x  x x—7  2x*—098

» Zadania tekstowe z wykorzystaniem wyrazehn wymiemych

PRZYKLAD 1 kd r3ca

Droga Wojtka z domu do szkoty biegnie pod gore. Wojtek, idac do szkoty, pokonuje j3 z predkoscig 4 kTm Gdy
wraca ze szkoty do domu, to idzie o 2 kTm szybciej. Oblicz, jaka jest Srednia predkos¢ Wojtka na trasie z domu

do szkoty i z powrotem.

1° Wprowadzamy oznaczenia.

2° Korzystajgc ze wzoru: t = %, uktadamy dwa réwnania,
Wyznaczajgc czasy przejscia Wojtka.

3° Skoro wiemy, ze wartos$c¢ Sredniej predkosci to iloraz
drogi i czasu, to mozemy ufozyé rdwnanie.

s —droga Wojtka z domu do szkoty
t, — czas przejscia Wojtka z domu do szkoty
t, — czas przejscia Wojtka ze szkoty do domu

tz:viz:%,poniewaivzzvl+2:4+2ZGkTm

_S__ 25 _
Ve T Tt R L,
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2
4° Podstawiamy wyznaczone wczesniej wartosci t; =3 zj S =3 51525 = %—z = TK : % =4,8 kTm
oraz t, i obliczamy wartos¢ $redniej predkosci. 4 6 12 12

5° Srednia predko$¢ Wojtka na trasie zdomu do szkoty i z powrotem wynosi 4,8 Tm

ZADANIE UTRWALAJACE

3.C.9. Zatadowany towarem samochdd ciezarowy przemierza odlegto$¢ z miasta X do miasta Y z predkoscig 60 kTm,
a w drodze powrotnej, jadac bez tadunku, porusza sie z predkoscig 90 kTm Oblicz, jaka jest srednia predkos$é samo-
chodu na trasie tam i z powrotem.

ZADANIA TESTOWE. Sposrod podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

3.C.10. Wyrazenie Z_ x-%- 1 gdzie x # 0i x # — 1, jest rwne wyrazeniu:

X
2 2
A.0 B.2 C. % D. X(x+1)
. . X*—64 . o -
3.C.11. Wyrazenie IxF16 gdzie x # — 8, jest réwne wyrazeniu:
1 x+8 x*—32 X
A 5x—4 B. “5 B D. 5 +4
3.C.12. Jedli —X—= 20 ,gdzie x #—1i x # 1, to prawda jest, ze:
x+1 x—1
Aa=x+1 B.a=x—1 Ca=x D.a=x*>—x
3.C.13. Dziedzing wyrazenia )2( mdl jest zbidr:
X°—4x
A. x € R\{0} B. x € R\{—4;0} C. x € R\{0;4} D. x € R\{—2;2}
o1, 1 1 . e e .
3.C.14. Wyrazenie X aF =1 S X+F1’ gdzie x # {—1, 0; 1}, jest rowne wyrazeniu:
1 3x°+1 3 3x*—1
A. % B. &/ — C. v D.
X x>+ x X X —x

ZADANIE OTWARTE

3.C.15. Autobus przejechat trase z miasta A do miasta C, jadac przez miasto B. Odlegtos¢
z miasta A do miasta B jest dwa razy dtuzsza niz z miasta B do miasta C. Dtuzszy odcinek au-
tobus przejechat ze srednig predkoscig 80 kTm, a krétszy ze Srednig predkoscig 60 kTm Oblicz
srednig predkos¢ autobusu na tej trasie.

4 pki
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38 p Proste rownania wymierne, prowadzgce do rownan liniowych
: lub kwadratowych

DEFINICJA

L(x)
M(x)
mianamii M(x) # 0 lub takie, ktére mozna przeksztatci¢ rownowaznie do tej postaci.

WY JASNIENIA

L(x)
M(x)

Réwnaniem wymiernym z niewiadomag x nazywamy réwnanie postaci = 0, gdzie L(x) i M(x) sg wielo-

Kazde réwnanie zbudowane tylko z utamkow algebraicznych mozna przeksztatci¢ do postaci =0.

Wyznaczajgc dziedzine takiego wyrazenia, nalezy pamietac, ze jest to zbidr liczb rzeczywistych z wytgczeniem
liczb, ktore sg pierwiastkami wielomianéw wystepujgcych w mianownikach poszczegdlnych utamkéw.

» ROwnania wymieme rowne zero

Wyrazenie wymierne przyjmuje wartos$¢ réwng zero, gdy wielomian w liczniku L(x) przyjmuje wartosé

M(x)
zero (L(x) = 0), a wielomian w mianowniku M( x) jest rézny od zera (M(x) # 0).

PRZYKLAD 1 2 P.3.8.1
236

Rozwigz réwnanie 5()(_712 =0.

1° Wyznaczamy dziedzine réwnania. 2x— 12 #0
2x#£12 |12
X#6
D=R\{6}
2° Przyréwnujemy do zera tylko licznik. x*—36=0
3° Otrzymalismy réwnanie kwadratowe. Rozktadamy lewg strone (x—6)(x+6)=0

réwnania do postaci iloczynowej, korzystajgc ze wzoru skréconego
mnozenia: a> — b> =(a—b)(a+b).

4° Wyznaczamy pierwiastki rdwnania, sprawdzajac, czy nalezg one X=6¢D,x,=—6
do dziedziny.
5° Rozwigzaniem réwnania jest x = — 6.
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x*—3x—4

Rozwigz rownanie 4_1 =0.
1° Wyznaczamy dziedzine réwnania. X*—1#0

(x—1)(x+1)#0

x£1,x#—1

D=R\{—-1;1}

2° Przyréwnujemy do zera tylko licznik. xX*—3x—4=0
3° Otrzymalismy réwnanie kwadratowe, ktdre rozwigzujemy.
3.1° Obliczamy wyréinik A ze wzoru: A = b> — 4ac. A=(—3Y—4-1(—4)=9+16=25

—bxt VA
3.2° Obliczamy pierwiastki ze wzoru: X; , = Tf i sprawdzamy, czy \/Z =425=5
nalezg do dziedziny. 345 4
12772 ThLiep

4° Rozwigzaniem réwnania jest x =

PRZYKLAD 3 kd rss

2
Rozwigz réwnanie % =0.

1° Wyznaczamy dziedzine réwnania. x—10#0
x # 10
D=R\{10}
2° Przyréwnujemy do zera tylko licznik. x*+100 =0
3° Otrzymali$my rownanie kwadratowe, ktdre rozwigzujemy. x> =—100
4° Réwnanie to nie ma rozwigzan, wiec wyjsciowe réwnanie XEQD

réwniez nie ma rozwigzan.

PRZYKLAD 4 kd rss

X+ 4x

Rozwigz rownanie =, —7= = 0.

1° Wyznaczamy dziedzine réwnania. x—1+#0
x#1
D=R\{1}

2° Przyréwnujemy do zera tylko licznik. x*+4x=0

3° Otrzymalismy réwnanie kwadratowe. Rozktadamy lewg strone x(x+4)=0

réwnania do postaci iloczynowej, wytgczajac wspdlny czynnik przed

nawias.
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4° Wyznaczamy pierwiastki rGwnania, sprawdzajac, czy nalezg one x,=0,x,=—4
do dziedziny.
5° Rozwigzaniem réwnania jest x; = 0, x, = — 4.

ZADANIE UTRWALAJACE

3.8.1. Rozwigz réwnanie:

x2—25:0 x3+x2:
3 X¥10 ® 2 +x
2x* + 5x (x=3)(x+2)
b. “5—>%=0 f5—""—"=0
2—x x*—2x—8
2 +3x _ ¢ X =3x—10 _
" A’ -9 " x*—25
2 2
X +7x—8 _ 6x"t5x+1 _
e 0 h. (3x+1)(2x—1) 0

» Rownania wymierne rowne innej liczbie niz zero

WPROWADZENIE

o LX) W(x) , L . :
Réwnanie M(x) = P(x) ma postac proporcji, w ktérej wyrézniamy wyrazy srodkowe: M(x) i W(x) oraz wy-
razy skrajne: L(x) i P(x). Réwnanie to, po wyznaczeniu dziedziny, rozwigzujemy korzystajac z wtasnosci propor-
cji, ktéra mowi: ,iloczyn wyrazéw sSrodkowych jest rdwny iloczynowi wyrazéw skrajnych”. Zatem nasze réwnanie

jest rdwnowazne innemu réwnaniu: L(x)- P(x) = M(x)- W(x).

(
PRZYKLAD 1 2 P.3.8.2
Rozwigz réwnanie t1_1
q 2 x°
1° Wyznaczamy dziedzine réwnania. x#0
D=R\{0}
2° Korzystamy z wtasnosci proporcji. x+1 1
2 X
x(x+1)=2
X+x=2
X+x—2=0
3° Rozwigzujemy otrzymane réwnanie A=1>—4-1(-2)=1+8=9
kwadratowe i sprawdzamy, czy rozwigzania /Z =,/9=3
nalezg do dziedziny réwnania. —1+3 2
X1,2 = 2 = \1
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4° Rozwigzania réwnania to: x; = — 2, x, = 1.

PRZYKLAD 2

2x+3 _ 2x—12

Rozwigz réwnanie

x—5 x—7
1° Wyznaczamy dziedzine réwnania. X—5#0, x—7#0
X#£5, X#£7
D=R\{5;7}
2°K t t i 2x+3 _ 2x—12
orzystamy z wtasnosci proporcji T 7
(2x+3)(x—7)=(x—5)(2x—12)
2% — 14x + 3x — 21 = 24 — 12x — 10x + 60
3° Otrzymalismy réwnanie liniowe, ktore —14x+3x+12x+ 10x = 60 + 21
rozwigzujemy. 11x=81 |:11
_81_,4
X=11 =711

4° Rozwigzaniem réwnania jest x = 7%.

PRZYKtAD 3

Rozwigz réwnanie 2 4x — 3.

x—1
1° Wyznaczamy dziedzine réwnania. x—1#0
x#£1
D=R\{1}
2° Réwnanie zapisujemy w takiej postaci, zlel =4x—3
by prawa strona byta réwniez utamkiem, X
. L " 2x+1 _ 4x—3
i korzystamy z wtasnosci proporcji. =1 = 1

2x+1=(x—1)(4x—3)
2x+1=4x"—3x—4x+3
2x+1—4x*+3x+4x—3=0
—4x*+9x—2=0
3° Rozwigzujemy otrzymane réwnanie kwa- A=9*—4-(—4)-(—2)=81—32=149

dratowe i sprawdzamy, czy rozwigzania nalezg ‘/Z =/49 =7
do dziedziny réwnania.

X127 —8

S . 1
4° Rozwiazania rownania to: x; = 7, X, = 2.

PRZYKLAD 4

3

Rozwi iréwnanie;+L=—
a x xt1 x—1-



1° Wyznaczamy dziedzine réwnania.

2° Obie strony rdwnania mnozymy przez
wspdlny mianownik, czyli iloczyn wszystkich
mianownikow.

3° OtrzymaliSmy réwnanie kwadratowe, ktore
rozwigzujemy.

1

4° Rozwigzania rownania to: x; = — ¢, X, = 2.

Réwnania i nierdwnosci

x#0, x+1#0, x—1+#0
x#—1, xX#1
D=R\{—-1;0;1}
2 6 3
StxF1 w1 et D)
2(x+1)(x—1)+6x(x—1)=3x(x+1)
2(x*—1)+6x>—6x =3x*+3x
2X°—2+6x°—6x—3x>—3x=0
5x2—9x—2=0

A=(—9Y—4-5-(—2)=81+40=121

JA=/121 =11
9+11 &
X127 710 N\,

ZADANIE UTRWALAJACE

3.8.2. Rozwigz réwnanie:

1 x_7
Cx 2714
2—X _

f =1 3
2 1 __ 4
B Xx—1TXx+1 - 21
4 x __11
h =2t %x+2 x2—4

PRZYKLAD kd i3s3

Kolarz pokonat trase 105 km, jadgc z Warszawy do Radomia, i takg samg odlegtos¢ z Radomia do Warszawy. Droge
powrotng pokonat ze Srednig predkoscig o 6 kTm mniejszg niz droge w poprzednig strone. Oblicz Srednig predkosé,
z jaka kolarz jechat z Warszawy do Radomia, jezeli wiadomo, ze tgczny czas przejazdu tam i z powrotem wynidst

12 godzin.

1° Wprowadzamy oznaczenia.

105 km — odlegtos¢ miedzy Warszawa a Radomiem

v — predkosc kolarza na trasie z Warszawy do Radomia

v — 6 — predkosc kolarza na trasie z Radomia do Warszawy
t, — czas przejazdu kolarza z Warszawy do Radomia

t, — czas przejazdu kolarza z Radomia do Warszawy
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2° Korzystajac ze wzoru: t = %, uktadamy dwa
réwnania, wyznaczajgc czas przejazdu.

3° Skoro wiemy, ze tgczny czas przejazdu to 12
godzin, to mozemy utozy¢ réwnanie.

4° Podstawiamy za t, i t, wyznaczone wartosci
i rozwigzujemy réwnanie.

s _ 105
Ht=v v
¢ S 105
2 v—6 vVv—6
t,tt,=12h
105+ 25— 15 [ v(v—s6)

105(v—6)+105v = 12v(v—6)
105v — 630 + 105v = 12v% — 72v
210v—630—12v*+72v=0
—120%+282v—630=0 |:(—6)
2v2—47v+105=0

A=47>—4-2-105 = 2209 — 840 = 1369

VA =/1369 =37

Vl:472f237_1£ 2,5 km
_47+37 _84 _ .«
vw="72 4 2%

Predkos¢ 2,5 kTm odrzucamy, poniewaz w drodze powrotne;j
kolarz jechato 6 kTm wolniej, wiec jego predkosé musiataby
by¢ ujemna, co jest niemozliwe.

5° Srednia predkos¢ kolarza z Warszawy do Radomia wynosita 21 kTm

LADANIE UTRWALAJACE

3.8.3. Ogrodnik zebrat 12 skrzynek jabtek przed potudniem, a po potudniu
jeszcze 15 takich samych skrzynek. Po potudniu zbierat o jedng skrzynke
mniej w ciggu godziny pracy niz przed potudniem. tacznie pracowat 8 |
godzin. Oblicz, ile czasu zajeto ogrodnikowi zebranie jednej skrzynki przed

potudniem.

3.8.4. Turysta wybrat sie na dwudniowg pieszg wedréwke. Pierwszego
dnia pokonat 32 km, a drugiego o 8 km wiecej. tgczny czas wedrowki
wynosit 16 godzin. Oblicz, z jaka srednig predkoscig szedt turysta pierw-
szego dnia, jezeli wiadomo, ze drugiego dnia jego predkosc byta o 1 k{]"

wieksza od predkosci w poprzednim dniu.
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g

%,

%
V

A. naturalna,

x2+5x_
XD

3.8.6. Rownanie 0:

A. ma dwa rozwigzania,

B. ma trzy rozwigzania,

'3.8.7. Rozwigzaniami réwnania

A. —3;,—2;3

A.a=1
% +4
D 3.8.9. Réwnanie %
g 4 X —a
/ A.a=4
X’ +64 _

~3.8.10. Réwnanie

\

— A. nie ma rozwigzan,

3.8.11. Réwnanie

3.8.12. Rozwigzaniem réwnania % i 3= % jest liczba:
/ A.3 B. -4
ﬂ':mnﬁlwz;::
s o ;
3.8.13. Réwnanie % =

A. nie ma rozwigzan,

x+2
x> +1

\3.8.5. Rozwigzaniem réwnania 1=
9,% X

x—8 0:

(x+5)(x—4)
(x=5)(x+4)

(x+2)(x*—9)
X5t 3

B. —3;2;3

B.a=2

B.a=—4

B. ma doktadnie jedno rozwigzanie,

0 ma:

A. dokfadnie jedno rozwigzanie,

B. doktadnie dwa rozwigzania,

B. ma doktadnie jedno rozwigzanie,

jest liczba:

B. niewymierna,

= 0 s liczby:

= 0 ma jedno rozwigzanie, gdy:

=04, wyies 5
R

-

ARKUSZ EGZAMINACYINY Z MATEMATYK! 7 =
poom rozszerzony B | Yezeapuwrow g AmsuszI\H o

1.(4pkt)Rozwiainler6wm§é|Zx+3|+|x-4|57_,(.

3.8.8. Rozwigzaniem rownania ﬁ = % jest liczba 3. Wtedy:

. catkowita,

D. wymierna.

. ma jedno rozwigzanie,

. ma dwa rozwigzania, w tym jedno dodatnie.

2 D. —2;3
a=5 D.a=-—5
a=16 D.a=—16

. ma doktadnie dwa rozwigzania,

. ma doktadnie trzy rozwigzania.

. doktadnie trzy rozwigzania,

. dokfadnie cztery rozwigzania.

. ma doktadnie dwa rozwigzania,

. ma doktadnie cztery rozwigzania.

3. (30kt) Opicy 1.
"% Syfra7, d?ugs,ﬁ“d”w‘:b "aturalnych oo,
”’y%o“"%d,%wﬂn;.m W spie kg -
e cyfra 1, ¥PUje doklagnie
tray

1. (4pkt) Rozwi

pezréy
trapezy

o

ile jest
fadnie d

A}

o
s

N
ViNlvw

AN

4
",

ViNnivw
N,

N

RKU:

=

ViNnlvw

[2x+3)4

/

[

8C0 0 po
ekatna tr

|

ViINIVW ViNnlvw

e

*h siedmi
oraz dokf

ViNnlvw

Vinivw

7

K

Vinilvw
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MATURA

MATURA

S

y/
MATURA

MATURA

Vv

S

\
N

il

pesoes e - = 1-(4nkl)ﬁozwiqinierow"°“’b+3‘
Pt - B I Amsuszn\U =
L el i ﬂ"é‘w
1. (apkt) Rozwiaz nierownos | 2x+3 |+ x—4| < 7 — .
xta)x+b
3.8.14. Réwnanie M = 0 w zaleznosci od parametréw a i b, gdziea > 0ib > 0:
(x—a)(x—b) ST
A. nie ma rozwigzan, C. ma dwa rozwigzania, ‘mmmﬂéiiﬁm
\
*”%% B. ma jedno rozwigzanie, D. ma cztery rozwigzania.
MATURA — ZADANIA OTWARTE
+ \
3.8.15. Rozwiaz réwnanie 212 = x— 22, dla x # 8. 2 pkt B
\
% 3.8.16. Rozwiaz réwnanie 2% 10 _ X; cid 2 pkt
X —2x 2 pkt S—
3.8.17. Rozwigz réwnanie T =0.
3.8.18. Turysta wspinat sie na pewien szczyt gorski. Trasa, ktdrg miat do pokonania, wynosita 5 pkt
w jedng strone 7,5 kilometra. Predkosé, z jaka turysta schodzit ze szczytu, bytao 1 kTm wieksza od —

predkosci, z jakg wchodzit na szczyt. Oblicz predkos¢ wchodzenia, jezeli wiadomo, ze catkowity
czas wedrowki wynosit 8 godzin.

e“/
S

N
- N

\\
-

% = S TSI LSy // Ty o, %,
?\\”a. M _ / gh?S#-x; 2 j/ %"9";‘;’% \ A #g}’%




Réwnania i nierdwnosci

ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKtADOW

P.3.1.1  PRZYKLAD 3. Liczba 4 jest rozwigzaniem réwnania.
PRZYKEAD 4. Liczba —6 nie jest rozwigzaniem réwnania.
3.1.1. Czy liczba spetnia rownanie?
Roéwnanie 1 ) 5 _g 3 0
X2 —25=0 NIE NIE TAK TAK NIE NIE
x(x+1)(x—2)=0| 74K TAK NIE NIE NIE TAK
X2 —5x+6=0 NIE TAK NIE NIE TAK NIE
X3 - 7X2 +10x=0 NIE TAK TAK NIE NIE TAK
X3 —27=0 NIE NIE NIE NIE TAK NIE
X+5_ o2
2 - X 5 NIE NIE NIE NIE TAK NIE
P.3.1.2 PRZYKLAD 3. Liczba —4 nie jest rozwigzaniem nieréwnosci.
PRZYKEAD 4. Liczba 10 jest rozwigzaniem nieréwnosci.
3.1.2. Czy liczba spetnia nierownosc?
Nieréwnos¢
V2 0 -2 3 T
X2 >5 NIE NIE NIE TAK TAK
X3 —5x<6 TAK TAK TAK NIE NIE
X X, X
5t3+7 <10 TAK | TAK | TAK | TAK | TAK
(x+2)(x—1)>x—y2 | 178K | NIE TAK | TAK | TAK
2
X JEX >2x—1 NE | TAK | TAK | TAK | TAK
3.1.3. D 3.14. C 3.1.5. D 3.16. B 3.1.7. B
— -1 — 52 .1 — 1.2
3.A1. a x=23 b.x—25 c. x=13 d.x—l29
3A2. a.x=-—1 . nieskoniczenie wiele rozwigzan
b. brak rozwigzania
3.A.3.  a. brak rozwigzania d x=—2
_1 — 33
b. x=1% e. x=33g
c. x= —% f. x=— %
5(5+5 + 2 -6
38 a x=20FYS) c. x=—L3+3 g, x=—2/2-6)
4 2 17
3.A.5. Klasa liczy 28 ucznidw.
3.A.6.  Szukane miary katéw czworokatato 36°,72°,108°,144°.
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3.A.7.  Szukane dtugosci bokdéw prostokatato 12i27.
3.A.8. Szukaneliczbyto 8i3.
3.A.9.  Szukana liczba to 84.
3.A.10. Odlegtos¢ miedzy miastami wynosi 36 km.
3.A11. A 3.A.12. B 3.A.13. D 3.A.14. C 3.A.15. C
3.A.16. C 3.A.17. C 3.A.18. D 3.A.19. B 3.A.20. B
3.21.  a. & by d. A
; : :
7012345x 75747372717?012345? —5—4-3—2-10012345x
2 -2
3 / -3
x=—1 {X:—Z {x=—3
y=0 y=3 y=-1
e. A
3,
/:
543/11//12345x
brak rozwigzania nieskonczenie wiele rozwigzan
3.2.2. da. \64 y b. s‘ y C. 6ty
5 ] 5
4 4 4
3 3 3
/ f :
0 0 0
-3 -2/ -1 (01 2 3 4 5 B\T7X »1»0123455789 »4»3—2—1» 1 2 3 4 5 6Xx
2 -2
3 -3 -3
x=1 x=1 {x =2
y=5 y=4 y=1
3.2.3. a=2
3.2.4. kzl%
3.2.5. C 3.2.6. A 3.2.7. B 3.2.8. A 3.29. D
3.3.1. a.x€<—wﬂ%> e. x € (—o0;14)
—00: 1
b. x € (—o0;3) f.X€<—oo,2>
C. X € (—2%;00) g. X € (-oo,' %>
d. nieskoriczenie wiele rozwigzan h. x € (—o0;11)
332, a xe(—o0;—5) d. x < (—o0;53)
b. nieskoriczenie wiele rozwigzan e. x c <_1%;oo)
C. brak rozwigzan
3.3.3. Najwieksza liczba catkowita spetniajgca nieréwnos¢ to x = — 1.
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3.3.4.

3.3.5.

3.3.6.

3.3.11.

a. x € (6y2;)

Réwnania i nierdwnosci

Najmniejsza liczba catkowita spetniajgca nieréwnosé to x = — 2.

b. x € (243 —2; ) c.x€<—m;5_4/§> d. x€{2/2+1;0)

3.B.1.

3.B.2.

3.B.3.

3.B.4.

3.B.5.

3.B.6.

3.B.7.

3.B.8.

3.B.9.

3.B.10.

3.B.11.

3.B.12.

3.B.13.
3.B.18.

a. np.3x—2y =10 b. np.2x—8y =10

a. Punkt (—4; 3) nie jest rozwigzaniem ukfadu.

b. yyv=-—1

Szukane liczby to 40 i 20.
Szukane dtugosci bokéw prostokata to 22 i 18.
Obecnie matka ma 39 lat, a cdrka 15 lat.

Kamil kupit 5 kg pomaranczy i 3 kg banandw.

339. C 3.3.10. D
33.14. C 3.3.15. D
c. xX=4 d. x=1
y=—4 y=1
c. x=0 d. {x=—10
y=3 y=-—38
b X:_l
y==6

c. np.x—4y =20

b. Punkt (2;3) jest rozwigzaniem uktadu.

a=20
X=2
3 d.* b=1
C = .
v c=2
z=5
d=3
3.B.16. A 3.B.17. B
3.B.21. C 3.B.22. A

P.3.4.1

3.4.1.

3.4.2.

PRIYKEAD 5. x, =2— /11, x, =2+ /11

PRIYKLAD 6. x, =—3,x, =1

PRZYKEAD 7. x, =
. Xlz_l,xzzlj

-1 _1
T4 %73

X =—11,x,=7

. x;=—11,x,=0

=

. x1=—27,x2=2

. brak rozwigzan

PRZYKEAD 8. x,=—2,x, =&
PRZYKEAD 9. brak rozwiazan

1—y1 1+/1
d. x; = ) 3,x2= 3

2
e. x1=—1%,x220

f. brak rozwigzan

e. x;=0,x,=7

f. xlz—Z%,x2=2§

N

8 X;=3,x,=7

h. brak rozwigzan
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343. a. x,=—4,x,=—1 d. x;=—8,x,=0
b. x,=—3,x,= _% e. brak rozwigzan
. x1=0,xz=¥ f.x,=3-42,%=3+/2
3.4.4. Szukane liczby to 4, 6, 8.
3.4.5. Wymiary dziatki to 14 m x 30 m.
3.4.6. Samochdd jechat ze srednig predkoscig 60 kTm
3.4.7. Srednia predkosé pierwszego pociaggu to 60 kTm, a drugiego pociagu to 90 kTm
3.4.8. Szukane dtugosci przyprostokatnych to 8 i 15.
3.4.9.  Szukanaliczbato —3 lub 5.
3.4.10. PanJan pracowat 4 dni.
34.11. A 3.4.12. C 3.4.13. B 34.14. C 3.4.15. C
34.16. D 3.4.17. A 3.4.18. C 34.19. C 3.4.20. A
3.421. x;=—3,x,=7 3.4.22. Szukane dtugosci bokéw to 7 9.
3.4.23. Szukaneliczbyto7i8. 3.4.24. g™
3.4.25. Wymiarytrawnikato 10mx12m. 3.4.26. Predko$¢ pociggu osobowego wynosi 60 kTm, a ekspresowego 100 kTm
P.3.5.2 PRZYKtAD 4. x € (—o0;0) U (6; 00) PRZYKEAD 7. x € @
PRZYKEAD 5. x €(2;7) PRZYKLAD 8. x = %
PRZYKLAD 6. x € R PRZYKEAD 9. x & (—o0;—3) U (—3; o)
3.5.1. LN /L . —o0; — ;
a'XE< o0, 2>U<3/OO) d XE( o, 8>U<2100)
b. x € (—2/2;2/2) e. x€(—14)
€. x € (—o0;—3) U(5;00) f. xR
3.52.  a. x€(—o0;1)U(4;0) b. x € (—o0;—10) U (0;00) c. x €(=3;1)u(2;3)
3.5.3. —qL
c=1 8
354. bpe(—2/6;2/6)
355. C 3.5.6. A 3.57. D 3.5.8. D 3.59. B
3.5.10. A 3.5.11. A 3.5.12. C 3.5.13. B 3.5.14. B
_1. 1
3.5.15. xe(—1;2) 3.5.16. y (_oo; §> U (3; 00)
3.5.17. x € (—o0;0) U (12; ) 3.5.18. x € (—5;5)
P.3.6.1 PRZYKEAD 3. x=-—10,bo (—10)3 =—1000 PRZYKEAD 4. x=11,bo113=1331
P.3.6.2 PRZYKLAD 4. x=5 PRZYKYAD 6. x=—8
PRZYKEAD 5. x=6
P.3.6.3 PRZYKtAD 3. x=— PRZYKEAD 5. x=0
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Réwnania i nierdwnosci

36.1. a. x=4 d. x=—18
- -3
b. x=—6 e. x=3g
x=3 f. x=4%
3.6.2. D 3.6.3. D 3.6.4. A 36.5. D 3.6.6. C
3.7.1. a X =—9x%=""7,x3=7,x=1 c.x;=0,x,=4
b. X1:_4;X2:_\/§/X3:*/§/X4:3 d. X1:O,X2:%,X3:5
3.72. a.x,=—2,x,=0 d. x;,=0,x,=10
b. x1=—4,x2=%,x3=11 e. x1=—5%,x2=0,x3=2
€. X, ==3,%="V7,x%=—1,x,=7 f.x;,=—4,x,=—2,x3=3
3.7.3. a. x;=—6,x,=0,x3=2 d. x;=0,x,=2,x3=3
1
b. X1:_2,X2:0,X3=2 e. X1:_4,X2:O,X3:j
. x;=—8x,=0 f. x;=0
P.3.7.2 PRIYKEAD 4. x; =—5,x,=—4,x3=5 PRZYKLAD 6. xlz—ﬁ,xzz—l%,x3=ﬁ
PRZYKLAD 5. x, =3
3.7.4. a. X1:_6,X2:_2,X3:6 d_ X]_:_ /10'X2:_1%'X3= /10
b. x,==7,x,=2,x3=7 e. x1=—3,x2=—2%,x3=3
c. x;=—4 f.x;=—v11,x,=y11 x; =4
3.7.5. D 3.7.6. A 3.7.7. C 3.7.8. A 3.79. C
3.7.10. C 3.7.11. B
3.7.12. x,=—6,x,=0 3.7.13. x,=—25,x,=4,x;=2,5
3.714. x;=—4,x,=0,x;=4 3.7.15. x,=0,x,=2,x3=9
3.7.16. x,=—9,x,=—6,x3=6 3.717. x,=—1,x,=0,x3=3,x,=4,x5= 10
— : — 5 — ) _
3.C1. a D=R\{-3;0} b. D=R\{-2} c. D=R\{—2;4} d. D=R
2x+5 x>+ 3x x—3 X
3.C.2. a. — 5 b. B C. —x d. 3
6x 4x—4 x> +5x+6 8x>
3.C.3. a. — 5 b. 50— C. ——  —— . TS5
2%° x*—1 x*—9 2x% + 4x
5x—2 _ 3x*—5x+6
3.C4. a. —————~D=R\{—2;4 AN LI ) JE —3-
(x+2)(x—4) (=24} S e s ARG )
2 2
X tx+1 ,_ . 2x“—3x—29 _ .
b. X+ 1) ,D=R\{—1;0} d. —(X_7)(X_3>,D R\{3;7}
X—6 - x*—12x—8
3.C5. a.——-—~,D=R\{—2;0 A=t 2 p= —2:
x(x+2) { } & xF2)(x—2)P R\{-2;2}
2 2
—x*+6x+3 o\ sa. 3 +10x—4 o\ f 1
O P A e A Gorsia—1 0= R\-s g}
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6x° + 12x 6x _ 1
3.C.6. L2 D= : C. 7=—F+.——=,D=R\1—3,—5;3
& x—Dx—7) 2= RULT} (2x+1)(x—3) { 7:3]
2 _
X t+tex+8 x—5 . _
T o, D= —1; d. ,D=R\{—5;0
2x*—13x—7 xX*—4x—5
3.C.7. A LS —-8-4- X TaAXTo 5 —E._9._
a. (X_4)(X+8),D R\{-8;4;7} ¢ x+2) ,D=R\{-5;—2;—1}
_x*t3 L_ _2._5, 2 — —9.0.3
b S ox 15y 0= R\{-3-3:0} d. 2¢+3x,0=R\{-2;0,5}
3 2 _ 3 2 _
3.C.8. x +3x“+3x—3 b, X +5x“+2x—14
a X : x+1
3.C.9.  Srednia predko$¢ samochodu na trasie tam i z powrotem wynosi 72 kTm
3.C.10. D 3.C.11. A 3.C.12. D 3.C.13. C 3.C.14. D
3.C.15. Srednia predko$¢ autobusu na trasie to 72 k{]" .
38.1. a. x;=—5x,=5 e. x=—1
b =—»1, - 0 f. x=3
. Xl 2, Xz .
c. x=0 g X=—2
—_1
d x=-—8 h. x=—5
38.2. a. x=5 e. x;=11,x,=21
b. x=7 f. x =-1 X, =6
. . 1 2; 2
C. X =—4,x,= % 8. brak rozwigzan
d. x;=—6,x,=—1 h. x;=—3,x,=1
3.8.3.  Zebranie jednej skrzynki przed potudniem zajeto ogrodnikowi 15 minut.
3.8.4.  Turysta pierwszego dnia szedt ze $rednig predkoscig 4 krr]n .
3.8.5. D 3.86. A 38.7. D 388. C 389. C
3.8.10. A 3.8.11. B 3.8.12. A 3.8.13. B 3.8.14. C
3.8.15. x;,=7,x,=25 3.8.16. x; =2,x,=10
3.8.17. Xx,=0,x,=—+2 3.8.18. 1,5m
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