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Funkcje

Stowo ,funkcja” w oczywisty sposob taczy sie z matematyka. ,Zalgzki
tego pojecia, cho¢ nieswiadomego i nie wyodrebnionego, spotkamy
w matematyce i przyrodoznawstwie Grekow. Juz w probach ustalenia
najprostszych praw akustyki, przypisywanych pitagorejczykom, znalazto
wyraz poszukiwanie wzajemnych zaleznosci ilosciowych miedzy rézny-
mi wielkosciami fizycznymi, jak dtugos¢ i grubosé struny i wysokosé
dzwieku”*. Jednak na tle historii obejmujacej tysigce lat jest to pojecie
dos¢ nowe, ktére na state weszto do jezyka matematycznego dopiero
na poczatku XVIII w. Definicje funkcji po raz pierwszy podat Jan Ber-
noulli w jednym z artykutéw w 1718 roku. Okreslit on funkcje jako , ilosci
zestawione w jakikolwiek sposéb” ze zmiennymi i statymi — co nie-
wiele odbiega od stowa ,,przyporzadkowanie”, ktére we wspdtczesnej
matematyce jest kluczowym elementem tej definicji. Na poczatku
funkcje z argumentem x oznaczono symbolem ¢x. Nawiasy i symbol
f, czyli forme, w jakiej zapisujemy funkcje wspdtczesnie, wprowadzit
Leonhard Euler w 1734 roku. Dzieki funkcjom mozemy opisywaé prak-
tycznie wszelkie zjawiska zachodzace w przyrodzie. Wykorzystujgc
zaleznosci funkcji wyktadniczej, mozemy obliczy¢, w jakim tempie zacho-
dzg niekorzystne dla Swiata zmiany w ekosystemie, i zapobiega¢ wygi-
nieciu okreslonych gatunkdw zwierzat. Za pomocg funkcji kwadratowej
mozemy w przedsiebiorstwach optymalizowaé koszty produkcji czy zys-
ki. Przyktady mozna mnozy¢, co potwierdza, ze wspdtczesny swiat bez
funkcji nie mogtby sie rozwijac.

*A.P. Juszkiewicz (red.), — Historia matematyki od czaséw najdawniejszych do poczqtku XIX stulecia, Warszawa 1975, t. 2, s. 152.



Spis tresci

SPOSOLY OKIESIANIA FUNKC]i...vcvevevivciieieiiiiie ettt ettt b bbb 3
Obliczanie wartosci funkcji dla danego argumentu. Obliczanie argumentu funkcji

IO AONE WAMOSC ..ot ese s e ss s seeseee e seese e eseseeeees 11
Odczytywanie WIAsNOSCI FUNKC]i Z WYKIESU.......cuiuiiiiieieieieieieeeeeeee et asaeas 18
PrzeksztatCanie WYKIESU FUNKC]i....c.oveeeeeieeceeeeeeeee ettt nenan 25
PrOPOICIONCINOSE PIOSTOL....vevvevevetcteeceeeteee ettt ettt ettt s s s st et eseseseseaens 31
WYKIES FUNKC INIOWE].....eeceiteeeteteee ettt ettt ettt ns et ane 34
Wyznaczanie WZoru fUNKC]i INIOWE].........coueueieeeeeeeeeceeeeee ettt 38
Wspotczynniki we Wzorze FUNKC]i INIOWE.........ceieveveveieeicieiceiceeeee e 42
FUNKC]O KWOAMOTOWG. ..ottt ettt ettt et ettt et et e s ebeete st eseebensessebensesnesens 45

Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie informacii o funkcji lub jej wykresie 48

Interpretacja wspdtczynnikdw wystepujgcych we wzorze funkcji kwadratowe;j
w postaci kanonicznej, 0gOINE] i llOCZYNOWE]........c.ceeveueeeeereeeeeeee ettt 50

Warto$¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji kwadratowej w przedziale zamknietym... 64

Wykorzystanie wtasnosci funkcii liniowej i kwadratowej w kontekscie praktycznym............... 68
Wykres i wiasnosci funkcji f(x) = %. Wielko$ci odwrotnie proporcjonalng.........ceeevevevevenne. 72
FUNKC]O WYKIAANICZA 1 J&] WAASNOSCl....vvcvvivieiiieeeeeteteteetteest ettt ettt s s 76
Wykorzystanie funkciji wyktadniczej w kontekscie praktyCznym........c.ceeeeeeeeeeeeeeeceeeeeeeee 78
O UPROWIEAZ ...ttt ettt ettt se e st ese et e s eseesesseseesenseseesenseseeresseseerensenserenes 81

definicje
przyktad ilustrujacy dang definicje
przyktad ilustrujgcy sposdb rozwigzania zadania okreslonego typu

przyktad (przyktady) do rozwigzania wedtug podanego wzoru

zadania umozliwiajgce utrwalenie zdobytych wiadomosci

( P1AT odestanie do planszy interaktywnej, ktora jest multimedialng ilustracjg danej definicji,
o zagadnienia lub zadania
Z.1.A1 odestanie do zadania interaktywnego
2.B.21.* zadania/podpunkty o podwyzszonym stopniu trudnosci

ZADANIA TESTOWE zadania z zakresu danego dziatu stanowigce powtdrzenie i sprawdzenie wiedzy

MATURA — ZADANIA TESTOWE zadania z zakresu danego dziatu, opracowane na wzér zadar maturalnych, stanowigce
powtdrzenie i sprawdzenie wiedzy

T.1.A odestanie do zadan testowych dostepnych w formie interaktywnej



4.1 »

» Podstawowe wiadomosci o funkcjach

Sposoby okreslania funkciji

Funkcje

DEFINICJA PRZYKtAD

Funkcja ze zbioru X w zbidr Y to przyporzadkowanie
kazdemu elementowize zbioru X (dziedziny) doktadnie
jednego elementu zbioru Y (przeciwdziedziny funkcji).

Elementy dziedziny nazywamy argumentami.

Elementy zbioru Y, ktére zostaty przyporzadkowane
argumentom, nazywamy wartosciami funkcji. Tworzg
one zbidér wartosci funkgiji.

Aby okresli¢ funkcje, nalezy podaé zbiér X i Y oraz
regute, wedtug ktdrej argumentom ze zbioru X przy-
porzadkowujemy wartosci funkgji.

Funkcje zazwyczaj oznaczamy matymi literami, np.:
fagnh

» Opis funkciji za pomocqg grafu

SPOSOB
OPISU
FUNKCJI

PRZYKLAD
PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE JEST FUNKCJA

Graf ZBIOR OSOB

KOLOR OCZU

X

é 6 é

argumenty przeciwdziedzina zbior wartosci
é funkcji funkcji
dziedzina funkcji

PRZYKtAD
PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE NIE JEST FUNKCJA

ZBIOR 0SOB KOLOR OCZU

To nie jest funkcja, poniewaz jednemu ele-
mentowi pierwszego zbioru (Idze) przypo-
rzgdkowano dwa elementy drugiego zbio-
ru (dwa kolory oczu).
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» Stowny opis funkcii

SPOSOB

PRZYKLAD
PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE JEST FUNKCJA

OPISU
FUNKCJI

Opis stowny Kazde dziecko ma jedng mame.

Kazde panstwo ma dokfadnie jedng stolice.

Kazdej liczbie przyporzadkowujemy jej
kwadrat.

Kazdej liczbie mozna przyporzadkowac jej
potowe.

» Opis funkciji za pomocg wzoru

SPOSOB

PRZYKtAD
PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE JEST FUNKCJA

OPISU
FUNKCJI

f(x)=2x+1
y= 3x%—x
f(x)=v2x+1

Zapisy f(x)= ...
réwnowaznymi.

Wzor

lub y = ... sg zapisami

» Opis funkcji za pomocq tabeli

SPOSOB

PRZYKtAD
PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE JEST FUNKCJA

OPISU
FUNKCJI

* P.4.1.1

PRZYKtAD
PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE NIE JEST FUNKCJA

Kazdy cztowiek ma jeden samochdd.
To nie jest funkcja, poniewaz niektore oso-

by moga w ogole nie mie¢ samochodu lub
mogag mie¢ wiecej niz jeden.

kd ran
PRZYKLAD

PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE NIE JEST FUNKCJA

To nie jest funkcja, poniewaz jednemu
argumentowi (x) przyporzadkowane s
dwie wartosci (y i —y).
Np.(—2)=4i22=4

7 YRR
PRZYKLAD

PRZYPORZADKOWANIA,
KTORE NIE JEST FUNKCJA

Tabela Argumenty x 1(—-1/0]|2]|-2

Argumenty x 2 [—1|0 |2 (-2

Wartosciy=f(x) | 4 |52 |12

Wartosciy=f(x) | 4 | 5|2 | 1|2

Zapis informuje nas o tym, ze poszczegdl-
nym argumentom przyporzadkowane s3g
nastepujgce wartosci:

f1)=4

f(=1)=5

f0)=2

f(2)=1

f(=2)=2

To nie jest funkcja, poniewaz temu samemu
argumentowi (x = 2) przyporzadkowane
sg dwie wartoéci (y =4iy=1).




» Opis funkcji za pomocg wykresu 2 P.4.1.1

SPOSOB PRZYKtAD PRZYKtAD

OPISU PRZYPORZADKOWANIA, PRZYPORZADKOWANIA,
FUNKCJI KTORE JEST FUNKCJA KTORE NIE JEST FUNKCJA

Wykres k¥ b
Y= f(X) 5 5
Na osi OX 4 4
odczytujemy 3 /
argumenty (x), : 24z
anaosi OY i / - -
2.5 (0] : > 0 -
wartosci f(x). 7 6 5 4321 [01x2 3 4 5 6y 7 -6 5 4 -5{0 12 3 4 5 6x
» : » A :
i : > T
= =3 \
6“Y To nie jest funkcja, poniewaz istniejg argu-
5 menty (x), ktérym przyporzadkowane sg
ey F00 dwie wartosci (y i —y).
, i\ Np. f(1)=2 i f(1)=-2
H 0 >
7 6 5 4 3 -2 -\7 2 3 4 5 6y
1
-3

ZLADANIA UTRWALAJACE

4.1.1. Okresl, czy wykres przedstawia funkcje. 7.4.1.1

PRZYKLAD 1. PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 3.
Ay Ay Ay

6
5 5
4 4
3 o—=
2 2 2
1 1 1
0 . 0
01 2 3 4 5 6x 6 5 4321 (01 2 45
-1
-2

=<y

[}

6 5 -4 -3 2-1 001 2 3 4 5 6x -6
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PRZYKLAD 4.

PRZYKLAD 5.

PRZYKLAD é.

6 6 6“y
5 5 5
4 OoO—0 4 4
3 3
2 o— 0 2 \ﬁ\/\
1 &—+—O 1
—6—5—4—3—2—1001 2 3 4 5 GT —6—5—4—3—2—1001 2 3 4 5 GT —6—5—4—3—2—1001 2 3 4 5 GT
-1 -1 -1
x/ 2{ O—¢ -2
2 -3 -3
-4 -4 -4
-5 -5 -5
PRZYKLAD 7. PRZYKLAD 8.
6‘ Y 6 ‘y
5 5
4
3
2
1
0 - -
01 2 3 4 5 6x 6 -5 - y 5 6x
-1
s
4.1.2. Okresl, czy graf przedstawia funkcje. 7.4.1.2
PRZYKLAD 1. PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 3.

PRZYKLAD 4.

PRZYKLAD 7.

&

PRZYKLAD 5.

PRZYKLAD 8.

X

PRZYKLAD é.
X



4.1.3. Na podstawie stownego opisu przyporzgdkowania okresl,
czy jest ono funkgcja.

Przyporzgdkowanie
Opis stowny przyporzgdkowania
jest funkcjg nie jest funkcjg

Kazdej liczbie pierwszej przyporzgdkowany jest jej dzielnik rézny od 1.

Kazdemu wielokagtowi wypuktemu przyporzadkowana jest liczba jego
przekatnych.

Kazdej liczbie naturalnej przyporzgdkowany jest jej kwadrat.

Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowana jest liczba o 10 wieksza.
Kazdej rzece przyporzgdkowana jest jej dtugosc.

Kazdemu uczniowi w klasie przyporzadkowany jest numer w dzienniku.
Kazdej osobie przyporzadkowana jest data urodzenia.

Kazdej mamie przyporzadkowane jest jej dziecko.

Kazdemu uczniowi przyporzadkowany jest jezyk obcy, ktorego sie uczy.

Kazdemu pracownikowi firmy przyporzadkowany jest jego adres e-mail.

4.1.4. Ustal (zaznacz), czy przedstawione w tabeli przyporzgdkowania sg funkcjami.

a.
X -3 -2 1 3 1 4 jest funkcjq nie jest funkcjg

fx) | -1 | -2 | 3 4 2 1
b.
X =5 —4 —2 0 1 4 jest funkcjq nie jest funkcjq
fx)| 25 | 16 | 4 0 1 | 16

C.
X 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 jest funkeiq

fx)| 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16

d.
INNARNNN- -
fx) | 7 6 5 4 3 2

~N
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» Dziedzina funkciji okreslonej wzorem

kd rar2

Dziedzina funkcji sktada sie ze wszystkich elementdéw, ktére mozna podstawi¢ w miejsce litery x do wzoru.
Okreslajac dziedzine funkcji, nalezy zwrdcié¢ uwage na:

» mianowniki, poniewaz w mianowni-
ku nie moze wystepowac cyfra 0,

»  pierwiastki stopnia parzystego,
poniewaz liczba pod pierwiastkiem
musi by¢ nieujemna.

f)=5=%

W mianowniku wystepuje wyrazenie:
x — 2. Aby zapewni¢, ze w mianowni-
ku nie bedzie wystepowata cyfra O,
nalezy z dziedziny usunac 2, poniewaz:
x—2#0,czyli x # 2.

Dziedzina:

x € R\{2}

f(x)=+x+5

Pod pierwiastkiem wystepuje wyraze-
nie: x + 5. Aby to wyrazenie byfo nieu-
jemne, trzeba rozwigza¢ nieréwnosc:

x+5=0,czyli x = —5.  \
Dziedzina:
x € (=5; )
PRZYKLADY DO CWICZEN
Wyznacz dziedzine funkcji.
PRIYKEAD 1. f(x) = 57
PRZYKAD 2. f(x)=3x+9
PRIYKLAD 3. f(x)=2
ZADANIE UTRWALAJACE
4.1.5. Wyznacz dziedzine funkcji.
Jx+8
a. f(x)=3x+5 d. f(x)Zﬁ g f(x)= 2))(( 5
b. f(x)=x*—1 e. f(x)=y2x— h. f(x)= 4 X +3
1 i +
c. f(X)=X_ f. f(x)=+4+3x i. f(X):%

[o0]
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1.(apkt) Rozwia nierwnosK [2x-+ 3+ x—a| < 7 -,

\4.1.6. Graf, ktéry przedstawia funkcje, to:
%%%

A. X Y C. X

w

4.1.7. Dana jest funkcja okreslona za pomocg tabeli:

X -1 0 a 2
N / g 2 3 1 5
Liczba a nie moze by¢ liczbg réwna:
/ > A. 2 B. 3 C. 4
~ 4.1.8. Na grafie przedstawiono pewnga funkcje. Wynika z tego, ze przeciwdziedzina zawiera:
e X 1

faed
N9 m“":'\‘\’fﬁ@ wee®

V

\

A. 5elementow, B. 4 elementy;, C. 3 elementy,

4.1.9. Zdanie, ktore nie jest opisem funkgii, to:
_'u@:ﬁg‘x A. Kazdemu cztowiekowi przyporzadkowana jest liczba wyrazajaca jego wage.
B. Kazdej liczbie przyporzadkowana jest jej potowa.
C. Kazdemu uczniowi przyporzadkowany jest nauczyciel.

D. Kazdemu wielokatowi przyporzgdkowana jest wartos¢ jego pola.

e B A Amquszﬂ\ﬂ 3

D. 9 elementdow.

1. (4pkt) Rozwi

1pez réy
trapezy

S

ile jest
fadnie d

e

o
o

N
ViNlvW

N

W

ViNnilvw
N,

s

RKU:

[2x+3)4

/

[

5C0 0 po
ekatna tr

|

ViINIVW Vinlvw

:h siedmj
oraz doki

ViNnlvw

ViNnilvw

4
*
&

ViNIvW

Vinilvw

—
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E 4.1.10. Wykresem funkgji jest:
\
I\ A ez .
A. ’ C. i o e

&,V
& /

6
5
4 4
3
2 2
1
! 0
0 . 6 5 4 321 ]01 2 3 4 56 7x
6 5 4 B -2-1 01 2 3 4 5 6x 4
-1
-2 e T
,2 3

ile jest liczb Naturalnych siedmj

MATURA

—J B ladnie dwa razy cyfra 0 oraz dokf
-4 k
< 9'\ B GAV y 6“y
0%
oz ; 5
2\ : 4
; HHH 3 //
< : 2 &
1 1
0

6 -5 4 -3 -2 1 12 3 4 5 6)(7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1.2 3 4 5 er
-1 -1
-2 -2

-4 -4

%

=
N

4.1.11. Dziedzing funkcji f(x) = ﬁ jest zbior:

A. R\ {16} B. R\ {2} C. R\{0} D. R\ {8}

k\4.1.12. Dziedzing funkcji y = v/4x — 18 jest zbiér:

o A. x € (18; ) B. x € (—o0; 45 ) C x<(43;00) D. x € R\{43}

MATURA

4.1.13. Funkcje f(x), ktéra kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowuje kwadrat liczby pomniejszony o jeden,
mozna zapisa¢ wzorem:

A f(x)=x*—1 B. f(x)=(x—1) C(f(x)}=x—1 D. f(x)—1=x?

P

4.1.14. Wz6r, ktory nie przedstawia funkgii, to:

MATURA

A.y=x2 B. y =2x C. x=2 D.x=y2
oot4.1.15. Dana jest funkej =—% Do dziedziny funkcji nalezy liczb
#2204.1.15. Dana jest funkcja f(x)—m. o dziedziny funkgji nalezy liczba:
e

A.5 B. 6 C. gl D. 4

Ao

;s (]
§ciar
3. (30kt) Opics 1.
o e s
mw%ow“’&‘?mm W zapiis
VotePuie cyfra 1, "YS!EPUe oktagiie \
trzy



Funkcje

4.2 » Obliczanie wartosci funkcji dla danego argumentu.
Obliczanie argumentu funkcji dla danej wartosci

» Odczytywanie z wykresu wartosci funkciji dia danego argumentu

PRZYKLAD 1 - P.421

Odczytaj z wykresu, ile wynosi wartosc funkcji dla argumentu: x =

Ay

1
- O—AO’\I‘

7 -6 5 -4 -3 2 1

o
S
)
s
G

O\l 23456 7x

-

Aby znalez¢ wartosc¢ dla argumentu x = 3, nalezy poprowadzic¢ prostg réwnolegtg do osi OY przechodzacy przez
wskazany argument. Ta prosta przetnie wykres doktadnie w jednym miejscu. Teraz, prowadzac z tego punktu
prostg réwnolegta do osi OX, w przecieciu z osig OY odczytujemy warto$¢. Zatem f(3) = — 5.

y

7 -6 -5 -4 -3 2 -1

[
AOWAO’\‘
-

-2
-3
-4

ON 2 34586 7x

-5
-6

-7

PRZYKtADY DO CWICZEN

Odczytaj z wykresow, ile wynoszg wartosci funkcji dla poszczegdlnych argumentow.

PRZYKEAD 2. dlax=—1 PRZYKEAD 3. dlax=5 PRZYKtAD 4. dlax=-—2
Bﬂy Bﬂy Bﬂy
7 7 7
6 6 6
5
4 — ) i
3 3 3
2 2
; ; |
-7 -6 -5 -4 -3 -2 —‘I_1 01 2 3 456 7 87 -7 -6 -5 -4 -3 -2 —‘I_1 1 3456 7 ST -7 -6 -5 -4 -3 -2 ,1_1 \71 ZY 4 5 6 7 ST
-2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4
-5 -5 -5

11
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PRZYKLAD 5. dlax=1 PRZYKtAD 6. dlax=0

y Ay

a o N

o= N w & O O N
m

7-6-5-4-32-\[o1 23456 7x 76-5-4-3-2-1 [01 23456 7x
- -2
-3 -3
-4 -4
-5 -5
-6 -6

» Odczytywanie z wykresu argumentu funkcji dia danej wartosci

PRZYKLAD 1 kd ra22

Odczytaj z wykresu, dla jakiego argumentu wartos¢ funkcji wynosi y = 2.
g

© = N w » O O

6 5 4 32-1101 2 3 4 5 6x

Aby odczyta¢ z wykresu argument, majgc dang wartos¢, nalezy poprowadzi¢ prostg réwnolegtg do osi OX
przechodzacy przez wskazang wartos¢. Ta prosta przetnie wykres w pewnym miejscu. Teraz, prowadzac z tego
punktu prostg réwnolegta do osi OY, w przecieciu z osig OX odczytujemy argument. Zatem wartosc 2 jest przyj-
mowana dla argumentu 1, co zapiszemy: f(1) = 2.

fo
<

e

© = N W » O O

5 5432110012 3 4 5 6x

-2
-3
-4
-5

PRZYKLADY DO CWICZEN

Odczytaj z wykresow, dla jakich argumentéw funkcja przyjmuje poszczegdlne wartosci.

12



Funkcje

PRZYKLAD 2. y=4 PRZYKLAD 3. y=5 PRZYKLAD 4. y=-3
gﬂy gﬂy QAY
8 8 8
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4
3
2 2 / 2
- . 0 N 0 N
6 -5 -4 -3 -2 _1_1 01 2 3 4 5 6x -6 -5 -4 -3 -2 _1_1 Ov 3 4 5 6x -6 -5 -4/-3 -2 -1_‘1 01 2 3 4 5 6x
2 -2 -2
-3 -3 -3
PRZYKLAD 5. y=—1 PRZYKLAD 6. y=2
y GAY
5
4
3
2
1
5 5 4 01 2 3 4 5 o 7675-4—372—100123456§

» Obliczanie wartosci funkcji dla danego argumentu na podstawie wzoru funkciji

PRZYKLAD 1 kd ra2s

Oblicz wartosci funkcji o wzorze f(x) = 2x + 3 dla argumentéw —2,— 1, 0, %, %

Aby znalez¢ odpowiednig wartosé, nalezy w miejsce kazdego x wystepujgcego we wzorze wstawi¢ odpowiednig
liczbe.

f(=2)=2(-2)+3=—4+3=—-1

f(-1)=2-(-1)+3=—2+3=1

f(0)=2-0+3=0+3=3

(312 Frafesmdiamal
f3)=2-3+3=3+3=6

PRZYKtLADY DO CWICZEN

Oblicz wartosci poszczegdlnych funkcji dla argumentéw: —2,— 1, 0, %, %

PRZYKEAD 2. f(x)=x*—1 PRZYKLAD 4.  f(x)=—x+5
PRIYKLAD 3. f(x)= 15 PRZYKLAD 5. f(x)=x®

13
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ZADANIE UTRWALAJACE

4.2.1. Funkgja f jest okre$lona na zbiorze {—4; — 3; — 2; — 1; 0; 1}. Podaj zbiér wartosci funkgiji, jesli:

c. f(x)=2x—5

d. f(x)=x3— xEZ

a. f(x)=+F5
b. f(x)=x*+5x

» Obliczanie na podstawie wzoru funkciji, dia jakich argumentéw funkcja przyjmuje
dane wartosci

PRZYKLAD 1

Oblicz, dla jakich argumentéw x warto$é funkcji f(x) = 2x + 3 wynosi: 6,0, — 4.

W celu znalezienia takiego x, aby f(x) = 6 lub f(x)= 0 albo f(x) = — 4, nalezy wykorzysta¢ wzér funkgji, czyli
rozwigzac rdwnania:

2x+3=6 2x+3=0 2x+3=—4
=3 |:2 2x=-3 |:2 2x=—7 |:2
x=3=15 x=-3=-13 x=—2=-33
1 1 1
f13)=6 fl-17)=o0 fl-37)=-4

ZADANIA UTRWALAJACE

4.2.2. Oblicz, dla jakich argumentéw warto$¢ funkcji f(x) = X%,_—X3 wynosi odpowiednio: —8; — 4; %; 1.

4.2.3. Dane s3 funkcje opisane za pomocg wzoréw. Uzupetnij tabele.

a.
X —2 —1 1
f(x)=3x+1 1 10
b.
X —5 —3 3
fx) = 8 64
c.
X —2 1
— X 2 10 1
f(x) = x+1 3 11 15




4.2.4. Dany jest wykres funkgji f. Odczytajz wykresu f(—1), f(0), f(1), f(2).

o

fx)=2*

32

128

o_\%mmw
>

A O N

Funkcje

1.4.2.4

/

012¥456x'

y
O1£3456x7

0
5 4 -3 —},\-ﬁ 0 1

-1

)

15
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MATURA

WY \4
00 2%
=

il 2 i

z = - S EBEE i
— ) Y= 20+ Sy e | BoaecY | Yezsapunkow I ARKUSZ e -
e ® = @B
< ' 1.(4pkt) Rozwia merbwnost | 2x-+31+ x4 < 7, = ot \ el
E MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposrdéd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.
\
4.2.5. Dana jest funkcja f(x) przedstawiona na wykresie: b 00
<> P
Ay
o f ;
: 4
= 3
< \ 2
= \. i~
- 0 ! Tle jest liczb naturalnych siedmi
9 -8 -7 6 -5 -4 -3-2-N\10 2 3 4 5% 7 8x ‘adhie dwa razy cyfra O oraz doi
_\ \
-2
\ -3
< 3\
g ? Wartos¢ funkcji dla argumentu —3 wynosi:
= Yy e
< A. 1 B. —3 C.3 D. —1 e
4.2.6. Dana jest funkcja f(x) = x> + 5x. Prawdziwa jest zaleznos¢: X
1
A. f(0) < f(=1) B. (=3) < f(-4) ¢ f3)=<f0) D. f(-10)=£(10)

@’/
S

Al

4.2.7. Dana jest funkcja f(x) = 4x + 3. Warto$¢ funkcji wynosi —7, jesli argument jest réwny:

B.

il o1 1
1 C.—25 D. 25

< '4.2.8. Dana jest funkcja o wzorze f(x) = 2x— 1. Zaleznosci miedzy argumentami a wartosciami tej funkcji przed-
0z stawiono w tabeli:
- &
I<_( X -2 0 4
= fx)| -5 | -1 | a
Prawdziwa jest zaleznos¢:
A. fla)=4 B.a=2-4—1 C. fix)=2a—-1 D. f(4)=2a—1

P

MATURA

by

4.2.9. Dany jest wykres funkcji f(x):

o 20

y
VAV,

e Y H
= /.
-6 -5 -3-2-1 (01 2 3 4 5 6?
e e
-2
-3
s Funkcja ta przyjmuje wartos¢ 1 dla:

wa?

MATURA MATURA
\

/f/




L e b SR

== > /‘_:,,
e B ARKUSZ\U /

= s |
1. (apkt) RoZWia nierdwnoS¢ | 2x +3 |+ | x— 4| < 7 —x. > mﬁ\“"‘“ﬂ \ w -
A. 6 argumentow, C. 12 argumentdw,
B. 10 argumentdw, D. nieskonczenie wielu argumentéw. pexrtn
%, \ i
%
%
4.2.10. Dana jest funkcja okreslona wzorem f(x) =— 2x + 3. Warto$¢ funkcji wynosi 11, jesli argument jest rdwny

A 4 B. 2 C.—4 D. —7

o

ile jest
fadnie d

4.2.11. Wartos$¢ 25 funkcja f(x) = x* osiaga dla:

A. jednego argumentu, C. trzech argumentodw,
B. dwdch argumentdw, D. argumentu réwnego 55 .
4.2.12. Dana jest funkcja opisana wzorem f(x) = x?-’li(l . W tabeli przedstawiono zaleznosé miedzy argumentami
a wartosciami tej funkgji:
X 0 b 3 &

f(x) a 2 c

Prawdziwa jest zaleznosc:

A.a+b=c B.2a+b=c C. 2b=3c D.a+b+c>3

4.2.13. Dana jest funkcja f(x) taka, ze f(1) =2i f(—1) =— 1. Funkcja f(x) moze mie¢ wzdr:

A\
ViNnlvw

g 2 3 1 f‘g
XX A f(x)=x"+1 B. f(X)_m C. f(X)ZjX‘F? D. f(X):«/;"'l §
_ e
4.2.14. Funkcja f(x) = 2x* przyjmuje dla argumentéw catkowitych wartosci, ktdre sg zawsze liczbami:
A. parzystymi, B. nieparzystymi, C. dodatnimi, D. niewymiernymi.
2 &
/ MATURA — ZADANIA OTWARTE e

w/4—6x. 2 pkt

4.2.15. Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = X1

w 4.2.16. Oblicz, dla jakiego argumentu warto$¢ funkcji f(x) = % jest rowna 4. 2 pkt —

4.2.17. Punkt A(3; —5) nalezy do wykresu funkcji f(x)= xi—l' Oblicz wartosé a. 2 pkt

m 4.2.18. Wyznacz dziedzine funkgji f(x) = 4 pkt
.,—L;\V'x e

[2x+3)4

/

[

8CD 0 po
ekatna tr

[

VH NIVW ViNnlvw

e

*h siedmi
oraz dokf

ViNnilvw

Vinlvw

7

VANLYW  VINLYW
N, %

Vinilvw
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KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne
4.3 p» Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu

» Dziedzina Z P.4.3.1

DEFINICJA

Dziedzina to zbiér wszystkich argumentow funkgii.

PRZYKLAD 1

Aby z wykresu funkcji odczyta¢ dziedzine, nalezy
sprawdzaé, przesuwajac sie od ujemnej czesci osi OX
do dodatniej czesci tej osi, dla ktorych argumentow
wskazano wartosci.

» Zbidr wartosci

DEFINICJA

Zbior wartosci to zbidr wszystkich y-éw, ktdre sg wartosciami dla wszystkich argumentow.

\

¥

-

- o= N w &~ 0o o

PRZYKLAD 1

Aby z wykresu funkcji odczytad zbidr wartosci, nalezy
sprawdzaé, przesuwajgc sie od ujemnej czesci osi /’
OY do dodatniej czesci osi OY, ktére punkty s3g

wartosciami dla jakich$ argumentéw. B ‘\: 1.2 3 /3 ° ox

» Monotoniczno$¢ funkcii Z P.4.3.1

DEFINICJA

Funkcja jest rosngca w pewnym przedziale zawartym w dziedzinie, gdy wraz ze wzrostem argumentow (x; < x,)
rosng wartosci (f(x;) < f(x;)).

Funkcja jest malejgca w pewnym przedziale zawartym w dziedzinie, gdy wraz ze wzrostem argumentow (x; < x,)
malejg wartosci (f(x;) > f(x;)).



Funkcje

Funkcja jest stata w pewnym przedziale zawartym w dziedzinie, gdy wraz ze wzrostem argumentow (x; < x,)
wartosci zachowujg swoja wartos¢ (f(x;) = f(x5))-

Jezeli funkcja jest rosngca albo malejgca lub stata w catej swojej dziedzinie, to méwimy, ze funkcja jest mono-
toniczna.

Jezeli funkcja nie jest ani stata, ani rosngca, ani malejgca w catej swojej dziedzinie, to méwimy, ze jest mono-
toniczna przedziatami. W takim przypadku najczesciej okreslamy monotoniczno$¢ oddzielnie w kazdym prze-
dziale. Okreslajgc monotonicznosé funkcji, podajemy maksymalne przedziaty monotonicznosci, czyli przedziaty
domkniete, jezeli dla argumentdw, ktdre sg koricami przedziatu, istnieje wartosc¢ funkgji.

Nalezy pamietad, ze jezeli funkcja jest rosngca (malejgca) w zbiorze A i w zbiorze B, to nie znaczy, ze jest ona
réwniez rosngca (malejgca) w sumie tych zbiorow, czyli A U B.

PRZYKLAD 1 Ly

6
&
4
Aby z wykresu funkcji odczyta¢ przedziaty mono- ) N
tonicznosci (czyli argumenty, dla ktorych funkcja jest 2
rosngca, malejgca lub stata), nalezy, przesuwajac sie :

/

od ujemnej czesci osi OX do dodatniej czesci osi OX, oo s e ‘\;0 123/ 5 6x
sprawdzaé, czy wykres sie wznosi (woéwczas funkcja —
jest rosngca), opada (woweczas funkcja jest malejgca), =
czy pozostaje na tym samym poziomie (wowczas ::
funkcja jest stata).

dlax € <— 2;— %> funkcja jest malejgca

1 ..
dla x <—7;3> funkcja jest stata
dla x € (3;5) funkcja jest rosnaca
.. (

» Miejsce zerowe 2 P.4.3.1

DEFINICJA

Miejscem zerowym funkcji nazywamy taka liczbe x, nalezaca do dziedziny funkgji, ze f(x) = 0.

PRZYKLAD 1

A
6 Y.
5
. . . . . 7 4
W celu znalezienia miejsc zerowych nalezy wskazac 3
2

1
0

te miejsca, w ktérych wykres funkcji przecina os OX.

—6—5—4—3—2—\?01 2 3 /A 5 6x
1 /

19
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» Znak funkciji, czyli dodatniosc lub ujiemnosc funkcii 2 P.4.3.1

DEFINICJA

Mowimy, ze funkcja jest dodatnia w pewnym przedziale zawartym w dziedzinie, gdy wartosci funkcji sg w tym
przedziale dodatnie.

Moéwimy, ze funkcja jest ujemna w pewnym przedziale zawartym w dziedzinie, gdy wartosci funkcji sg w tym
przedziale ujemne.

PRZYKLAD 1 by

6
5
4
W celu odczytania przedziatéw (czyli odpowiednich 3
2
1
0]

argumentow), w ktérych funkcja jest dodatnia (lub
ujemna), nalezy wskazaé¢ te fragmenty wykresu,

ktére sg umieszczone nad (pod) osig OX, a potem o A3 ‘\;0 1 e 82 2 5
je opisac (tzn. wyznaczy¢ argumenty dla wskazanych A
fragmentow wykresu). 5

-4

-5

dla x € (—1;4) funkcja jest ujemna
dla x € (=2;—1) U (4;5) funkcja jest dodatnia
s s . . . s s . .« . . (

» Wartosc najwieksza i wartos€ najmniejsza w przedziale 2 P.4.3.1

A
PRZYKLAD 1 6ly

5

4
Aby odpowiedzie¢ na pytania dotyczace wartosci N
najwiekszej lub najmniejszej w okreslonym prze- 2
dziale (dla okreSlonych argumentéw), nalezy od- J .
czyta¢ z wykresu wartosci dla wskazanych argu- 6 -5-43 2 -\;0 123/ 5 6x
mentdw, a nastepnie wskazaé wartos¢ najwiekszg A
badz najmniejszg — o ile istnieja. -3

-4

-5

. s

PRZYKLADY DO CWICZEN

Na podstawie wykresu funkcji okresl:
e dziedzine funkcji,
e zbidr wartosci funkcji,
¢ monotonicznos$¢ funkgji,

® miejsca zerowe,

przedziaty, w ktérych funkcja jest dodatnia, i przedziaty, w ktérych jest ujemna,
* najmniejszg i najwiekszg wartosc¢ funkcji.



Funkcje

PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4.

7Ay 7Ay 7Ay

6 6 6

5 5 5

4 sy———o 4

3 3

2 2

: _ ! _ AN AN _
65 -4-32-1 Ni/2 345 6 ix -6-:3:/1_101234567x —6—5—43—2—10 2 45 6 7x

- . / x \

-3 -3 3

PRZYKLAD 5.
A

w A~ O o N

PRZYKLAD 6.

o—Akmm\l‘

654324 01 2 3 4 5 6 7x
-1

-2

ZADANIA UTRWALAJACE

6 5-4-3-2-1 012 3 4 5 6 7x
-1

=2
-3

4.3.1. Na podstawie wykresu funkgcji okresl:

e dziedzine funkcji,
 zbiér wartosci funkcji,

¢ maksymalne przedziaty monotonicznosci,

® miejsca zerowe,

A 7431

e przedziaty, w ktérych funkcja jest dodatnia, i przedziaty, w ktérych jest ujemna.

a. b. C.
Ay y Ay
6 —o 6
5 5
4 4
3 3
2 2 2
\: 1 1
a = b > >
7-6-5-4-3-2\1/01 23 4 56 7x 7-65-4-3-2-1101 23456 7x 765-4-3-2-11101 2 3 45 6 7x
-2 -2 22—
-3 -3 -3
-4 -4 -4
d. e. f.
7Ay 7Ay 7Ay
6 6 6
5 5 5{ ———e
4 4 4
3 \ 3
2 2
1 1 1
4 0 B 0 > 0 -
—7—6—5—4—3—2—1_101234567x 77767574737271_10\1/23456“ —7—6—5—4—3—2—1_101234567x
2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4

21
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8- h
7ﬂy 7“y
6 6
5 5
En 4
3
2
1 1
0 - 0
76-5-4-3-2-11012 345 6 7x 765-4-3-2-1101 23456 Tx
-1 -
-2 -2
-3 -3
-4 -4
4.3.2. Na podstawie wykresu funkcji okresl Pas f
dziedzine, zbidr wartosci, miejsce zerowe 3
oraz najmniejszg wartosc funkcji. 2
1
0 >
-4 -3 -2 -1 |0 2 3 4 5 6x
-1

4.3.3. Na podstawie wykresu funkcji okresl | Ao -t *
dziedzine, zbidr wartosci funkcji oraz maksy- 6
malne przedziaty monotonicznosci. i
3
2

4.3.4. Na podstawie wykresu funkcji okresl
dziedzine, zbiér wartosci oraz maksymalne
przedziaty monotonicznosci.

by " *

5 -4 32 -1Y01 2 75 6y
-1 ,
-2
-3
-4
4.3.5. Na podstawie wykresu funkcji okresl oy *
dziedzine, zbidr wartosci, miejsce zerowe oraz - 51
przedziaty, w ktérych funkcja jest dodatnia, ‘3‘
i przedziaty, w ktérych jest ujemna. )
1 /\ .
0
5 -4 -3 2 -1 |0 2 3 4 5 6y
. v ot
-3
-4
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1. (4pkt) ROZwiaE nierownOe |2+ 3+ x—a| < 7— .

ARKUSZ EGZAMINACYINY Z MATEMATYK| 7
o razszerzony B | Yezeapuwrow g AmsuszI\U

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. GI T.4.3

%
W zadaniach 4.3.6., 4.3.7., 4.3.8. oraz 4.3.9. wykorzy-

staj wykres funkcji f przedstawionej na rysunku obok:

. Dziedzing funkgji f jest przedziat:
A. (—6;8) B. (—6;8)

4.3.7. Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat:

A. (—6;8) B. (—2;4)

. Na podstawie wykresu funkcji f mozna stwierdzi¢, ze:

A. f(1)<f(3) B. f(—1)<f(6)

. Funkcja f jest rosngca w przedziale:

A x €4-3;2) B. x € (—3;2)

‘ W zadaniach 4.3.10., 4.3.11.,4.3.12.,4.3.13.
e wykorzystaj wykres funkcji f przedstawionej
na rysunku obok:
Wp?*”&dhel\?e e q * it /
o AT PO 4.3.10. Dziedzina funkcji f jest przedziat:

o\

A. (4;4)\{—2;0;2}

B. (—4;4)

B. nieskoniczenie wielu elementow,

4.3.12. Funkcja f posiada:

A. jedno miejsce zerowe,

oS\ B. dwa miejsca zerowe,

=04, wyes &
Peechune e

C.{—2;4) D. (—2;4)

C.(1;4) D. (—4;4)

C. f(=3)=£(7) D. f(=5)=f(4)

C. x € (—6;4) D. x € (—3;4)

o - v w » o !

C.{(—4;4)
D. (—4;4)\{—2;0;2}

C. wszystkich liczb nalezacych do przedziatu (—2; 1),

D. wszystkich liczb nalezacych do przedziatu (—4; 4).

C. nieskonczenie wiele miejsc zerowych,

D. trzy miejsca zerowe.

3!
:az%k& 90lic, e jest iy Naturainych Imiocyfrowych,
,douadmedwamwava o

00raz dokfag, = W 2apisie
T e s

7 s
4/; 1. (4pkt) Rozwj
- ST
—y

pezréy
trapezy

ile jest
fadnie d
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ARKUSZ EGZAMINACYINY Z MATEMATYK! // 3
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1. (4pkt) ROZwiaE nierownOe |2+ 3+ x—a| < 7— .

4.3.13. Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentdw z przedziatu:

MATURA

A. (—4;0) B. (0;1) C.{—4;,-2) D. (0;1)
é ", K
| 5
=1 :
E W zadaniach 4.3.14., 4.3.15. wykorzystaj wykres ’ 2
E funkcji f przedstawionej na rysunku obok: \;\
0
6 -5.-4 -3 -2 -1 o‘r\g 5 6x
-1 o
-2 / :

&

s,

4.3.14. Najwiekszg wartosé funkcja f osigga dla argumentu:
A.3 B. —2 C. 4 D:~1

MATURA
/

4.3.15. Dziedzing funkcji f jest przedziat:
A. (—2;3) C.(=2;-1)u(-1;2)u(2;3)

B. (—4;4) D.(—4;,—2)U(=2;2) U (2;4)

%

&

4

A
4.3.16. Na podstawie wykresu funkcji f przedstawio- % g
nego na rysunku obok okresl: :
a. dziedzine funkgji, Y nd
Lot o
P b. najwiekszg i najmniejszg wartos¢ funkgji. 0

-6 -5 -4 -3 -2 -1 |0 2

MATURA

A
4.3.17. Na podstawie wykresu funkcji f przedstawio- of
nego na rysunku obok okresl: o
a. maksymalne przedziaty monotonicznosci, 2
o b. zbiér wartosci funkji. N

-6 -5 -4-3-2-1 |01 223 4 5

MATURA

4.3.18. Na podstawie wykresu funkgji f przedstawio-

— Negona rysunku obok okresl:
e
e Y

- —

| a. dziedzine funkgii,

- N ®w & O O

b. zbidr wartosci funkgji,

C. miejsce zerowe,

d. przedziat, w ktérym funkcja jest ujemna,

IR

L1 b ST
o b oW =

et e. przedziaty monotonicznosci.
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4.4 »  Przeksztatcanie wykresu funkcji

Funkcje

» Przesuniecia rownolegte wykresu funkciji wzdtuz osi uktadu wspdtrzednych P.4.4.1

Przesuniecie réwnolegte wzdtuz osi OX:

y=f(x+a)

Wykres funkcji nalezy przesuna¢ rownolegle wzdtuz osi OX.

PRZYKLAD 1 PRZYKLAD 2

Ay

y=f(x) S y=flx—4)
0 =

-6 -5 -4 -3 -2 1 1 2 3 4 6 x

Wykres zostat przesuniety o 4 jednostki w prawo.

a=—4

Jesli a < 0, to przesuwamy w prawo.

Przesuniecie rébwnolegte wzdtuz osi OY:

Ay

- o= N w A2 O O

01/ 2 3 4 5 6x

y = f(x)

Wykres zostat przesuniety o 3 jednostki w lewo.

a=3

Jeslia > 0, to przesuwamy w lewo.

y=f(x)ta

Wykres funkcji nalezy przesunac réwnolegle wzdtuz osi OY .

PRZYKtAD 3 PRZYKtAD 4

Ay

6
y=flx)+2 5

Wykres zostat przesuniety o 2 jednostki w gore.

a=2

Jeslia > 0, to przesuwamy w gore.

y=£(x)

y=f(x)-2 -6

01 2 3 4 5 6x

Wykres zostat przesuniety o 2 jednostki w dét.

a=—2

Jesli a < 0, to przesuwamy w dot.
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LADANIA UTRWALAJACE

4.4.1. Przesun wykres funkcji:

a. 0 4 jednostki w prawo i podaj

wzor funkcji po przesunieciu,

b. o 3 jednostki w lewo i podaj
wzor funkcji po przesunieciu,

1.4.4.1

c. o 5 jednostek w goére i podaj
wzor funkcji po przesunieciu.

Ay A A
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3
2 2

0 > 0 > 0 >

-6 -5 4 -3 -2 —1_1 01 2 3 45 6 7x -6 -5 4 -3 -2 —1_1 12 3 4 5 6 7x -6 -5 -4 -3 -2 —1_1 o1 2 ?NS 6 7x
-2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4

d. o0 2 jednostki w dét i podaj
wzor funkcji po przesunieciu,
Ay

w B O o N

—6—5—4—3—2—% 01 2 3 4\5 6 7x
1
-2

-3
-4

6 5 -4-3-2-1 01 2

e. 04 jednostki w lewo i podaj
wzor funkcji po przesunieciu,

-

by

o= N w B OO N

4 5 6 7x

-2
-3
-4

f. 0 2 jednostki w gore i podaj
wzor funkcji po przesunieciu.
A,

7
6
5
4
3
2

A

—6—5—4—7/1 01 23 45 6 7x
-1
-2

-3
-4

4.4.2. Okredl, oile jednostek i w ktdrg strone przesunieto wykres funkgji f( x), oraz podaj wzér 74.4.2

funkcji po przesunieciu.

a. b. C.
7Ay 7Ay ! 7Ay
X
: Y '
5 5 5
4 4 4
3 3
2 2
f(x
1 ( ) 1 1
0 - 0 - 0 -
6 -5-4-3-2-1 |01 34 5Ng 7 8 65-4-32\1 o\/2 § 456 7 8 654321 |01 2 N4 7
T NT S\ X 1X/ x 6 -5 -4 -3 3 N4 5 6 7 8x
-2 - -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4 f(x)
-5 -5 -5
d. e. f.
A A A
777 7Y 71
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2
4o\ [ AN
- - 0 -
—6—5—4—3—2—;0123 \56787 —6—5—4—3—2\%012\7456787 6-5-4-372-1p1 234 56 7 8x
- L2 “
f(X) -3 -3 f(X)
4 -4 -4
-5 -5 -5
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4.4.3. Zapisz wzor funkgji y = f(x) po przesunieciu tej funkgji o:

Funkcje

a. 3 jednostki w prawo, d. 5 jednostek w dof,

b. 2 jednostki w lewo, e. 3 jednostki w prawo i 2 jednostki w dét,

c. 4 jednostki do gory, f. jedna jednostke w lewo i p6t jednostki
w gére.

4.4.4. Funkcje f(x) przesunieto o 7 jednostek w prawo. Zapisz wzor funkcji po przesunieciu, jesli:

a. f(x)=2x b. f(x)=x’ ¢ f) =357

d. f(x)=+x

4.4.5. Funkcje f(x) przesunieto o 5 jednostek w gore. Zapisz wzor tej funkcji po przesunieciu, wiedzac, ze:

a. f(x)=4x—1 b. f(x)=2* c flx)=

» Przeksztatcenia wykresu funkcji w symetrii wzgledem
osi uktadu wspodtrzednych

Symetria osiowa wzgledem osi OX: y=—f(x)

Wykres nalezy odbi¢ symetrycznie wzgledem osi OX.

d. f(x)=2vx

P.4.4.2

PRZYKLAD 1 PRZYKLAD 2 PRZYKtAD 3

Symetria osiowa wzgledem osi OY: y = f(—x)

Wykres nalezy odbi¢ symetrycznie wzgledem osi OY .

PRZYKLAD 1 PRZYKLAD 2 PRZYKtAD 3

yf<)x / /—f(x)
5 -4 -3 -2\)(1/2 3 4 5 1 2 3 4 5x

-3 -3

y=f(x)

QA/I\‘,)USAU‘I

o |
|
o
1
S
|
w
!
N
L
-~

-4 -4
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ZADANIA UTRWALAJACE

4.4.6. Przeksztaté wykres funkcji y = f(x) w symetrii wzgledem osi OX. * 21.44.6
a b. c
eﬂy eﬂy
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
/ . 0 .
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0\1/2 3 4 5 6x -6 -5 -4 -3 -2 -1 |0 2 3 4 5 6x
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-4 -4
d e. f
eﬂy eﬂy
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 - (/ - -
-6 5 -4-3-2-1 (01 2 3 4 5 6 -6 -5 -4 -3 -2\-1/10 1 2\3/4 5 6 3 4 5 6
] x /17 2/ X x
-2 -2
-3 -3
-4 -4
4.4.7. Przeksztaté wykres funkcji y = f(x) w symetrii wzgledem osi OY . * 1.44.7
a b. c
Ay Ay Ay
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2
0 - 0 - >
6 5 -4 -3\7-1 01 2 3 4 5 6x 6 -5 -4 -3 -2 -1 12 3 5 6x 6 -5 -4 -3 -2 -1 i 2 3 A5 6x
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4
d e. f
Ay Ay Ay
5 5
4
3 3
2 2 2
1 / 1
0 > g > >
-6 5 -4 -3-2-1 101 2 3 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1/ 2 3 4 5 6 -6 5 -4 -3 -2-1 [0\1/2 3 4 5 6
-1 X 1 X » \/ 3
-2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 -4
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o,

%,

4.4.9. Funkcja y = f( x) zostata przesunieta w taki sposdb, ze wzdr tej funkcji po przesunieciu ma postaé y = f(x — 4).
Wynika z tego, ze wykres funkcji zostat przesuniety o 4 jednostki:

%2,
‘%;Zei

Ll )

1.(4pkt)Rozwiainler6wm§é|Zx+3|+|x-4|57_,(.

A y=f(x)—3 B.y=f(x—3)

A. w lewo, B. w prawo,

4.4.10. Funkcje f(x) = x* przeksztatcono w symetrii wzgledem osi OX. Otrzymano funkcje g(x), ktdrej wzér ma

postac:

A g(x)=—x B. g(x) = (—x)

ARKUSZ EGZAMINACYINY Z MATEMATYK! 7 =
poom rozszerzony B | Yezeapuwrow g AmsuszI\H o

4 \4.4.8. Dana jest funkcja y = f(x), ktdrg przesunieto o 3 jednostki w lewo. Wzér tej funkcji ma postac:
%

C.y=f(x+3) D. y=f(x)+3

C. wddt, D. w gore.

C. g(x)=x* D. g(x)=—(—x%)

4.4.11. Wykres funkcji f(x) przesunieto i otrzymano wykres funkcji g( x ), ktérej wzér ma postaé:

y

\/

6 -5 4 -3-2-1 101 2 3 4 5 6 7x

e - N w & 00 0o N

A. g(x)=f(x—6)
B. g(x) = f(x+6)

C.g(x)=f(x)—6
D. g(x)=f(x)+6

4.4.12. Wykres funkgji f(x) przesunieto i otrzymano wykres funkcji g( x), ktérej wzér ma postaé:

O w s a0 o

01 2 3 4 5 6x

A. g(x)=f(x—3) B. g(x)=f(x)+3

4.4.13. Jedli wykres funkcji y = f(x) zostanie najpierw przesuniety o 2 jednostki w prawo, a potem o 3 jednostkido™

gory, to funkcja po przesunieciu bedzie miata postac:

A y=f(x—2)+3 B.y=f(x—2)—3

C. g(x)=f(x)—3 D. g(x) = f(x+3)

C.y=f(x+2)—3 D.y=f(x+2)+3
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< 1. (apkt) Rozwiaz nierownosé |2x-+ 3|+ | x— 4| < 7— x. _._‘mel\w \ |
E 4.4.14. Wykres funkgji f(x) przeksztatcono i otrzymano wykres funkcji g(x). Wynika z tego, ze:

\

‘ ‘ IPezréwnoramiep,
A y ' ‘ trapezy Wiedzac, i%‘niig&’: ?r‘

&,V
& /

P w s 0 o

MATURA

T
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ladnie dwa razy cyfra’gcc:'msfddo':;

_

a\v/

% A. g(x)=f(—x) C. g(x)=—f(x)
‘ B. g(x) = f(x) D. g(x) =—f(—x)

MATURA
/

4.4.15. Wykres funkcji f(x) zostat przeksztatcony w symetrii wzgledem osi OY. Funkcja g(x), ktéra powstata
w wyniku tego przeksztatcenia, ma postac:

A. g(x)=—f(x) C. g(x) =f(—x)
B. g(x)=—f(—x) D. g(x)=f(x)—1

%

N
)

4.4.16. Wykres funkcji f(x), ktdrej najwieksza warto$¢ wynosi 5, a najmniejsza —1, przeksztatcono w symetrii
.wzgledem osi OY i otrzymano wykres funkcji g(x ). Wynika z tego, ze:

A. najmniejsza wartosé funkcji g(x) wynosi —5,
B. najwieksza warto$¢ funkcji g(x) wynosi 1,
C. najmniejsza wartos¢ funkcji g(x) wynosi 1,

D. najwieksza wartos¢ funkcji g(x) wynosi 5.

MATURA

4.4.17. Wykres funkcji g(x) otrzymano w wyniku przeksztatcenia funkcji f(x) wzgledem:

M| B8
< | 5 ~
[ 9 4
—) B 3
h 2
< :
E 6 5 4 3 2 T2 5 4 5 6%
-1
-2
-3
get e z ,
< = 2 [\
[« 4 x
- | i ‘ o
e A. osi OX, C. punktu (0; 0), - oo
. LN 0K
g B. osi OY, D. prostej y = x. \ pv
/
< A
oz
S \
= -
, = et
o3P Obic o ¢

dokiadinie ray gy 2Pisle kterych
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Funkcje

4.A » Proporcjonalno$¢ prosta

O dwdch zmiennych wielkosciach x i y mozemy powiedzieé, ze sg wprost proporcjonalne, jesliich iloraz jest staty.

Omowimy nastepujace przyktady:

Samochdd osigga na pewnej trasie Srednig predkosc 80kTm, Co oznacza, ze W ciggu 1 godziny pokonu-
je 80 km. lle kilometrow przejedzie ten samochdd z tg samg predkoscig w ciggu 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 godzin,
a jaka odlegtos¢ pokona w ciggu pét godziny oraz pottorej godziny?

1° Narysujmy tabele, w ktérej przed- czas (h) 1 /2|3 |4 |5|6|7]|8]|05|15

stawimy zaleznosc¢ drogi od czasu.

droga (km) | 80 | 160 | 240|320 | 400 | 480 | 560 | 640 | 40 | 120

Analizujgc powyzszy przyktad, mozna zauwazy¢, ze pomiedzy kolejnymi wartosciami zmiennych w tabeli istnieje
pewna zaleznosé. Jesli w kazdej kolumnie podzielimy wartos$¢ z drugiego wiersza przez wartosé z pierwszego wier-
sza, to otrzymamy takg sama liczbe réwnga 80.

PRZYKLAD 2 Z P.4A.1

Pan Leopold zamierza otworzy¢ kawiarnie i analizuje koszt zakupu krzeset. Jedno krzesto kosztuje 95 zt. Pan
Leopold zastanawia sie nad zakupem 20, 25, 30, 35 lub 40 krzeset. Oblicz kwoty, jakie bedzie musiat zaptacic¢
za poszczegolne liczby krzeset.

1° Narysujmy tabele, w ktérej przed-
stawimy zaleznos¢ liczby krzeset od
kosztu w ztotych. koszt krzeset (zt) 1900 | 2375 | 2850 | 3325 | 3800

liczba krzeset (szt.) 20 25 30 35 40

Jesli podzielimy, tak jak w poprzednim przyktadzie, w kazdej kolumnie wartos¢ z drugiego wiersza przez wartosc¢
Z pierwszego wiersza, to otrzymamy takg sama liczbe réwng 95.

PRZYKLAD 3 Z P.4A1

Ogrodnik Karol zastanawia sie, jakiej wielkosci kwadratowy klomb bedzie najlepszy w jego ogrodzie. Analizuje
dtugos¢ boku tego klombu w zaleznosci od dtugosci jego obwodu, poniewaz chce ogrodzi¢ go specjalnym, oz-
dobnym ptotem. Oblicz, jaka bedzie dtugos¢ ogrodzenia, jesli Karol analizuje nastepujace dtugosci bokéw: 5, 6,
7, 8, 10 metrow.

dtugos¢ boku
1° Narysujmy tabele, w ktorej przed- klofnbu (m) 5 6 7 8 10
stawimy zaleznos¢ miedzy dtugoscig
boku a dtugoscig obwodu. dtugos¢ obwodu 20 24 )8 39 40
klombu (m)

Jesli w kazdej kolumnie podzielimy wartos$¢ z drugiego wiersza przez wartos¢ z pierwszego wiersza, to réwniez
w tym przypadku otrzymamy takg sama liczbe réwng 4.

Otrzymane liczby 80, 95, 4 nazywamy wspotczynnikami proporcjonalnosci, a zmienne w poszczegélnych
przyktadach nazywamy wprost proporcjonalnymi.
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DEFINICJA

Dwie wielkosci x, y nazwiemy wprost proporcjonalnymi (lub inaczej:
pomiedzy nimi zachodzi proporcjonalnos¢ prosta), gdy istnieje taka
liczba a # 0,ze y = ax.

Liczbe a nazywamy wspdtczynnikiem proporcjonalnosci.

Dla wielkosci wprost proporcjonalnych wzrost jednej z nich powoduje
taki wzrost drugiej, ze iloraz tych wielkosci pozostaje bez zmian.

Pojecie wielkosci wprost proporcjonalnych ma zastosowanie w opisie réznych zaleznosci i zjawisk znanych z zycia
codziennego, z przyrody, fizyki, matematyki itp.

ZADANIE UTRWALAJACE

4.A.1. W ponizszych tabelach przedstawione sg kolejne miary dwéch zmiennych x i y. Okresl, czy wartosci x i y
s wprost proporcjonalne. Jesli tak, to oblicz wspétczynnik proporcjonalnosci i napisz wzor okreslajgcy zaleznosc
pomiedzy zmiennymi.

a. X 8 6 10 X 2,5 4,5 6
b.
y 20 | 15 | 25 y | 75 | 135 | 18
c. X 5 8 11
y 10 | 13 | 16

Dobrym sposobem rozwigzywania zadan z proporcjonalnoscig prostg jest wykorzystanie proporcji. Oto dwa
przyktady:

PRZYKLAD 1 2 P.4.A.2

10 pracownikéw sktada w ciggu jednego miesigca 1200 komputeréw. llu pracownikéw potrzeba do ztozenia
w tym czasie 2640 komputeréw?

1200 sztuk — 10 osob
2640 sztuk — x 0séb

1200x = 10- 2640
1200x =26 400 |:1200
Xx = 22 osoby

Do ztozenia 2640 komputeréw w ciggu miesigca potrzeba 22 pra-
cownikow. 4

PRZYKLAD 2 2 P.4.A.2

Wiasciciel sklepu zamdwit 20 par spodni i zapfacit tgcznie 2300 zt. Oblicz, ile zaptacitby za zamdwienie, gdyby
zamowit 48 par spodni?
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Funkcje

20 sztuk — 2300 zt
48 sztuk — x zt

20x = 48 - 2300
20x = 110400 |:20
x = 5520 z

Za zamowienie 48 par spodni wtasciciel sklepu zaptacitby 5520 zt.

ZLADANIA UTRWALAJACE

4.A.2. Zilu kilogramoéw zboza mozna otrzymac 90 kilogramdéw maki, jezeli ze 100 kg zboza uzyskuje sie jej 60 kg?

4.A.3. Jezeli Darek przez pét roku oszczedza 900 zt, to ile czasu musi oszczedzac, by mdc kupié¢ komputer, ktéry kosz-
tuje 3900 zt?

4.A.4. Samochdd w ciggu 4 godzin pokonat trase 380 kilometréw. Oblicz, jakg trase pokona ten samochdd w czasie
7 godzin, jezeli bedzie jechat z takg samg srednig predkoscia.

4.A.5. W ciggu jednej doby pompa moze przepompowac 1500 litrow wody. Oblicz, w jakim czasie mozna tg pompg
przepompowac 37 500 litréw wody.

4.A.6. Autobus spala 28 litrow paliwa na kazde 100 kilometrow. Oblicz, ile paliwa potrzeba na przejechanie 1250
kilometréw.

ZADANIA TESTOWE. Sposrod podanych odpowiedzi wybierz poprawna. T.4.A

4.A.7. 3 kilogramy jabtek kosztujg 10,20 zt. Za 47,60 zt mozna kupic:
A. 12 kg jabtek, C. 11 kg jabtek,

B. 14 kg jabtek, D. wiecej niz 15 kg jabtek.

4.A.8. Kasia w ciggu tygodnia wypija Srednio 10,5 litra wody mineralnej. W ciggu 30-dniowego miesigca Kasia wypije:

A. 42 litry wody, B. 45 litréw wody, C. 44,5 litra wody, D. 450 litréw wody.

4.A.9. Sprzedawca w ciggu 20 minut obstuguje srednio 8 oséb. W ciggu 2 godzin i 10 minut obstuzy tacznie:

A. 46 oséb, B. 48 0sdb, C. 52 osoby;, D. 54 osoby.

4.A.10. Krawiec z 14 m? materiatu uszyt 4 bluzki. Na 9 bluzek potrzeba:

A. 28,5m? B. 31,5m? C.32m? D. 126 m?

4.A.11. Jesli pociag srednio w 2 godziny pokonuje 128 kilometréw, to 416 kilometrow pokona w czasie:

A. 6 godzin, B. 7 godzin, C. 6,5 godziny, D. 5,5 godziny.
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4.5 »  Wykres funkcji liniowej

Funkcja liniowa to funkcja okreslona wzorem y = ax+b dla x € R, gdzie a i b to wspdtczynniki, a litera
X oznacza zmienng. Wykresem funkcji liniowej jest prosta.

Bl miejsce przeciecia osi Y

wspdotczynnik kierunkowy

' kt nchyeni prostej do o0si OX |

PRZYKLADY

Jezeli f(x)=—x+4, Jezeli f(x)= 2x, Jezeli f(x)=—1,
to wspotczynnik a =—1, b = 4. to wspdtczynnik a = 2, b = 0. to wspotczynnik a =0, b =— 1.

ZADANIE UTRWALAJACE

4.5.1. Oblicz miejsce zerowe funkgiji:

a.y=2x+3 Cy=—ax+2 e,y:% —%
b.y=—x+1 dy=3x—9 f. y=—%x+0,2

» Szkicowanie wykresu funkciji liniowej z wykorzystaniem tabelki

Narysuj wykres funkcji y = — 2x + 3.

1° Uzupetniamy tabelke z argumentami i wartosciami funkcji.

f(=1)=—2-(-1)+3=5
f(0)=—2-0+3=3
f(1)=—2-1+3=1
f(2)=—2-2+3=—-1
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Funkcje

2° Zaznaczamy punkty w uktadzie wspdtrzednych.

\\(1;1)

01 3 4 5 6 7x
- (2;-1)

3° Rysujemy prostg przechodzacy przez wszystkie punkty, ktéra jest
wykresem funkcji. "

Uwaga! Pamietaj, ze aby narysowac prostg, wystarczg dwa punkty.
PRZYKEADY DO CWICZEN

Narysuj wykres funkcji:

PRZYKEAD 2. y=4x—3 PRZYKLAD 5. y=1 PRZYKLAD 8. y=-2
PRZYKLAD 3. y=3x—1 PRZYKEAD 6. y=—x+2 PRZYKEAD 9. y=—2x—4
PRZYKLAD 4. y=—5x PRZYKLAD 7. y=x—1

» Szkicowanie wykresu funkciji liniowej z wykorzystaniem punktéw przeciecia osi

Aby narysowac wykres funkcji, wystarczy znalez¢ miejsce zerowe, zaznaczajac je na osi OX, oraz wspotczynnik b,
zaznaczajgc go na osi OY .

Narysuj wykres funkcji y = 2x — 4.

[SIEN

1° Obliczamy miejsce zerowe, rozwigzujgc réwnanie 2x —4 =0 Xg=5 =2

lub korzystajac ze wzoru: x, = __a- W tym przypadku skorzystajmy ze

wzoru.

2° Wyznaczamy punkt przeciecia wykresu z osig OY, pamietajac, zema  (0;b) =(0; —4)
on wspdtrzedne (0;b).

3° Zaznaczamy wyznaczone punkty na obu osiach i rysujemy prostg Ay
przechodzacy przez te punkty, ktora jest wykresem funkgii.

o= N w B O
e

-5 -4 -3 -2 -1 {01 3 4 5
)

(0;*4)-7

PRZYKLAD 2 Z P.4.5.2

Narysuj wykres funkcji y = — 3x + 6.
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1° Obliczamy miejsce zerowe, korzystajac ze wzoru: x, = _—5. Xo = :—g =2

2° Wyznaczamy punkt przeciecia wykresu z osig OY, pamietajac,zema  (0;b) =(0;6)
on wspdtrzedne (0;b).

3° Zaznaczamy wyznaczone punkty na obu osiach i rysujemy prostg 0o 6\{\ y
przechodzacy przez te punkty, ktora jest wykresem funkgii.

Narysuj wykres funkcji y = 5x.

1° Obliczamy miejsce zerowe, korzystajac ze wzoru: x, = —3. Xg=— % =0

2° Miejsce zerowe pokrywa sie z punktem przeciecia osi OY, poniewaz
b = 0. W takim przypadku potrzebny jest dodatkowy punkt, przez ktory
przechodzi wykres funkcji.

3° Obliczamy wartosc funkgji dla x = 1. y=5-1=5 = (1,;5)
4° Zaznaczamy wyznaczone punkty w uktadzie wspdtrzednych i rysuje- 6“ y
my prostg przechodzacy przez te punkty, ktéra jest wykresem funkgii. sl 4
4
3
2
1
o) (0:0) .
5 4321001 2 3 4 5 6x
3

PRZYKLADY DO CWICZEN

Narysuj wykres funkcji:

PRZYKLAD 4. y=4 PRZYKLAD 6. y=10x+5 PRZYKEAD 8. y=-2
PRZYKtAD 5. y=—6x+3 PRZYKtAD 7. y=—2x PRZYKLAD 9. y=x+4

» Jak szylbko narysowac wykres funkcji liniowej

Aby naszkicowac¢ wykres funkcji, mozna réwniez postuzyc sie ponizszym sposobem.
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PRZYKLAD 1 2 P.4.5.3

Narysuj wykres funkcji y = —3x + 5.

1° Okreslamy wspodtczynniki a i b.

2° Wyznaczamy dwa wazne punkty.

3° Zaznaczamy oba punkty w uktadzie wspdtrzednych i rysujemy
prosta, bedacg wykresem funkgiji.

a=—-3,b=5

(0;b) —(0;5)
(La+b)—(1;2)

(0;5) 5

4
3
2 (1;2)
1
0

Funkcje

6 5 4 -3 2 -1 [0 1

3 4 5 6x

PRZYKLADY DO CWICZEN

Narysuj wykres funkgcji.

PRZYKEAD 2. y=5x—2 PRZYKtAD 5. y=3 PRZYKtAD 8. y=-2
PRZYKEAD 3. y=—4x—1 PRZYKLAD 6. y=2x+5 PRZYKEAD 9. y=3x+1
PRZYKLAD 4. y=4x PRZYKEAD 7. y=—x
% " \ Ly ~ ¥ e, , "4
- » N A Y &
MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. V| T.4.5 o ;
peee g >
- 4.5.2. Prosta nie jest wykresem funkcji: E'
Ky o Pl ., 4 D s
A.y=4x—1 B.x—y=0 C2x—y+1=0 D.y—2 >
4.5.3. Funkcja liniowa y = 3x + 1 przechodzi przez punkt o wspdtrzednych: @,fgii‘;
5
m A (—1;4) B. (—2;5) C. (3;11) D. (2;7) e E 7
P\\.&,\a\\ s é
/ 5_{;@ o |
L C
4.5.4. Prosta o wzorze y =— x + 3 przechodzi przez nastepujgce éwiartki uktadu wspétrzednych: ;
AL B. I, I, IV C. LI,V D. 1, 1, 1V &
RKU: '
e 4.5.5. Prosta o wzorze y = 4x — 3 przechodzi jednoczesnie przez punkty: <
” A (1;1),(-2;5) C. (3:9),(-1;7) \ P s
1 1 e =
B.(3:-5)(3:-1) D. (100;307), (—20; 83) 3 ; -
4.5.6. Proste o wzorach y = 2x —4 i y = — x + 5 przecinajg sie w punkcie:
m A. (2;0) B. (—1,6) C. (3;2) D. (—3;8) <
-
c
>

-{3pkt) opy
razy icz, ile ji
a7, dolm,,m Natursinych g
%Y ¥fra 0 ora. m"kmmm W 2apisie
Sty 17 “Hsspuie dokiadnie
trzy
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4.6 » Wyznaczanie wzoru funkgcji liniowej

We wzorze funkgji liniowej f(x) = ax + b wystepuja dwa parametry. Oznacza to, ze w celu wyznaczenia wzoru
funkgcji liniowej potrzeba dwdch réznych informacji (wartosci obu parametréw).

PRZYKLAD 1 kd raen

Wyznacz wzér funkgji liniowej przechodzacej przez punkty A i B, jesli A(2;1), B(—1; —3).

1° W celu znalezienia wzoru y = ax+b musimy
wyznaczy¢ wspdtczynniki a oraz b. Zauwaimy,
ze jedli punkt A nalezy do wykresu, to spetnia
réwniez wzor funkcji, czyli jesli wstawimy w miejsce
X pierwszg wspétrzedng punktu, a w miejsce y druga
wspotrzedng, to otrzymamy rdwnanie prawdziwe.

2° Analogicznie, wykorzystujgc punkt B, otrzymujemy
drugie rownanie.

3° Mamy zatem dwa réwnania, w ktérych litery
a oraz b stajg sie zmiennymi.

4° Rozwigzujemy uktad réwnan.

5° Powracamy do pierwszego rownania i wyznacza-
my b.

6° Wzor funkcji liniowej zapisujemy, podstawiajgc za
a i b wyznaczone wartosci.

1=a0-2+b

—3=a-(—1)+b

l=a-2+b
—3=a-(—1)+b

(=1)

1=2a+b
—3=—a+b

{—1 =—2a—b
+

—3=—a+b

—4=—13a

£ (=3)

- 1—2a=b

PRZYKLADY DO CWICZEN

Wyznacz wzér funkcji liniowej przechodzacej przez punkty A i B, jesli:

PRZYKLAD 2. A(3;4),B(—2;1)
PRZYKLAD 3. A(3;5),B(1;1)
PRZYKELAD 4. A(3;5),B(2;1)
PRZYKLAD 5. A(2;0),B(3;2)
PRZYKLAD 6.  A(3;0), B(~5;—2)
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PRZYKLAD 1 2 P.4.6.2

Wyznacz wzor funkcji przedstawionej na wykresie.

\
=<

% 5 4 3 2 1

Foung
W N s P2 N W R OO N

T

1° Szukamy wspdtczynnikow wzoru.

2° Ze wspotrzednych punktu przeciecia wykresu z osig
OY wyznaczamy wspotczynnik b.

3° Wzér funkcji przyjmuje postac:
4° Ze wspétrzednych miejsca zerowego (czyli punk-

tu przeciecia wykresu z osig OX) wyznaczamy
wspotczynnik a.

5° Wzér funkgeji liniowej zapisujemy, podstawiajgc
za a i b wyznaczone wartosci.

3 4 5 6 7x

y=ax+tb a=?,b="?

(0;0)=(0;—4)—>b=—4

Funkcje

PRZYKLADY DO CWICZEN

Wyznacz wzory funkcji przedstawionych na wykresach:

PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 3.

y

o_>=
>
~
A@m»mm\n
»

PRZYKLAD 4.

\‘fammﬂ
>

ol |

6 -5 -4-3-2-1 101 3 4 5 6 7

[ G N
> b WN =2 O N W A~ o

O N
[ I N

01 2 3 4 5 6 7

-
P
X

% 5 -4 32N

01 2 3 4 5 6 7

O N
> a0 b w N 2 o=

-
P
X
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PRZYKLAD 5. PRZYKLAD é.

f
T
<

o= N /s o o N
w A~ O N

6 5 4 32-11001 2 3\4 5 6 7x

-3
-4

01 2 3 4 5 6 7

-
X

PRZYKtAD

Wyznacz wzér funkcji liniowej y = ax + b, wiedzac, ze a + 2b = 3 i ze miejscem zerowym jest liczba 2.

1° Korzystamy z informacji o miejscu zerowym.

2° Dodatkowo wiemy, ze a+ 2b = 3, wiec podsta-
wimy za b = — 2a i wyznaczymy a.

3° Obliczamy b.

4° Zapisujemy wzor funkcji liniowej, podstawiajac
za a i b wyznaczone wartosci.

(2,0)-0=a-2+b—-b=—2a

a+2-(—2a)=3

a—4a=3

—3a0=3 |1 (—3)
a=—1

b=—2a
b=—2-(—1)

b=2

y=—x+t2

ZADANIA UTRWALAJACE

4.6.1. Wyznacz wzér funkgji liniowej, ktdra przecina o$ OY w punkcie

(0; 4) oraz przechodzi przez punkt (2;6).

4.6.2. Wyznacz wzér funkgji liniowej, ktéra przechodzi przez poczatek
ukfadu wspodtrzednych, a dla argumentu —3 przyjmuje wartosé 9.

4.6.3. Liczba 2 jest miejscem zerowym funkcji liniowej, a punkt
przeciecia funkcji z osig OY ma wspdtrzedne (0; — 2). Znajdz wzor tej

funkgii.

4.6.4. Wspoétczynnik kierunkowy pewnej funkcji liniowej wynosi —%,

a miejsce zerowe wynosi % Znajdz wzor tej funkgji.

40



1. (4pkt) Rozwi

e - A Amquszﬂ\ﬂ 3

1.(apkt) Rozwiad nier6wnost [2x-+ 3+ x—a| < 7 -y,

1pezroy

%\4.6.5. W2zdr funkgji liniowej przedstawionej na rysunku ma postac: trapezy
%
o,

w

Ay

= N w » a0 o

= ile jest
6 5 4 3 2 1 |0 1//3 4 5 6y ‘adhie d
920 4 h ok

A.y=3x—2 C.y=%x—2
N e o
B.y=2x—3 D.y—zx—2

4.6.6. Miejscem zerowym funkgji liniowej jest —4, a wspdtczynnik kierunkowy ma wartosé 3. Wynika z tego, ze wzér&
funkcji ma postaé:

A.y=3x—4 C.y=3x—12
B. y=3x+4 D. y=3x+12
4.6.7. Wzor funkcji przedstawionej na wykresie ma postac: 4

by

\
A
AN

\&
ViNlvw

=3 2
1
ook 0 <
—6-5—4-3—2-10123\5 X
i i e ]
-2
I N
% N
/»w"” A. y=3x C.y=—x+3
Mm“‘,wg;:omme
o

"""/ B.y=x—3 D.y=3x+3

4.6.8. Dane sg funkcje f(x) i g(x), ktérych miejscem zerowym jest poczatek uktadu wspétrzednych,
oraz f(1)= g(2). Warunek taki spetnia para funkgii:

N\

L Af0=xel0 =2 C. £(x) = 4x g(x) = 2x p
M“@Wﬁw B = — = = = |
e Cf(x)=x+1;9(x)=x+2 D. f(x)=x;9(x)=2x+1 :
/

4.6.9. Miejscem zerowym funkji przechodzacej przez punkty A(2;3) i B(—4; —6) jest: L
A x=—2 C.ix=1

D.x=—1

[2x+3)4

/

[

8C0 0 po
ekatna tr

|

ViINIVW ViNnlvw

:h siedmj
oraz dokf

i
\ \

ViNnlvw

ViNnlvw

p <

K

VaNLYW
¥,
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g’{'\“ﬂ.ﬁ
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4.7 »  Wspodtczynniki we wzorze funkcji liniowej

We wzorze funkgji liniowej f(x) = ax+ b wystepuja dwa wspdtczynniki:

» o — wspodtczynnik kierunkowy, » b — wyraz wolny.

» Interpretacja wspodtczynnikow funkcii liniowej

wspotczynnik b wskazuje miejsce przeciecia wykresu z osig OY 5
(poniewaz f(0)=a-0+b = b) 4f (0;b)

2

1

a0

-5 -4 -3 f2 -1 |01 2 3 4 5
wspotczynnik a informuje o kacie nachylenia prostej do osi
OX (kat @) oraz monotonicznosci funkgji

» Monotoniczno$¢ funkgciji liniowej P.4.7.1

“
A A A
5 y y y

O—\N(A-I_k/

o = N w #
o = N w &~ O

=y

5 4 -3 -2-1 |01 2 3 4 5 5 4 -3 -2 -1 [01\2 3 4 5

-2 -2 -2
-3 -3
-4 -4 -4
-5 -5 -5

Prosta jest rownolegta do osi OX. Prosta tworzy kat ostry z osig OX. Prosta tworzy kat rozwarty z osig OX .

Funkcja jest stata. Funkcja jest rosnaca. Funkcja jest malejgca.
4.7.1. Okresl, przez ktére éwiartki uktadu wspdtrzednych przechodzi wykres funkgji 7.4.7.1
y =ax+ b, jesli:
a.a>0,b>0 ca>0b<o0 e.a<0,b>0 g.a>0,b=0
b.a<0,b<0 d.a<0,b=0 f.fa=0,b>0 h.a=0,b<0
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Funkcje

Funkcja jest:

4.7.2. Uzupetnij tabele, okreslajgc monotonicznosé funkgiji.

Funkcja jest:
Wzér funkciji Wzor funkciji

4.7.3. Zaznacz w tabeli, przez ktdre ¢wiartki przechodzi funkcja liniowa o podanym wzorze.

Funkcja przechodzi przez ¢wiartke: Funkcja przechodzi przez cwiartke:
Wzor funkciji Wzor funkciji
L o e v Y Y e

y=—3x+t1

y=xt3

y=rm
y=6 y=4x+2

4.7.4. Dana jest funkcja y = (2m + 3)x + 2. Okre$l, dla jakiego parametru m funkcja jest:

a. rosngca, b. malejaca, c. stata.

4.7.5. Dana jest funkcja y = (8 — 2k)x — 3. Okre$l, dla jakiego parametru k funkcja jest:

a. rosnaca, b. malejaca, c. stata.
4.7.6. Dana jest funkcja: 1.4.7.6
a.y=2xt+4 b. y=3x cy=—4x+4 dy=x+1

Narysuj wykres funkcji i okresl:
® miejsce zerowe,
® monotonicznosc,
¢ kiedy funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,
e kiedy funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

/15N
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1. (apkt) RoZWia nierdwnoS¢ | 2x +3 |+ | x— 4| < 7 —x. : \»(\““‘““ A\
1

MATURA

\
4.7.7. Funkcja y = (4 — m?)x + 5 jest stata, jedli: i‘;"fm::m;gm
S i
< *., A.m=0 B.m=—4 C.m=2 D.m=—1
z %
S B
o
< 4.7.8. Funkcja y = 4x — 12 jest dodatnia, jesli:
B
E A. x € (12; ) B. x € (4; ) C. x € (3;00) D. x € (—oc;3) et o
< %4.7.9. Pole trdjkata ograniczonego prostg y = — 3x + 6 oraz osiami uktadu wspdtrzednych wynosi:
o< %% 2 2
E\ A. 32 B. 62 C.4j D. 12
< —
E 4.7.10. Dany jest zbior prostych f(x) = 2x+3,g(x) =4+ x, h(x) = 5. Nie jest prawda, ze wszystkie funkcje:
A. s3 monotoniczne, C. przecinajgos OY dlay > 0, &
B. majg miejsca zerowe, D. dla argumentu 1 przyjmujg te samg wartosc.

%

=
N

4.7.11. Dane s3 funkcje liniowe f(x)=(a+ 1)x+ 3 oraz g(x) = 2ax — 1. Funkcje maja to samo miejsce zerowe,
jesli:

E

A

Aa=1 B.a=—7 c.az% D_az_%

4.7.12. Wykres funkcji y = — 4x — 1 nie przechodzi przez ¢wiartke:
< Al B. Il c. D. IV

MATURA

4.7.13. Jeslia > 0i b < 0, to prosta y = ax + b przechodzi przez ¢wiartki:

AL L B. I, 11, IV C. LI IV D. |1, IV

* 4.7.14. Funkcja y = (a+2)x +a— 4 przecinao$ OX w x = 1, jedli:

L —

MATURA

A.a=1 B.a=2 Ca=-1 D.a=3
v L L : .
4.7.15. Funkcja y = <2m g T)X jest malejaca, gdy:
pos
ooy A.m<% B.m>% C.m>% D.mZ%
=
4.7.16. Prosta y = — 3x — 2 przyjmuje wartosci dodatnie wtedy, gdy:
A. x € <%;oo) B. x € (-%;oo) C.[x € (—oo;—%) D. x € (-oo;%)

Ao

DE. 3. (3pi) :
kmd,,n%‘: 'azy%g'""ﬁ. i jest ficypy —
dokladni ralnych
A e raz wystapun e ktorych
0 e cyfra 1 tje dﬂkhdn'g
trzy



Funkcje

4.8 » Funkcja kwadratowa

DEFINICJA

Funkcja kwadratowa to funkcja okreslona wzorem f(x) = ax®>+ bx+ ¢ dla x € R, gdzie a # 0. Litery a, b, c
to wspétczynniki funkcji kwadratowej, a litera x oznacza zmienna.

Wzdr w postaci y = ax* + bx + ¢, gdzie a # 0, nazywamy postacia ogdlng funkcji kwadratowej.

» Wspotczynniki funkciji kwadratowej w postaci ogdlinej

Wypisz wspétczynniki funkgji kwadratowej o wzorze y = 2x* + 3x — 1.

a=2,b=3,c=—-1

PRZYKLADY DO CWICZEN

Wypisz wspdtczynniki funkcji kwadratowej o wzorze:

PRZYKEAD 2. y=—x*>+2x+4 PRZYKYAD 5. y=x*—6x
PRZIYKEAD 3. y=—4ax*+x—2 PRZYKEAD 6. y=4x>—3
PRZYKLAD 4. y=—5x*+7

» Funkcja kwadratowa y = ax?, gdzie a # 0

Naszkicujmy wykresy funkcji y = X2, y = 2x7, y = 3x%, y = %xz w jednym uktadzie wspotrzednych.

Do naszkicowania wykreséw postuzymy sie tabelka:

12A>’
X =2 | =i 0 1 2 1 y = 3x?
10
2 4 1 0 1 4 : y=2<
= 8
y=x ; y=x2
y=2X2 8 2 0 2 8 i y=%x2
3
y=3x | 12 3 0 3 12 :
1 2 1 1 7—6—5—4—3—2—110123456789101112=x
y=35X 2 el 0 El 2 :
2 2 2 2
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PRZYKLAD 4 ras3

Teraz naszkicujemy wykresy funkcji y = — X2, y=- 2x%, y=— 3x%, y=— %x .

Do naszkicowania wykreséw postuzymy sie tabelka:

4Ay
X -2 | -1 0 1 2 :
;
y=_X2 _4 _1 0 —1 —4 -6 -5 -4 -3 -2 7 23456789101112=x
, _§ y = —3x?
-6 — 2
y=—32 | -12| -3 | 0 | -3 | -12 - '= "1
-8
2
—_12] _ _1 N T y=73~
y X 2 2| 0 2 2 T
-12

Mozna réwniez zauwazy¢, ze wykresy tych funkcji powstajg poprzez symetrie osiowg wykreséw funkgiji

y=x5y=2%y=3xy= %xz wzgledem osi OX.

» Wiasnosci funkcji y = ax?, gdzie a # 0

Na podstawie powyzszych wykreséw oméwimy wiasnosci funkeji y = ax?, gdzie a # 0.

ramiona paraboli
LY

ramiona paraboli

wie.rzchofek paraboli

| s

X

Wier.zchoiek paraboli

250

Wspobtczynnik a a>0 a<o
Jak skierowane sq Ramiona parabolll skierowane sg Ramiona paraboli skierowane s3
ramiona paraboli do gory. do dotu.

w0 =

Przedziaty Funkcja jest malejgca w przedziale Funkcja jest malejgca w przedziale

monotonicznosci (—o0;0) i rosngca w przedziale (0;oc).  (0;00) i rosngca w przedziale (—oc;0).

46
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Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola. Osig symetrii paraboli jest w tym
przypadku prosta x = 0, a wierzchotek paraboli ma wspétrzedne (0;0).



Funkcje

Dla x = 0 funkcja przyjmuje
wartosc¢ najwieksza réwna 0.

Funkeia ni N

Warto$¢ najwieksza un q/a rne [:Jrz.meUJ.e
wartosci najwiekszej.

Dla x = 0 funkcja przyjmuje wartos¢
najmniejszg réwna 0.

Funkcja nie przyjmuje wartosci
najmniejszej.

Warto$¢ najmniejsza

Wspdtczynnik a decyduje réwniez o tym, jak bardzo rozchylone sa ramiona paraboli.
Im wieksza jest warto$é | a |, tym mniej ramiona sg odchylone od osi OY .

Odchylenie ramion
paraboli od osi OY

ZADANIA UTRWALAJACE

4.8.2. Narysuj wykres funkcji y = — %

4.8.1. Narysuj wykres funkcji y = %xz oraz okres$l maksymalne przedziaty monotonicznosci.

2 oraz podaj zbidr wartosci tej funkgji.

TR T %, 0

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposrdéd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

4] t4s

'4.8.3. Suma wspdtczynnikdw funkceji kwadratowej o wzorze y = 4x* — 5x — % jest liczba:

A. wymierng, B. pierwsza, C. parzysta, D. dodatnia.

~_A4.8.4. O funkdji f(x) =— 3x% mozna powiedzie¢, ze:

ool
00 'L oee) €
0o y0 W
100 2

= Rad

gt

A. nie ma wartosci najmniejszej, C. jest rosngca w przedziale x € (0; ),

B. nie ma wartosci najwigkszej, D. jest malejaca w przedziale x € (—oo; 0).

4.8.5. Przedziat (0; o) jest zbiorem wartosci funkji:

A y=(2/3—-/5)%
B. y=(v5—v7)x

C.y=(/5-3)x

D.y=(0,(3)-3 )%

4.8.6. Dane sa funkcje f(x) = 3x%ig(x) = 2x*. Prawda jest, ze:

2den?°
o .,‘:.up:.{*u‘,‘,’;,,ﬁaw
e % houat
30 08"

4.8.7. Dane sa funkcje f(x) =—2x* i g(x) = 2x*. Funkcja f(x) jest obrazem funkcji g(x) w symetrii wzgledem: |

A. f(3)>g(4) B. f(-2)>4(1) C. f(-1)=g(1) D. f(—3)=9(2)

A. punktu (0; 0) C. prostej y = x

D. prostej y = — x

B. osi OY

Wi, 2apisie ktgpyep o

3. (3,‘,‘“J Obl ;
2 Cyfa 3, e 1€ st lcgy
a4 tu
Inie raz

,/%{

N
N
A

A\
%

o,
o

N

N
N8, \

x

3 AN
ViINIVW WVINIVW VINIVW ViINlvw  Vinlvw

RKU:

—

<

EY

el
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4.9 »  Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej na podstawie
informaciji o funkciji lub jej wykresie

PRZYKLAD 1 Z P.4.9.1

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej przechodzacej przez punkty A(—1;3),B(1; — 1), C(0; 2).

1° Korzystamy ze wzoru y = ax’+bx+c.

2° Podstawiamy wspétrzedne poszczegdlnych punk-
tow do wzoru, tworzac uktad réwnan z 3 niewiado-
mymi.

3=ag-(—1P+b-(—1)+c
—1=a-1*+b-1+c
2=a-0*+b-0+c

3° Przeksztatcamy poszczegdlne réwnania. 3=a—b+c
—l1=a+b+c
c=2
4° Podstawiamy za ¢ = 2 i dodajemy do siebie strona- +{3 =a—b+2
mi dwa pierwsze réwnania. —1=qg+b+2
2=2a+4
—20=4-2
—2a=2 |1 (=2)
a=-—1
5° Powracamy do pierwszego réwnania i podstawiamy 3 =g—hb+2
zag=—1. 3=—1-bh+2
b=—1+2-3
h=—

6° Podstawiamy wyznaczone wartosci a, b, ¢ do wzoru
y = ax*+bx+c.

y=—x*—2x+2

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKLAD 2.

Wyznacz wzér funkcji kwadratowej przechodzacej przez punkty A(3;3),8(0;0), C(1;—1).

ZADANIA UTRWALAJACE

4.9.1. Wyznacz wzér funkeji kwadratowej przechodzacej przez punkty A(—3;0), B(—1;0),C(—2; —1).

4.9.2. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = ax® + bx + 3. Wyznacz wspdtczynniki a i b, jedli do wykresu tej funk-

cji nalezg punkty A(—2; —5)iB(2;3).



/

2 s
L=l o I 1. (4pkt) Rozwj
= i —— 1 !Zx+3‘+
= \:
mmszasznmmmzmmm 7 -
poziom rozszerz Bt | Uszenpunwow | ARKUSZI\U = .
e

1. (apkt) Rozwiaz nieréwnosc | 2x + 3| +|x~a| < 7 - .

M
VANLYW  VANLYW

4.9.3. Do funkcji o wzorze f(x) = 2x*+ 5x + ¢ nalezy punkt A(1;10). Wynika z tego, ze: tapens 000
\ Ac=3 B.c=2 Cc=1 D.c=0 A
%
4.9.4. Dana jest funkcja y = — x>+ bx+c przechodzgca przez poczatek uktadu wspétrzednych oraz punkt (2; 8).
Wynika z tego, ze: RS
A.b=—6,c=0 B.b=0,c=—6 C.b=0,c=6 D.b=6,c=0 edet  sidm

4.9.5. Dany jest wykres funkcji kwadratowej.

\ by |

\

ViNnlvw

o= N w B 0 O

ViNnLvw

7

W?zér funkcji przedstawionej na wykresie ma postac:

P A.y=x>+4x B.y=x—4 Cy=x*+2x D. y=x*—2x

7
-4.9.6. Dany jest wykres funkcji kwadratowej f(x) = ax*+bx+c. % §
\ byl / ; /6" o
08 Vo & C
oL NI 2
e 3 >
/3
5 S
6 5 -4 -3 -2 -1 [0 2 2 5 6x
-1 3
_2 ; 9,5;}
-3 > 5&
sy /
Ma\upe\’”\qov&\)‘m £ A / q
P\ B @ C
/ Wynika z tego, ze: o 20
Aa=1b=0,c=1 C.a=2,b=0,c=1 & P
B.a=—1b=1c=-1 D.a=1,b=0,c=—1
Ky = [’#
M4 9.7. Wierzchotek paraboli pewnej funkcji kwadratowej f(x)= ax*+ bx + ¢ lezy w punkcie (0;1). Jezeli wiado- > B
po(ﬁ“ \
/mo, ze jedno miejsce zerowe tej funkcji wynosi 1, mozna stwierdzic, ze: \ E o
A. ramiona paraboli skierowane sg do gory, | 20 £
B. wspdtczynnik ¢ jest liczbg pierwszg, B > ﬂ‘w

C. suma miejsc zerowych wynosi zero,

e D. drugie miejsce zerowe wynosi —2.

Vinilvw

—

- L3pke) oy
22/ Cyfra 7, ic2, lefest jcyp
dokiadnjg
vedwamlvr.yfva W,Mnhm wﬁmw
Wrstepuecytra 1) “Ystepuje dokfadnie
trzy
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4.10 » Interpretacja wspotczynnikdw wystepujgcych we wzorze
funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej, ogoinej

i loczynowej

» Postac kanoniczna funkcji kwadratowej

PRZYKLAD 1 kd 4100

Naszkicuj wykres funkgji y = x> —

Wykres powstaje poprzez przesuniecie réwnolegte
wykresu funkgcji y = x* wzdtuz osi OY o 2 jednostki
w dét.

= N w H» OO N

-7 6 -5 -4 -3 -2\1S1~

-3

y/2345677

W(0; —2)

PRZYKLAD 2 ‘d r.210.1

Naszkicuj wykres funkgji y = 2x* + 3.

~

Wykres powstaje poprzez przesuniecie réwnolegte
wykresu funkcji y = 2x* wzdtuz osi OY o 3 jednostki
do gory. \

Sfw:3)

X

7654321

-2
-3

01 2 3 4 5 6 7x

Naszkicuj wykres funkcji y = (x + 4.

Wykres powstaje poprzez przesuniecie réwnolegte
wykresu funkcji y = x*> wzdtuz osi OX o 4 jednostki
w lewo.

= N w > O N

-

7 -6 5 -4 -3 2 1
W(—4;0)

-3

01 2 3 45 6 7x

Naszkicuj wykres funkcji y = — 2(x — 3 ).

50



Funkcje

Wykres powstaje poprzez przesuniecie réwnolegte
wykresu funkgji y = — 2x* wzdtuz osi OX o 3 jednostki
W prawo. W(3;0)

1 2/3\4 5 6 7x

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

SO -= N W~ o N

-2
3

PRZYKLAD 5 H P.4.10.1

Naszkicuj wykres funkcji y = (x —3)* — 1.

Wykres powstaje poprzez przesuniecie réwnolegte
wykresu funkcji y = x*> wzdtuz osi OX o 3 jednostki
w prawo oraz wzdtuz osi OY o 1 jednostke w dét.

= N w A o N

7-6-5-4-3-2-1 10 T-2,3 /4 5 6 Tx
ol w@Ei-1)

-3

Naszkicuj wykres funkcji y = — 4(x +2)* + 5.

W(—2;5) 6
5
. S 4
Wykres powstaje poprzez przesuniecie réwnolegte -
wykresu funkcji y = — 4x? wzdtuz osi OX o 2 jednostki 2
w lewo oraz wzdtuz osi OY o 5 jednostek w gore. 3
-7 -6 -5 -4 {3 -2 - 12 3 4 5 6 7x

WNIOSEK

Wierzchotkiem W paraboli o réwnaniu y = a(x — p ¥’ + g, gdzie a # 0, jest punkt o wspétrzednych W = (p; q).
p i g wskazuja kierunek i wielkos¢ przesuniecia réwnolegtego wzgledem osi uktadu wspétrzednych wykresu fun-
keji y = ax?.

DEFINICJA

Wz6r w postaci y = a(x — p)* + g, gdzie a # 0, nazywamy postacia kanoniczng funkcji kwadratowej.

51



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

wyréznik funkcji kwadratowe;j A= b%*—4ac
(oznaczamy grecka literg A [delta])

wspotrzedne wierzchotka paraboli X, =p= ;—g

(Xwi Yw) = (P;q) “A
Yw =49~ 49

wspotrzedne punktu przeciecia (0;¢)

wykresu z osig OY

ZADANIA UTRWALAJACE

4.10.1. Okresl wspotrzedne wierzchotka paraboli o podanym wzorze oraz potozenie jej ramion.

Uzupetnij tabelke:
y=(x—3P+1 w(3;1) do gory

y=—2(x+27%-1
y=4(x—1)
y=—3%+1
y=2(x—4y+2

y=—(x+2)

4.10.2. Dany jest wzor funkcji kwadratowej y = 2x%. Podaj wzér tej funkcji po przesunieciu wykresu o:

a. dwie jednostki w prawo, c. cztery jednostki w prawo i dwie w dot,

b. trzy jednostki w lewo, d. jedna jednostke w lewo i dwie w gére.

» Obliczanie wspotrzednych wierzchotka paraboli

PRZYKLAD 1 2 P.4.10.2

Wyznacz wspétrzedne wierzchotka paraboli o wzorze y = x*+4x—6.
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1° Wspotczynniki funkcji to:

2° Obliczamy wyrdznik (delte) ze wzoru:
A= b>—4ac.

3° Obliczamy p — pierwszg wspotrzedng wierzchotka
ze wzoru: p = %5.

4° Obliczamy q — drugg wspétrzedng wierzchotka ze

wzoru: q = 4q -

5° Wspotrzedne wierzchotka to:

Funkcje

a=1,b=4,c=—6

A=4°—4-1-(—6)=16+24=140

_—4 _ -4 _
pP=71= 3 =72
_ —40 _ —40
=731~ ¢4 — 10
W(—2;—10)

PRZYKLADY DO CWICZEN

Wyznacz wspétrzedne wierzchotka paraboli o wzorze:

PRZIYKEAD 2. y=x*>+2x+4
PRZYKEAD 3. y=—x*—2x+1
PRZYKEAD 4. y=—22+4x—4
PRZYKEAD 5. y=—4x*+2

PRZYKEAD 6.  y =23 —x
PRZYKEAD 7.y = 4x*—8x
PRZYKEAD 8. y=x*+9

ZADANIE UTRWALAJACE

4.10.3. Wyznacz wspotrzedne wierzchotka paraboli:
a.y=2*+5x—3

b. y=—x2+6x—10

c.y=x2—8x

d.y=—4x*+16x—1

» Zamiana postaci ogdinej wzoru funkcji kwadratowej na postac kanoniczng

PRZYKLAD 1 kd r403

Zapisz funkcje kwadratowg o wzorze y = x> —6x+8w postaci kanoniczne;j.

1° Wspotczynniki funkcji to:

2° Do postaci kanonicznej potrzebne sg wspoétrzedne

wierzchotka, ktére obliczymy ze wzoréw:

3° Obliczamy wyréznik ze wzoru: A = b? — 4ac.

a=1,b=—6,c=8

A=(—6P—4-1-8=36—32=4
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o LI . _ _6 _
4° Obliczamy p i q. pP=51=7=3

5° Podstawiamy p i g do wzoru na postaé kanoniczhng  y = (x — 3)2 -1
f(x)=a(x—pf+gq

PRZYKLADY DO CWICZEN

Zapisz podang funkcje kwadratowg w postaci kanoniczne;j.

PRZYKEAD 2.  y=2—4x+6 PRZYKEAD 3. y=x*+2x+9

ZADANIE UTRWALAJACE

4.10.4. Przeksztat¢ podane wzory funkcji kwadratowej do postaci kanonicznej.

a.y=x*+10x—2 cy=x*+6x—1

b.y=—x*+4x+2 d.y=—2x*+4x+3

» Zamiana postaci kanonicznej wzoru funkciji kwadratowej na postac ogding

PRZYKLAD 1

Dana jest funkcja kwadratowa o wzorze y = (x — 3> — 1. Przedstaw wzor funkcji w postaci ogéinej.
Aby uzyskaé posta¢ ogdlng, nalezy wykonac dziatania i uporzagdkowac wyrazenie.
y=(x—3P—1=x>—6x+9—1=x>—6x+8

PRZYKLAD 2

Dana jest funkcja kwadratowa o wzorze y = 2(x + 1)> + 4. Przedstaw wzér funkji w postaci ogéInej.

y=2(x+1P+4=20+2x+1)+4=20*+4x+2+4=2°+4x+6

ZADANIE UTRWALAJACE
4.10.5. Przedstaw podane wzory funkcji kwadratowej w postaci ogdlne;j.

ay=—(x+2yY—-1 c.y=%(x+4)2

2
b.y=6<x—%> +% dy=—2(x—y2)P+4



» Miejsca zerowe funkcji kwadratowe]

Funkcje

P.4.10.4

PRZYKLAD 1

y=x>—4x+3

PRZYKLAD 2

X
-

Ay
a>0 \ .
\_/Xz X

WYROINIK A = b?—4ac

A=(—4P—-4-1-3=
=16—-12=4

WINION Y

A>0
dwa miejsca
zerowe

y=x*+4x+4
a>0

X1

PRZYKLAD 3

A=4>—-4-1-4=
=16—-16=0

A=0
jedno miejsce
zerowe

y=2x2—3x+2
a>0

y

PRZYKLAD 4

=Y

A=(-3Y—-4-2-2=
=9-16=—7

A<O0
brak miejsc
zerowych

< ‘

y=—2"—4x+3
a<o

)

<Y

A=(-4y—4-(-2)-3=

=16+24=40

A>0
dwa miejsca
zerowe

PRZYKLAD 5

y=—x2+2x—1
a<o0

PRZYKLAD 6

-
X

A=2>-4-(-1)-(-1)=

=4-4=0

A=0
jedno miejsce
zerowe

y=-3¢+2%x—1
a<o0

A=2°—4-(-3)-(-1)=

=4-12=-38

A<O0
brak miejsc
zerowych

5
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ZADANIA UTRWALAJACE

4.10.6. Uzupetnij tabelke:
f(x)=x*+4x—5 A=36 2
f(x)=x*—6x+7
f(x)=2x*+3x+5
f(x)=—x*-5

f(x)=4x*+4ax+1

4.10.7. Oblicz wyrodznik (delte) funkcji kwadratowe;j i okresl liczbe jej miejsc zerowych. 1.4.10.7
a.y=—5x2—9x—3 d.y=2x2+3 g.y=2x2+7
b. y=x*+5x+8 e.y=7x*—3x—6 h.y=9x*+6x+1
c.y=—4x2+4x—1 f.y=—3x2+4x i.y=—x2—8x—5

Xor X1, %)

» Obliczanie miejsc zerowych

WYROZNIK LICZBA MIEJSC ZEROWYCH | WZOR NA MIEJSCA ZEROWE

—b— —b+
Ao , Xl:bT/K; Xzsz/K
A=0 1 x(,:;—f,’
A<oO 0 brak

PRZYKLAD 1 kd rar05

Oblicz, o ile istniejg, miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = x*+5x— 6.

1° Obliczamy wyrdznik ze wzoru: A = b? — 4ac. a=1,b=5c=-6
A=5°—4-1-(—6)=25+24=149
2° Obliczamy miejsca zerowe ze wzoréw: \/K:«/4 =7
_—b+/A _-5-7 _—12 _
X125 20 - =21 — 2 6
_—5+7 _2 _
=21 —2°-1
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Funkcje

PRZYKLAD 2 2 P.4.10.5

Oblicz, o ile istniejg, miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = x>+ 2x+1.

1° Obliczamy wyréznik ze wzoru: A = b? — 4ac. a=1,b=2,c=1
A=2?-4-11=4-4=0
o . . _—b _ =2 =2 _
2° Obliczamy miejsce zerowe ze wzoru: X, = 5. Xx=51=7 =1

PRZYKLAD 3 d r4105

Oblicz, o ile istnieja, miejsca zerowe funkcji kwadratowej y = 4x* — 2x + 3.

1° Obliczamy wyréznik ze wzoru: A = b% — 4ac. a=4,b=—2,c=3
A=(—2Y—4-4-3=4—-48=—44

2° A =—44 < 0, wiec funkcja nie ma miejsc zerowych.

ZADANIE UTRWALAJACE

4.10.8. Oblicz, o ile istniejg, miejsca zerowe funkcji kwadratowe;j. 7.4.10.8
a.y=x2+x—2 d.y=2x2+3x—2 g.y=6x2+x+3
b. y=x>+4x+3 e.y=x>—2x—38 h.y=9x*—6x+1
C.y=—x*—x+6 fy=—ax’+4x—1 i.y=x*+5

» Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

[ POSTAC ILOCZYNOWA .
WYROZNIK FUNKC I KWADRATOWE WZOR NA MIEJSCA ZEROWE

—b—+A —b+/A
A>0 f(x)=a(x—x)(x—x;) Xlziza\/i; xzziza‘/i
_ v N2 _—b
A=0 f(x)=a(x—x,) T
A<O0 nie istnieje brak
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» Zamiana postaci ogdinej wzoru funkciji kwadratowej na postac iloczynowqg

Zapisz funkcje kwadratowa y = x* + 6x — 7 w postaci iloczynowe;.

1° Wspétczynniki funkcji to: a=1,b=6,c=—7
2° Obliczamy wyréznik ze wzoru: A = b> — 4ac. A=6°—4-1-(-7)=36+28=64
3° Obliczamy miejsca zerowe ze wzoréw: JA=,64=8
_—bt /A _—6—8 _ —14 _
X12=" 24 - Xl—ﬁ—T——7

_—6+8_2_,
X2="21 T2°

4° Podstawiamy wyznaczone wartosci do wzoru na y=(x+7)(x—1)
postac iloczynowg y = a(x — x; )(X — X;).

PRZYKLAD 2 ‘d P4.1046

Zapisz funkcje kwadratowa y = x> + 4x + 4 w postaci iloczynowej.

1° Wspétczynniki funkcji to: a=1b=4,c=4

2° Obliczamy wyréznik ze wzoru: A = b> — 4ac. A=4"-4-1-4=16-16=0
3° Obliczamy miejsce zerowe ze wzoru: x, = %5. X = % :_% =—-2

4° Podstawiamy wyznaczong warto$¢ do wzoru na y=(x+2y

postac iloczynowa: y = a(x — X )*.

PRZYKLAD 3 ‘d P4.106

Zapisz funkcje kwadratowg y = 2P —2x+1w postaci iloczynowej.
1° Wspétczynniki funkgiji to: a=2,b=—2,c=1
2° Obliczamy wyréznik ze wzoru: A = b — 4ac. A=(—2Y—-4-2-1=4—-8=—4

3° A < 0, czyli funkcja nie ma miejsc zerowych i postac iloczynowa funkgji nie istnieje.

ZADANIE UTRWALAJACE

4.10.9. Zapisz wzor funkgji f(x) w postaci iloczynowej, jesli:

a. f(x)=x>—9x+8 ¢ f(x)=2x*+7x—4 e. f(x)=4x*—12x+9

b. f(x)=x*+x—12 d. f(x)=9x*+6x+1 f. f(x)=x*—4x
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» Szkicowanie wykresu funkcji kwadratowej

Funkcje

Sporzadz wykres funkgji y = — x* + 4x — 3.
1° Odczytujemy wspétczynniki a, b, c.

2° Wyznaczamy punkt przeciecia wykresu funkgji z osig
OY, wiedzac, ze ma on wspdtrzedne (0; ¢).

3° Obliczamy wspétrzedne wierzchotka paraboli ze

—b —A

wzoréw: P=54 19" 2 -

4° Obliczamy miejsca zerowe ze wzoru:

_—bxyA
20 '

X1,2 =

5° Okreslamy, jak skierowane sg ramiona paraboli.

6° Zaznaczamy wyznaczone punkty w uktadzie
wspotrzednych i sporzgdzamy wykres.

PRZYKtAD 2
Sporzadz wykres funkgji y = x> — 4x + 5.
1° Odczytujemy wspotczynniki a, b, c.

2° Wyznaczamy punkt przeciecia wykresu funkgji z osig
OY, wiedzac, ze ma on wspdtrzedne (0; ¢).

3° Obliczamy wspétrzedne wierzchotka paraboli ze

—b . _—A

wzordéw: P=54 19 2q -

a=—1,b=4,c=-3

(0;¢)=(0;—-3)

A=b*—4ac=4"—4-(-1)-(-3)=16—12=4

_ -4 _-—4_
GEPRCEVINE
__—4 _ -4 _
-y et
(p;q)=(2;1)
JA=/E=2
_—4x2 /7

X1,2 = 2.(_1) _\3

a < 0, wiec ramiona skierowane sg do dotfu

w » OO

-6 -5 -4 -3 -2 -1 |0 2 4 5 6x
S/
+ \
P.4.10.7

a=1,b=—4,c=5

(0;¢)=(0;5)
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4° A < 0, wiec funkcja nie ma miejsc zerowych.
Obliczamy wartosci funkcji na podstawie jej wzoru dla
wybranych punktow.

Wybieramy punkty potozone symetrycznie wzgledem
osi symetrii paraboli i nieznacznie oddalone od x,,
wierzchotka. W naszym przypadku o$ symetrii to prosta
oréwnaniu x = 2.

5° Okreslamy, jak skierowane sg ramiona paraboli.

6° Zaznaczamy wyznaczone punkty w uktadzie
wspotrzednych i sporzgdzamy wykres.

f(1)=1-1°—4-1+5=1-4+5=2

Skoro punkty sg potozone symetrycznie,

to f(1)=£(3)=2

a > 0, wiec ramiona skierowane sg do gory

-4

-5

PRZYKLAD 3 4 r4107

Sporzadz wykres funkgji y = 2x% + 4x + 2.
1° Odczytujemy wspodtczynniki a, b, c.

2° Wyznaczamy punkt przeciecia wykresu funkgji z osig
OY, wiedzac, ze ma on wspdtrzedne (0; ¢).

3° Obliczamy wspétrzedne wierzchotka paraboli ze

—b —A

wzoréw: P=>4 19" 2 -

4° A = 0, wiec funkcja ma miejsce zerowe
w wierzchotku. Wybieramy zatem punkt symetryczny
do punktu (0; ¢) wzgledem osi symetrii paraboli.

5° Okreslamy, jak skierowane sg ramiona paraboli.

6° Zaznaczamy wyznaczone punkty w uktadzie
wspotrzednych i sporzgdzamy wykres.

60

a=2,b=4,c=2

(0;¢)=1(0;2)

A=b*—4ac=4>—-4-2-2=16—16=0

P=22-71
0
9=7.2=0
(p;q)=(-1,0)
(=2;2)

a > 0, wiec ramiona skierowane sg do gory

i
\

|

01 2 3 4 5 6x




Funkcje

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKELAD 4.  Sporzadz wykres funkgji y = x> + 2x.

PRZYKLAD 5. Sporzadz wykres funkgji y = — x> + 2x + 3.

ZADANIE UTRWALAJACE

4.10.10. Naszkicuj wykres funkcji f(x), jesli:

a. f(x)=x>—6x+5 c. f(x)=x*+6x

b. f(x)=—x*+4 d. f(x)=x*—2x+3

» Odczytywanie wtasnosci funkciji kwadratowej z wykresu funkcii

PRZYKLAD 1 2 P.4.10.8

Narysuj wykres funkcji y = x*+2x—3ina jego podstawie okresl:
¢ monotonicznosc¢ funkgji,
e zbidr wartosci funkcji,
e przedziaty, w ktérych funkcja jest dodatnia,
e przedziaty, w ktérych funkcja jest ujemna.

1° Rysujemy wykres funkcji.
2° Odczytujemy wtasnosci:
» funkcja jest rosnaca w przedziale x € (—1; o)
» funkcja jest malejgca w przedziale x € (—oo; — 1)
e zbidr wartosci funkcji y € (—4; 00)
* funkcja jest dodatnia w przedziale x € (—oo; —3) U (1; 0)

* funkcja jest ujemna w przedziale x € (—3;1)

e. f(x)=—x*+4x—5

f f(x)=4x*—9

= N w » o o

-6 -5

A RY oY

2i BB B i

PRZYKLADY DO CWICZEN

Narysuj wykres funkcji i na jego podstawie okresl:

¢ monotonicznos¢ funkgji,

e zbidr wartosci funkcji,

e przedziaty, w ktérych funkcja jest dodatnia,
e przedziaty, w ktérych funkcja jest ujemna.
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PRZYKYAD 2. y=—22—2x+4 PRZYKEAD 4. y=—x2+2x
PRZYKEAD 3.  y=x*—5x+4 PRZYKEAD 5. y=x*+4x+4

ZADANIE UTRWALAJACE

4.10.11. Naszkicuj wykres funkgji f(x) oraz:

e okresl przedziaty monotonicznosci,

¢ podaj przedziaty, w ktérych funkcja jest dodatnia, a w ktérych ujemna,
e okresl zbidr wartosci funkgiji,

* sprawd?, czy punkty A(1; —6) i B(2; 8) naleza do wykresu funkcji.

a. f(x)=x>—-x—6 b. f(x)=—x*+2x+8 c. f(x)=x*>—6x

4.10.12. Dana jest funkcja kwadratowa f(x)= x>+ bx+c. Oblicz
wspotczynniki b i ¢, wiedzac, ze liczby —1 i 3 sg miejscami zerowymi
tej funkgiji.

4.10.13. Wierzchotek paraboli o wzorze f(x)=ax*+bx+7 ma
wspdtrzedne (1;5). Oblicz wspétczynniki a i b.

4.10.14. Funkcja kwadratowa f(x) spetnia warunek f(1)=2 oraz s
posiada doktadnie jedno miejsce zerowe x, = 3. Znajdz wzor tej funkji.

4.10.15. Zapisz wzor funkgji f(x) = (x—4)(x + 2) w postaci kanonicz- §
nej.

4.10.16. Zapisz wzor funkgji f(x) = (x+ 2)* — 9 w postaci iloczynowe;j.
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L

1. (4pkt) ROZwiaE nierownOe |2+ 3+ x—a| < 7— .

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

4 \4.10.17. Wierzchotek funkcji f(x) = — x*+ 3 ma wspdtrzedne:
%

% A. (3;0) B. (0;3) C(03 3)

e B Amqusz\ﬂ 3

4.10.18. Jezeli funkcje y = 2x* przesuniemy o 3 jednostki w lewo, to jej wzor bedzie miat postac:

A.y=2(x—3) B.y=2x*—3 C.y=2(x+3)7

d

Ay=(x—2f+4 C. f(x)=(x+2}+4

B.y=(x+2\’—4 D. f(x)=(x—2F—4

A.c=7 B.c=2 C.lc=-—3

4.10.21. Osig symetrii paraboli o wzorze y = — 3x*+6x—1 jest prosta:
A x=2 B.x=—2 C.x=1

14.10.22. Dana jest funkcja y = (x — 4)2 + 1. Prawdg jest, ze:
&, A. f(3)=£(5) B. f(2) <f(3) C. f(=1)<f(0)

4.10.23. Zbiér wartosci funkgji f(x) = —(x — 5)* + 3 okreslony jest przedziatem:
A. (—o0;—3) B. (3; ) C. (—o0;3)

e 4.10.24. Miejscami zerowymi funkgji f(x) = 4x* — 8x + 3 sa:

R'LE e €
wv;‘;’\":\\\,ﬁ’w %

V A x;=1,x,=—2 B.x1=%,x2=—% C.x1=1,x2=%

4.10.25. Doktadnie jedno miejsce zerowe posiada funkcja o wzorze:

A.y=16x2+1 C.y=x2—5x—3
vﬁ”“ﬁgﬁi
e

e B.y=x*+2x+4 D. y=9x*—24x+ 16

4.10.26. Dana jest funkcja f(x) = (x+ 3)*+ 6. Funkcja f jest rosnaca w przedziale:
A. x € (6; ) B. x € (—6; ) C. x € (—o0;6)

=04, wyes &
Peechune e

4.10.20. Funkcja y = 2x* + 5x + ¢ przecina 0§ OY w punkcie (0; — 7). Wynika z tego, ze:

D. y=2x*+3

D.c=—7

D. f(5) > f(6)

D. (=5;)

D. x € (—3;00)

1. (4pkt) Rozwi

3. (3pkt) oy
2 ytra 2 ile jest icqp, e
%dnadmmww';ahmum% W zapiis
18 2 Wystepuje cy Ve

a1, ¥PUe doktadnie trzy

pezréy
trapezy

ile jest
fadnie d

A}

o
s

N
ViNlvw

N\

RKU:

[2x+3)4

/

[

8C0 0 po
ekatna tr

|

ViINIVW ViNnlvw
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4.11 » Warto$S¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkciji
kwadratowe|] w przedziale zamknietym

» Wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji kwadratowej w dziedzinie,
czyliw zbiorze liczb rzeczywistych

Przypomnijmy, ze zbiér wartosci funkcji kwadratowej f(x) = ax® + bx + ¢, gdzie a # 0, jest zalezny od parametru a:
a > 0, to ramiona skierowane do géry i ZW = (g;o0)  a < 0,to ramiona skierowane do dotui ZW = (—oc; q)
W takim przypadku istnieje warto$¢ najmniejsza (dla W takim przypadku istnieje wartos¢ najwieksza (dla
argumentu p i wynosi ona q), ale nie istnieje wartos¢  argumentu p i wynosi ona g), ale nie istnieje wartos¢

najwieksza. najmniejsza.

Ey_,___q

A~
*
—
*

PRZYKtAD

Dana jest funkcja f(x) =— x? + 2x — 2. Wyznacz warto$¢ najwieksza i najmniejsza tej funkcji w dziedzinie.

Zauwazmy, ze wykresem danej funkgcji jest parabola skierowana ramionami do dotu, poniewaz a = —1 < 0.
Zatem na pewno nie istnieje wartos¢ najmniejsza. Natomiast warto$é najwieksza istnieje i mozna jg obliczy¢,
wykorzystujgc wzory na wspétrzedne wierzchotka:

—b_ -2

P20 "2.(-1)

Zatem wartosé najwieksza funkcji wynosi —1.

=1,wéwezas g =f(1)=—1?+2-1—2=—1

» Wartos¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkciji kwadratowej w przedziale
domknietym

Wyznaczajgc najmniejszg i najwiekszg warto$¢ funkcji w przedziale domknietym, nalezy P.4.11.1
rozwazyc 2 przypadki:

wierzchotek paraboli nalezy do przedziatu wierzchotek paraboli nie nalezy do przedziatu
PRZYKLAD 1 PRZYKLAD 2
y =—x>+2x+ 2, przedziat x € (—1;2) y = x>+ 3x— 3, przedziat x € (—5;—2)



Funkcje

7Ay ,“y
6 6
5 5
4 4
315 3
2 2
1
0 - 0 -
6 5 -4 3 2 —{___1-0 1 4 5 6x 6 5 3 2 -1_10 12 3 4 5 6x
-2 -2
-3 -3
-4 /
-5 =5
fmax(l):3l fmin(_l):_l fmax(_5)27l fmin(_z):_s
PRZYKLAD 3 PRZYKLAD 4
y = x>+ 3x—2, przedziat x € (—4;2) y =—2x> — 4x + 4, przedziat x € (0;1)
Ay by
7 7
6 6
5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 - 0 >
6 5 #\3 2 1 |01 34 5 6x ‘6‘5‘4"2‘1_10\23456"
-1
-2 2%
_ -3
-4
fmaX(Z) = 8, fmin <_1%) = 4% fmax(o) = 4’ fmin (1) =- 2
WNIOSEK
Jesli wierzchotek paraboli nalezy do przedziatu, to: Jesli wierzchotek paraboli nie nalezy do przedziatu, to:
Jeslia <0, to: fma’x, fainto wartoéci funkcji na poszczegdlnych
frin = Warto$¢ funkcji na jednym z koricow przedziatu koricach przedziatu

fmax = q

Jedlia > 0, to:

fmin =q

frnax = Wartosc funkcji na jednym z koricdw przedziatu

W celu wyznaczenia wartosci najwiekszej lub najmniejszej w przedziale domknietym (a; b) nalezy:

1. Obliczy¢ f(a).

2. Obliczy¢ f(b).

3. Obliczy¢ p (pierwszg wspotrzedng wierzchotka) i sprawdzié, czy nalezy do rozwazanego przedziatu:
a. jesli p € (a; b), to nalezy obliczy¢ f(p) (czyli g — druga wspdtrzedng wierzchotka),
b. jesli p nie nalezy do rozwazanego przedziatu (a; b), to na tym koriczymy nasze obliczenia.

4. Poréwnujemy teraz nastepujace liczby: f(a), f(b), f(p) (oile p € {a;b)) — z tych liczb wybieramy
najwiekszg (to bedzie wartos¢ najwieksza) oraz najmniejszg (to bedzie warto$¢ najmniejsza).
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PRZYKLAD 1 Z P.4.11.2

Dana jest funkcja f(x)=— x>+ 2x—2. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i najwiekszg tej funkcji w przedziale
x €(—1;2).

1° Obliczamy wartosci funkcji na koricach przedziatu. f(k1)=—(-1P+2-(-1)—2=—-1-2—-2=-5
f(2)==2"+2-2-2=—4+4-2=-2

. . . : _—b_ -2 _

2° Obliczamy p — pierwszg wspotrzedna wierzchotka.  p = 20 ~2.(-1) 1

3° Sprawdzamy, czy p nalezy do przedziatu (—1;2). p € (—1;2)

4° Obliczamy q. g=f(p)=f(1)=—(1P+2-1—-2=-1
5° Poréwnujemy liczby: —5; —2; — 1. —1 to wartos¢ najwieksza funkg;ji

—5 to wartos¢ najmniejsza funkgcji

PRZYKLAD 2 Z P.4.11.2

Dana jest funkcja f(x) = 2%+ 2x—3. Wyznacz warto$¢ najmniejszg i najwiekszg tej funkcji w przedziale
x €{(=3;—1).

1° Obliczamy wartosci funkgji na koricach przedziatu. f(=3)=2-(—3P+2-(-3)-3=2-9-6—-3=9
f(=1)=2-(-1P+2-(-1)-3=2-2-3=-3

2° Obliczamy p — pierwszg wspotrzedng wierzchotka.  p = S5q = _—22 = —%
3° Sprawdzamy, czy p nalezy do przedziatu (—3; —1). p ¢ (-=3;—1)

4° Oznacza to, ze najmniejsza i najwieksza wartosc¢ 9 to wartos¢ najwieksza funkcji
funkgji jest na koricach przedziatu. —3 to wartos¢ najmniejsza funkgcji

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 3.  Danajest funkcja f(x) = x* + x + 2. Wyznacz wartos¢
najmniejsza i najwieksza tej funkcji w przedziale x € (—2;2).

PRZYKLAD 4.  Dana jest funkcja f(x)=—2x>+3x+4. Wyznacz
warto$¢ najmniejszg i najwiekszg tej funkcji w przedziale x € (1; 3).

PRZYKYAD 5. Dana jest funkcja f(x)=4x*+2x+1. Wyznacz
wartoé¢ najmniejsza i najwieksza tej funkcji w przedziale x € (—1;1).

PRZYKLAD 6.  Dana jest funkcja f(x)=—4x*—x+4. Wyznacz
warto$¢ najmniejszg i najwieksza tej funkcji w przedziale x € (—2;1).
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Funkcje

ZADANIA UTRWALAJACE

4.11.1. Dana jest funkcja f(x)=2x*>—3. Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji w przedziale
x €(—1;2).

4.11.2. Dana jest funkcja f(x) = — 2x* + 6x — 1. Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji w przedziale
x €(=3;1).

m’:)ﬂ!ﬂ- Wy, =
e pmdwnedonb

H poziom rosen
] ran v

4.11.3. Zbidr wartosci funkgji y = x*> — 4 w przedziale x € (—1;2) to przedziat:
A yc(—4;00)

B.y €(—o0;—4) ===

apezréw

C.y €(—4;0) e

D.y €{(—3;0)

Najwieksza warto$é funkgji y = — x> + 2x + 3 w przedziale x € (—2; 0) wynosi:

= 2

A. 1l C. 0 ile jest |

Hadnie dy

B. =5 D. 3

. Najmniejsza wartoscia funkgji f(x) = x* + 8x — 3 okreslonej na zbiorze (—5; — 3) jest:
A. 19 C. —36 =

B. —19 D. —18

4.11.6. Najwiekszg wartoscig funkeji y = — x> + 4x w przedziale x € (0;c) jest liczba 4. Wynika z tego, ze ¢ nie&,
moze by¢ liczba:

A 3 C.2

1
B.1 D. Zj

%

. 4.11.7. Najmniejsza warto$¢ funkcji f(x) = x*> — 3x + 5 okreslonej na zbiorze (—1; 3) istnieje dla argumentu réw—”/
‘nego:

No|w

7 A -1 C.

AN
VINIVW VINIVW VINIVW VINLVW VINLVW VINnlvw  Vvinilvw

B.3 D. —

N|w

L
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”ﬂ‘\‘\, :\:""a\\ N
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4.12 » Wykorzystanie wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowe;j
w kontekscie praktycznym

PRZYKLAD 1 kd par2

Iga i Ewa pokonaty rowerami trase 60 km. Iga wyruszyta pét godziny wczesniej. Na wykresie przedstawiono
zaleznosc drogi pokonanej przez kazdg z dziewczat od czasu jazdy. Na podstawie wykresu okresl, czy zdania sg
prawdziwe, i uzasadnij swojg odpowiedz.

a. Kazda z dziewczat pokonata droge w tym

samym czasie. DROGA
[km]

(=23

b. Iga pokonata trase ze $rednig predkoscig
wiekszg niz Ewa.

(4]

£

c. O godzinie 10.00 blizej celu byta Ewa.

w

-

d. Iga odpoczywata na trasie dtuzej niz Ewa.
e. W ostatniej godzinie jazdy $Srednia predkos¢
Igi byta wieksza niz Ewy. CODZINA

8‘30 900 930 1000 1030 1100 1130

f. Iga dwa razy wyprzedzata Ewe.

Odp. a. — Prawda. Kazda z dziewczat pokonata trase w 2,5 h. Ewa wyruszyta 0 9.00 i dotarta na miejsce
011.30, a Iga wyruszyta 0 8.30 i dotarta na miejsce o 11.00.

Odp. b. — Fatsz. Srednia predko$¢ obu dziewczat jest taka sama, poniewaz obie pokonaty taka sama
trase w tym samym czasie.

Odp. c. — Prawda. Ewa byfa o 10 km blizej niz Iga, poniewaz Ewa pokonata juz 30 km, a Iga 20 km.

Odp. d. — Fafsz. Postdj kazdej z dziewczat trwat 30 minut. Iga odpoczywata od 9.30 do 10.00, a Ewa

od 10.00 do 10.30.

Odp. e.— Prawda. W ciggu ostatniej godziny srednia predkos¢ Igi to 4OkTm, a Ewy 30 kTm, poniewaz
_40km _ ,~k _30km _ 5~k

Viga = 1hm =401, Ve = 1hm =307

Odp. f. — Fatsz. Iga wyprzedzata jeden raz Ewe (o godzinie 10.15), a Ewa jeden raz Ige (o godzinie 9.45).

PRZYKLAD 2 Z P.4.12.2

Szybkos¢ zawodnika biorgcego udziat w biegu wyrazong w metrach na sekunde mozna opisa¢ wzorem
v(t)=—0,02t>+0,8t, gdzie t oznacza czas liczony od rozpoczecia biegu podany w sekundach. Naszkicuj
wykres zaleznosci predkosci od czasu i okresl:

a. jakg maksymalng szybkosc osiggnat ten zawodnik i w ktorej
sekundzie?

b. w jakim czasie zawodnik pokonat dystans?

c. czy zawodnik miat wiekszg szybkos¢ w 5 sekundzie czy 28
sekundzie?

d. jaka byta szybkos¢ zawodnika w 10 sekundzie?
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1° Szkicujemy wykres funkeji v(t ) = —0,02t> + 0, 8t.

2° Obliczamy wyréznik ze wzoru: A = b? — 4ac.

A=0,82—4-(—0,02)-0=10,64

VA =,064=038
3° Obliczamy miejsca zerowe ze wzoru: t, = —08-08 _ :01664 =40
—b+ /A 2-(—0,02) ,
Xlzzz_ia' t :7_0’8_{—0'8:0
27 2.(=0,02)
4° Obliczamy wsp0dtrzedne wierzchotka ze wzoréw: - ~08 _ ~08 _ 20
Y wepolrze ' P=72(=0,02) ~ —0,04

_—b _—A
P=72¢79~ 4q -

5° Zaznaczamy punkty w uktadzie wspdtrzednych
i sporzgdzamy wykres.

__—064 _ —064
97 4.(-0,02) ~ —0,08

A PreDKOSCE
15m/s

10m/s

5m/s

Funkcje

Os 5s 10s 15s 20s 25s 30s 35s

6° Na podstawie wykresu odpowiadamy na postawione w zadaniu pytania:

Odp. a. — Zawodnik osiggnat maksymalng szybkos¢ réwna 85~ w 20 sekundzie (v,
Odp. b. — Zawodnik pokonat dystans w ciggu 40 sekund.

Odp. c. — Szybkos¢ zawodnika w 5 sekundzie jest mniejsza niz w 28 sekundzie.

Odp. d. — W 10 sekundzie zawodnik osiggnat szybkos¢ 65 (v(10) = 6'%-).

(20)=8%).

ZADANIA UTRWALAJACE

4.12.1. Na ponizszym wykresie przedstawione sg zmiany temperatur odnotowane w tej samej dobie w Kielcach
i Sandomierzu.

GDCA TEMPERATURA:
5°C
4°C
3°C

2°C

1°C
GODZINA

-
12:00 14:00 16:00 18:00 20:00 22\;007

0°C

10:0,

4:00 6:00 8:00

-1°C
-2°C
-3°C
-4°C

-5°C

— temperatura w Sandomierzu  — temperatura w Kielcach
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a. Jaka temperature odnotowano w obu miastach o godzinie 22.00?
b. lle razy temperatura w obu miastach o tej samej godzinie byta identyczna?
c. Jaka byta najnizsza temperatura w Kielcach, a jaka w Sandomierzu?

d. Jaka byfa najwieksza rdznica temperatur w obu miastach o tej samej
godzinie?

e. O ktérej godzinie w Kielcach odnotowano —2°C?

f. W jakich godzinach temperatura w Kielcach wynosita co najmniej 2°C?

4.12.2. Koszt wyprodukowania jednej ksigzki wynosi 12 zt. Przy cenie 20 zt za jedng ksigzke wielkos¢ sprzedazy
wynosi 3000 egzemplarzy rocznie. Kazde podniesienie ceny o 1 zt powoduje zmniejszenie sprzedazy rocznej
0 100 egzemplarzy. Wiedzac, ze x oznacza cene sprzedazy w zt za jeden egzemplarz, podaj:

a. wzor funkcji opisujacy wielko$¢ rocznej sprzedazy w zaleznosci od ceny x,

b. wzdr funkcji opisujgcej wielkos¢ rocznego przychodu ze sprzedazy ksigzek w zaleznosci od ceny x,

c. wzor funkcji opisujgcej zysk ze sprzedazy ksigzek w ciggu roku w zaleznosci od ceny x,

d. przy jakiej cenie x wartosc zysku z rocznej sprzedazy ksigzek bedzie najwieksza.
4.12.3. Na wykresie przedstawiono zmiany roczne $rednich cen benzyny (Pb 95) oraz oleju napedowego (ON)

w jednym z wojewddztw. Na podstawie danych przedstawionych na wykresie okresl, czy ponizsze stwierdzenia
sg prawdziwe, czy fatszywe.

621 CENA

5.9zt

B8zt P B

5.7zt :

562t eSS T S SRS S

5.5zt \

5.4zt

5 3t S R S S >

5.2z

T S S S S S S ST N

1 e S \\\

4.924 i i ;

7 UL SO SRS S SO SRS S [T S .

472 ; : :

4.6zt MIESIAC
= > O =z - @] @] = =z X a =
o 5 & w = o o e o = g w
8] ot @ g = o & @ @ 3 N
> < = x - w N u ~ %
= = B H b o N (%) T
» X o = IS = [C]

g

— cena oleju napedowego (ON) — cena benzyny (Pb 95)

-
) 2

a. Cena Pb 95 spadta od stycznia do marca o 5%.

b. Cena ON w sierpniu byfa nizsza od Pb 95 o0 5%.

c. W jednym miesigcu cena ON byta wyzsza od ceny Pb 95 o 20 groszy.
d. W ciggu roku cena Pb 95 spadta o0 20%.

e. W ciggu roku cena ON spadta o0 20%.

f. Miedzy lipcem a wrze$niem rdznica miedzy cenami Pb 95 i ON byta taka sama.
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1. (apkt) Rozwiqz nieréwnosé | 2x + 3| +| x— 4| < 74,

T T~
- 1. (4pkt) Rozwi
ST

4.12.4. Miesieczny abonament telefoniczny wynosi 35 zt. Kazda minuta rozmowy w tym abonamencie kosztujevsa.
"%%% 20 groszy, a minuty nie sg wliczane w abonament. Jesli x oznacza liczbe minut rozméw w ciggu miesigca, to koszt k
Vop’fat miesiecznych w ztotych mozna wyrazi¢ wzorem:

A. k=0,2x—35 C. k=—0,2x+35
B. k=0,2x+35 D. k= 20x+ 35 x|
fotonh
4.12.5. Predko$¢ kolejki metra miedzy stacja A i stacjg B mozna wyrazi¢ wzorem v(t ) = — t* + 4t, gdzie t oznacza

czas przejazdu w minutach. Maksymalng predkos¢ kolejka osiggnie po:
A. 1 minucie,
B. 2 minutach,
C. 3 minutach,

D. 4 minutach.

o\ 4.12.6. W zbiorniku samochodu miesci sig 60 litrow paliwa. Samochdd spala 8,5 litra paliwa na kazde 100 kilometrow.
. Jezeli d oznacza ilos¢ paliwa w zbiorniku, a liczbe przejechanych kilometréw oznaczymy jako s, to prawdziwa jest
zaleznosc:

A. d =0,085s5— 60 C. d=38,55+60

1%

/ B. d =—0,0855+ 60 D. d=—0,855+ 60 N4

4.12.7. Firma produkujgca kalkulatory oszacowata roczng wielkos¢ sprzedazy s (w sztukach) w zaleznosci od ceny x /
_~(w ztotych) za sztuke. Zalezno$¢ te przedstawiono w tabeli: y%”

7

geet X 50 60 70 80 100

s 8000 | 7600 | 7200 | 6800 | 6000

Zaleznos¢ wielkosci s od ceny x mozna przedstawic¢ wzorem:

S

e A. s = 50x + 8000 C. s =—40x+ 10000 /@
@ S
W B. s =— 50x + 8000 D. s = 8000x — 50 >

N

4.12.8. Wiasciciel klubu muzycznego zauwazyt, ze przy cenie 20 zt za bilet na koncert przychodzi srednio 100 osdb.
Kazde podniesienie ceny biletu o dwa ztote powoduie, ze liczba gosci zmniejsza sie 0 10 0séb. Przychdd p ze sprzedazyKU:

u‘w.:;,a;s;;;:,;‘ibiIet()w w tym klubie przy cenie x mozna wyrazi¢ wzorem:
ﬂ’ﬂ

w*g:: R ~—

a0
e A. p=—5x*+100x {

B. p =—100x> + 5x

smah |

C. p =—5x*+ 200x

T D. p=—x*+200x—5

L3\v X
e

AR i /

3- (3pkt) Opy
ra; cyfr 12, ile jest i
YV Syfraz, dokladnje dizb Naturalnych gjo,
¥fra 0

razy imiocyfro,
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4.13 » Wykres i wtasnosci funkcji f(x)= 2. Wielkosci odwrotnie
proporcjonalne

DEFINICJA

Funkcja dana wzorem f(x) = %, gdzie a jest parametrem i a # 0, jest przyktadem funkcji wymiernej.
Dziedzing tej funkcji jest zbidr liczb rzeczywistych z wytgczeniem liczby zero, co zapisujemy jako D = R\ {0}.

» Szkicowanie wykresow funkcji f(x)=2,a #0

PRZYKLAD 1 Z P.4.13.1

Naszkicuj wykres funkgji f(x) = %

1° Uzupetniamy tabelke. X —4 -2 -1 1 2 4
4 | _ _ _
V=" 1 2 4 4 2 1
2° Zaznaczamy punkty w uktadzie wspétrzednych 5“ y
i sporzgdzamy wykres. .
3
2
1
0

xv

0132085415

PRZYKLADY DO CWICZEN

Naszkicuj wykres funkgji:
PRIYKLAD 2. f(x)=—% PRZYKEAD 4. f(x)=—1

PRIYKEAD 3. f(x)=>

» Wiasnosci funkcji fix) =%, a #0

PRZYKLAD 1 2 P.4.13.2

Na podstawie wykresdw poszczegdlnych funkcji okresl wtasnosci funkcji y = %, a #0.
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Funkcje

HERER
i BRI\
_— / = : i fL:

54z i e s Eed Fe a2
== §§

N4
NIy

Wspotczynnik a<o0 a>0
Wykres funkgcji znajduje sie Wykres funkgcji znajduje sie
Feieene w drugiej i czwartej ¢wiartce. w pierwszej i trzeciej ¢wiartce.
Dziedzina D=R\{0}
Zbidr wartosci Zw =R\{0}
Przedzicty Rosngca w przedziafach: Malejgca w przedziatach:
monotonicznosci (=00;0),(0; 00) (=o0;0),(0; )
Dodatniadla x <0 Dodatniadla x > 0

Al U] Ujemnadla x >0 Ujemnadla x <0
Przeciecie z osig OY Brak
Miejsca zerowe Brak
Warto$é najwieksza Nie istnieje

Nie istnieje

L

=

» Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

DEFINICJA

Dwie wielkosci x,y rdéine od zera nazwiemy odwrotnie propor-

. . L . . —a . L.
cjonalnymi, gdy istnieje taka liczba a # 0, ze y = 5. Mozna réwniez
zauwazy¢, ze iloczyn x -y = a jest staty.

Pojecie proporcjonalnosci odwrotnej ma zastosowanie w opisie
réznych zaleznosci i zjawisk znanych z zycia codziennego, z przyrody,
fizyki, matematyki itp.

Wykresem proporcjonalnosci odwrotnej moze by¢ hiperbola, frag-
ment hiperboli albo punkty lezgce na hiperboli.
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Odlegtos¢ z Minska Mazowieckiego do Warszawy wynosi 40 km. Samochdd porusza sie z predkoscig v w czasie
t. Korzystajac z wykresu, okresdl, jak zmienia sie wartos¢ czasu, w jakim samochdd pokona te trase, w zaleznosci
od predkosci.

CZAS
4h
3,5h
3h
2,5h
2h
1,5h
1h
0,5h
Okm/h 20km/h 40km/h 60km/h 80 k.m/h 100km/h 120 I.(m/h 140km/h 160km/h 180km/h 200 km/h »
PREDKOSC
WARIANT 1°: 4h-10 kTm = 40km WARIANT 4°: 0,5h-80 kTm = 40 km
WARIANT 2°: 2h-20 K™ = 40 km WARIANT 5°: % h-120 ™ = 40 km
WARIANT 3°: 1h-40 XM =40 km WARIANT 6°: % h-160 ™ = 40 km

WNIOSEK:

Czas, w jakim samochdd pokona trase, jest odwrotnie proporcjonalny do predkosci, z jaka jedzie samochdd.

W pewne;j firmie 24 pracownikdw wykonuje 8000 pewnych komponentéw w 4 dni. Oblicz, ilu pracownikéw
potrzeba, aby wykonac tyle samo komponentéw w 3 dni.

Korzystamy z proporcji odwrotnej: 4 dni — 24 pracownikow
3 dni — x pracownikéw

3x=4-24
3x =96 [:3
x=132

Do wykonania tej samej liczby komponentéw potrzeba 32 pracownikéw.

Pociag, ktéry jedzie ze srednig predkoscig 80 kTm, pokonuje pewng trase w 4,5 godziny. Oblicz, jaka musi by¢
srednia predkos¢ pociggu, aby mdgt pokonac te samg trase w 3 godziny i 20 minut.

Korzystamy z proporcji odwrotne;j: 30 krf]“ —~45h
x Ko «3% h
1 _
33x=280-4,5
1 _ 1
33x =360 [:3 3
3 m

Iy . . , k
Predkos¢ pociggu musi wzrosnaé do 108 1" .
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Funkcje

ZADANIA UTRWALAJACE

4.13.1. Na obdz traperski przygotowano zapasy zywnosciowe, ktére wystarczg na 10 dni dla 24 oséb. Okazato
sie jednak, ze na obdz pojedzie 30 0sdb.

a. Na ile dni wystarczg przygotowane zapasy dla tej grupy po zmianie liczby oséb?
b. lle oséb musiataby liczy¢ grupa, zeby zapasy wystarczyty na 12 dni?

. . . . . ; . ; . ki
4.13.2. Samolot trase z Warszawy do Paryza pokonuje w 2 godziny i 24 minuty ze $rednig predkoscig 600 {,n .

a. Z jaka srednig predkoscig musiatby lecie¢ samolot na tej trasie, aby czas przelotu wynosit 2 godziny?

. . . , . ki
b. lle czasu trwatby lot, gdyby samolot poruszat sig na tej trasie z predkoscig 9604 ?

N ” ooz T g ARKUSZ
mn - I8 I | 7 | I st

oo

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. Al T.4.13
4.13.3. Na wykresie przedstawiono funkcje o wzorze ¥ =
pezréw
5
4
3
Ly < L
1 \’\
;5\45\74—3—2—1?0 15 6% N [~
i, o e
\\ 2 r N
\
2 4 4 1
A y=- B.y=—+ Cy=«%x D.y=%
4.13.4. O funkdji f(x) = % wiadomo, ze przechodzi przez punkt (—2;8). Wynika z tego, ze: 7
A.a=4 B.a=—4 C.a=32 D.a=—16
Funkcja y = — % przechodzi przez éwiartki: K
AL B. 11,1 C. I, v D. I, IV

p o 4

4.13.6. Funkcje g(x) otrzymano po przesunieciu o 3 jednostki w lewo funkcji f(x) = % Prawdg jest, ze:

g A 9(x) =725 Ca(0=523 F
\ ”
. Bg0=%+3 D.g(x)=%~3 O L
" ;.\6;:%;
4.13.7. W przedziale x € (0; o0 ) funkcjg rosnaca nie jest funkcja: /
Ay——% B. xy=—5 C.y=% D.y+x=0

N, N\

)
oo le
P L8 €
M0 a":\v;\?\'t’p\\“o o
ety
o\

Rop

VINLYW VINIVW VINLVW VINLYW  VINIYW  VINLYW
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4.14 » Funkcja wyktadnicza i jej wtasnosci

DEFINICJA

Funkcjg wyktadniczg nazywamy funkcje postaci f(x) = a*, gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywistg dodatnig
(a>0ia+# 1),alitera x oznacza argument. Dziedzing funkcji wyktadniczej jest zbiér liczb rzeczywistych R.

Wykresem funkgji jest krzywa wyktadnicza.

PRZYKLAD 1 2 P.4.14.1

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 2%.

1° Uzupetniamy tabelke. X —9 -1 0 1 2 3
= 1 1 1 2 4 8
y=2 1 % | 2
2° Zaznaczamy punkty w uktadzie wspétrzednych gﬂy
i sporzgdzamy wykres. :
7
6
5
4
3
2

5 -4 3 2-10 1 2 3 4 5x

PRZYKLADY DO CWICZEN

Naszkicuj wykres funkgji:

PRZYKEAD 2.  f(x)= 3" PRZYKLAD 4. f(x)=(
PRZYKEAD 3. f(x)= 4" PRZYKLAD 5. f(x)=(

) PRIYKEAD 6. f(x)=(%)

i

PRZYKLAD 2 Z P.4.14.2

Na podstawie poszczegdlnych wykreséw okresl wtasnosci funkcji y = a* w zaleznosci od parametru a.

Wl N[

A
y 1\ Ay
y:(z) 10
1\* x 9
(3
3 5 8
1\ y= ,
y=(2> y =4 !
_ §x y=3x
Y=\5 e 5
2\ 4
Y=<§) 3\*
y= 2 3
70
= (s) ?
0 -
7 %6 54321012 3 45 6 7x 5 4 -3-2-10 1 2 3 4 5 6 7x

y=etac o et o
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Funkcje

Dziedzina D=R

Zbiér wartosci ZW = (0;00)

Przedziaty

. L Funkcja jest rosnaca.
monotonicznosci

Funkcja jest malejaca.

Kazda krzywa wyktadnicza przecina o$ OY w punkcie (0; 1), poniewaz
f(o0)=a’=1dlaa>o0.

Przeciecie z osig OY

Miejsca zerowe Brak

Asymptota pozioma 0$ OX

ZADANIA UTRWALAJACE

4.14.1. Naszkicuj wykres funkgji f(x) = 2*"%— 2. Okresl:

e czy punkty A(5;16) i B(—1;3) nalezg
do wykresu tej funkgji,

e miejsce zerowe tej funkcji (o ile istnieje),
e zbidr wartosci funkcji,

e przedziat, w ktérym funkcja jest ujemna, ¢ punkt przeciecia osi OY .

T%%?% = x\lg/""/*/s . w%‘;"’e Q
e MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. Al T1.4.14 ; Q
e 4.14.2. Funkcja wyktadnicza przechodzaca przez punkt (2;16) ma postac: N EI
, 5
/ A. f(x)=— 4" B. f(x)= 16" C. f(x)=8" D. f(x)= 4 ’ ; -~
X
~4.14.3. Funkcje f(x)=3"ig(x) = (%) sa: §;§ ;
- A. symetryczne wzgledem osi OX, C. jednoczesnie rosnace, / Z
B. symetryczne wzgledem punktu (0,0), D. symetryczne wzgledem osi OY . %
oty > /
4.14.4. Na wykresie obok przedstawiono funkcje f(x) = a*. . s
= Prawda jest, ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt: \ 6 ; V
N B\f,lxvs\ﬂdr‘;\.;:‘) e \ ° / >
e 4 5
/ A (204) c (2;%) A 3 g EI
2
B. (—4;—32 1 Nl 20
(—4;,-32) D. (4;¢) M . >
-6 -5 -4 -3 -2 -1 |01 3 5 6x
: e : %
i . U |
~2-14.5. Jedno miejsce zerowe ma funkcja: ; /L/
233t ""“’::u‘gl&w > .
e A. f(X)=5X_1 B. f(x>:5x+1 C. f(x):SX—l D. f(X):5X+1 \ -
sy | w
4.14.6. Do wykresu funkcji wyktadniczej nalezy punkt (2;3). Wynika z tego, ze wzér tej funkcji moze mieé postaé:  ~ > “LM
C.y=.3" D.y=—%2% ;
g |
k c
o’
3. (3pkyy - ] >

\

iocyfrowycr,

3z dokladnje ry

Y w
w 2apisie ktgryep
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4.15 » Wykorzystanie funkciji wyktadniczej w kontekscie praktycznym

PRZYKLAD 1 Z P.4.15.1

Pan Grzegorz zamierza ulokowac¢ oszczednosci w funduszu inwestycyjnym, ktéry bedzie przynosit mu 5% zysku
rocznie. Zyski co roku bedg kapitalizowane. Na wykresie przedstawiono wysokos¢ kapitatu w zaleznosci od czasu
inwestycji.

a. Zapisz wzor funkcji przedstawiajgcej zmiane kapitatu K A karimar
w czasie t lat. 5 /
45 /(

b. Oblicz kwote, jaka zgromadzi sie w funduszu po 10 latach 4 /
od zainwestowania 50 000 ztotych. 3,5 /

3
c. Oblicz, po ilu latach zainwestowany kapitat sie podwoi. 2,5 //

2
d. Jakg kwote musi zainwestowac pan Grzegorz, aby po 3 15 /,/
latach odebra¢ 92 610 zt? 1
e. Oblicz, jaki zysk mozna by otrzymaé po 5 latach, 05 CZAS
inwestujgc 40 000 zt, gdyby oprocentowanie wzrosto Olat 10lat 20lat 30lat 40lat 50lat
dwukrotnie.

Odp. a. — 1° Po pierwszym roku inwestor otrzymuje 100% kapitatu oraz 5% zysku z tej kwoty, czyli:
100% + 5% = 105% = 1,05.

2° Po drugim roku inwestor otrzyma 105% z nowej kwoty, czyli: 105% - 105% = (1,05)2

3° Po trzecim roku inwestor otrzyma 105% z kwoty uzyskanej po drugim roku (105% - 105% ),
czyli: 105% - 105% - 105% = (1,05)3. W kolejnych latach analogicznie.

4° Zatem po t latach kapitat wyniesie 1,5, co mozemy zapisa¢ jako funkcje K(t) = 1,05".

Odp. b. — Szukana warto$¢ bedzie iloczynem kwoty zainwestowanej (K, = 50 000 zf) oraz wzoru wyra-
zajacego zmiang kapitatu po t latach: K(t) = K- 1,05".

Zatem biorgc pod uwage 10 lat, otrzymujemy:
K(10) = 50000 1,05'° ~ 50 000 - 1,628894627 = 81 444,73 zt.

Odp. c. — Aby obliczy¢, poilu latach kapitat sie podwoi, postuzymy sie nastepujaca nieréwnoscig: K(t) > 2,
czyli1,05" > 2.

Szukamy zatem najmniejszej wartosci t, dla ktérej spetniona jest ta nieréwnosé. W tym celu
mozemy potegowac liczbe 1,05, az otrzymamy liczbe powyzej 2, lub odczytaé te wartosc
z wykresu. Korzystajgc z wykresu, mozna zauwazy¢, ze najmniejszy argument, dla ktérego funk-
Cja osigga wartos¢ wiekszg od 2, to 14 lub 15. Sprawdzamy zatem, czy nierdwnos¢ bedzie spet-
niona dla 14 czy dla 15 lat:

1,05 = 1,97993159938 < 2
1,05 = 2,07892817934 > 2
Wynika z tego, ze zainwestowany kapitat podwoi sie po 15 latach.

Odp. d. — Korzystajgc ze wzoru wyznaczonego w podpunkcie b, uktadamy réwnanie, w ktérym kapitat
poczatkowy (Kj) jest niewiadomag, i rozwigzujemy je:
K, 1,05 = 92610
1,157625K, = 92610 \ :1,157625
K, = 80000 zt
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Funkcje

Pan Grzegorz powinien zainwestowac 80 000 zt.

Odp. e. — Kwota kapitatu po jednym roku wyniostaby 110% wartosci poczatkowej czyli:
100% + 10% = 110% = 1,1.

Zatem po t latach otrzymujemy: K(t) = K, 1,1°.

Obliczamy wartos¢ kapitatu po 5 latach, podstawiajgc dane do wzoru:
K(5) = 40000 - 1,15 =40000-1,61051 = 64 420,40 zt.

Aby obliczy¢ zysk, nalezy od wartosci kapitatu, ktory zostat zgromadzony po 5 latach, odjgé
kapitat poczatkowy, czyli: :

64 420,40 zt — 40 000 zt = 24 420,40 zt. i
Zysk wynidstby 24 420,40 zt.

ZADANIA UTRWALAJACE

4.15.1. W wyniku zmian klimatycznych pewien gatunek zwierzat jest zagrozony wyginieciem. Biolodzy oszacowa-
li, 7e po t latach gatunek ten bedzie liczyt okoto s sztuk, gdzie s(t) = 500-0,9".

a. Oblicz, ile zwierzat tego gatunku zyje obecnie.

b. Oblicz, po ilu petnych latach liczba zwierzat tego gatunku zmiejszy sie o potowe.

c. Oblicz, ile w przyblizeniu sztuk zwierzat tego gatunku bedzie zyto po uptywie 6 lat.
4.15.2. W ramach eksperymentu udato sie wyhodowaé 10 sztuk
pewnej bakterii, ktdrej liczba podwaja sie w ciggu doby. Liczbe bakterii
oznaczmy jako N, a liczbe déb oznaczmy jako t.

a. Zapisz wzor na liczbe bakterii N w zaleznosci od czasu t.

b. Oblicz, ile bakterii bedzie po 12 dniach.

c. Oblicz, po jakim czasie liczba bakterii wyniesie 5000. A
) A M gmEw

4.15.3. W jednym z parkéw krajobrazowych Skandynawii w 2002 roku odnotowano 300 sztuk reniferdw.
Wprowadzajac specjalne udogodnienia, zadbano o to, aby liczba reniferéw zyjgcych w tym parku zwiekszyta sie
w jak najwiekszym stopniu. Liczba reniferéw w ciggu kolejnych lat zwiekszata sie w przyblizeniu o 30% rocznie.

a. Oblicz, ile reniferéw w przyblizeniu zyto w parku po 6 latach,
w 2008 roku.

b. Oblicz, w ktérym roku przyblizona liczba reniferéw zwiekszy
sie dziesieciokrotnie w stosunku do roku 2002.

c. Zapisz wzdr wyrazajacy przyblizong liczbe reniferéw w sztu-
kach (R) w zaleznosci od czasu w latach t.
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4.15.4. Pewna czastka radioaktywna ma mase 100 g, jej rozpad powoduje zmniejszenie masy o 2% kazdego roku. ”’””S:’;,T;:""v;gmm
\Wzor wyrazajacy mase m tej czastki po uptywie t lat ma postac: T

K,
£

N A.m=2"100g
B. m=102'-100g

MATU RA

\ C. m=1,02"-100¢g o
').%%/ , drzne dwa@ Z’:m’m:mﬁ
“%33 D.m=0,98"-100g e
< .
"%4.15.5. Zysk firmy w ciagu pierwszych pieciu kolejnych lat jej istnienia wzrasta o0 20% rocznie. Firma ta podwoita
(s AN y y W Ciggu p ych pie Jny! jej p
= _ swoje zyski:
et \ je zy. o
< A. po czwartym roku istnienia, a——
E B. po pigtym roku istnienia,
% C. w czasie czwartego roku istnienia,
%
| < D. w czasie pigtego roku istnienia.
D
g E 4.15.6. Warto$¢ kapitatu K|, zainwestowanego w lokate terminowg po t latach mozna wyrazi¢ wzorem
N E 'K =K, 1,04". Wartoé¢ kapitatu podwoi sig po:
4 A. 10 latach,
/ >d B. 13 latach,
é : C. 18 latach,
= |«
E D. 25 latach.
/
E 4.15.7. Przyrost naturalny pewnego afrykariskiego plemienia mozna wyrazi¢ wzorem funkgji f(t) = 1,015%, gdzie
t oznacza czas w latach. Jesli plemie liczy obecnie 200 osdb, to za pieé lat bedzie liczy¢ okoto:
< A. 252 osoby,
z a-“g 4
fﬁ\‘\’g‘p: =3 B. 215 0sdb,
= E C. 207 osdb,
E D. 234 osoby.
t
/4 15.8. Zmiane wielkosci kapitatu na lokacie terminowej mozna wyrazi¢ wzorem K(t ) = <%—Z—)) , gdzie t oznacza
fﬂx < mﬂ"’czas w latach. Wynika, z tego ze oprocentowanie roczne tej lokaty wynosi:
poed O _—
] A. 6%
[
< B. 6,25%
E C. 106,25%
g o D. 0,6%
x-LZ z
o 2 ,
g < ;}YB‘M OBl e ot o 5o
E wm“'ff""% redmiocyfrowycp, T

doktady W zay -
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Funkcje

ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

4.11 PRZYKLAD 1. tak PRZYKLAD 3. tak PRZYKLAD 5. nie PRZYKLAD 7. tak
PRZYKLAD 2. nie PRZYKLAD 4. nie PRZYKLAD 6. tak PRZYKLAD 8. nie
4.1.2 PRZYKLAD 1. tak PRZYKLAD 3. tak PRZYKLAD 5. nie PRZYKLAD 7. tak
PRZYKLAD 2. nie PRZYKLAD 4. nie PRZYKLAD 6. tak PRZYKLAD 8. nie
4.1.3. Przyporzgdkowanie
Opis stowny przyporzgdkowania
jest funkcjg | nie jest funkcjq
Kazdej liczbie pierwszej przyporzadkowany jest jej dzielnik rézny od 1.
Kazdemu wielokatowi wypukfemu przyporzadkowana jest liczba jego przekatnych. v
Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowany jest jej kwadrat. v
Kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowana jest liczba o 10 wigksza. v
Kazdej rzece przyporzadkowana jest jej dtugosé. v
Kazdemu uczniowi w Klasie przyporzadkowany jest numer w dzienniku. v
Kazdej osobie przyporzadkowana jest data urodzenia. v
Kazdej mamie przyporzadkowane jest jej dziecko. v
Kazdemu uczniowi przyporzadkowany jest jezyk obcy, ktorego sie uczy.
Kazdemu pracownikowi firmy przyporzadkowany jest jego adres e-mail.
4.1.4. a. nie jest funkcjg b. jest funkcjg c. jest funkcjg d. jest funkcja
pa.1.2 PRIYKEAD 1. D=(—o00;—2) U (—2;) PRZYKEAD 3. D=(—4;1) U (1;0)
PRZYKEAD 2. D=(—3; )
4.15. a D=R f.D=(-15;00)
b. D=R g D=(-81) U (L)
c. D=(—00;5) U (5;00) h. D=(—o00;2) U(2;4)
d. D=(—o0;=5) U(~3500) i D =(—o00;1) U(1;5) U (5;0)
e. D=(3;)
4.1.6. B 4.1.7. A 4.1.8. B 4.19. C 4.1.10. C
4.1.11. D 4.1.12. C 4.1.13. A 4.1.14. D 4.1.15. C
P4.2.1 PRZYKLAD 2. y=3 PRIYKLAD 4. y=5 PRZYKLAD 6. y=4
PRZYKLAD 3. y=3  PRZIYKLAD 5. y=2
P4.2.2 PRZYKLAD 2. x=2 PRIYKLAD 4. x=—4 PRZIYKLAD 6. x=4
PRZYKLAD 3. x=—1 PRZYKLAD 5. x=—1
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P4.2.3 PRIYKLAD 2. f(—2)=3 f(—1)=0 fo=-1  A%=-3 A3)=1%
PRIYKEAD 3. f(-2)=—2  f(-1)=—3  f(0)=0 3)=% A3)=%
PRZYKLAD 4. f(—2)=7 f-1)=6 f(0)=5 f%)=4%  A3)=33
PRIYKEAD 5. f(—2)=—8  f(-1)=—1 f(0)=0 3)=2  A3)=33

421, a w={-4-3-%-L0+t} ¢ ZW={-13;~11;~9;— 7;~ 5~ 3}

b. ZW ={-4;-6;0;6} d. zw=1{-632;-260;-73;- %, 1.2}

4.2.2. f(—2%>=—8 f(—=2)=—4 f(1)=% f(3)=1

4.23. a. c.

X —2|-1]l0 | 1] 3 X 2021 ]10]-3
fx)=3x+1| 5| -2 | 1 | 4 |10 fx) =551 2 % % 10 1%
b. d.
X 5| -3 2|3 |4 X —2|-1| 0| 5|7
f(x)=x> |-125/—27| 8 | 27 | 64 f(x)=2" % % 1 | 32 | 128

4.24. a. f(-1)=3 f(0)=2 f(1)=3 f(2)=2
b. f(-1)=1 f(0)=4 f1)=7 f(2)=6
c f(-1)=2 f0)=-2 f(1)=-2 f(2)=-2
d. f(-1)=-1 f(0)=3 f1)=7 f(2)=-1
e. f(-1)=4 f(0)=2 f(1)=-2 f(2)=o0
ff(=1)=-1 f(0)=5 f(1)=7 f(2)=5
g f(=1)=7 f0)=5 f(1)=5 f(2)=1
h. f(-=1)=-2 fl0)=1 f(1)=2 f(2)=3

4.25. C 4.26. B 4.2.7. C 4.2.8. B 4.29. C

4.2.10. C 4.2.11. B 4.2.12.D 4.2.13. C 4.2.14. A

4215 D=(-o;—1)U(-1;%) 4.2.16. x=4%

4.217. a=-20 4.2.18. D=(0;1) U (1;2) U (2; )

P.4.3.1 PRZYKLAD 2.
dziedzina: zbidr wartosci: f malejaca: f rosnaca:
D=(-3;7) y €(=1;7) xe(—3;1) x €(1;7)
miejsca zerowe: £ dodatnia: £ ujemna: wartodé min/max:

X =0,%,=2 x€(=3,000(27) x<(0;2) Zﬂg"xn:ie_istln’ieje
PRZYKLAD 3.
dziedzina: zbiér wartosci: f stata: f rosnaca:
1
D=(~54) ye(~2;4) ’ i%fg; 13) x = (-13;0)
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4.3.1.

miejsca zerowe:
x=—1
PRZYKLAD 4.
dziedzina:
D=(-4;4)

miejsca zerowe:

X =—3,x,=—1,
x3=1,x,=3
PRZYKLAD 5.

dziedzina:
D=(-3;0)
miejsca zerowe:
x =0
PRZYKLAD 6.
dziedzina:
D=(=27)
f dodatnia:
x<€{(—=2;7)
a. dziedzina:
D=(-2;5)
f stata:
x €(3;5)
b. dziedzina:

D=(—=2;0)u(0;2)

f dodatnia:
x €(—2;0)
c. dziedzina:

D=(-5;4)

miejsca zerowe:

__1
Xl — 2
d. dziedzina:
D=(-3;2)

miejsca zerowe:
_ _3
X1=73,X%=3
e. dziedzina:
D=(—15)
miejsca zerowe:

xlzj,x2=2

f dodatnia:
x€(=14)

zbiér wartosci:
ye(=31)

f dodatnia:
xe€(—=3;—1)u(1;3)

zbiér wartosci:
y €(0;4)
f dodatnia:
x €(—=3;0)

zbidr wartosci:
y €(0;6)
miejsca zerowe:
X, =7
zbidr wartosci:
y €(=2;6)
miejsca zerowe:
X, == %, X, =0

zbidr wartosci:

f ujemna:
x €(0;2)

zbidr wartosci:

y €(=2;4)

f dodatnia:
<5
zbidr wartosci:

y €(—3;6)

f dodatnia:

.3
x<(=33)
zbidr wartosci:

y €(=2;6)
f dodatnia:

f ujemna:

x € (=5—-1)

f rosnaca:
x € (—4;—2),
x €(0;2)

f ujemna:

x€(=4—-3)u(-1,1)u(3;4)

f rosnaca:
xe(—3;—2)
warto$¢ min/max:

Ymin = O'ymax:4

f malejaca:
x€(=2;0),x €{1;7)
warto$¢ min/max:
Ymin = 0/ Vmax = 6
f malejaca:
xe(=2,—1)
f dodatnia:

Odpowiedszi

warto$¢é min/max:

Ymin :_z'ymax:4

f malejaca:
x €(=2;0),(2;4)

warto$¢ min/max:
ymin == 3'

Ymax = 1

f malejaca:
x €(=2;0)

f rosnaca:

x €(0;1)

f rosnaca:
x€(—1;3)

f ujemna:

ve 23005 xe (3o)

f rosnaca:

y € (—o0; —1)U(1;00) x € (—2;0),

x €(0;2)

f stata:
(53
x €(0;4)

f ujemna:

1
xe(-2:4)
f rosnaca:
x€(=3;—1)
f ujemna:

3
xe(3:2)
f malejaca:
xe(—=1;1)

f ujemna:

ce(uhu@s) x=(32)

miejsca zerowe:

f nie ma miejsc zerowych

f malejaca:

e (3o

f malejaca:
x€(=1;2)

f rosnaca:

x €(1;5)
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f. dziedzina: zbidr wartosci: f malejaca: f rosnaca:
D=(=2;5) y €(1,5) xe(=2,—1) x € (—1;1)
f stata: miejsca zerowe: f dodatnia:
x €(1;5) f nie ma miejsc zerowych  x € (—2;5)
8. dziedzina: zbiér wartosci: f rosnaca: f malejaca:
—(—1. .9 _q._1 _1
D=(-1;2) ye(03) x < 11' 3) X€<12'0>'
x<(0:3) xe(2:2)
miejsca zerowe: f dodatnia:
X =2 x €(-12)
h. dziedzina: zbiér wartosci: f rosnaca: f malejaca:
D=(-2;2) y €(0;4) x€(=2,-1), x €(=1,0),
x €(0;1) x €(1;2)
miejsca zerowe: f dodatnia:
X =0 x €(=2;0) U (0;2)
43.2. D=(-46) y€(=41) X =2 Yinin = — 4
4.3.3. D=(-4;7) y €(—2;4) f rosnaca: x € (—2;3) f malejaca:x € (—4;—2),
x €(3;7)
43.4. D=(-5;4) y €(=3;3) f rosnaca: x € (—5;—2), f malejaca: x € (—2;2)
x €(2;4)
435. D=(—o0;6) y €(=2;2) x =1 f dodatnia: x € (1;6)

f ujemna: x € (—o0;1)

4.3.6. A 43.7. B 438. C 43.9. B 4.3.10. C
4.3.11. A 4.3.12. C 4.3.13. C 43.14. B 4.3.15. B
4.3.16. a.D=(—4;4) b. Yinax = 3 Vinin = 1
4.3.17. a. fstata: x € (—4;—2), x €(2;4) b.y €(1;3)
f malejaca: x € (—2;2)

4.3.18. a.D=R\{2} d. f uiemna: x € (0;2)

b.y € R\{1} e. f malejaca: X € (—o0;2), x € (2;00)

c.x,=0
4.4.1. a.y=f(x—4) c. y=f(x)+5 e. y=f(x+4)

b. y=f(x+3) d. y=f(x)—2 f.y=f(x)+2
4.4.2.  a. 4jednostkiw prawo, y = f(x —4) d. 3jednostkiwddt, y = f(x)—3

b. 2 jednostkiwlewo, y = f(x+2) e. 4 jednostki w lewo, y = f(x +4)

C. 4 jednostki w gore, y = f(x)+ 4 f. 3 jednostki w gore, y = f(x)+ 3
443. a.y=f(x—3) c. y=f(x)+4 e.y=f(x—3)—2

b. y =f(x+2) d.y=f(x)=5 fy=flx+1)+3
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Odpowiedszi

444, a f(x)=2x—=7) b f(x)=(x—7) c. fx)=2=1 d. f(x)=/x—7
4.45. a. f(x)=4x+4 b. f(x)=2*+5 c. f(x)= X31+5 d. f(x)=2/x+5
4.46. a. e c. i e. i
-4-3-%0\1/\6345&( 4 -3 2417\2%56)( 4-3-M01 3 5 6x
: : :
b. i d. i f. T
44.7. a. > . i e. i
b, i d. L ;. il
32170 — o} 0/1%’ »4»3»2\»){10\/2345“
4.4.8. C 449. B 4.4.10. A 44.11. A 4.4.12. C
44.13. A 4.4.14. C 4.4.15. C 4.4.16. D 4.4.17. A
4.A.1. a.wartosci X i ¥ sa wprost proporcjonalne, y = %X
b.wartosci X i y s wprost proporcjonalne, y = 3x
C. wartosci X i Y nie sg wprost proporcjonalne
4.A.2. 150kg 4.A.3. 26 miesiecy 4.A.4. 665km 4.A.5. 25 dni 4.A.6. 350 litrow
4A7. B 4.A8. B 4.A9. C 4,A.10. B 4.A.11. C
__3 _3
4-5-1- a. XO __j C. XO =% e Xo_j
b. x,=1 d. x,=3 f. Xo_%
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P.4.5.1

P.4.5.2

P.4.5.3

86

PRZYKLAD 2.

PRZYKLAD 4.

PRZYKLAD é.

PRZYKLAD 8.

PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 5. PRZYKLAD 7. PRZYKLAD 9.
54321/:)}512345”( —5—4—3—2—1_‘:012345x »5-4-3»2-1_09/12345)( 543\\1{:\0123457
PRZYKLAD 4. PRZYKLAD é. PRZYKLAD 8.
PRZYKLAD 5. PRZYKLAD 7. PRZYKLAD 9.

\ y Ay Ay
PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 4. PRZYKLAD 6. PRZYKLAD 8.

sty 51 /Vy 51y
PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 5. PRZYKLAD 7. PRZYKLAD 9.
5 4 3 -2-1\01 2 3 4 5x —5—4—3—2—13012345 .5_4.3.2.11 T2 3 4 5 —5—4—3—2—1:/012345




Odpowiedzi

4.5.2. D 453. D 454. C 455. B 45.6. C
P.4.6.1 PRZYKtAD 2. y= %x + % PRZYKEAD 5. y=2x—4
PRZYKEAD 3. y=2x—1 PRZYKEAD 6. y=%x—>
PRZYKEAD 4. y=4x—7
P.4.6.2 PRIYKEAD 2. y=—3x+6 PRZYKEAD 5. y=—x+3
PRZYKEAD 3. y=x+2 PRZYKEAD 6. y=8x+4
PRZYKYAD 4. y=3x+3
46.1. y=x+4 4.6.2. y=—3x
463. y=x-2 464, y=—2x+1
46.5. C 4.6.6. D 4.6.7. C 46.8. C 4.6.9. B
4.7.1.  a. LI, c. LI, IV e. LI, IV g. LI
b. I, 1,1V d. I, 1v f. L, h. 11,1V
4.7.2. Funkcja jest: Funkcja jest:
Wzér funkciji Wzér funkciji
rosngca | malejgca stata rosngca | malejgca stata
y=3x—1 v v
v v
v v
4.7.3. W2ér funkeit Funkcja przechodzi przez ¢wiartke: W2ér funkeii Funkcja przechodzi przez ¢wiartke:
| Il I A% | Il I A%
v v v v
v v v v
v v v v
v v v v
._3 -_3
474. a.me(-3;0) b.me(—o;—5) com=—3
4.7.5. a. ke (—o0;4) b. k € (4;00) c. k=4
4.7.6 a. Y Xg=—2 b. & Xo=0
/ f rosnaca: 5 f rosnaca:
z XER Z XER
-6 -5 -4 -3 /2 -1:; 01 2 3 4 5 6x f dodatma: -6 -5 -4 -3 -2 —172 01 2 3 45 6x f dodatn'a:
B x € (=2;00) 3 x € (0;00)
c f ujemna: - f ujemna:
X € (—o0;—2) x € (—oc;0)
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c \% Xo=1 d. P Xo=—1
g f malejaca: 5 f rosnaca:
! X ER Y X ER
-6 -5 4 -3 -2 -1-; 0 2 3 45 6x f dodatnia: -6 -5 -4 -3 - —1-; 01 2 3 4 5 6x f dodatnia:
3 x € (—o0;1) 5 x € (—1;0)
5 f ujemna: ; f ujemna:
x € (1;00) x € (—o0;—1)
4.7.7. C 4.78. C 4.7.9. B 4.7.10. B 4.7.11. D
4.7.12. A 4.7.13.D 4.7.14. A 4.7.15. A 4.7.16. C
P.4.8.1 PRIYKEAD 2. a=—1,b=2,c=4 PRZYKEAD 5. a=1,b=—6,c=0
PRZIYKEAD 3. a=—4,b=1,c=—2 PRZYKEAD 6. a=4,b=0,c=—3

PRZYKEAD 4. a=—5,b=0,c=7
4.8.1. dla x € (—oc; 0> funkcja jest malejaca; dla X € <O; 00) funkcja jest rosnaca 4.8.2. ZW=(—oc; 0>

48.3. A 4.8.4. A 4.8.5. A 4.8.6. B 4.8.7. A

P4.9.1 PRIYKLAD 2. y=x2—2x

4.9.1. y=x’+4x+3 49.2. a=—1,b=2
4.9.3. A 494. D 495. C 49.6. A 49.7. C
4.10.1. | Wzor funkciji Wspotrzedne wierzchotka Ramiona skierowane

w(3;1) do géry

W(=2;-1) do dotu

w(1;0) do géry

w(o;1) do dotu

w(4;2) do géry

W(—2;0) do dotu
4.10.2. a.y=2(x—2) b. y=2(x+3) c.y=2(x—4P-2 d. y=2(x+1)*+2
P.4.10.2 PRZYKLAD 2. W(—1;3) PRZYKEAD 5. W(0;2) PRZYKEAD 7. W(1;—4)

PRZYKEAD 3. W(—1;2) PRZYKEAD 6. W(g;—5)  PRIYKEAD 8. W(0;9)

PRZYKEAD 4. W(1;—2)

4.103. a. W(—1%;—5%) b. W(3;—1) c. W(4;—16) d. W(2;15)
P.4.10.3 PRZYKLAD 2. y=2(x—1)+4 PRZYKEAD 3. y=(x+1)+8

4.10.4. a. y=(x+5y—27 b.y=—(x—2Y+6 c y=(x+3P—10 d.y=—2(x—172+5
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Odpowiedszi

2105, a.y=—xX—4x—5 b.y=6x—6x+2 c y=1x+dx+s dy=—2¢+4/2x
4.10.6. Wzor funkcji Warto$¢ wyrdznika Liczba miejsc zerowych
A=38 2
A=-31 0
A=-20 0
A=0 1
4.10.7. a. A=21, d. A=—24, g. A=—56,
2 miejsca zerowe brak miejsc zerowych brak miejsc zerowych
b. A=—7, e. A=177, h. A=0,
brak miejsc zerowych 2 miejsca zerowe 1 miejsce zerowe
c. A=0, f. A=16, i. A=44,
1 miejsce zerowe 2 miejsca zerowe 2 miejsca zerowe
4.108. a. x;,=—2,x,=1 d.x,=—2,x,= % g. brak miejsc zerowych
b. x;,==3,x,=—1 e x;=—2,x,=4 h. Xl:%
C. X, =2,X,=—3 fox, = % i. brak miejsc zerowych
1 2
4.10.9. a. f(x)=(x—8)(x—1) d. f(x):9<x+§>
1\2
b. f(x)=(x—3)(x+4) e. f(x)=4(x—15)

(e}

P.4.10.7 PRZYKLAD 4.

4.10.10. a.

5 4 3 2 1

oL
Sh oAb b LA ba v o os

) =2(x—F)(x+4)

01 2 3 4 5x

Q.
oo

-5 -4 -3 2 -1 |01 3 4 5x

Lo
oAb N LN ban e

5 4 -3 2 1

oo
S A e v A oo

f. f(x)=x(x—4)

PRZYKLAD 5.

01 2 3 4 5x

5 -4 3 -2 -1

oL
HhoA b b A by ow s oo
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P.4.10.8 PRZYKLAD 2.

4.10.11.

4.10.12.

4.10.14.

4.10.16.

4.10.17.

90

Y

6 5 -4 -3 2 -

1 |0 2--3-1-4-1-5-1-8-%

S hALNLloan w sda o

PRZYKLAD 3.

s o o

6 5 -4 -3 2 -

a.

1

&rbdut bt oyt b |t
O/.
~
w
@

o,

2

f malejaca: x € <—%,' oo)

f rosnaca: x € (—oo,' -

1

PRZYKLAD 4.

o= v w s oo

b

zbiér wartosci: y € <—oo; 47> :

f dodatnia: x € (—2;1)

f ujemna:

X € (—o00;=2) U (1;00)
f rosnaca: x € <2%; oo)
f malejaca: x € <—oo; 2%>

1

6 -5 4 3 -2 1

S b Ab S

0 1 3-1-4--5--6-%

PRZYKLAD 5.

¥

zbiér wartosci: y € <—2z; oo) .

f dodatnia:
X € (—00;1) U (4;00)

f ujemna: x € (1;4)

f malejaca: x € (—oo,' %>

6 -5 -4 3 2 -1

S b oAb A LT oo

f dodatnia: x € (—o0; —2) U (3; 00)

zbiér wartosci: y € <—6%; oo)

punkt B(2; 8) nie nalezy do wykresu f

f malejaca: x € (1; )

f dodatnia: x € (—2;4)

zbiér wartosci: y € (—o0; 9)

0 1 2 3

e

f malejaca: x € (—o0; 3)

4 3

fx)=

_1
y=3x

-2 -1 1.2 3 4

© b NS> b oAb H A oo

x> —2x—3

2 _ 1
3x+45

y=(x+5)(x—1)

B

4.10.18.

5 X

f dodatnia: x € (—oc; 0)

zbiér wartosci: y € (—9; c0)

punkt B(2; 8) nalezy do wykresu f

U (6; 00)

10424+ 3 - 445482

f rosnaca: x € (—o0;1)
f malejaca: x € (1; )
zbiér wartosci: y € (—oo; 1)

f dodatnia: x € (0;2)

f ujemna:

X € (—00;0) U (2;0)

f rosnaca: x € (—2;00)
f malejaca: x € (—o0; —2)

zbior wartosci: y € (0; o0)

f dodatnia:
x € (—00;=2) U (=2;00)

f ujemna nie istnieje

f rosnaca: x € <%, oo)

f ujemna: (—2;3)

punkt A(l; — 6) nalezy do wykresu f

f rosnaca: x € (—oc; 1)

f ujemna: x € (—o0; —2) U (4;00)

punkt A(1; — 6) nie nalezy do wykresu f

f rosnaca: x € (3;00)

f ujemna: (0; 6)

punkty A(1; —6) i B(2; 8) nie naleza do wykresu funkji

4.10.13. y=2x>—4x+7

4.10.15. y= (x— 1)2— 9

C 4.10.19. A

4.10

.20.

D

4.10.21. C



4.10.22. A 4.10.23. C

Odpowiedszi

4.10.24. D 4.10.25. D 4.10.26. D

PAIL2 PRIYKEAD 3. fon(—3) =13, frn(2) =8

PRZYKEAD 4. fn(3)==5, f,.,(1)=5

4111, f, (0)=—3,f_(2)=5

4113. C 4.11.4 D

1
PRIVKEAD 5. £ (-3) =3, £0(1) =7

PRIYKEAD 6. o (—2) == 10, frn(—5 ) = 475

4112, f.(-3)=-37, f,,,(1)=3

4.11.5 B 4.11.6 B 4.11.7 C

4.12.1. a. Sandomierz: 0°C, Kielce: 3°C
b. 5razy

4.12.2. a. S(x)=—100x + 5000

c. Sandomierz: —4°C, Kielce: —5°C e. 4.00,8.00
d. 4°C (O 23.00) f. 10.00 — 23.00

c. Z(x)=—100x*>+ 6200x — 60 000

b. P(x)=—100x%+ 5000x d. x=31z
4.12.3. a. Prawda b. Fatsz C. Fafsz d. Fatsz e. Fafsz f. Prawda
4124. B 4.12.5. B 4.12.6. B 4.12.7. C 4.12.8. C
P.4.13.1 PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4.

y v, y

4.13.1. a. 8dni b. 20 oséb
4.13.2. 3. 720 kTm b. 1,5h
4133. C 4.13.4. D 4.13.5. D 4.13.6. C 4.13.7. C
P.4.14.1 PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 4. PRZYKLAD é.

PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 5.

y

S N W s e N ®©

5 -4 -3 -2 -1 1.2 3 4 5x

¥

A w s e N ® ©

5 -4 -3 -2 -1 1.2 3 4 5x
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4.14.1. miejsca zerowe: zbidr wartosci: f ujemna: punkty: przeciecie osi OY':
A(5; 16) i B(—1;3)
X, =3 ZW = (—2;0) x € (—o0;3) nie naleza do wykresu <0- - 11)
. : Y
tej funkcji
4.14.2. D 4.14.3. D 4.14.4. C 4.14.5. C 4.14.6. C
4.15.1. a. s =500 b. po 7 latach c. S=265
4.15.2. a. N(t)= 2t. 10 b. 40 960 sztuk . po 9 dniach
4.15.3. a. 1448 reniferow b. 2011 rok c. R(t)=1,3"-300
4.154. D 4.15.5. C 4.15.6. C 4.15.7. B 4.15.8. B
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