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Clqgl i rsise

Ciagi liczbowe to listy liczb, ktére utozono w okreslonej kolejnosci — wedtug jakiejs zasady. Pierwszym ciggiem licz-
bowym, jaki cztowiek zapisat, jest cigg liczb naturalnych: 1, 2, 3, 4, 5, .... Kazda kolejna liczba jest wieksza od poprzed-
niej o 1. Podobnie mozemy utozy¢ zbidr liczb parzystych czy podzielnych przez 3. To prostsze przyktady ciggdw.
Oczywiscie istniejg ciggi bardziej skomplikowane. Dzieki zasadzie, ktdra ,,rzadzi” danym ciggiem, mozemy obliczac¢
duzo szybciej zaleznosci miedzy dowolnymi liczbami ciggu. WyobraZz sobie taki przyktad (mozesz tez sprobowac
wykonad to doswiadczenie). Wez arkusz papieru, jak najwiekszy, np. z gazety, i zacznij sktadac go na pot, potem jesz-
cze raz na pot itd. Jakg grubosé bedg mied tacznie ztozone warstwy, gdy ztozysz ten arkusz 20 razy, a jaka gdy ztozysz
g0 42 razy? Arkusz ma grubosé¢ ok. 0,1 mm. Po pierwszym ztozeniu grubos¢ wynosi 0,2 mm, po drugim — 0,4 mm, po
trzecim — 0,8 mm, po czwartym — 1,6 mm. Nic szczegdlnego, prawda? Przy kazdym ztozeniu grubos¢ zwieksza sie
dwukrotnie. Prébujemy jednak dalej. Sktadamy pigty raz — 3,2 mm, szésty — 6,4 mm, siédmy — 12,8 mm. W prak-
tyce trudno ztozy¢ ten arkusz wiecej niz 6 — 7 razy, co juz pewnie zauwazytes. Jednak zasada, ktéra rzgdzi narastaniem
grubosci tego ztozonego arkusza, pozwoli nam obliczy¢ jego grubos¢ po 20 czy 42 ztozeniach. Zauwaz, ze pomijajgc
przecinki w otrzymanych wynikach, otrzymujemy kolejne potegi liczby 21=2, 22=4, 23=8, ..., 27=128... . Obliczmy:
220=1 048 576, czyli 104857,6 mm, zatem ponad 104 metry! Niewiarygodne! Ale sprébujmy sktada¢ dalej. Przy 42
ztozeniu otrzymamy 242=4 398 046 511 104, czyli ok. 439 804 kilometréw, co jest dtugoscig wiekszg niz odlegtosc
miedzy Ziemig a Ksiezycem. Oczywiscie takie rozwazania sg juz czysto teoretyczne.

Jednym z najbardziej tajemniczych i przedziwnych ciggdw jest cigg Fibonacciego. Leonardo Pisano Fibonacci zyt
w latach ok. 1175 — 1250 n.e. W 1202 roku wydat ksigzke Liber abaci (Ksiega abaku). Uczony poruszyt w niej takie
tematy, jak: podzielnos¢, teoria liczb, symbolika matematyczna, ale réwniez zasady ksiegowania, reguty zyskow i strat
czy wymiany pieniedzy. Najstynniejsze stato sie zadanie o krélikach. Oto ono:

»lle par krélikbw bedziemy mieli na koricu roku, jesli zaczniemy w styczniu z jedng parg krolikdw, ta w kazdym
nastepnym miesigcu, poczynajgc od marca, wyda na Swiat kolejng pare krélikéw i z kazdej pary urodzg sie kolejne
pary po dwdch miesigcach od narodzin?”.

Okazato sie, ze faczna liczba krélikdw w poszczegdlinych miesigcach tworzyta zadziwiajacy cigg liczb 1, 1, 2, 3, 5, §,
13, 21, 34, 55, 89, 144. W grudniu bedg 144 pary krélikéw. Od trzeciego wyrazu ciggu kazdy kolejny wyraz jest sumg
dwdch poprzednich. Taki cigg mozna tworzy¢ w nieskoriczonosé.

Obserwujac przyrode, mozna zauwazy¢, ze cigg Fibonacciego jest wszechobecny. Kwiaty majg liczbe ptatkow, ktéra
jest liczbg Fibonacciego, np. lilia — 1, wilczomlecz — 2, irysy — 3, jaskier — 5, ostrézka — 8, nagietek — 13, stokrotki
— 21 lub 34. Caty rozwdj rosliny — liczba kolejnych pedéw czy gatezi drzew — tworzy réwniez cigg Fibonacciego. To
dlatego tak trudno znalez¢ czterolistng koniczyne, bo liczba 4 nie jest liczbg tego ciggu. Przyktady ciggu Fibonacciego
wystepujg, od anatomii cztowieka poczynajac, a na ksztafcie galaktyk koriczgc. Wiasnosci tego ciggu wykorzystuje sie
w ekonomii, ale rdwniez w muzyce, czego przyktadem jest kanon D-dur Johanna Pachelbela.

To nie koniec magii ciggu Fibonacciego. Jezeli bedziemy dzieli¢ kolejne liczby tego ciggu przez wyrazy poprzedzajace,
to kolejne wyniki bedg coraz bardziej zblizone do ztotej liczby, zwanej tez ztotg lub boskg proporcjg. Najczesciej
oznacza sie te liczbe literg ¢, a jej wartos¢ to w przyblizeniu 1,618. Starozytni Grecy uwazali ztoty podziat za idealng
proporcje, ktérg chetnie wykorzystywali w architekturze czy w malarstwie. Ztotg proporcje odnajdziemy tez
w stynnych obrazach Leonarda da Vinci — Mona Lisa czy Ostatnia Wieczerza.

Galileusz powiedziat, ze ,matematyka jest alfabetem, za pomocg ktérego Bog opisat wszechswiat”. A moze tajem-
nice ciggéw liczbowych to matematyczne $lady Stwércy?
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Ciggi
5.1 » Wyznaczanie wyrazow ciggu okreslonego wzorem ogolnym

DEFINICJA

Ciggiem nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbidr liczb naturalnych dodatnich (cigg nieskonczony) lub
skoriczony k- elementowy podzbidr od 1 do k (ciag skoriczony). Mozemy to zapisa¢ symbolicznie: D = N, lub
D={1,2,3,...,k}.

Wartosci tak zdefiniowanych funkcji nazywamy wyrazami ciggu.

W celu stwierdzenia, czy dane przyporzadkowanie jest ciggiem, nalezy sprawdzié, czy jest ono funkcjg oraz jaka
ma dziedzine.

PRZYKLAD

Przyporzadkowanie zostato zdefiniowane w nastepujgcy sposob: kazdej liczbie naturalnej od 1 do 30 zostato
przypisane nazwisko ucznia zapisanego w dzienniku lekcyjnym klasy 2a (uwaga: w klasie 2a jest 30 uczniéw).
Czy tak okreslone przyporzgdkowanie jest ciggiem?

Aby sprawdzi¢, czy jest to cigg, zauwazmy najpierw, ze jest to funkcja, poniewaz kazdej liczbie jest przypisane
jedno i tylko jedno nazwisko. Ponadto dziedzing tego przyporzadkowania jest skoriczony zbidr liczb naturalnych

{1,2,3,...,30}. Zatem jest to cigg.

PRZYKtAD

Przyporzadkowanie zostato zdefiniowane w nastepujacy sposob: kazdej liczbie naturalnej dodatniej przypisano
jej pierwiastek. Czy tak okreslone przyporzadkowanie jest ciggiem?

Zauwazmy, ze dziedzina to D = N,. Ponadto w sposéb jednoznaczny przypisujemy kazdej liczbie naturalnej

dodatniej jej pierwiastek: 1 - /1, 2.2, 33, 4—~,/4, 5-./5, 6 -,/6, 7— /7. Zatem jest
to réwniez ciag.

Cigg liczbowy to cigg, ktorego wyrazy sg liczbami rzeczywistymi.

Najczesciej spotykamy nastepujgcy sposob zapisu ciggu: (a,,). Litera a oznacza
nazwe ciagu, litera n to argument (zmienna niezalezna), natomiast samo (a,,)
oznacza wartosc ciggu a dla argumentu n.

PRZYKLAD

Zapis a5 oznacza wartosc ciggu a dla argumentu 3, czyli warto$c¢ trzeciego wyrazu ciggu.
Zapis a,g 0znacza wartosc ciggu a dla argumentu 28, czyli warto$¢ dwudziestego 6smego wyrazu ciggu.
Zapis a,, . ; 0znacza wartosc ciggu a dla argumentu 2k + 3, czyli warto$¢ wyrazu o numerze 2k + 3.

w
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» Sposoby okreslania ciggdow
SPOSOB 1 — wzdr ogdlny

Opisuje on zaleznos¢ podobnie jak przy wzorze funkgiji.

PRZYKtAD

a,=n+2-— n* — za pomoca tego wzoru mozna od razu obliczy¢ dowolna warto$¢, czyli dowolny wyraz

ciggu:a, =1+2—-12=2,0,=4+2—-4*=-10itd.

Podajgc w jednym wierszu argumenty, wskazujemy wartosci w drugim wierszu.

SPOSOB 2 — tabelka

PRZYKLAD
n 1 3 4 5 6
a, 3 4 —10 12 J2 0

Z tabelki odczytujemy, ze a;, = 3,0, =4,0;=—10,0,= 3,0, = 12,05 = V2, a;=0,ag=0.

SPOSOB 3 — wykres

Ze wzgledu na specyficzng dziedzine ciggu wykres znajduje sie w | lub IV éwiartce uktadu wspotrzednych, ponad-
to sam wykres sktada sie z pojedynczych kropek.

PRZYKLAD E P.5.1.1
a,=2n—1 a Zln2—4
n n— 2
17“% o 17A n
16 16
15 ° 15
14 14 : °
13 ° 13
12 12

1" ° 11

N
o
o

O 4N W A DN ® ©
L]
o AN W M OO N ® ©

-

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 n

o
-

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20n

-2 , -2 °

N



Ciqgi

a,=2"""1 G = il
n n+1
17Aan 17“‘7n
16 ° 16
15 15
14 14
13 13
12 12
11 11
10 10
9 9
8 ° 8
7 7
6 6
5 : 5
4 ° 4
3 ! 3 '...,...ooooooooooo
2 ° 2l ,° : o :
1 e 1
?01234567891011121314151617181925, ?012345678910111213141‘51617181925

SPOSOB 4 — wyliczanie elementdow

W nawiasie okragtym podajemy kolejne wartosci. Ten zapis stosujemy, gdy ciag jest skoriczony lub wyrazy ciggu
uktadaja sie w pewien regularny sposéb.

PRZYKtAD

Ciag (1,4,10,2,—1,7)

Jest to cigg szescioelementowy, pozycja liczby w nawiasie oznacza argument, zatem: a; = 1, a, = 4, a; = 10,
a,=2,a;=—1,0,=17.

Ciag (1,3,5,7,9,...)
Badajac zalezno$¢ miedzy kolejnymi wyrazami ciggu, odczytujemy, ze nastepng liczba bedzie 11, potem 13 itd.

PRZYKLAD i rsi2

. n : _ n—1 -
Dany jest cigg okreslony wzorem: a, = n+- 7. Oblicz a,, a3, a,¢, 05, 0,14

1° Aby wyznaczy¢ a,, czyli pierwszy wyraz ciggu, nalezy g, =1+7377=1+0=1
wstawic liczbe 1 w miejsce n we wzorze ciggu.

3—1 2 1
W pozostatych przypadkach postepujemy analogicznie. 0;=3+3F7=3+4=3%
_ 10—1 _ 9 _ 9
_ 2n—1
Gon =20+ 3n+1




KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

Naszkicuj wykres ciggu opisanego wzorem ogoélnym a, = n — 2.

1° Podstawiajac za n kolejne liczby naturalne,

. ) e n 1 3.4 7
obliczamy kilka poczatkowych wyrazéw ciggu
i zapisujemy odpowiednie wartosci w tabelce. an 1 1
2° Zaznaczamy punkty w uktadzie wspétrzednych. Ao,
Wykresem ciggu sg pojedyncze punkty. 6 o
5 ®
4 °
3 ®
2 °
1 L]
f 01 E 3 4 5 6 7 8 9 10 11=n

PRZYKLADY DO CWICZEN

Naszkicuj wykres ciggu opisanego wzorem ogdlnym:

PRZYKtAD 2. a,=2n—5 PRZYKtAD 3. a,=—2n+10 PRZYKtAD 4. a, = %— 4
PRZYKLAD P.5.1.4
. . , _2n—10 o e _ 1 _
Dany jest cigg okreslony wzorem a, = n¥2 - Dla jakich wartosci n: a, =0, a, = 7, a, = 3?
1° Aby znaleZ¢ taki argument n, ze a,, = 0, nalezy 2n—10 _ 0
rozwigza¢ réwnanie. Zauwazmy, ze utamek wynosi O, n+?2
gdy licznik bedzie réwny zero. 2n—10=0
n=>5

o IR . _1 . 2n—10 _ 1

2° Aby znalez¢ taki argument, ze a,, = 4 nalezy “nF2 — &4

rozwigzac rownanie.

. y . 4-(2n—10)=1:(n+2)
Wykorzystujemy wtasnosé proporciji.

8n—40=n+2
8n—n=2+40
In=42 |7
n==6
3° Aby znalez¢ taki argument n, ze a,, = 3, nalezy 2n—10 _ 3
rozwigzaé réwnanie. n+2
Wykorzystujemy wtasnos¢ proporcji. 3-(nt2)=1-(2n—10)

3n+6=2n—10
3n—2n=—10—6
n=-—16

Liczba —16 nie nalezy do dziedziny ciggu, poniewaz
—16 ¢ N,.Zatem nie istnieje wyraz o wartosci 3.



Ciqgi

ZADANIA UTRWALAJACE

5.1.1. Zapisz cztery poczatkowe wyrazy ciggu o podanym wzorze ogdlnym.

a.a,=2n+4 b. a,=5" c.a,= 5nnj12 d.a,=n

5.1.2. Zapisz wyrazy 0s, G4, G4+ 1, O, -+, Cig8U 0 podanym wzorze ogélnym .

5.1.3. Sporzadz wykres ciggu (a,,) okreslonego wzorem a,, = .

5.1.4. Sprawdz, ktérym wyrazem ciggu (a,,) okreslonego wzorem a,, = n*+2n+ 1 jest wyraz o wartosci 121.

_ 2
5.1.5. Oblicz pigty wyraz ciggu (a,,) okreslonego wzorem a, = (—1)"- 3n—3n dlan=>1. 2515
. . _ n*—100
5.1.6. Wyznacz setny wyraz ciggu (a,,) okreslonego wzorem a,, = on -
L
PRZYKLAD 2 P.5.1.5

Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, = 157 J_r in dla n = 1. Oblicz liczbe wszystkich nieujemnych wyrazéw tego

ciggu.

15—3n -

1° Uktadamy nieréwnos¢ zgodnie z warunkiem, zeby wyrazy byty nF1 = 0
nieujemne.
2° Wyrazeni . I . . . ., 15—3n
yrazenie w mianowniku jest dodatnie, wiec mozemy pomnozy¢ “h¥1 =0 l-(n+1)
nierdwnos¢ stronami, nie zmieniajac jej znaku. 15—3n>0
3° Wyznaczamy n. —-3n>—15 |[:(—3)
n<5

4° Istnieje pie¢ nieujemnych wyrazow ciggu.

ZADANIA UTRWALAJACE

5.1.7. Oblicz, ile jest wyrazéw dodatnich ciggu (a,,) okreslonego wzorem a,, = — 2n? + 12. Wyznacz te wyrazy.
5.1.8. Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem a, = — 3n + 58. Oblicz, ile jest wyrazéw tego ciggu, ktdre sg wigksze
od 40.
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» Monotonicznosc ciggow

Skoro ciag jest definiowany jako funkcja w dziedzinie N, to mozemy badac jego monotonicznosé.
Monotonicznos¢ okreslamy dla ciggdw liczbowych (o wyrazach, ktére sg liczbami rzeczywistymi).

TWIERDZENIE

Jezelidla kazdego n € N, mamy:

» a,., > a,,tociagjest rosnacy (tzn. kazdy nastepny wyraz jest wiekszy od poprzedniego)

» a,., < a,, tociagjest malejacy (tzn. kazdy nastgpny wyraz jest mniejszy od poprzedniego)

» a,., = a,,tociagjest niemalejacy (tzn. kazdy nastepny wyraz jest wigkszy lub réwny poprzedniemu)
» a,., = a,,tociagjest nierosngcy (tzn. kazdy nastepny wyraz jest mniejszy lub réwny poprzedniemu)

» a,. , = a,,tociagjest staty (tzn. kazdy nastepny wyraz jest rowny poprzedniemu)

Ciag liczbowy spetniajacy ktdrykolwiek z powyzszych warunkéw nazywamy ciggiem monotonicznym, pozostate
Ciggi s3 niemonotoniczne.

PRZYKLAD kd rsie

W praktyce, chcgc okresli¢ monotonicznosc ciggu, badamy znak wyrazenia a,, . ; — a,,, czyli jezeli dla kazdego
n € N, mamy:

n

» a,.,—a, > 0,tociagjest rosngcy

» a,,.,—a, <0,tociggjest malejacy




» a,.,—a,=0,tociag jest niemalejgcy

» a,.,—a,=0,tociag jest nierosngcy

» a,.,—a,=0,tociagg jest staty

Zauwazmy, ze kazdy cigg rosnacy jest
ciggiem niemalejgcym i kazdy cigg malejacy
jest ciggiem nierosngcym, ale nie odwrot-
nie, poniewaz istniejg rowniez ciagi, ktére
sg niemalejace, ale nie sg rosngce oraz ciagi,
ktdre sg nierosnace, ale nie s malejace.

n

Ciggi

sY

sY

sY
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Cigg, ktory jest niemalejacy, ale nie jest rosnacy. Cigg, ktory jest nierosnacy, ale nie jest malejacy.
Ao, Ao,

8 ° 8 °

7/ L] 7 °

6 ° 6

5 L] L[] ° 5 [ ] L] [ ]

4 4 °

3 ° ° L] 3 L]

2 [ ] 2 L] L[] L]

1 (] 1 L[]
. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 >n 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 =n

Przyktady ciggédw niemonotonicznych.

A, ko,
8 8 °

7 7 °

6 6 (]

5 5 o

4 4 ° °

3 o ° ° 3 ° °

2 ° ° ° ° ° ° 2 °

1 ° ° ° 1

o 3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 =n o 3 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 =n

PRZYKLAD i rs17

Wykaz, ze cigg (a,,) okreslony wzorem a,, = 5n — 8 jest rosnacy.

1° Cigg bedzie rosnacy, jedlia, ., —a, > 0.

2° Wyznaczamy wyraz a,, ;. 0,11~ 5(n+1)—8=5n+5—-8=5n—3
3° Podstawiamy odpowiednie wartosci. d,,,—0,=5n—3—(5n—8)=5n—3—-5n+8=5>0
4° Ciag (a,,) jest rosnacy.

ZADANIA UTRWALAJACE

5.1.9. Wykaz, ze cigg (a,,) okreslony wzorem a,, = — 3n + 11 jest malejacy.
5.1.10.* Wykaz, Ze ciag (a,,) okreslony wzorem a,, = % jest malejacy.

10
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1. (pkt) Rozwiaz nieréwnosé | 2x +3 |+ | x— 4| < 7 - .

1. (4pkt) Rozwi

1pez réy
trapezy

Cigg (a,) jest okreslony wzorem a,, = v/2n + 10 dla n = 1. Wéwczas:

A a;; =26 B. 0,5 =2/13 C.a;3=6 D. a3 =236
. Dany jest ciag (a,,) okredlony wzorem a,, = ( 2),, dla n = 1. Wéwczas:
_ 1 vy 1 <\ — Bl T
A. a, =7 B. a9, =—7 & 0, =75 D. 09, =—g i

fadnie d

. Cigg (a,,) jest okreslony wzorem a, = %n — 8. Liczba wyrazéw tego ciggu mniejszych od 100 jest réwna:

A. 143 B. 144 C. 40 D. 145

Dany jest cigg (a,,) okreslony wzorem a,, = n*+ 5n. Wyraz o wartosci 150 jest:
A. pigtym wyrazem tego ciggu, C. dziewigtym wyrazem tego ciggu,

B. 6smym wyrazem tego ciggu, D. dziesigtym wyrazem tego ciggu. &

. Cigg (a,,) okreslony wzorem a,, = —7n + 12:

A. jest malejacy, C. jest staty,

B. jest rosnacy, D. nie jest monotoniczny.

P 4
,,/

. Dany jest ciag (a,,), gdzie a;,, = 200 i a5, = 210. Wynika z tego, Ze cigg (a,,) moze byc okreslony wzorem:

AL

ANd, = 2n B. a,=n+ 100 Ca,=2n+6 D. a, = 5n—300

o
o

N
ViNlvW

. Dany jest cigg (a,,) okreslony wzorem a, = g J_r } . Prawda jest, ze wyraz a,,,  ; ma wartosc:

<n. En n+2 2n—1
A n+2 B. n+1 Con¥a D. 9n¥1

Dany jest ciag (a,,) okreslony wzorem a, = (—2)". Niech x = a3, y = a,, = as. Wtedy prawda jest, ze:

A x<y<z B.x<z<y C.z<x<y D.y<z=<x <

MATURA — ZADANIA OTWARTE

RKU:
NS .1.19. Dany jest cigg okreslony wzorem a,, = =(n—4)(n+2). Wyznacz wszystkie ujemne 2 pkt
e et e v razy tego ciggu. <l
a0

5.1.20.

Wykaz, ze cigg (b,,) okreslony wzorem b, = 8n + 12 jest rosnacy. 2 pkt

[2x+3)4

/

[

8CD o po
ekatna tr

[

VH NIVW ViNnlvw
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:h siedmj
oraz dokf

ViNnlvw

ViNnilvw

p <
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ViNnilvw
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5.2 » Badanie, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny
» Cigg arytmetyczny

DEFINICJA

Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy o co najmniej trzech wyrazach, w ktérym kazdy nastepny wyraz
(poczawszy od drugiego) powstaje w wyniku dodania do wyrazu poprzedniego statej liczby r nazywanej réznicg
ciggu.

PRZYKLAD

Cigg (1,3,5,7,9,...) jest ciggiem arytmetycznym, poniewaz kazdy wyraz (poczawszy od drugiego) powstaje
przez dodanie liczby 2 do wyrazu poprzedniego, tzn.3=1+2,5=3+2,7 =5+ 2 itd.

Cigg (8,4,0,—4,— 8, ...) rdwniez jest ciggiem arytmetycznym o réznicy rownej —4.

Ciag (3, 3,3, 3, ...) jest takze ciggiem arytmetycznym, bo kazdy wyraz nastepny powstaje z poprzedniego przez
dodanie liczby 0.

Zauwazmy, ze jesli a;— bedzie wyrazem pierwszym, a r — rdznicg, to mozemy zbudowac nastepujacy cigg aryt-
metyczny: (a,, 0, +r,a;+r+r,a;,+r+r+r,a,+4r,a,+5r,a, +6r,...),czyli

a,=a;tr,

a;=a;t2r,

a,=a,*3r,

as =a, T4r,

a,=a;+(n—1)-r

n

W ten sposéb otrzymalismy tzw. wzér ogdlny ciggu arytmetycznego albo wzdr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego.

TWIERDZENIE

Jezeli (a,) jest ciggiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a, i o réznicy r, to wzor na n-ty wyraz ciggu, czyli
wzor ogdlny ciggu arytmetycznego, ma postac:

a,=a;+(n—1)-r

PRZYKLAD

Zapisz wzOr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, wiedzac, ze a; = 3 oraz r = — 2, a nastepnie oblicz a,, as, a,,,.

1° Korzystamy ze wzoru: a, = a; +(n—1)-r a,=3+(n—1)(-2)
i zapisujemy wzér ogdlny ciggu. . =3—-2n+2
n
a,=—2n+5
2° Obliczamy wskazane wyrazy, podstawiajgc za n a,=—2-2+5=1
poszczegdlne wartosci. a,=—2-5+5=-5

a,,=—2:2n+5=—4n+5



Ciqgi

Mozemy zauwazyc, ze jesli uporzadkujemy wzér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego:
a,=a;+ (n—=1)-r=r-n+ a, — r, to otrzymana postac jest postacia funkcji liniowej, gdzie wspotczynnik
kierunkowy to r, a wyraz wolny to a, —r.

Oznacza to, ze wykresem ciggu arytmetycznego sg punkty lezgce na pewnej proste;.

TWIERDZENIE

Jesli cigg jest zadany wzorem w postaci liniowej, to jest to cigg arytmetyczny.

PRZYKLAD

Dane sg wzory ciggéw: a, = 6n—2, b, = — n*—2n, = %, d, =—n+ 1. Okresl, ktdre z nich s3 ciggami
arytmetycznymi.

Ciggami arytmetycznymi sg ciagi (a,,) i (d,, ), poniewaz tylko ich wzory sy w postaci wzoréw funkgiji liniowej.

PRZYKLAD 1 kd 52

Odczytaj z wykresu pierwszy wyraz oraz réznice ciggu
arytmetycznego (a,,).

o 4N W A O O
°

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10n

-1 .

Szukamy wartosci dla n = 1. Jest to warto$é —1, wiec a,=—1,r=2
a, = — 1. Aby znaleZ¢ réznice r, nalezy odczytac wartos¢
dla n = 2 iodjac¢ od niej warto$¢ dla n = 1. Zatem r = 2.

PRZYKLADY DO CWICZEN

Odczytaj z wykresu pierwszy wyraz oraz réznice ciggu arytmetycznego (a,,):

PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4.

GA a, GA a, GA a,

5 5 e o o o o o o o o o 5 °
4 . 4 4 o

3 3 3 .

2 . 2 2 .

1 1 1 ¢

001 2345678910=n 001 2345678910=n 001 2345678910=n
-1 -1 -1 .

-2 ° -2 -2 e

-3 -3 -3 °

-4 ° -4 41 o

_5 -5 -5

13
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PRZYKLAD 5. PRZYKLAD é.
Gﬂan. s“ﬂ,.

5 5 °

4 4

3 3

2 ° 2 °

1 1
0012345678910=n 0012345678910=n
1 1 °

2 . 2

-3 -3

4 -41 e

-5 -5

TWIERDZENIE

Pomiedzy kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego (a,,), n > 1 zachodzi zaleznosc:

an_an—l = an+1_an

Oznacza to, ze w ciggu arytmetycznym rdznica pomiedzy dwoma kolejnymi wyrazami jest stata.

Aby stwierdzi¢, czy dany ciagg jest arytmetyczny, nalezy zbadac réznice miedzy dwoma sgsiednimi wyrazami
ciggu, tzn. nalezy obliczy¢ réznice a,, ; — a, —jesli ta réznica okaze si¢ liczba staty (niezalezna od n), to bedzie
to woéwczas cigg arytmetyczny.

PRZYKLAD 1 i rs22

Zbadaj, czy cigg a, = 6n — 2 jest arytmetyczny.
1° Obliczamy wyraz a,, , ; . a,.,=6(n+1)—2=6n+6—2=6n+4

2° Badamy warto$¢ réznicy a,  , — a,,. a,4,—0,=6n+4—(6n—2)=
= 6f +4=6n+2 =6 = const

3° Otrzymalismy statg wartosé rowng 6,

wiec cigg jest arytmetyczny.

PRZYKLAD 2

Zbadaj, czy cigg d,, = — n + 1 jest arytmetyczny.
1° Obliczamy wyraz d,, . ;. d.,=—(+1)+1=—n—21+1r=—n

2° Badamy warto$¢ réznicy d,  ; —d,,. d,.,—d,=—n—(—n+1)==n#n—1=—1=const

3° Otrzymalismy statg wartosé rowng —1,
wiec cigg jest arytmetyczny.

14



PRZYKLAD i rs23

Liczby —1, 3,7, ... s kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego (a,,). Wyznacz pierwszy wyraz ciggu, roznice
Cciggu oraz wzoér na wyraz ogolny.

1° Liczby —1, 3, 7, ... tworzg cigg arytmetyczny a,=—1
okreslony za pomoca wyliczenia elementdw,
czyli pierwszy wyraz ciggu to:

2° Roznice r obliczymy, odejmujac od wyrazu a, wyraz a;. r=a,—a,

r=3—(—-1)
r=4
3° Podstawiamy odpowiednie wartosci do wzoru a,=—1+(n—1)-4
na wyraz ogolny ciagu: a, = a; +(n—1)-r. a. =4n—5
n

ZADANIA UTRWALAJACE

5.2.1. Liczby 4, — 1, — 6, ... 53 kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego (a,,). Wyznacz pierw- 7.5.2.1
szy wyraz ciggu, rdznice ciggu oraz wzor na wyraz ogolny.

5.2.2. Liczby —8, — 18, — 28, ... s kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego (a,). Wyznacz 7.5.2.2
pierwszy wyraz ciggu, réznice ciggu oraz wzor na wyraz ogolny.

PRZYKLAD id 524

W ciggu arytmetycznym (a,,) dane sy wyrazy a; = 10 i a,; = 42. Wyznacz wyraz g, oraz réznice Ciggu.

1° W ciggu arytmetycznym kazdy wyraz rdzni sie od a1~ 03 =8r
nastepnego o statg wartos¢ (réznicg r). Gdy mamy a,
i a,4, to znaczy, ze wyrazy te rdznig si¢ o osiem roznic.

2° Podstawiamy za a5 = 10iza a,, = 42 i obliczamy r. 8r=42-10
8r=32 |[:8
r=4
3° Pierwszy wyraz obliczamy, odejmujac od a5 dwie a,=a;—2r
réznice r. a,=10—2-4
a,=10—8
a; =2

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. W ciggu arytmetycznym (a,,) dane sa wyrazy a, = — 10 i a5, = 46. Wyznacz wyraz a, oraz
réznice ciggu.

15
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PRZYKtAD 3. W ciggu arytmetycznym (a,) dane sg wyrazy as =2 i a,;3 = — 50. Wyznacz wyraz a, oraz
réznice ciggu.

PRZYKtAD 4. W ciggu arytmetycznym (a,,) dane sg wyrazy a,, = —8 i a,; = — 25. Wyznacz wyraz a, oraz
réznice ciggu.

Dane s3 kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego 7, x, 21. Oblicz x.

METODA 1 — jest to sposdb uniwersalny, ktéry moze by¢ wykorzystywany niezaleznie od tego, czy wyrazy ciggu

okreslone sg konkretnymi liczbami, czy wyrazeniami arytmetycznymi.

1° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy dwoma kolejnymi x—7=21—x
wyrazami ciggu arytmetycznego a, —a; = a3 —a,

(poniewaz réznice kazdych dwdch kolejnych wyrazéw

ciggu arytmetycznego sa state).

2° Obliczamy x, czyli brakujacy wyraz ciggu. 2x=21+7
2x=28 |2
x=14

3° Szukany wyraz to x = 14.

METODA 2 — jest to krdtszy sposob rozwigzania, ale moze by¢ wykorzystywany tylko wtedy, gdy dane wyrazy

ciggu okreslone sg konkretnymi liczbami, a nie wyrazeniami algebraicznymi, co pozwala na obliczenie réznicy r.

1° Pomiedzy wyrazem pierwszym i trzecim sg dwie réznice, a; =7 a; =21
wiec mozemy zapisac¢ rownosc. a;—a, =2r
2° Podstawiamy za a, i a5 dane wartosci i obliczamy 2r=21-7
réznice r. 2r=14 |:2
r=17

3° Obliczamy x, dodajgc do wyrazu pierwszego réznice r. x=7+7=14

4° Szukany wyraz to x = 14.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Dane sg kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego 5, x, 35. Oblicz x.

PRZYKtAD 3. Dane sg kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego 30, x, 8. Oblicz x.

PRZYKLAD 4

Dane s3 kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego 25, x, y, 49. Oblicz x i y.

METODA 1

[E
m ‘



1° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy dwoma kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego a, —a; = a3 —a,

i analogicznie a; —a, = a, — a5, tworzac w ten
sposob uktad réwnan z dwiema niewiadomymi, ktory

Ciqgi
X—25=y—x
y—x=49—y

{Zx—yz 25 |2

rozwigzujemy metodg przeciwnych wspdtczynnikdw. —x+2y =49
N 4x—2y =50
—x+2y =49
3x=99 |[:3
x=33
2° Wstawiamy otrzymana liczbe za x do drugiego x =133
réwnania i obliczamy y. 2x—y =125
x=33
2:33—y=25
x =133
—y=25—66
x =133
—y=-41 [|(-1)
x=33
y=41

3° Szukane wyrazy to x = 33, y = 41.

METODA 2

1° Pomiedzy wyrazem czwartym i pierwszym sg trzy
réznice, wiec mozemy zapisac réwnosé.

a; =25

a,—a,=3r

2° Podstawiamy za a, i a, dane wartosci i obliczamy 3r=49-25

réznice r. 3r=24 |:3
r=8

3° Obliczamy x, dodajgc do wyrazu pierwszego réznice r. x=25+8=33

4° Obliczamy y, dodajgc do wyrazu drugiego, czyli x,
réznice r.

5° Szukane wyrazy to x = 33, y = 41.

PRZYKLADY DO CWICZEN

y=33+8=41

PRZYKLAD 5. Dane sa kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego 10, x, y, 37. Oblicz x i y.

PRZYKLAD 6. Dane s3 kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego 30, x, y, —12. Oblicz x i y.
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ZADANIA UTRWALAJACE

5.2.3. Liczby 3x — 2; 3x + 2; 2x + 9 sg w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i trzecim wyra- 7593
zem ciggu arytmetycznego. Znajdz te liczby. e

5.2.4. Liczby 2x +2; 15 — 3x; 5x + 2 sg w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i trzecim wy- 7594
razem ciggu arytmetycznego. Znajdz te liczby. e

PRZYKLAD i 526

Liczby x, y, 23 w podanej kolejnosci tworzg cigg arytmetyczny, przy czym x +y = 10. Oblicz x i y.

1° Uktadamy réwnanie z zaleznosci ciggu arytmetycz- y—x=23—y

2° Zapisujemy ukfad réwnan, dodajac do pierwszego x+y=10
réwnania drugie réwnanie podane w tresci zadania. y—x=23—y
Rozwigzujemy uktad réwnan, wykorzystujgc metode
przeciwnych wspotczynnikdw. x+y=10
+
—x+2y=23
3y=33 |[:3

y=11
3° Wstawiamy otrzymana liczbe za y do pierwszego x+11=10
réwnania i obliczamy x. x=10—11

x=-—1

4° Szukane liczbyto x=—1, y = 11.

LADANIE UTRWALAJACE

5.2.5. Cigg (x, y, x + y) jest arytmetyczny, a suma tych wyrazéw jest réwna 60. Oblicz x i y.

PRZYKLAD i rs27

Wykaz, ze dla kazdego m cigg (m — 4;2m — 1; 3m + 2) jest arytmetyczny.

1° Jesli cigg jest arytmetyczny, to zachodzi zaleznos¢ 2m—-1)—-(m—4)=3m+2)—(2m—1)
a, —a, = a3 — a,. Zapisujemy wiec réwnanie.
2° Redukujemy i rozwigzujemy réwnanie. 2Zm—1—-—m+4=3m+2—2m+1
2Zm—m-—3m+2m=2+1+1—-4
0=0

18
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3° Réwnanie jest nieoznaczone, wiec istnieje m € R
nieskonczenie wiele rozwigzan, a parametr m moze by¢
kazdg dowolna liczbg rzeczywista.

ZADANIE UTRWALAJACE

5.2.6. Wykaz, ze nie istnieje parametr m, dla ktdrego cigg (2m + 3; m — 1; 6) jest arytmetyczny.

TWIERDZENIE

Ciag (a,,) jest ciggiem arytmetycznym, wtedy gdy kazdy wyraz tego ciggu oprocz pierwszego (i ewentualnie ostat-
niego) jest sSrednig arytmetyczng wyrazu poprzedniego i nastepnego, co zapisujemy:

0, 110,14

DOWOD:

1° Korzystajac ze wzoru ogdlnego ciggu, wypiszemy trzy a, ,=a,+(n—=2)r

kolejne wyrazy ciggu. a,=a,+(n—1)r
Opyp=aptn-r

2° Sumujemy pierwszy i trzeci wyraz ciggu. a,_,ta, ,=a+ (n—2)r+ a,+n-r=
=a,tnr—2rta;+nr=2a,+t2nr—2r=
=2a,+(2n—=2)r=2a,+2(n—1)r=
=2[a;+(n—1)r]=

3° Wyrazenie w hawiasie to wyraz a,,, wiec suma =2-a,

jestréwna 2a,,.

4° Dzielgc obie strony przez 2, otrzymujemy zaleznosé, a, 1ta,,,=2a, 12

ktérg nalezato udowodnic. a,_,+ta,.,

2 ~n

Zauwazmy, ze jesli przeksztatcimy powyzsze réwnanie, to otrzymamy zaleznos¢ pomiedzy dwoma kolejnymi wy-
razami ciggu arytmetycznego.

_ 0,170, -2
a, 3
20, =0y 1T 014

0,701 =0p4+17 0y
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ZADANIA UTRWALAJACE
5.2.7. Cigg (99, x, 165) jest arytmetyczny. Oblicz x. (Wykorzystaj wzdr na $rednig arytmetyczna)

5.2.8. Cigg (5, x,11, y, 17) jest arytmetyczny. Oblicz x i y. (Wykorzystaj wzér na $rednig arytmetyczng)

» Cigg geometryczny

DEFINICJA

Ciggiem geometrycznym nazywamy cigg liczbowy o co najmniej trzech wyrazach, w ktérym kazdy nastepny wy-
raz (poczgwszy od drugiego) powstaje poprzez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez statg liczbe, ktérg ozna-
cza sie zazwyczaj literg g i nazywa ilorazem ciggu geometrycznego.

PRZYKLAD

Cigg (1,3,9,27,81,...) jest ciggiem geometrycznym, poniewaz kazdy wyraz (poczawszy od drugiego) powstaje
przez pomnozenie przez liczbe 3 wyrazu poprzedniego, tzn.3 =1-3,9=3-3,27 =9 - 3 itd.

Ciag (8, 4,2,1, %, ) réwniez jest ciggiem geometrycznym o ilorazie réwnym %

Cigg (3,3,3,3,...) jest takze ciggiem geometrycznym, bo kazdy wyraz nastepny powstaje z poprzedniego przez
pomnozenie go przez 1.

Cigg (3,0,0,0,...) jest takze ciggiem geometrycznym, bo kazdy wyraz nastepny powstaje z poprzedniego
przez pomnozenie go przez 0.

Zauwazmy, ze jesli a; — bedzie wyrazem pierwszym, a g — ilorazem, to mozemy zbudowac nastepujacy ciag
geometryczny: (a;,0,°9,0,°9-q,0,°9-q-q, 0, q, a,- q, a,- q°,...), cayli:

_ 2
a;=a,-q,
_ 3
a—a,-q,
_ 4
a;=a,°q,
_ n—1
a,=0a,-q

W ten sposdb otrzymalisSmy tzw. wzdr ogdlny ciggu geometrycznego albo wzér na n-ty wyraz ciggu geometry-
cznego.

TWIERDZENIE

Jedli (a,,) jest ciggiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a, iilorazie g, to wzor na n-ty wyraz ciggu, czyli wzor
ogdlny ciggu geometrycznego ma postac:

_ n—1
ap,=0,°9
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PRZYKtAD

Zapisz wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego, wiedzac, ze a; = 3 oraz g = — %, a nastepnie oblicz a,, as,
ayp,-
1° Korzystamy ze wzoru: a, = a, - q"

. I n—1
i zapisujemy a,=3 (—%)
wzor ogolny ciggu.

2-1
2° Obliczamy wskazane wyrazy, podstawiajac za n a,=3: (—%) =3 (—%
poszczegdlne wartosci. 1 1

3 3

PRZYKLAD 1 kd rs2s

ko
Odczytaj z wykresu pierwszy wyraz oraz iloraz ciggu T

geometrycznego (a,,).

PO CERAIN S

o

10;23456789101117n

2 o
-3
-4 )
-5
-6
-7
-8 °
Szukamy wartosci dla n = 1. Jest to wartosé¢ —1, wiec a,=—1,9=2
a, = — 1. Aby znaleZ¢ iloraz g, nalezy odczyta¢ warto$¢
dla n = 2 i podzieli¢ przez wartos¢ dla n = 1. Zatem
qg=2.

PRZYKLADY DO CWICZEN

Odczytaj z wykresu pierwszy wyraz oraz iloraz ciggu geometrycznego (a,,):

PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4.
oha, oo, oha, .
9 °® 9 9

8 8 8

7 7 7 ®

6 6 6

5 5 e e & ¢ 0 0 0 0 0 O 5 .

4 4 4

3 ° 3 3 L]

2 2 2 L]

11 @ 1 1
_:}012345678910111?n _301234567§91011En 7f012345678910111?n

21
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PRZYKtAD 5. PRZYKLAD 6.
10Aan 10“%

9 9

8 81 @

7 14

6 6

5 5

4 4 Ld

31 @ (] (] o L] 3

2 2 ®

1 1 ° ° .
0 T 01
7012345678910111’211 40123456789101112!!
-2 -2

-3 ® ° [ ® ® -3

-4 -4

TWIERDZENIE

Pomiedzy kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego (a,,), n > 1 zachodzi zaleznosc¢:
) n+1

Oznacza to, ze w ciggu geometrycznym o niezerowych wyrazach iloraz kazdych dwdch sgsiednich wyrazéw jest
staty.

Aby stwierdzi¢, czy dany cigg jest geometryczny, nalezy zbadad iloraz miedzy dwoma sgsiednimi wyrazami ciggu

a
(jesli wyrazy nie sg zerami), tzn. nalezy obliczyc iloraz Z: . — jesli ten iloraz okaze sie liczbg statg (niezalezng od

n), to bedzie to woéwczas cigg geometryczny.

PRZYKLAD 1 id rs29

Zbadaj, czy ciag (a,,) okreslony wzorem a, = 2" jest geometryczny.

o H — n+1
1° Obliczamy wyraz a,, , ;. Opiq =2
On+ a ntl -
2° Badamy wartos¢ ilorazu Zn L 37:1 = ZT ="t =21 =) = const

3° Otrzymalismy statg wartos¢ rowng 2,
wiec cigg jest geometryczny.

PRZYKLAD 2

n
Zbadaj, czy ciag (d,,) okreslony wzorem d,, = — 2 - (—%) jest geometryczny.

1° Obliczamy wyraz d,, , ;. d,,,=—2- (—%)nﬂ
d d ﬂ-(—l)nﬂ +1- 1
2° Badamy wartos¢ ilorazu ”d::l . ”d:1 = - <_3%)n = (—%)n "= (-%) = —% = const
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3° Otrzymalismy statg wartos¢ rowng —%,
wiec cigg jest geometryczny.

TWIERDZENIE

Dla trzech kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,), n > 1 prawdziwa jest zaleznosc:

a’=

n an—l'an-&-l

Dla dwdch dodatnich liczb a i b liczbe /ab nazywamy ich Srednig geometryczna.

Jezeli wyrazy ciggu geometrycznego sg liczbami dodatnimi, to kazdy jego wyraz oprdcz pierwszego (i ewentualnie
ostatniego) jest srednig geometryczng wyrazow sasiednich, czylia, = \/a, ;- a, ..

PRZYKLAD kd rs5210

Liczby 1, 3, 9, ... sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego (a,, ). Wyznacz pierwszy wyraz ciggu, iloraz ciggu
oraz wzor na wyraz ogolny.

1° Liczby 1, 3, 9, ... tworzg cigg geometryczny okreslony a, =1
za pomocy wyliczenia elementoéw, czyli pierwszy wyraz

ciggu to:
0 . . L, _3
2° lloraz g ciggu geometrycznego mozemy obliczyé, a=71
dzielgc przez siebie dwa kolejne wyrazy: a, przez a, . g=3
3° Podstawiamy odpowiednie wartosci do wzoru a,=1-3""1
na wyraz ogolny ciggu: a, = a, - g t. -1
0. =

LADANIA UTRWALAJACE

5.2.9. Liczby 32, 16, 8, ... sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego (a,, ). Wyznacz pierwszy 7529
wyraz ciggu, iloraz ciggu oraz wzor na wyraz ogolny. e

5.2.10. Liczby —10, —40, —160,... sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego (
Wyznacz pierwszy wyraz ciggu, iloraz ciggu oraz wzor na wyraz ogdlny.

PRZYKLAD kd rs2m

W rosngcym ciggu geometrycznym (a,, ) dane sa wyrazy a, = 24 i a, = 192. Wyznacz wyraz a, oraz iloraz
ciggu.

B4 15210
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. . 3 a; _ 3

1° Jezeli podzielimy a; przez a, , to otrzymamy q°, G =4a
6 4

oniewaz 22 =919 __ 3
p a, a,- q3 .

o . . Lo - 3192
2° Obliczamy g, podstawiajgc odpowiednie wartosci. =54 = 8
3° Wyraz a, obliczamy, dzielgc wyraz a, przez q>. a,=a,: q°

a,=24:23=24:8=3

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. W rosngcym ciggu geometrycznym (a,,) dane sg wyrazy a,, = 4 i a;5 = 128. Wyznacz wyraz a,
oraz iloraz ciggu.

PRZYKEAD 3. W rosngcym ciggu geometrycznym (a,,) dane s wyrazy ag = 10 i a;, = 160. Wyznacz wyraz a,
oraz iloraz ciggu.

PRZYKEAD 4. W rosnacym ciggu geometrycznym (a,) dane sg wyrazy a; = 9 i a, = 729. Wyznacz wyraz a,
oraz iloraz ciggu.

PRZYKLAD 1 i rs212

Dane s3 kolejne wyrazy ciggu geometrycznego 6, x, 54. Znajdz x.

METODA 1 — podobnie jak w przypadku ciggdw arytmetycznych jest to sposéb uniwersalny, ktéry moze byc

wykorzystywany niezaleznie od tego, czy wyrazy ciggu okreslone sg konkretnymi liczbami, czy wyrazeniami aryt-
metycznymi.

1° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy dwoma kolejnymi wyrazami X _ 54

ciggu geometrycznego: Z—: = Z—i poniewaz ilorazy kazdych dwéch ° X

kolejnych wryazdw ciggu geometycznego s3 state i wyrazy sg nieze-

rowe.

2° Korzystamy z wtasnosci proporcji i obliczamy x, czyli brakujacy x> =324

wyraz ciggu. x=4324 lub x=—324

x=18 lub x=—18
3° Szukany wyraz ciggu to x = 18 lub x = — 18.

METODA 2 — podobnie jak w przypadku ciggdw arytmetycznych, jest to krotszy sposéb rozwigzania, ale moze

by¢ wykorzystywany tylko wtedy, gdy dane wyrazy ciggu okreslone sg konkretnymi liczbami, a nie wyrazeniami
algebraicznymi, co pozwala na obliczenie ilorazu g.

1° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy pierwszym i trzecim wyrazem a, =6 a; =54
ciggu, wiedzac, ze a; = a - qz. a;
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2° Podstawiamy za a, i a5 dane wartosci i obliczamy iloraz g. q
q

%

g=3 lub g=-3

3° Obliczamy x, mnozac wyraz pierwszy przez q. Skoro g moze x=6-3 lub x=6(—3)
miec¢ dwie wartosci, to nalezy rozpatrzy¢ oba przypadki. x=18 lub x=—18

4° Szukany wyraz ciggu to x = 18 lub x =—18.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Dane s3 kolejne wyrazy ciggu geometrycznego 4, x, 100. Znajdz x.

PRZYKYAD 3. Dane sg kolejne wyrazy ciggu geometrycznego 36, x, 4. Znajdz x.

PRZYKLAD 4

Dane s3 kolejne wyrazy ciggu geometrycznego 6, x, y, 48. Znajdz x i y.

METODA 1

1° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy dwoma kolejnymi wyrazami x_Y

ciggu geometrycznego: 9% i analogicznie g3 _ G tworzac 6 X

. a - - ]
. L az' . % .a3 Yy _48

w ten sposéb uktad réwnan z dwiema niewiadomymi. X~y

2° Korzystamy z wtasnosci proporcji, a nastepnie rozwigzujemy 6y = X2 |1 6

uktad réwnan metodg podstawiania. )2 = 48x
y=¢x
y>—48x =0
1oV o

(gx2) —48x=0

Jex*—48x=0 |36
x*—1728x=0
x(x®*—1728)=0

x=0 € @, poniewaz jesli x =0, to
réwniez y = 0, a nastepny wyraz to 48,
wiec liczby nie utworzg ciggu geome-

trycznego
3° Wstawiamy otrzymana liczbe za x do pierwszego réwnania x=3%1728 =12
i obliczamy y.
Yy y:%.122:%.144:24

4° Szukane wyrazy to x = 12, y = 24.

METODA 2
1° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy pierwszym i czwartym wyra- a, =6 a, =48
zem ciggu. a, R

a, 4
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2° Podstawiamy za a, i a, dane wartosci i obliczamy iloraz g. 3 -

3° Obliczamy x, mnozac wyraz pierwszy przeziloraz q.

4° Obliczamy y, mnozac wyraz drugi, czyli x, przeziloraz g.

5° Szukane wyrazyto x = 12, y = 24.

PRZYKLADY DO CWICZEN

48
%6 "8
g=v8
q=2
X=6-2=12
x=12-2=24

PRZYKEAD 5. Dane sg kolejne wyrazy ciggu geometrycznego 4, x, y, 108. Znajdz x i y.

PRZYKLAD 6. Dane sa kolejne wyrazy ciggu geometrycznego 40, x, y, 5. Znajdz x i y.

ZADANIA UTRWALAJACE

5.2.11. Dane sg wyrazy ciggu geometrycznego a; a + 2; 8. Oblicz a.

2.5.2.11

5.2.12. Dane sg kolejne wyrazy ciggu geometrycznego a; a + 4; 18. Wyznacz wyrazy tego ciggu. 1.5.2.12

5.2.13. Liczby 5, x, y w podanej kolejnosci tworzg rosnacy cigg geometryczny, przy czym y —x = 10. Oblicz x i y.

PRZYKLAD

Liczby x, y, 8 w podanej kolejnosci tworzg rosnacy cigg arytmetyczny, a liczby x, y — 1, 8 w podanej kolejnosci

tworzg cigg geometryczny. Oblicz x i y.

1° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy trzema
kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

2° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy trzema
kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.

3° Podstawiamy odpowiednie wartosci,
tworzac uktad réwnan.

4° Rozwigzujemy ukfad rownan, wyznaczajgc
warto$¢ x z pierwszego réwnania i podstawiajgc
ja do drugiego réwnania.

a,— 0, =0a;—a,

g, _ 93

a g

y=x=8-y

1y-1_ 8
X y—1

X=8—y~y

(y—1)(y—1)=8x

—x=8-2y |(-1)
y2—y—y+1=8x

x=—8+2
y?—2y+1=28x
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y?—2y+1=28(—8+2y)

y>—2y+1=—64+ 16y
y>’—2y—16y+1+64=0
y2—18y+65=0

5° Otrzymalismy rdwnanie kwadratowe, A=182—14-1-65=324—260 = 64
ktére rozwigzujemy. JA=,64=8

=731 — 2 ~13

18+8 _ 26
X,=—8+2-13=18

Rozwigzanie nie spetnia warunkéw zadania, poniewaz
cigg powinien by¢ rosnacy.

6° Szukane wartoscito x =2,y = 5.

ZADANIE UTRWALAJACE

5.2.14. lLiczby x, y, 11 w podanej kolejnosci tworzg rosnacy cigg arytmetyczny, a liczby x; y + 2; 27 w podanej
kolejnosci tworzg cigg geometryczny. Oblicz x i y.

W ciggu arytmetycznym (a,,) okreslonym wzorem a,, = n+ 2 dla n = 1 réznica ciggu jest réwna:

A -1 B.1 C.2 D. —2

W ciggu arytmetycznym drugi wyraz jest réwny 6, a siodmy 31. Réznica tego ciggu to:

A.5 B. 25 €5 D. —25

5.2.17. W ciggu arytmetycznym (a,,) dane s3: a, = 10 i ag = 42. Wtedy wyraz a, jest réwny:

A 2 B. 8 C. 18 D. —22

5.2.18. Cigg (24; 18; x + 8) jest arytmetyczny. Wtedy:

A. x=4 B. x=2 C.x=—2 D.x=—6

|
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< 1. (apkt) Rozwiat nierownose |26+ 3|+ | x— 4| < 7 —x. 1“‘@»‘«4 o

5.2.19. Cigg arytmetyczny (a,,), okre$lony wzorem a, = 4n — 3, jest:

|

. . \
A. malejacy, B. rosnacy, C. staty, D. nierosnacy. Swnoramienny agcp
2U Wiedzac, e p’“'@: m:
oz %%95.2.20. Dany jest cigg arytmetyczny (x + 1; x + 2; x + 3). Wynika z tego, ze:
=4 | 2 g
< A x=1 B.x€ g Cix R D. x=0
= =]
\ 5.2.21. Nieskoriczony cigg geometryczny (a,) jest okreslony wzorem a, =5 2"*2 dla n > 1. lloraz tego CIAB UL vyt secimoey
ZZ;% WYynosi: o
N«
A.5 B. 2 C. 10 D. 4
AN
= %
E \5.2.22. W rosngcym ciggu geometrycznym (a,, ) dane sa: a; = 3 i a3 = 27. Wtedy as rowny jest: ERERRE——
E A. 81 B. 243 C. 729 D.9 |
%&% 5.2.23. Cigg (x; x + 2; 2x + 1) jest geometryczny. Wtedy x moze by¢ rowny:
A4 B. 3 C.2 D.1

,a, %) Wodwczas:

F
MATURA

% '5.2.24. Dany jest rosnacy cigg geometryczny (

/ A.a=1 B.a=-—

MATURA — ZADANIA OTWARTE

WIN wN

htaes =7
C.a= 0] D.a=-1

5.2.25. Dane s trzy kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego 2x + 1; x; x — 2. Oblicz x. 2 pki

MATURA

5.2.26. Wykaz, ze dla kazdego m cigg (2m — 3;3m + 4; 4m + 11) jest arytmetyczny. 2 pkt

ew0®
:;\va\\ o

5.2.27. Liczby 125, x, 5 s odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem malejgcego

) N . 2 pki
ciggu geometrycznego. Oblicz pigty wyraz tego ciggu.

\
MATURA

5.2.28. Ciagg (10, x, 18) jest arytmetyczny, a ciag (y, X, 28, z) jest geometryczny. Oblicz x, y, z. 4 pkt

/

a\"d‘;\':
% 15.2.29. Ciagg (a +4; a+ 8;16) jest arytmetyczny, a cigg (a, b, 36, ¢) jest rosngcym ciggiem 4 pkt
m/ geometrycznym. Oblicz a, b, c.

<
oz
=
[t
<
=
< )2
oz
=
=
=
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5.3 » Zastosowanie wzoru na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych
wyrazow ciggu arytmetycznego

WPROWADZENIE

Niech (a,,) bedzie dowolnym ciggiem. Rozwazmy nowy cigg zbudowany z ciggu (a,,) wg zasady:

S,=a

S,=a;+a, suma pierwszych dwaoch wyrazow ciaggu (a,,)
S;=a,ta,+a, suma pierwszych trzech wyrazow ciggu (a,,)
S;=a;ta,tazta, suma pierwszych czterech wyrazow ciagu (a,,)
S,=a,ta,ta;ta,+..+a, sumapierwszych n wyrazdw ciggu (a,,)

W ten sposéb powstat nowy cigg (S,,), tzw. cigg sum czesciowych.

PRZYKtAD

Dany jest cigg arytmetyczny (2, 4, 6, 8, ... ). Wowczas cigg sum czesciowych ma postac: (2, 6,12, 20, 30, ... ).

Dany jest cigg geometryczny (2, 4, 8,16, 32, ...). Wwczas cigg sum czeciowych ma postaé: (2, 6,14, 30,62, ...).

DEFINICJA

Jezeli (a ) jest ciggiem arytmetycznym, to suma n poczatkowych wyrazow tego ciggu (czyli n-ty wyraz ciggu sum
czesciowych) wyraza sie wzorem:

— al+an

n

dla dowolne;j liczby naturalnej dodatniej n.

PRZYKLAD | i rsa

Dany jest cigg arytmetyczny o wzorze: a,, = 2n — 6. Oblicz sume pierwszych pietnastu wyrazéw tego ciggu.

1° Obliczamy wyraz a, i a5, korzystajac ze wzoru 0,=2:1-6=—-4
ogdlnego ciggu a,, = 2n — 6. G =2-15—6=24
a,ta —
2° Podstawiamy otrzymane wartosci do wzoru Si5= % 15 = # 15 =
na sume n poczatkowych wyrazow ciggu: 20
+ =5--15=10-15= 150

al an 2

Sn = 2 ‘h

3° Suma pierwszych pietnastu wyrazéw ciggu wynosi 150.
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PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. Dany jest ciag arytmetyczny o wzorze a, =—n+ 11. Oblicz sume pierwszych dziewieciu wy-
razéw tego ciggu.

PRZYKELAD 3. Dany jest cigg arytmetyczny o wzorze a, = 4n — 6. Oblicz sume pierwszych dwudziestu wy-
razéw tego ciggu.

PRZYKELAD 4. Dany jest ciag arytmetyczny o wzorze a,, = — 2n + 4. Oblicz sume pierwszych stu wyrazdw tego
ciagu.

PRZYKLAD kd rss2

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 10, a suma osmiu poczatkowych wyrazéw tego ciggu wynosi
24. Oblicz 6smy wyraz tego ciggu.

_ 0, tag

1° Obliczamy sume o$miu poczgtkowych wyrazéw ciggu Sg=— 75 '8
a,ta,
zewzory: 5, =——>5—n
. . . . 10+tag 4
2° Skoro wiemy, ze suma wynosi 24, to mozemy 24 = 7 8

zapisa¢ réwnanie. Rozwigzujemy réwnanie, aby

24=(10+ay) 4
obliczy¢ wyraz ag. ( )

24 = 40 + 4ay

—4ag = 4024

—4a;=16 |:(—4)
ag=—4

3° Osmy wyraz ciggu jest réwny —4.

PRZYKLAD i rsas

Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 5, a czwarty wyraz tego ciggu jest réwny 17. Oblicz sume sied-
miu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

1° Pierwszy i czwarty wyraz ciggu réznia sie o trzy réznice a,—a; =3r

r, wiec zapisujemy réwnanie i podstawiamy dane 3r=17-5
wartosci. 3r=12 |: 3
r=4
2° Do obliczenia sumy siedmiu wyrazéw potrzebny a,=a,t6r=5+6-4=5+24=29

nam siédmy wyraz ciggu. Obliczamy go, postugujac
sie wzorem ogdlnym: a, = a, +(n—1)r, czyli
dodajgc do wyrazu pierwszego a, szes¢ roznic r.
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_I_
3° Obliczamy sume siedmiu poczatkowych wyrazéw S, = % :
. . _ a; + an
ciggu ze wzoru: S, = ——5—"-n. 57=5"‘229,7:%‘7=17.7=119

4° Suma siedmiu poczatkowych wyrazéw tego ciggu
wynosi 119.

ZADANIA UTRWALAJACE

5.3.1. Oblicz sume stu poczatkowych dodatnich liczb naturalnych.

5.3.2. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego wynosi 7, a pigty 25. Oblicz sume pieciu poczgtkowych wyrazéw tego
ciggu.

5.3.3. Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego wynosi —18, a suma dziesieciu poczgtkowych wyrazéw wynosi zero.
Wyznacz wzor ogdlny ciggu.

5.3.4. Liczby v/2,2/2,32,4./2, ... sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Oblicz sume pie¢dziesieciu
poczatkowych wyrazow tego ciggu.

5.3.5. Miary katéw czworokata tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 22°. Oblicz miare najmniej- 1.5.3.5
szego kata tego czworokata.

Czy wiesz, ze...

Dla dowolnego ciggu (a,,) istnieje Scista zalezno$¢ miedzy wyrazami a suma S, poczatkowych wyrazéw ciggu

(ap)-

1° Suma jednego wyrazu ciggu jest réwna pierwszemu wyrazowi tego ciggu, czyli S, = a;.

2° Ostatni wyraz ciggu mozna obliczy¢, odejmujgc od sumy n poczgtkowych wyrazéw ciggu sume n — 1
poczatkowych wyrazéw tego ciggu, czylia, =S, —S, ;.

P (
DOWOD: 2 P.5.3.4
1° Przyjmijmy, z2e S, oraz S,,_, tosumynin—1 S,=a,ta,ta;+...ta,_;ta,
poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,). Zapisujemy: S,-1=a,ta,ta;+...+ta,

2° Odejmujemy od sumy S, sume S, . S,=o{tostas+..ta,—7ta,
Sy =oitastast. ta
Sn_sn—l =a,

3° Otrzymalismy zalezno$¢, ktdrg nalezato udowodnic.
Zatem rownos¢ a, =S, — S, _; jest prawdziwa dla dowolnego
ciggu (a,), gdzie n = 1.
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Suma S, poczatkowych n wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,) jest okreslona wzorem S, = n*—2ndlan>1.
Wyznacz wzdr na n-ty wyraz ciggu.

1° Korzystamy ze wzoru na wyraz ogélny, gdy dana jest suma:
a,=S5,—S,_,.

2° Wyznaczamy wzor S, _ ;. S,_,=(n—1¢-2(n—1)=
=n*—2n+1-2n+2=n>—4n+3

3° Wyznaczamy wzér (a,,). a,=S,—S,_,=n"—2n—(n*—4n+3)=
=m—2n—n*+4n—3=2n-3

4° Wz6r na n-ty wyraz ciggu to a, = 2n — 3.

PRZYKLAD i 53

Dana jest suma n poczgtkowych wyrazéw ciggu (a,,) okre$lona wzorem S, = 2n*,n>1. Wykaz, ze ciag (a,)
jest arytmetyczny.

1° Skorzystamy ze wzoru na wyraz ogélny ciggu, gdy dany
jest wzor nasume ciggu: a, = S, — S, _;.

2° Wyznaczamy wzor S, _ ;. S,_;=2(n— 12 =2(n*-2n+1)=2n>—4n+2
3° Wyznaczamy wzér a,,. a,=S,—S,-1= 2n*—(2n*—4n+2)=

=2n"—2n"+4n—2=4n—2

4° Aby sprawdzi¢, czy ciag (a,) jest arytmetyczny, 0, ,=4n+1)—2=4n+4—-2=4n+2
wyznaczamy wzor a,, ;. ; W celu @, —a,=4n+2—(4n—2)=
zbadania, czy réznica a,,, ; — a,, = const. "M n 2" ait2=4 ;

= - =4 = cons

5° Zatem cigg (a,,) jest arytmetyczny.

ZADANIA UTRWALAJACE

5.3.6. Suma S, poczatkowych n wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) jest okreSlona wzorem S, = 5n — n?.

Wyznacz wzor ogdlny ciggu.

5.3.7. Dana jest suma n poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,) okre$lona wzorem S, = — n*+ n. Wykaz, ze ciag (a,)
jest malejgcym ciggiem arytmetycznym.
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1. (apkt) Rozwiaz nieréwnosc | 2x + 3| +|x~a| < 7 - .

216w

\5 .3.8. Dany jest cigg arytmetyczny (a,,) okreSlony wzorem a,, = — 2n + 1. Suma dziesieciu poczatkowych wyrazow trapes

tego ciggu wynosi:
\ A. 100 B. 90 C. —90 D. —100

5.3.9. W ciggu arytmetycznym (a,,), okreslonym dla n = 1, dane s dwa wyrazy: a, = 15ia, = 11. Suma czterech
poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest réwna: e st

fadnie d

A. 53 B. 36 C. 56 D. 28

*5.3.10. Liczby 2, 5, 8 w podanej kolejnosci sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego (a,,).
Suma o$miu poczgtkowych wyrazéw tego ciggu wynosi:

A. 200 B. 50 C. 80 D. 100

5.3.11. Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego wynosi 45, a pigty wyraz tego ciggu ma wartoéc'&
13. Witedy:

A.a, =7 B.a, =5 Cao =11 D.a;, =6

,5.3.12. W ciggu arytmetycznym a, = 5 oraz a,;, = 15. Wéwczas suma S, , dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciggu
jest rowna:

-
/ A. 200 B. 20 C. 220 D. 100 4

”/5.3.13. Suma siedmiu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,), w ktérym: a, = 3 i a, = 9, wynosi: §§‘§
- A. 18 B. 48 C. 63 D. 45 7o

MATURA — ZADANIA OTWARTE

5.3.14. Szésty wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 12, a suma szesciu poczgtkowych wyrazéw

e ) S ) 2 pkit
Muvwf’"\qo”&““ tego ciggu jest réwna 27. Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu. P /
@
/ &
5.3.15. Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 5, a czwarty wyraz tego ciggu jest réwny 2 okt /
11. Oblicz sume dwunastu poczatkowych wyrazéw tego ciggu. P
RKU:
/5 .3.16. Liczby 5, 10, 15, 20, ... s kolejnymi poczgtkowymi wyrazami ciggu arytmetycznego. 2 okt
o et "MOthZ sume trzydziestu plerwszych wyrazow tego ciggu. P
pod”“m \
/5 3.17. Dany jest cigg arytmetyczny o wzorze a,, = 4n — 3. Wykaz, ze suma S, tego ciggu 2 pki \
S

wynosi S, = 2n’*—ndlan > 0.

=04, wyes & 3. (3pia) :
Pecciune dogs Y Ot g st e
e g siedmiocy o
A MW‘ 0132 dokfadnie a2 wystens + 2isie ktgrycr,
. "tePue yfra 1. ¥Pule dokladnie
tray

Vinlvw

7

ViNlvW  ViNlvw  Vinlvw

Vinilvw

—

VH NIVW ViNnlvw

ViNnlvw

[2x+3)4

/

[
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ekatna tr

[
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5.4 » Zastosowanie wzoru na n-ty wyraz i na sume n poczgtkowych
wyrazow ciggu geometrycznego

DEFINICJA

Jezeli (a,,) jest ciggiem geometrycznym, to suma n poczatkowych wyrazéw tego ciggu (czyli n-ty wyraz ciggu sum
czesciowych) wyraza sie wzorem:

1 —
s =11 _% o dla g # 1 idowolnej liczby naturalnej dodatniej n
n
n-a; dla g = 1 i dowolnej liczby naturalnej dodatniej n

PRZYKLAD E P.541

Dany jest cigg geometryczny o wzorze: a, = 3 - 2". Oblicz sume pierwszych dziesieciu wyrazow tego ciggu.

1° Obliczamy wyraz a,, korzystajac ze wzoru a, =3 2'=6
ogolnego ciagu a, = 3-2".

2° Obliczamy wyraz a,. 0,=3-2°=3-4=12
3° Obliczamy iloraz g ze wzoru g = o2 12 _
y q 9= a,- 9=7% = 2
10 _ _
4° Podstawiamy otrzymane wartosci do wzoru Si0= 11 22 6= 1 1 E0224 6= 30123 6=
na sume n poczatkowych wyrazoéw ciggu: — 10236 = 6138
_1-4"
5h T T=q 9

5° Suma pierwszych dziesieciu wyrazéw ciggu
wynosi 6138.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Dany jest cigg geometryczny o wzorze a,, = 3"~ 1 Oblicz sume pierwszych szesciu wyrazow tego
ciggu.

PRZYKLAD 3. Dany jest ciag geometryczny o wzorze a, = 2 - 4""1. Oblicz sume pierwszych pieciu wyrazéw
tego ciggu.

PRZYKLAD 4. Dany jest ciag geometryczny o wzorze a,, = 571, Oblicz sume pierwszych siedmiu wyrazéw
tego ciggu.

PRZYKLAD id rsa2

Wyznacz liczbe n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,), ktérych suma S, = 63, jezeli wiadomo,
zeqg, =1,ailoraz g = 2.
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Ciqgi

__An
1° Korzystamy ze wzoru na sume n poczgtkowych 63 = 11 _22 1
L 1—q"
razOw ciggu geometrycznego: S, = 5—-—-a —n
i obliczamy wartos¢ n.
—-63=1-2"
2"=1+63
2" =64
n==6

2° Szukana liczba wyrazéw ciggu wynosi 6.

PRZYKtAD

Obliczsume1+3+9+ ... +243.

1° Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu. a, =1
2° Wyznaczamy iloraz g ciggu. q= % =3
3° Korzystamy ze wzoru ogdlnego ciggu geometrycz- 1-3"1=3""1

nego:a,=a, q"" 1 aby wyznaczy¢ liuczbe wszyst-
kich wyrazéw ciagu, czyli n.

4° Jesli wiemy, ze ostatni wyraz ciggu ma wartos¢ 243 3" 1=1243

to mozemy zapisaé rownanie. 3n—1—=35
n—1=5
n==6
__ 26 _ _
5° Obliczamy sume szescu poczatkowych wyrazéw S = 11_% 1= 1 _7229 = _758 =364
1—4q"

ciggu, korzystajac ze wzoru: S, = a;.

1—q
6°Sumal+3+9+...+243 =364

ZADANIA UTRWALAJACE

5.4.1. Obliczsume 5—10+20—40+ ... +1280 — 2560.

5.4.2. Obliczsume 7+ 27 +4x + ... +128r.

5.4.3. Wyznacz liczbe n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (a,,), ktérych suma S, = 242, jezeli wia-
domo, ze a; = 2, ailoraz g = 3.

5.4.4. Wyznacz sume szesciu poczatkowych wyrazoéw rosnacego ciggu geometrycznego (a,, ), wiedzac, ze a, = 10
ia, =1000.

5.4.5. Dany jest cigg geometryczny (a,,) okreslony wzorema, =5 - 2". Wyznacz liczbe n poczatkowych wyrazéw
tego ciggu, ktorych suma wynosi 2550.

5.4.6. Oblicz pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,), jezeli wiadomo, ze suma S, = 150, ailoraz g = %
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5.4.7. W ciggu geometrycznym (a,,), okreslonym dla n = 1, wyraz a, = 4, natomiast iloraz g = — 2. Suma dziesie- mmmeny 486 opogs,

2 preekatna trapey

v

MATURA

ciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest réwna:

A. —1364 B. 4092 C. 1364 D. —1023

7 £

5.4.8. Dany jest cigg geometryczny (a,,) okreslony wzorem a,, = 2" ~1. Suma oémiu poczatkowych wyrazéw tego

Ciggu wynosi: B

e rem g o

l;% A. 257 B. 127 C. 255 D. 510 e
X

/.
MATURA

;\5.4.9. Liczby 2, 6, 18 w podanej kolejnosci sg pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu geometrycznego (a,, ).
*‘%"ge,s..Suma szesciu poczatkowych wyrazow tego ciggu wynosi:
%

N A. —728 B. 728 C. 364 D. —364 ERREE=
5.4.10. Suma 4 + 8 + 16 + ... + 128 wynosi: \
% A. 256 B. 255 C. —255 D. 252
; y

n N
~ 5.4.11. Dany jest cigg geometryczny (a,,) okrelony wzorem a, = (%) . Suma pieciu poczatkowych wyrazéw tego \ )

Ciggu wynosi: /&
\ 31 15 9 31 )
% A. 3> B. 16 C. 10 D. =53 / \

5.4.12. Dany jest skoriczony cigg geometryczny (a,), w ktérym a; = 2, g = — 1in = 11. Wynika z tego, ze: &

= o

< A S, =2 B. S;,=—2 C. 5, =13 D. S;, =—13 &
/ ‘oa"‘é&

MATURA — ZADANIA OTWARTE

s>

o
MATURA

MATURA

5.4.13. Boki czworokata sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego o ilorazie % Wyznacz
dtugosci bokéw tego czworokata, wiedzac, ze jego obwdd réwny jest 195.

:;&?3 g 5.4.14. Dane sg kwadraty K;, K,, K, .... Kwadrat K; ma bok o dfugosci p. Kwadrat K, ma bok
= o potowe mniejszy od K;, kwadrat K; ma bok o potowe mniejszy od K, itd. Oblicz pole kwadratu
<E( Kio-

/

a\od”‘-‘
= e
I\:‘f:‘“ L b
/

uneRY

<
o
=
e
<
=
< )2
oz
=
=
=

3. (3pky) Obi )
% 7, g 2 nturiye
a2y cyfrg owm —
Puie cyia " " tepue dokladnie
trzy




Odpowiedszi

» Podsumowanie najwazniejszych informacji dotyczgeych ciggéow

CIAG ARYTMETYCIZNY CIAG GEOMETRYCZNY

Cecha
charakterystyczna

Kazdy nastepny wyraz powstaje przez
dodanie do poprzedniego statej liczby

(r).

Kazdy nastepny wyraz powstaje przez
pomnozenie poprzedniego przez statg
liczbe (q).

WZ(:)I’ na wyraz a,=a,+(n—1)-r a,=a, q"" !
ogdlny ciggu
Wzér na sume n _oita, 1-4q"

- n S, =3—,0,da 1
poczgtkowych " 2 n=1-g @deg7
wyrazow _

Y S, =n-a, dla g = 1 (ciag staty)
PP B - a “
Zole;nos; miedzy G170, = 0py Ay T = ntl_ Znt2 - g dlacigguo
kolejnymi wyrazami n n+1
niezerowych wyrazach
Srednie 5 = 0n—1;0n+1 a,= /0,1 0pq

Srednia geometryczna
dla nieujemnych wyrazow ciggu

ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

srednia arytmetyczna

P.5.1.3 PRZYKtAD 2. PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4.
A . Ao, ko,
141 % 8| ® 8] @
12 ° 6 L4 6
6 ° ! . 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 n . 0 2 é 6 8 10 12 14 16 18 20 n
4 2 ¢ 2 ..".coo
2 ! 4 . 4 MRS A AL,
00 é 4 6 8 10 12 14 16 18 20 n 6 H 6
2 8 ° 8
4 ° 10 ° 10
—al _
511. a.a,=6 b. a, = c.a; =35 d. a;
a,=28 a, =25 a, = a;
= — a —_—
a; =10 a; =125 a; = 4% 3
a,=12 a, = 625 , a,=64
a, = 4§
— _1
5.1.2. a.a;=50 b.a;=7%
a,q = 200 1
2 %0~ 10
Qpyq =2k +4k+2
a4=2n2+4nm+2m2 e+1 =~ k+1
__1
9= n+m
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5.1.3. A .

8

7

6

5

4

3

2 e

1

0 %
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 n

1

2

3

4

514. n=10
515. o =22

57125
5.1.6. 0y =11

5.1.7. dwawyrazy:a;, =10,a,=4
5.1.8.  piec¢ wyrazéw

519. a,=—3nt1l,a, ,=—-3n+8
0p41~0,=—3n+8—(—3n+11)=—3n+8+3n—11=-3<0

Cigg (a,) jest malejacy.
_2 _ 2
5.1.10.* a,=7,0,41 = FESE
g g =2 2 _2n—2(n+1) 2n—2n—2 _ -2 <0
nt1 YT n+1 n n(n+1) n(n+1) n(n+1)
——
mianownik zawsze dodatni
Ciag (a,) jest malejacy. dlan €N,
5.1.11. C 5.1.12. A 5.1.13. A 5.1.14. D 5.1.15. A
5.1.16. D 5.1.17. B 5.1.18. C

5.1.19. a,=—-9,a,=—8,a;=—5 5.1.20. b,=8n+12,b,,,=8n+20
b,.,—b,=8n+20—(8n+12)=
=8n+20—81—12=8>0

Ciag (b,) jest rosnacy.

P.5.2.1 PRZYKtAD 2. a,=4,r=—2 PRIYKEAD 5.0, =6,r=—4
PRZYKEAD 3.a;,=5,r=0 PRZYKLAD 6.0, =—4,r=3
PRZYKtAD 4. a, =—4,r=1

521. @ =4r=-5a,=-51+%9

5.2.2. a,=—8,r=—10,a,=—10n+2

P.5.2.4 PRIYKtAD2.a,=—26,r=2 PRZYKtAD 4. a, =17, r=—1

PRZYKtAD 3. a0, =18, r=—4
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P.5.2.5

5.2.3.

5.2.4.

5.2.5.

5.2.6.

5.2.7.

5.2.8.

P.5.2.8

5.2.9.

5.2.10.

P.5.2.11

P.5.2.12

5.2.11.

5.2.12.

5.2.13.

5.2.14.

5.2.15.
5.2.20.
5.2.25.
5.2.26.

PRZYKEAD 2. x =20
PRZYKLAD 3. x =19
7,11,15

6,9,12

x=10,y=20

m—1—-2m+3)=6—(m—1)
m—1-2m—3=6—m+1
m—2m+m=6+1+1+3
0#11

x =132

x=8,y=14

PRZYKtAD 2. a,=1,9=3
PRIYKEAD 3.0, =5,9=1

PRIYKEAD 4.0, =2,q =15

0,=32,q=2,0,=32-(3)

a,=—10,g=4,a,=—10-4""1
PRZYKLAD 2. 0, = 135 G =2

PRZYKEAD 3. a; = £, g =2

PRZYKEAD 2. x=20 v x=-20
PRZYKEAD 3. x=12 v x=—12
a=2

2,6,18 v 8,12,18

x=10,y=20

x=3,y=7

B 5.2.16. A 5.2.17. A
C 5.2.21. B 5.2.22. B
x=1

3m+4—(2m—3)=4m+11—(3m+4)
3m+4—-2m+3=4m+11—-3m—4
m+7=m+7
0=0

Odpowiedszi

PRZYKEAD 5. x=19, y =28

PRZYKEAD 6. x=16,y =2

Réwnanie sprzeczne, wiecm € &

PRIYKEAD 5.0, =3, g=—1
PRZYKLAD 6.0, =8,q =15
PRZYKtAD 4.a,=1,q =3
PRZYKLAD 5. x = 12, y = 36

PRZYKEAD 6. x =20,y =10

5.2.18. A
5.2.23. A

5.2.19. B
5.2.24. A

Réwnanie nieoznaczone, wiecm € R
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5.2.27. 05= %

5.2.28. x=14,y=7,z2=56

5.2.29. a=4,b=12,c=108

P.5.3.1 PRZYKtAD 2. S, =54 PRIYKEAD 4. S50 = —9700
PRZYKLAD 3. S,, =720

53.1. 5550 =5050

53.2. 5,=65

53.3. a,=4n—22

53.4. S,,=1275/2

5.3.5. 57

53.6. a,=—2n+6

5.3.7. S,,:—n2+n, Sn_lz—n2+3n—2
a,=5,~S,_;=—n*+tn—(—n*+3n—-2)=—2n+2,a,,,=—2n
Upi17 0, =72
Zatem ciag (a,, ) jest malejacym ciggiem arytmetycznym

53.8. D 5.3.9. C 5.3.10. D 5.3.11. B 5.3.12. D

5.3.13. C 53.14. g, =—-3 53.15. 5,,=192 5.3.16. S5;,=2325

53.17. a,=4n—-3= a,=1
S, = al;a" ‘n= 1+42n—3 n= 4n2—2 ‘n=2n"—n

P.5.4.1 PRZYKtAD 2. S, =364 PRZYKLAD 4. 5, =19531
PRZYKEAD 3. S5 = 10912

5.4.1. —1705

5.4.2. 2557

543. n=5

54.4. S,=111111

5.45. n=38

54.6. a,=80

5.4.7. A 5.4.8. C 5.49. B 5.4.10. D 5.4.11. D

5.4.12. A 5.4.13. 24,36, 54, 81 5.4.14. PK10 = 2%28 j2
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