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Trygonometria

Trygonometria to dziat matematyki zajmujacy sie badaniem zwigzkdéw miedzy katami i bokami trojkatéw. Jej poczatki
siegajg starozytnosci i wigzg sie m.in. z wyznaczaniem tras w zegludze morskiej i okreslaniem potozenia ciat niebie-
skich. Oczywiscie wczesni matematycy nie stosowali trygonometrii w dzisiejszej postaci. Opierali sie na zaleznosciach
pomiedzy bokami trdjkata rownobocznego, kwadratu, pieciokata i dziesieciokgta foremnego a promieniem opisa-
nego na nich okregu. Pierwsze tablice trygonometryczne (wtedy jeszcze bardzo proste) utozyt Hipparch okoto 180
roku p.n.e. W 150 roku n.e. Klaudiusz Ptolemeusz zamiescit w swej pracy tablice sinuséw katéw od 1 do 90 stopni.
0Od V do Xl wieku trygonometrig zajmowali sie takze Hindusi. Ich dzieta byty ttumaczone z sanskrytu na jezyk arab-
ski, nastepnie z arabskiego na tacine. Wskutek pomytki jednego z ttumaczy powstata nazwa ,sinus” (tac. ,zatoka,
zagiecie”).

Uzytecznos$¢ trygonometrii jest nie do przecenienia. Jednym z ciekawszych zastosowan trygonometrii byto ustalenie,
ktory ze szczytéw himalajskich jest najwyzszy, kiedy to z powodu sytuacji politycznej nie mozna byto wykonywac
pomiaréw na terenie Nepalu i Tybetu, gdzie lezg Himalaje. W potowie XIX wieku brytyjscy mierniczy wykonywali
pomiary nawet z odlegtosci 150 kilometréw od danego obiektu, stosujgc
narzedzie zwane teodolitem. Wykorzystujgc metody trygonometry-
czne, ustalili oni w 1852 roku, ze najwyzsza géra w Himalajach (i zara-
zem najwyzsza na $wiecie) ma wysokos¢ 8840 metréw n.p.m. Brytyjczycy
nazwali jg imieniem szefa stuzb mierniczych, George’a Everesta.

Dzi$ wiemy, dzieki pomiarom dokonywanym z zastosowaniem nowo-
czesnych metod i technologii, takich jak system GPS, ze wysokosc tej gory
wynosi w istocie 8848 m n.p.m. Jak wida¢, btgd w pomiarach z wykorzysta-
niem obliczen trygonometrycznych byt nieznaczny. Co ciekawe, dzieki
trygonometrii wysokos$¢ Mount Everestu byta zatem znana na 100 lat
przed jego pierwszym zdobyciem, ktére miato miejsce w 1953 roku. Jak
widaé, opisywanie Swiata bez trygonometrii jest zupetnie niemozliwe,
a potrzeba wykorzystywania jej narzedzi w dzisiejszych czasach jest nadal
niezbedna.
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DEFINICJA definicje

PRZYKLAD przyktad ilustrujacy dang definicje

PRZYKLAD 1 przyktad ilustrujgcy sposéb rozwigzania zadania okreslonego typu

PRZYKLADY DO CWICZEN przyktad (przyktady) do rozwigzania wedtug podanego wzoru

ZADANIA UTRWALAJACE zadania umozliwiajgce utrwalenie zdobytych wiadomosci

N

odestanie do planszy interaktywnej, ktéra jest multimedialng ilustracjg danej defini-

FIAl cji, zagadnienia lub zadania
* Z.1.A1 odestanie do zadania interaktywnego
2.B.21.* zadania/podpunkty o podwyzszonym stopniu trudnosci

ZADANIA TESTOWE zadania z zakresu danego dziatu stanowigce powtdrzenie i sprawdzenie wiedzy

MATURA

V)

=
>

zadania z zakresu danego dziatu, opracowane na wzér zadan maturalnych,

— ZADANIA TESTOWE . . 2 o
stanowigce powtdrzenie i sprawdzenie wiedzy

odestanie do zadan testowych dostepnych w formie interaktywnej

Czy wiesz, ze... dodatkowe informacje i ciekawostki



Trygonometria

6.1 »  Wykorzystanie definicji i wyznaczanie wartosci sinus,
cosinus i fangens kgtow o miarach od 0° do 180°

» Trojkat prostokgtny — wprowadzenie

TWIERDZENIE PITAGORASA

W tréjkacie prostokgtnym suma kwadratow dtugosci
przyprostokatnych jest rdwna kwadratowi dtugosci
przeciwprostokatnej.

C — przeciwprostokatna

a — przyprostokatna
przeciwlegta do kata o

a*+ b= c?

B

b — przyprostokatna przeciwlegta do kata

» Funkcje trygonometryczne — wstep

kd rer

Rozwazmy dowolny tréjkat prostokatny ABC, w ktérym kat <BAC jest katem prostym. Niech kat @ bedzie kgtem
ostrym — ustalonym i niezmiennym, zmienne sg natomiast dtugosci bokéw. Wynika z tego, ze trdjkaty te sg

podobne.
AC AB AC

Mozemy zauwazy¢, ze dane stosunki bokdw (

BC’ BC’ AB

Tréjkat 1 6,88 3,76 7,84 0,48 0,88 0,55
Tréjkat 2 5,16 2,82 5,88 0,48 0,88 (155
8,6 4,7 9,8 0,48 0,88 0,55
C
BC=7,84 AC =47
BC =5,88
AC = 2,82
AB = 6,88 B AB =5,16 B A
a = 28, 66° o = 28, 66°
AC AB AC

) przy ustalonym kacie ostrym sg state.

DEFINICJE
Sinusem kata ostrego @ w trdjkacie prostokgtnym nazywamy sto- sina = a
sunek dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej do kata @ do dtugosci c

przeciwprostokatnej.
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Cosinusem kata ostrego @ w tréjkacie prostokatnym nazywamy sto- cosa = E
sunek dfugosci przyprostokatnej przylegtej do kata @ do dtugosci
przeciwprostokatnej.

Tangensem kata ostrego @ w tréjkacie prostokgtnym nazywamy sto-
sunek dtugosci przyprostokatnej przeciwlegtej do kata @ do dtugosci
przyprostokatnej przylegtej do kata « . a

tga =

oTlo

b

Zbiorem wartosci funkcji sinus i cosinus jest przedziat (0; 1), poniewaz kazda z przyprostokatnych jest krétsza od
przeciwprostokatnej.

Zbiorem wartosci funkcji tangens jest przedziat (0; oo ), poniewaz obie przyprostokgtne mogg mieé¢ dowolne
dtugosci.

Czy wiesz, ze...

Tangens kata wykorzystuje sie do okreslania nachylenia drdg czy stokow
narciarskich. Wartosc¢ tangensa kata nachylenia zamienia sie wtedy na
procenty. Przyktadowo nachylenie 15% oznacza, ze tangens kata nachy-
lenia jest rowny 0,15, czyli kgt nachylenia wynosi okoto 9°. Nachylenie
100% odpowiada wartosci kata réwnej 45°.

PRZYKLAD 1

Wykorzystujac dane przedstawione na rysunku, uzupetnij wartosci funkcji.

sina =7?,cosa="?,tga="7? b

a
sina=%,cosa=%tga/=%
PRZYKtAD 2
Wykorzystujac dane przedstawione na rysunku, uzupetnij wartosci funkcji. . £

e

sina=7?,cosa=2,tga="? B ;
sinCZZ%,cosa/:%tga:%
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PRZYKLADY DO CWICZEN

Wykorzystujgc dane przedstawione na rysunku, podaj wartosci funkcji sin @, cos @, tg .

PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4. PRZYKLAD 5.
Q)
n q
m x y ,, [
| r
7 a
PRZYKLAD 6. PRZYKLAD 7.

PRZYKLAD 1 7 IR

Wykorzystujgc dane przedstawione na rysunku, uzupetnij wartosci funkcji. 13

sina =7?,cosa="?,tga="7?

12 3

. 5

PRZYKLAD 2
Wykorzystujgc dane przedstawione na rysunku, uzupetnij wartosci funkcji. b 17

L
sina=7?,cosa=7?tga =" 15

. 15 8 15
sma=ﬁ,cosa=ﬁ,tga=7

PRZYKLADY DO CWICZEN

Wykorzystujgc dane przedstawione na rysunku, podaj wartosci funkcji sin @, cos «, tg a.

PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4. PRZYKLAD 5.

A
25 10
24
21
24 20 [
7 26
29
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PRZYKLAD 6. PRZYKLAD 7.
\, 20 34
16
12 30
O 16

ZADANIE UTRWALAJACE

6.1.1. Uzupetnij tabele wedtug wzoru.

Rysunek
z danymi

Brakujgca
dtugosc¢ boku
tréjkgta

sina
cosa

tga

sin 8
cos 8
tg 8

PRZYKLAD

Dany jest prostokat (zobacz rysunek). Przekatna d jest nachylona do d
podstawy pod katem «. Oblicz dtugos¢ boku a, wiedzac, ze sina@ = 0,6.

1° Korzystamy z definicji funkcji sinus w tréjkacie sina = % =0,6
prostokgtnym, powstatym z podzielenia prostokata 9 6
przekatng, i przyréwnujemy do wartosci 0,6. d - 10
2° Wyznaczamy dtugos¢ przekatne;. 6d =90
d=15

)]
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3° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i obliczamy 92 4+ g2 = 152
dtugos¢ boku a. 81+ g% = 225
a® =225—-81
o’ =144
a=y144 =12

4° Dtugosé boku a wynosi 12.

ZADANIE UTRWALAJACE

6.1.2. Dany jest tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej dtugosci 18 i kacie ostrym «. Oblicz pole trdjkata,
wiedzac, ze cosa = %

» Wartosci sinusa, cosinusa i tangensa dla kgtow 30°, 4571 60°

KATY 30° 1 60°

Do obliczenia wartosci sinusa, cosinusa i tangensa dla katéw 30° i 60° postuzymy sie trojkatem prostokgtnym,
ktory powstat z dowolnego trojkata rownobocznego poprzez podzielenie go jedng z wysokosci na potowy (zo-
bacz rysunek). Otrzymujemy:

dla kata 30° dlakata 60°
cos.’;O"Z%—aé§ :@ c0560°=A—g=§=%
2

KAT 45

Do obliczenia wartosci sinusa, cosinusa i tangensa dla kata 45° postuzymy sie tréjkatem prostokatnym, ktéry
powstat z kwadratu podzielonego przekatna (zobacz rysunek). Otrzymujemy:

e BC _ _ 1 _Y2 c__a B
s _AC_ a _ 1 _42
C°S45_AB_02_/§_2 a av2
1457
tg45°=%=%=1 A
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PODSUMOWANIE

ZADANIE UTRWALAJACE

6.1.3. Oblicz: 2.6.1.3

UWAGA: W praktyce stosujemy zapis np. sin260°, co oznacza (sin 60° ).

a. 12sin30° — cos 60° d. sin?60° cos 60°
b. 8 cos45° + 3tg 30° e. /8 cos45 — /12 tg60°
c. —2tg?45° f 7./3sin60°

Wyznacz katy w tréjkacie prostokatnym przedstawionym na rysunku.

2v/32
W2
B
1° Wykorzystujemy funkcje cosinusa kata @ do wyznaczenia tego kata. _4y2 J32 _4/64
“T2/3 32 232
_4-8_32_1
64 64 2

_1 o
cosa =5 - a =60

2° Obliczamy kat /3 z sumy katéw w tréjkacie. 60° + 5 +90° =180°
B =30

3° Katy w trojkacie przedstawionym na rysunku to @ = 60° i 5 = 30°.

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Wyznacz katy w tréjkacie prostokatnym przedstawio-
nym na rysunku.
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» Funkcje trygonometryczne kgtéw o miarach od 0° do 180°

W celu okreslenia funkcji trygonometrycznych dla katéw od 0° do 180° umieszczamy kat w uktadzie wspétrzed-
nych w nastepujgcy sposéb:

» wierzchotek kata znajduje sie w poczatku uktadu wspétrzednych (0; 0),

» jedno ramie kata (tzw. ramie poczatkowe) pokrywa sie z dodatnig pétosig x,

» drugie ramie kata (tzw. ramie koricowe lub wodzgce) to potprosta zaczepiona w poczatku uktadu wspodtrzed-
nych. Miare kata obliczamy od pierwszego ramienia do drugiego ramienia przeciwnie do ruchu wskazéwek
zegara. Dla rozwazanych katéw od 0° do 180° ramie drugie moze znajdowac sie w | lub Il ¢wiartce uktadu
wspotrzednych lub na odpowiednich pétosiach.

a — kat ostry a — kat rozwarty
y y

1

(0

| »

OJ a’l X Ol 1 x
P P P
Ay y y

=N

]
\ > > : >

o| 1 X 0J1 X o| 1 X

Aby okresli¢ wartoséé funkcji trygonometrycznych kata @ (0° < @ < 180°), wybieramy na ramieniu wodzgcym
dowolny punkt P rézny od punktu O(0; 0), taki, ze P(Xp; ¥p)-

A y A Y
P (i o)1 Yp
Yp[™"77 ! P(xpi ¥p)
r : T
g o B o
(e} Xp X Xp (0] X

r=|orP|=.,/ xf, + yf,— promien wodzacy punktu P

Sinusem kata @ nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu (réznego sing = #
od punktu O) lezagcego na ramieniu wodzgacym kata do promienia wodzgcego
tego punktu.
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Cosinusem kata @ nazywamy stosunek odcietej dowolnego punktu (réznego cosa = #
od punktu O) lezgcego na ramieniu wodzgcym kata do promienia wodzgcego

tego punktu.

Tangensem kata @ nazywamy stosunek rzednej dowolnego punktu (ré6znego tg = #

od punktu O) lezgcego na ramieniu wodzacym kata do odcietej tego punktu,
przy zatozeniu, ze jest ona rézna od zera.

» Wartosci funkciji trygonometrycznych dia wybranych kgtow

PRZYKtAD

Niech P(xp; yp) oznacza punkt lezgcy na ramieniu wodzgcym kata « oraz r = | OP|. Oblicz wartosé funkcji sinus,
cosinus i tangens dla katow @ = 0°, @ = 90° oraz @ = 180°.

A,
1° @ = 0°, ramie wodzace sin0° = # = % =0
kata pokrywa sie z ramieniem )

o %o _Xp _ 1 P(x 0)
poczgtkowym. Zatem punkt cos0’ = = =1 P -
P(x,;0), r =|OP|=x,,. P o 1 x

g =22 =0 g
X, ~ X, r=x,
o o . . . Yp p v
2° @ = 90°, ramie wodzace sin90° == Y, = 1 P(0; y,)
kata pokrywa sie z dodatnig X ‘
potosig y. Zatem punkt P(0; ¥,),  cos90° = Tp = Xi =0 1
r=|0P|=y,. P ; -
tg 90° nie istnieje, poniewaz Ol 1 x
odcieta punktu P jest réwna 0.
r=yp
o . . . Yo _ 0 ‘
3° @ = 180°, ramie wodzace sin180° =+ =F=0
kata pokrywa sie z ujemna x X
pétosig x. Zatem punkt P(xp; 0), cos180° = Tp = _—)’(’p =—1
r=[0P[=[x,|==x, Yo 0 P 0) - ﬁh —
tg180°=x—z=x—=0 of 1

PODSUMOWANIE

nie istnieje
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» Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegdlinych ¢wiartkach uktadu wspdtrzednych

Z definicji funkcji trygonometrycznych dla katéw o miarach od 0° do 180° wynika, ze dla katéw rozwartych
wartosci cosinusa i tangensa s3 ujemne, poniewaz x,, < 0.

0° < @ < 90° 90° < @ < 180° Ay
| cwiartka uktadu| Il ¢wjartka uktadu
wspotrzednych wspotrzednych (=)
) =1Yp
: 1
AN L
%0l 1 X

ZADANIE UTRWALAJACE

6.1.4. Uzupetnij tabele, wstawiajgc odpowiednie wartosci. f 1.6.1.4
0;v/3; @;1;—1; @; @%

sin60° = cos60° =

tg60° = cos45° =

tg30° = cos180° =

sin90° = sin0° =

» Obliczanie wartosci funkcji frygonometrycznych dia kgtéw powyzej 90°

Wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata rozwartego mozna obliczy¢ za pomoca odpowiednich
wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego, korzystajgc z tzw. wzoréw redukcyjnych.
Wybrane z nich to:

sin(180° — @) =sina
cos(180° — @) =—cos«
tg(180° —a) = —tga

PRZYKLADY kd rers

Oblicz wartosci funkgcji trygonometrycznych dla kata 120°.

sin120° =sin(180° —60°) =sin60° = g

11
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cos 120" = cos(180° — 60°) = — cos60° = — 5
tg120° =tg(180° —60°) =—tg60° =—,/3

Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych dla kata 135°.

/2

sin 135" = sin(180° —45°) = sin45" = ~5—
V2
2

c0s135° = cos(180° —45°) = — cos 45" = —

tg 135" = tg(180° —45°)=—tg 45 =—1

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych dla kata 150°.

sin150° = sin(180° —30°) = sin30° = 5
cos 150° = cos(180° —30°) = —cos 30" = — @
tg 150" = tg(180" —30") = —tg 30" = — @

LADANIE UTRWALAJACE

6.1.5. Oblicz: 1.6.1.5

a. —3sin150° d. sin120° sin 150°
b. 6cos 120° e. /2 cos135°
c. —2tg135° f. —2/35in120°

Czy wiesz, ze...

Oprécz powszechnie uzywanych funkcji trygonometrycznych,
czyli sinusa, cosinusa i tangensa istniejg jeszcze ich odwrotnosci.

Odwrotnoscia:

1 [

sinae @

sinusa jest cosecans (skrét cosec), czyli coseca =

: - 2 q __1 _c¢
cosinusa jest secans (skrot sec), czyli seca = 57 = 5

tangensa jest cotangens (skrét ctg), czyli ctg @ = tg% = %

12
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6.1.7. Dany jest trojkat prostokatny o bokach dtugosci 8, 15, 17. Sinus najmniejszego kata jest réwny: I
8 17 15 7
A- 17 B- 8 c- 17 D- 15
6.1.8. Dany jest trdjkat prostokatny (zobacz rysunek). Tangens kata ostrego « jest réwny:
/10 v/ 35 4
A —— C.—&—
2 5
V10 v/35 «
B. 5 D. Y5 7
%2} e X 7
a%z;% 6.1.9. W tréjkacie prostokatnym ABC odcinek AB jest przeciwprostokatng i | AB| = 25 oraz | BC|= 7. Wéwczas
N sinus kata ABC jest rowny:
Y 7 7 25 24
> ATo B. 51 C. =5 D. 5&
/ 5 24 7 25 N 4
< y
6.1.10. Dany jest trojkat prostokatny (zobacz rysunek). Kat @ ma wartosc: 5
Y 2
V 0 ] /
e e A. 45 C. 30 6v3
B. 60° D. 75°
3vV6
e 6.1.11. Dany jest tréjkat prostokatny (zob K), gdzie cos 8 = <. Wynika z tego, ze: y
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6.1.13. Warto$¢ cos 120° wynosi:

\
foWnoramien, AB(
A V3 B L Pl V3 D. —L e e
\ XD, 2 C 2 S ).
%%ﬁ
\_6.1.14. Liczba sin 150° jest réwna liczbie:
A. sin60° B. cos60° C. cos120° D. tg 60°
\
e rem e o
6.1.15. Jezeli @ = 90°, to wyrazenie sin @ + cos @ ma wartosc: T
Al B. -1 C.0 D. 2

&
o

MATURA — ZADANIA OTWARTE

6.1.16. Dany jest trojkat prostokatny (zobacz rysunek). Wyznacz miary katéw @ i 3. 2 pkt
24V2
2 6v38
/%‘6 1.17. Oblicz wartos¢ wyrazenia 2c0s*120° 2 pkt
" Y sin 150°
i6.1.18. Oblicz wartos¢ wyrazenia sin 120° cos 60° — sin 60° cos 120°. 2 pkt

-

6.1.19. Dany jest trojkat ABC, gdzie ramie AC tworzy z podstawg AB kat 60°, a ramie BC
tworzy z podstawg AB kat 45°. Oblicz pole i obwdd tréjkata, wiedzac, ze wysokos¢ opadajgca na 4 pkt
podstawe ma dtugosé 12.
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Trygonometria

6.2 » Wykorzystywanie przyblizonych wartosci funkcji frygonome-
trycznych (odczytywanych z tablic lub obliczonych za pomo-
cq kalkulatoraq)

Aby podac¢ wartosci funkcji trygonometrycznych kagtéw o miarach od 0° do 90°, korzystamy z tablic wartosci tych
funkcji (zobacz s. 35).

PRZYKLAD 1 2 P.6.2.1

Odczytaj z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych:

a. sin5° c. cos72° e. cos20°
b. tg 38° d. sin1°
Odp. a— Aby odczytaé warto$c sinusa dla kata 5°, nalezy w kolum- a [°] | sina cosB tgo B[]

nie pierwszej, oznaczonej a|’], odszukaé kat réwny 5° 5o 0.0872 0.0875 | 85°
i z kolumny drugiej, oznaczonej sina cos 3, odczytaé
wartos¢ w danym wierszu.

Zatem sin5° = 0,0872.

Odp.b—Aby odczyta¢ warto$¢ tangensa dla kata 38°, nalezy a [°] | sina cosB tga B[]
w kolumnie pierwszej, oznaczonej @[’], odszuka¢ kat 38° | 0.6157 07813 | 52°
réwny 38° i z kolumny trzeciej, oznaczonej tg @, odczytac
wartos$¢ w danym wierszu.

Zatem tg 38° = 0,7813.

Odp.c— Aby odczyta¢ warto$¢ cosinusa dla kata 72°, nalezy a [°] | sina cosp3 tga B[]
w kolumnie czwartej, oznaczonej [[°], odszukaé kat 18° 0.3090 03249 | 72°
rowny 72° i z kolumny drugiej, oznaczonej sina cos f3,
odczytac wartos¢ w danym wierszu.

Zatem cos 72° = 0,3090.

Odp. d — Aby odczytaé warto$¢ sinusa dla kata 1°, nalezy w kolum- a [] | sina cosB tga Bl
nie pierwszej, oznaczonej a|’], odszuka¢ kat réwny 1° 1° 0.0175 0.0175 89°
i z kolumny drugiej, oznaczonej sina cos /3, odczytaé
wartosé w danym wierszu.
Zatem sin1° = 0,0175.

Odp.e—Aby odczyta¢ warto$¢ cosinusa dla kata 20°, nalezy a [°] | sina cosp3 tga B
w kolumnie czwartej, oznaczonej B[°], odszuka¢ kat 70° | 0.9397 27475 | 20°
rowny 20° i z kolumny drugiej, oznaczonej sina cos f3,
odczytac wartos¢ w danym wierszu.

Zatem cos 20° = 0,9397.

Mozna zaobserwowac, ze w kolejnych wierszach tablic trygonometrycznych zachodza réwnosci: sin0° = cos 90°,
sin1° = cos89°, sin2° = cos 88, sin3° = cos87°, itd. Wynika z tego, ze istnieje zaleznos¢ miedzy sinusem
a cosinusem, ktdrg zapisujemy w postaci sin @ = cos(90° — a).

15



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

ZADANIA UTRWALAJACE

6.2.1. Odczytaj odpowiednie wartosci z tablic trygonometrycznych. * 1.6.2.1
a. sin29° d. sin76
b. cos65° e. cos 10°
c. tg 88° f.tgd

6.2.2. Najstarsza sosna zwyczajna w Polsce rosnie w lesie na obrzezu Miriska Mazowieckiego 1.6.2.2
i liczy sobie ponad 300 lat. Wykonano pomiar dtugosci cienia sosny przy kacie padania promieni

stonecznych o wartosci 61°. Dtugos¢ ta wynosi 12 metréw i 20 centymetrow. Oblicz przyblizong

wysokosé sosny w metrach.

6.2.3. Oblicz dtugos¢ boku x (zobacz rysunek) z doktadnoscig do 0,1 cm.

a.
12cm

6.2.4. Kolejka linowa wjezdza na gorskiszczyt pod kagtem 32°, ajej dtugosc
wynosi 1200 m. Dolna stacja kolejki znajduje sie na wysokosci 850 m,
a gérna na szczycie. Oblicz, na jakiej wysokosci znajduje sie gérna stacja
kolejki.

6.2.5. Paralotnia po starcie przebyta w linii prostej odlegtos¢ 5 km, lecac
pod katem 26°. Oblicz, ile metréw nad powierzchnig ziemi znajdowata
sie wtedy paralotnia.
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%\6.2.6. Jezelia = tg 89°, to: e kig
% A. g > 43 B. a < 50 C. a<0,9998 D. a > 57 E
—
6.2.7. Dany jest trdjkat prostokgtny ABC (zobacz rysunek). Przyblizona do 0,1 dtugos¢ przeciwprostokatnej AC %
Wynosi: =
C ;i'Z.fi“d > :h siedmi
oraz doki
A. 38,3 C. 321 ;
B. 65,3 D. 77,8 >
40° =]
A 50 B e
— A ==
6.2.8. Jezelia =sin10° i b = tg 10°, to:
A a>b B.a<b C.a=b D. 20 = 3b Xg
. 6.2.9. Prawda jest, ze: =)
G
A. cos13° =sin73° B. sin9” = cos81° C. tg30° = cos60° D. tg 60° = sin30° ; ‘
y 6.2.10. Dana jest prostokatna dziatka (zobacz rysunek). Przekatna dziatki ma w przyblizeniu dtugosc¢: N 4 9
\ / 9
/ d £ =
A. 34,2 metra, C. 2,5 metra, d / > /
8,55 m e
25 ¢ B. 20 metrdw, D. 25 metréw. g;;}* cC
B o v ;
e
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6.3 » Obliczanie miary kgta ostrego, dla ktdrej funkcja tfrygonome-
tryczna przyjmuje dang wartos¢ (miare doktadng albo —
korzystajgc z tablic lub kalkulatora — przyblizong)

PRZYKtAD

Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (zobacz s. 35), odczytaj przyblizong do catosci miare
kata «, dla ktorej:

a. cosa = 0,2250 b. sina = 0,6

Odp. a— W kolumnie drugiej, oznaczonej sin @ cos 3, odszukujemy liczbe 0,2250. Dana jest warto$¢ cosinusa
kata, wiec jego miare odczytujemy z prawej kolumny, oznaczonej 5[°].
Zatema =77°.

Odp. b—Liczby 0,6 nie ma w kolumnie drugiej oznaczonej sin @ cos 3, wiec szukamy w tej kolumnie dwdch
liczb, pomiedzy ktérymi znajduje sie dana liczba, i wybieramy z nich te, ktdra rézni sie od niej o mniejszg
wartosc.

0,5878 < 0,6 < 0,6018

—_— —_—
36° 37
0,6000 0,6018
— 0,5878 — 0,6000
0,0122 0,0018

Zatem @ = 37°

ZADANIA UTRWALAJACE

6.3.1. Wyznacz kat @ i podaj jego przyblizong wartos¢ z doktadnoscig do
catosci, jesli:

a. sina =0,8725
b.tga=1,2
c. cosa =0,15
6.3.2. Dany jest trojkat prostokatny o dtugosciach przyprostokatnych 4,1 cm

i 2 cm. Wyznacz katy ostre tego trojkata.

6.3.3. Drzewo o wysokosci 16 metréw rzuca cien o dtugosci 22 metréw. Oblicz
kat padania promieni stonecznych. Wynik podaj z doktadnoscig do 1°.

18



1. (4pkt) Rozwi

e - A Amquszﬂ\ﬂ 3

1.(apkt) Rozwiad nier6wnost [2x-+ 3+ x—a| < 7 -y,

|

ViINIVW  ViINIVW  ViINIvW  ViINlvw  ViNnlvw  Yinlvw

6.3.4. Przyprostokatne tréjkata prostokgtnego maja odpowiednio dtugosci 4 i 6. Najmniejszy kat ma w przyblizeniu e

%"%%% miare:
%oy
A. 34 B. 48° C. 4> D. 56

6.3.5. Jeslisina = 0,3, to:

o

ile jest

A. a € (10°;11°) B. @ € (18°;19") C.ac(17°;18) D. @ € (73°;74°) ey

6.3.6. Dane sg wartosci sina = 0,5150, cos 5 = 0,3584, tg ¥ = 0,7002. Wynika z tego, ze:

Aa<pB<y B.a+y <f Ca+B<y D.y<fB8<a

6.3.7. Murarz opart drabine o dtugosci 5 metrow o Sciane. Gérny kraniec drabiny siegnat na wysokos¢ 380 cm. Kat,
pod jakim drabina nachylona jest do podtoza, wynosi w przyblizeniu do petnych stopni:

A. 49 B. 39° C. 40° D. 50° &
)
%ﬁ% * 6.3.8. Dany jest trojkat o bokach 3, 4, 5. Najmniejszy kat ma warto$¢ okoto:
i
4 A. 32 B. 37° C.72 D. 41’
// ."
Z \/
/ _ 6.3.9. Dany jest prostokat o bokach 6 i 12. Kat migdzy przekatng prostokata a najdtuzszym bokiem jest rowny okoto:
: A. 26° B. 27° C. 28 D. 63° 5
/- o

6.3.10. Dany jest trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych | AB|= 8, |BC|= 10 (zobacz rysunek). Kat @ ma §
e miare okoto:

A
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b4 Zastosowanie prostych zaleznosci miedzy funkcjami try-
' gonometrycznymi: sin?a + cos?a = 1 oraz sin(90° — ) = cos &

Tozsamoscig trygonometryczng nazywamy rownosé dwoch wyrazen zbudowanych ze zwigzkéw trygonome-
trycznych prawdziwg dla wszystkich zmiennych z dziedziny.

PRZYKtAD

1° Dany jest dowolny tréjkat prostokatny o katach ostrych A
aip.
p b
B |
B a C
2° Zapisujemy zaleznosci wynikajace z definicji poszczegdl- sina = % cosa = % tga = %
nych funkcji trygonometrycznych.
sin6=% cosf=4 tg,6’=%
3° Mozemy zauwazyc, ze: sine =cosf, cosa =sinf, tga = ﬁ
4° Ponadto wiemy, ze 8 = 90° — .
5° Wynika stad, ze:
Dla dowolnego kata ostrego @ prawdziwe sg réwnosci: sin@ = cos(90° —a@) cosa =sin(90° — )
— 1 _ . ° — =
tga = (90 —a) tga-tg(90° —a)=1

Réwnosci te nazywamy wzorami redukcyjnymi.

Mozemy zatem zauwazy¢, ze:

sin60° = sin(90° —30°) = cos 30°
sin30° = sin(90° — 60°) = cos 60°
sin45° = sin(90° —45°) = cos 45’

PRZYKLAD i rea

1° Dany jest dowolny tréjkat prostokatny o kacie ostrym .

B a C
2° Wykorzystamy twierdzenie Pitagorasa a* + b? = 2.
3° Wyznaczamy boki a i b, wykorzystujac funkcje sina = % |-c cosa = % ¢
trygonometryczne.
Ve y csina=a ccosa =b
4° Podstawiamy otrzymane wartosci do réwnania (csina)*+(ccosa) =c?
wynikajgcego z twierdzenia Pitagorasa. 2sin2a + 2 cosla = 2 E 2

sina +cos’a =1

20



Trygonometria

Tozsamoé¢ sin®a@ + cos>a = 1 nazywamy jedynka trygonometryczna.
Jest ona prawdziwa dla kazdego kata 0° < o < 180°.

PRZYKtAD

1° Dany jest dowolny tréjkat prostokatny o kacie ostrym «. A
< b
B 2 c
2° Zbadamy iloraz funkcji sinus i cosinus kata @.
3° Zapisujemy zaleznosci wynikajgce z definicji obu funkgii. sina = % cosa = %
4° Podstawiamy wartosci do ilorazu 3('{;‘;‘[ . 3(',2%[ = % = % p=p-tea
c
5° Wynika stad, ze tg @ = gg;c(zz .
o -1 o _ )= Cosa
6° Skoro tg @ ta(90" _a),to tg(90° — @) sina
Dla dowolnego kata ostrego @ prawdziwe sg réwnosci: tga = 3{{;‘5 tg(90° —a) = g?n—sg

Oblicz bez uzycia tablic trygonometrycznych wartos¢ wyrazenia sin®35° + sin%55°.

1° Korzystamy ze wzoru redukcyjnego: sin%35° +sin?55° =
cosa =sin(90" — a). =sin?35° +5in*(90° — 35°) = sin®35° + cos?35° =
2° Korzystamy ze wzoru na =1

jedynke trygonometryczna: sin®a + cos’a = 1.

3° Wartos$¢ wyrazenia sin35° + sin?55° = 1.

PRZYKtAD DO CWICZEN

. . . . .. sin20° | cos30°
PRZYKLAD 2. Oblicz bez uzycia tablic trygonometrycznych wartos¢ wyrazenia c0s70° T sin60°

Oblicz bez uzycia tablic trygonometrycznych wartos¢ wyrazenia 4tg 40°tg 50°.

0 . . o _ o 1 _
1° Korzystamy ze wzoru redukcyjnego: 4tg 40°tg 50° = 4tg 40 "tg(90° —50°)

tga =

1
tg(90° — @) =4Ig40‘-1;10«=4
2° Wartos$¢ wyrazenia 4tg 40°tg 50° = 4.
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PRZYKtAD DO CWICZEN

PRZYKYAD 4. Oblicz bez uzycia tablic trygonometrycznych warto$¢ wyrazenia
sin 10° cos 80° + cos 10° sin 80°.

LADANIE UTRWALAJACE

6.4.1. Oblicz bez uzycia tablic trygonometrycznych wartos$¢ wyrazenia:

a. (sin22° —cos68°)
/sin63" o
b. 027 2tg 45
C.tg42’ -tg 43’ -tg44° -tg 45 -tg 46° -tg 47° - tg 48
d. sin?13° +5sin?23° +sin’77° +sin67°

3sin110° n 2cos70°
sin70° cos110°

tg15°tg 75" +2
" 3sin?25° +3sin%65°

PRZYKLAD kd rsas

Oblicz warto$¢ wyrazenia cos*a@ + sin @ cos®a + sin®a.

1° Z pierwszego i drugiego wyrazenia wytaczamy cos*a +sinacos’a + sina =
wspdlny czynnik przed nawias. = cos?a(cos’a +sin?a) +sin‘a =
o .. S _ 2 2 ) L2
2° Wyrazenie w nawiasie jest jedynka = cos’a(cos?a +sina) +sina =
_—
trygonometryczna. 1
3° Otrzymalismy wyrazenie, ktdre réwniez =cos’a+sin‘a =1

jest jedynka trygonometryczna.

4° Warto$¢ wyrazenia cos*@ + sin cos?a + sina = 1.

PRZYKLAD kd reaaq

Kat « jest ostry i tg @ = 3. Oblicz %.
1° Korzystamy ze wzoru: tg @ = %. tga=3
sina

sina = 3cosa

sin@ —cos@ _ 3cosa —cosa _ 2€os@

2° Podstawiamy otrzymang wartos¢ i redukujemy. sinaFcosa — 3cosa Fcosa ~ Acosa

1
2
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R . . . sinad—cosa _ 1
3° Wartosc wyrazenia Sinad Fcosa — 2°

ZADANIA UTRWALAJACE

2sina + 2 cos’a
sin*a +cos?a(sina+1)"

6.4.2. Oblicz wartos$¢ wyrazenia

6.4.3. Kat & jest ostry i tg @ = 5. Oblicz 32:325 + Zglsnaa

9

. .9
6.4.4. Kat « jest ostry i
tal v sina  cos’a

6.4.5.* Podaj odpowiednie zatozenia i sprawdz, czy tozsamoscig jest rownosé

(1+sin a)(ﬁ —tg a/) = cosa.

6.4.6.* Podaj odpowiednie zatozenia i sprawdz, czy tozsamoscig jest rownosé¢

. . tga
sina + sin atg’a = cosg-

Czy wiesz, ze...

+—=— = 16. Oblicz warto$¢ wyrazenia sin & cos @.

Trygonometria

4

4

1.6.4.5

1.6.4.6

Funkcje trygonometryczne mozna narysowac, tak jak kazdg dowolng funkcje. Oto wykresy funkgji sinus, cosinus

i tangens.

y =sinx, gdzie x € R

x¢—+krr gdziek = C
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< 6.4.13. Wyrazenie c0s 40° jest rowne:
E A. cos40° B. 2cos40° C. tg 40° D. —tg140°

MATURA MATURA
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1. (apkt) Rozwia nierownoS¢ | 2x +3 |+ | x— 4 < 7—x. ﬁ»““ \ i

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposrdéd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

MATURA

2 2 D
SO, SRl cos“«a 1—cos“a . i F—
6.4.7. Jezeli a jest katem ostrym, to wyrazenie # est rowne: 2 wiedgge 1 ABCD 0podia,
\ ) a Y 4 1—sina sina ) %
é ", A.2 B. 2cos’a C.1 D. 0
=4
< SRR 25 I . . 2cosa@—2sina . ; .
6.4.8. Jezeli @ jest kgtem ostrym oraz tg @ = 3, to wartos¢ wyrazenia “ " g oo, jest rowna:
= ST
A 8 B. —% c3 D.—3 B s
\

.2 o V) oA o
6.4.9. Wartos¢ wyrazenia SinazS +§?§ 4255 Al et jest réwna:

ér
S

o

A1l B. 2 C.

sin’78° + cos’78 —2
sin?23° +cos?23° +2

MATURA
/
N[
I
\\

6.4.10. Wartos¢ wyrazenia jest réwna: \

1 _1 .
A 5 B. —3 C.>1 D. 1

6.4.11. Jezeli @ jest kgtem ostrym oraz sin @ = cos 35°, to miara kata @ wynosi:

\ A. 35 B. 45 C. 55° D. 65°

MATURA

sina + cosa

cosa sina = 4, to wartos¢ wyrazenia sin & cos & jest rowna:

6.4.12. Jezeli « jest katem ostrym i

cos S —sina

6.4.14. Katy ostre w trojkacie prostokatnym majg miary: @ = 25° i 8 = 65°. Wtedy cosf réwna sie:

A. =Y B.O C1 D. 2

MATURA

6.4.15. Wyrazenie /2tg 80°tg 10° jest rowne:

A. 2 B.1 C.v/2 D. @
/
a\"dnd\':
e
~6.4.16. Dana jest liczba a = sin 170° sin 10° — cos 10° cos 170°. Wtedy a*:
A.0 B. 3 C. 16 D. 1

3. (3pky) Obi )
% 7, g 2 nturiye
a2y cyfrg owm —
Puie cyia " " tepue dokladnie
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Trygonometria

65 p Wyznaczanie wartosci funkcji tego samego kgta, znajgc
' warto$¢ jednej z nich

Jezeli znamy wartos¢ funkcji sinus lub cosinus dowolnego kata ostrego, mozemy obliczy¢ /i
wartosci pozostatych funkgji, postugujac sie jednym z trzech sposobdw. P.6.5.1

SPOSOB 1 — z wykorzystaniem jedynki trygonometrycznej

Wiedzac, ze sina = % dla pewnego kata ostrego @, oblicz cos @ oraz tg «.

2
1° Obliczamy warto$¢ cos &, korzystajac ze wzoru: (%) +cos’a=1
sina +cos’a = 1. 9

75 + COSZCZ =1

cos’a =1— %
cos’a = %
cosa = % = %
2° Skoro « jest katem ostrym, to wybieramy wartosé dodatnig
cosinusa.
. 3 g
3° Obliczamy wartos¢ tg @, korzystajgc ze wzoru: tg @ = gé,nscé . tga = % = % A= %
5
SPOSOB 2 — z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa
Wiedzac, ze sina = % dla pewnego kata ostrego @, oblicz cos @ oraz tg .
1° Rysujemy tréjkat prostokatny. 5
3
2° Z podanej wartosci sinusa wynika, ze stosunek dtugosci
naprzeciwlegtej przyprostokatnej do dtugosci przeciwprostokatnej
wynosi 3 : 5. Mozemy przyja¢, ze przyprostokatna przeciwlegta
do kata @ ma dtugos¢ 3, a przeciwprostokatna ma dtugosé 5.
Oznaczmy odpowiednie boki tymi przyktadowymi dtugosciami.
3° Obliczamy brakujgca dtugos¢ boku, korzystajac z twierdzenia 32+ x? =52
Pitagorasa. 9+x*=25
X*=25-9
=16 — x=,16=4
4° Obliczamy pozostate wartosci funkgji trygonometrycznych. cosa = %
a=3
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SPOSOB 3 — z wykorzystaniem trojek pitagorejskich

Zobacz informacje o tréjkach pitagorejskich na's. 28

Wiedzac, ze sina = % dla pewnego kata ostrego @, oblicz cos @ oraz tg «.

1° Rysujemy tréjkat prostokatny.

2° Z podanej wartosci sinusa wynika, ze stosunek dtugosci
naprzeciwlegtej przyprostokatnej do dtugosci przeciwprostokatnej
wynosi 3 : 5. Mozemy przyja¢, ze przyprostokatna przeciwlegta
do kata @ ma dtugosc 3, a przeciwprostokatna ma dtugosé 5.
Oznaczmy odpowiednie boki tymi przyktadowymi dtugosciami.

3° Istnieje tréjkat pitagorejski o bokach 3, 4, 5, wiec brakujgca
dtugosé przyprostokatnej to 4.

wa=3

(GES

4° Obliczamy pozostate wartosci funkgji trygonometrycznych. cosa =

ZADANIA UTRWALAJACE

6.5.1. Wyznacz (wykorzystujgc SPOSOB 1) wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych * 7.6.5.1
kata ostrego « (sina, cos @,tg a), jesli:

a.sinazg C.Sind:% e.sinazivlloo
b. COSCZ:@ d. COS&’:% f cosazg

6.5.2. Wyznacz (wykorzystujagc SPOSOB 2) wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych f 7.6.5.2
kata ostrego « (sin @, cos a,tg @), jesli:

a.tgafzza’l d.tga/=185 g.cosa/=%
b. sinQZ% e. cosa/Z% h. sina'=49—1
c.sina/Z% f.thZ% i.thZ%

6.5.3. Wyznacz (wykorzystujac SPOSOB 2) wartoéci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego « (sin «,
cosa,tg a), jesli:

a. sinazg c. tgazg e. sina=§
b. cosaZ% d. cosa/Z% f. tch:%

6.5.4. Wyznacz (wykorzystujac SPOSOB 3) wartoéci pozostatych funkgji trygonometrycznych 7.6.5.4
kata ostrego « (sina, cos @,tg @), jesli:

26



Trygonometria

a. tga=% C. sina=% e. cosa/=§—§
b.sina/=% d.tga/=% f.tga'=f—0

PRZYKLAD ‘d ris2

Kat @ jest ostryisina = 4 Oblicz warto$¢ wyrazenia sin®a + 2 cos? .

2
1° Obliczamy cos @ (@) +cos’a =
z jedynki trygonometrycznej 3

2, _
sin®a + cos?a = 1. q Tcosta=

2,1
cos‘a =7
2° Skoro « jest katem ostrym, cosa = %
to wybieramy warto$¢ dodatnig
cosinusa.

. 3V 12 _3 1_.3,2_5_.1
3° Podstawiamy wartosci sin @, sin®a +2cos’a = (4) +2 <7) =at2g=3tz=3=17
cosa.

PRZYKLAD

Kat a jestostryitg a = % Oblicz wartos¢ wyrazenia 7% I Egzg .

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy tréjkgta
prostokgtnego i zaznaczamy jeden z kagtéw ostrych c
a.

2°Jezelitg @ = %, to znaczy, ze zgodnie z definicjg
stosunek diugosci przyprostokatnej przeciwlegtej
do przylegtej jest rdowny 3 : 4. Mozemy przyjaé,
ze odpowiednie boki majg diugosé 3i 4.

3° Trzeci bok oznaczamy jako c. c? =g’ +b?
Jego dtugos¢ obliczamy z twierdzenia Pitagorasa. 2 =32442
c>=9+16
=25
c=4/25=5
- 9 _b_14
4° Obliczamy wartosé cos . cosa=_-=7
_ _4 .1 6
5° Obliczamy warto$¢ wyrazenia %_,_27823, 2-cosa _2"5 _15_5 6 5 _6_3
. 2 +cosa L4 4~ 14 T 514 14 " 7
podstawiajac za cos @ = 5. 2+¢ 25 5
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6° Wartos¢ wyrazenia %jﬂc:ig:gj = %

ZADANIA UTRWALAJACE

6.5.5. Kat & jest ostry i sina = % Oblicz wartos$¢ wyrazenia 6tg @ cos a.

.21
sin“a 4

V2
6.5.6. Wiadomo, Ze kat spetnia warunek 0° < ¢ < 90" oraz cos @ = ~; . Oblicz 1
sin“a+-
a4

Czy wiesz, ze...

Trojkat pitagorejski, dobrze znany juz od czaséw antycznych, to tréjkat
prostokatny o przyprostokatnych 3 i 4 oraz przeciwprostokatnej 5 3
(32442 =5?).

Po jego odkryciu pitagorejczycy zadawali sobie pytanie, czy istniejg inne tréjkaty prostokatne o bokach, ktérych
dtugosci mozna wyrazi¢ za pomoca liczb catkowitych. Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa, aby takie tréjkaty
znalez¢, nalezato wskazac liczby catkowite dodatnie a, b, c, takie, ze:

a’+ b =c?

Trojka pitagorejska to ukfad trzech liczb naturalnych bedacych rozwigzaniami tego réwnania. Pitagorejczycy
poszukiwali takich trdjek spetniajgcych te szczegdlng zaleznos¢. Wynalezli metode wyznaczania najwiekszej
mozliwej liczby takich tréjek i wykazali przy tym, ze jest ich nieskoriczenie wiele.

Warto znac kilka podstawowych trojek pitagorejskich, poniewaz pomoze Ci to w szybszym rozwigzywaniu zadan
z wyznaczaniem funkgcji trygonometrycznych w trojkacie prostokgtnym.

Stosunek dtugosci

bokow frojkata Kolejne wielokrotnosci tréjek pitagorejskich

6:8:10 9:12 : 15 12 16 : 20 15 :20: 25 18 24 : 30
5:12 013 10:24 :26 15:36: 39 20 : 48 . 52 25 1 60 : 65
8:15:17 16 : 30 : 34 24 :45 .51 32 1 60 : 68 40 : 75 : 85

7 .24 25 14 : 48 : 50 21 :72:75 28 1 96 : 100 35 : 120 : 125

20 : 21 : 29 40 : 42 : 58 60 : 63 : 87 80 : 84 116 100 : 105 : 145 Ek.—_ném[} -

9:40: 41 18 1 80 : 82 27 0120 : 123 36 : 160 : 164 45 : 200 : 205 ﬁ*ftg..

{
i
=

N

8



Trygonometria

Czy trojka liczb 3, 4, 5 jest tréjka pitagorejska?

1° Podane wartosci podstawiamy do réwnania: a” + b* = ¢2. 32 +42 =57
?

2° Sprawdzamy, czy powstatfe réwnanie jest prawdziwe. 9+16 = 25

25 =125

3° Zatem tréjka liczb 3, 4, 5 jest trojkg pitagorejska.

PRZYKLADY DO CWICZEN

Czy podana trdjka liczb jest tréjka pitagorejska?

PRZYKtAD 2.6,7,8 PRZYKLAD 6. 21, 20, 29
PRZYKLAD 3.5, 12,13 PRZYKtAD 7.8,7,10
PRZYKLAD 4.12, 16, 20 PRZYKLAD 8.15, 8,17
PRZYKtAD 5.7, 24, 26 PRZYKLAD 9. 24,10, 26

ZADANIE UTRWALAJACE

6.5.7. Uzupetnij brakujgca dtugosé boku trdjkata prostokatnego. 1.6.5.7

c.

6 5
13

10
d. e. f.
20
15
21
9

a. b.

15

29
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F o o T wmn | &= | ARKUSZ Il = .
E? ; G — ks &
\

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

o f
€

S &

6.5.9. Kat & jest ostry i cosa = % Wtedy:

. 3
A. sina =g oraztga = C. sinaZ%oraztgaZ%
3
5

S [SAESIEN

- 3
B. sinazgoraztga/: D. sina =z oraztga =

S

MATURA MATURA MATU RA  MATURA MATURA MATURA

%
\6.5.10. Dany jest kat ostry @ i sina = % Wartos¢ wyrazenia cos?a@ — 1 jest réwna:

9 4 4 46

N 749 ¢ 29 D29

6.5.11. Jezeli « jest katem ostrymitg @ = %, to %;gig:g réwna sie:

& i 1 8
%1% % A. 1 B. 3 C. 9 D. 9
/6.5.12. Kat @ jest ostry i cosa = % Wtedy sin @ jest réwny:
y
4 A 15 g, V15 B o, V15
/ * 64 © 64 © /15 2

. 6.5.13. Kat « jest ostry oraz cosa = % Oblicz wartos¢ wyrazenia gg;cé +3 El-o:iﬁa' :
e “\
. . B o la . Tagia—1
6.5.14. Kat & jest ostry oraz sina = é Oblicz wartos$¢ wyrazenia gf
ot
/

\m
M<
=7
ﬂ?;;:‘l:u
,"\
¢
£
; <
<

y 6.5.8. Kat & jest ostryi cosa = % Wtedy:
A. sina=% B. sina/Z% C. sincZ:% D. cosa =

MATURA — ZADANIA OTWARTE

\

¥Pezréwnoramien,
ny ABCD
trapezu wiedzac, ze. Przekat: m

e
ile jest liczb naturaly i
ladnie dwa razy cyfrangc:ras;e:ol‘l‘

RN




Odpowiedszi

ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

P.6.1.3

P.6.1.4

6.1.1.

6.1.2.

6.1.3.

P.6.1.5

PRZYKLAD 3. sin@ =+, cosa =T tg @ = 77
PRZYKLAD 4.sina =%, cosa =%, tga =5
PRZYKLAD 5.sina =7, cosa = F,tga =5
PRZYKLAD 6. sina =2, cosa =1, tga="2
i _k _J
PRZYKEAD 7. sina = [ cosa =", tga=p

PRZYKLAD 3. sina ==, cosa =32, tga = 25

. 21 20 21
PRZYKEAD 4. sina = 59, C0sa =35g,tga =55
PRZYKLAD 5.sina = 3¢, cosa = 39, tga = 2o
. 12 16 12
PRZYKEAD 6. sina = 507 Cosa =55, tga=7¢
. 16 30 16
PRZYKEAD 7. sina = 34, C0sa=34,18a =33y
2 s
| ® < .
sune
zégnymi - N Vi3 2V2 10
' 15 ﬂ
Brakujgca
dtugosé boku 17 3 V2 3/3
tréojkgta
ina 8 3 _3/13 2/2 _2/5 3/2 _ /6
17 V13 13 V10 > 3/3 3
cosa 15 2 _2/13 V2 _ /5 3 _ 43
17 N ERE /10 5 3/3 3
8 3 2/2 _ 3/2
dng 15 2 _2/13 | 2 _ /5 3 _ 3
17 J/13 13 J10 5 3/3 3
cosf3 8 3 _3v13 2\/5:2/? ﬁzﬁ
17 J/13 13 /10 5 3/3 3
8 3 2/2 2 3/2 2
P=36/2j
1
a. 57 c. —2 e. —4
b. 4y2+/3 d 3 f.103

PRZYKEAD 2. @ = 45°, B = 45°

31
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6.1.4. o @ cos60° = 1
tg60" =3 cos45° = @
tg 30° = @ cos180° =—1
sin90° =1 sin0° =0
6.15. a —3 d. @
b. =3 e.—1
c.2 f.—3
6.1.6. C 6.1.7. A 6.1.8. B 6.1.9. D 6.1.10. A
6.1.11. C 6.1.12. A 6.1.13. D 6.1.14. B 6.1.15. A
6.1.16. «=30",8=60" 6.1.17. 1
6.1.18. @ 6.1.19. P=24(3+/3) %, 0=12(1+/2 +3)
6.2.1. a. 0,4848 d. 0,9703
b. 0,4226 e. 0,9848
c. 28,6363 f. 0,0699
6.2.2. 22m
6.2.3. a.11,3cm b.7cm
6.2.4. 1485,88 m
6.2.5. 2192m
6.2.6. D 6.2.7. B 6.2.8. B 6.2.9. B 6.2.10. D
6.2.11. C
6.3.1. a.a=61
b. @ = 50°
c.a=38r
6.3.2. Katy ostre majg miary 26° i 64°.
6.3.3. 36
6.34. A 6.3.5. C 6.3.6. B 6.3.7. A 6.3.8. B
6.3.9. B 6.3.10. D
P.6.4.2 PRZYKLAD 2.2 PRZYKLAD 4.1
6.4.1. a.0 d. 2
b. —1 e.5
c1 f1
6.4.2. 2
6.4.3. 2
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Odpowiedszi

6.44. 3
4
6.45.*% a #90°
_ . 1 _ 1 si . _
L—(1+sma)<m—tga/>—m—tgﬁ+%—smatga—
COSZQ/
_ 1 . sing _ 1 _ sinfa _1-sina _ cosZa _ _p
~cosa ~ SIN@cosa T cosa T cosa@ . cosa  cosa OS¢
6.4.6.* @ #90°
. . 2 . . sina . sin®a
L=sina+sinatga =sina+sina——> =sina+——5 =
cos“ cos“
f—_}%_\
_ sinacos’a +sin®a _ sina(cos’a+sina) _  sing  _ tga _
= cosla = cosla = tosacosa ~ cosa — P
6.4.7. A 6.4.8. B 6.4.9. C 6.4.10. B 6.4.11. C
6.4.12. B 6.4.13. C 6.4.14. B 6.4.15. C 6.4.16. D
. V77 V77
6.51. a coscz':%, tga=,3 d.sine=-"g—, tga="
bsinazg, tgazg e.cosazalgo,thZ%
ccosazg, tgaZ% fsma—%, tga=%
6.5.2. a sma/Z%, cosazg f.sina=3g, cosa—%
8 _ 6 15 1
b. cosa 10’ 82=g g sina=5g,tga =5y
_ _ 5 _9
c.cosa =173, tga=15 h. cosa 21 8@ =70
d sma/—187,cosa/=% i sina =5¢, cosa %
e. sina %, tgaZ%
6.53. a cosazfa, ga/Z% d. sinazg, tga=2/6
b sma=¥, tga =22 e.COS(ZZ%, tga/Z%
c sma:T(S, cosa=¥ f. sina = io,cosd:@
6.5.4. g sma/=%, cosa’=% d. sina=%, cosa/=%—;
_4 _3
bcosa—s,tga 4 e.sina/Z%, tgaZ%
C. coOsa =5g, t a/:& 9 40
297 84701 f.sine =77, cosa =77
4
6.5.5. Zﬁ
S5
6.5.6. 9
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P.6.5.3

6.5.7.

6.5.8.
6.5.13.

PRZYKLAD 2. Nie
PRZYKEAD 3. Tak
PRZYKLAD 4. Tak
PRZYKLAD 5. Nie

a.5

b. 8

c. 12

d. 17

e. 12

C 6.59. C
3 6.5.14. 3

6.5.10. B

PRZYKEAD 6. Tak
PRZYKELAD 7. Nie
PRZYKELAD 8. Tak
PRZYKEAD 9. Tak
f. 29
g. 15
h. 40

i. 26

6.5.11. C

6.5.12. D
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Tablice tfrygonometryczne

al’ sina cosff| tga Bl°]
0 0,0000 0,0000 90
1 00175 0,0175 89
2 0,0349 0,0349 88
3 0,0523 00524 87
4 0,0698 0,0699 86
5 0,0872 0,0875 85
6 0,1045 0,1051 84
7 0,1219 0,1228 83
8 0,1392 0,1405 82
9 0,1564 0,1584 81
10 0,1736 0,1763 80
11 0,1908 0,1944 79
12 0,2079 02126 78
13 0,2250 0,2309 77
14 0,2419 0,2493 76
15 0,2588 0,2679 75
16 0,2756 0,2867 74
17 0,2924 0,3057 73
18 0,3090 0,3249 72
19 0,3256 0,343 71
20 0,3420 0,3640 70
21 0,3584 0,3839 69
2 0,3746 0,4040 68
23 0,3907 0,4245 67
24 0,4067 0,4452 66
25 0,4226 0,4663 65
26 04384 0,4877 64
27 0,4540 0,5095 63
28 0,4695 0,5317 62
29 0,4848 0,5543 61
30 0,5000 05774 60
31 0,5150 0,6009 59
2 0,5299 0,6249 58
3 0,546 0,6494 57
34 0,5592 0,6745 56
35 0,5736 0,7002 55
36 0,5878 0,7265 54
37 0,6018 0,7536 53
38 0,6157 0,7813 52
39 0,6293 0,8098 51
40 0,6428 0,8391 50
41 0,6561 0,8693 49
a2 0,6691 0,9004 48
43 0,6820 0,9325 47
44 0,6947 0,9657 46
45 0,7071 1,0000 45

a[”] |sina cosf| tga Bl
46 0,7193 1,0355 44
47 0,7314 10724 43
48 0,7431 1,1106 a2
49 0,7547 1,1504 41
50 0,7660 1,1918 40
51 0,7771 1,349 39
52 0,7880 1,2799 38
53 0,7986 1,3270 37
54 0,8090 1,3764 36
55 08192 1,4281 35
56 0,8290 1,4826 34
57 0,8387 1,5399 33
58 0,8480 1,6003 32
59 0,8572 1,6643 31
60 0,8660 17321 30
61 0,8746 1,8040 29
62 0,8829 1,8807 28
63 0,8910 1,9626 27
64 0,8988 2,0503 26
65 0,9063 2,1445 25
66 09135 2,460 24
67 0,9205 2,3559 23
68 0,9272 24751 2
69 0,9336 2,6051 21
70 0,9397 2,7475 20
71 0,9455 2,9042 19
72 0,9511 3,0777 18
73 0,9563 3,2709 17
74 0,9613 3,4874 16
75 0,9659 3,7321 15
76 0,9703 4,0108 14
77 0,9744 4,3315 13
78 0,9781 4,7046 12
79 0,9816 5,146 1
80 0,9848 5,6713 10
81 0,9877 6,3138 9
82 0,9903 7,1154 8
83 0,9925 8,143 7
84 0,9945 9,5144 6
85 0,9962 11,4301 5
86 0,9976 14,3007 4
87 0,9986 19,0811 3
88 0,9994 28,6363 2
89 0,9998 57,2900 1
90 1,0000 - 0
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