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Planimetria

Gdyby ktos zadat nam pytanie: ,Kto kojarzy ci sie z geometrig?”, to jednym tchem wymienilibysmy Pitagorasa
(ur. ok.572r. p.n.e.) i Talesa (ur. ok. 627 r. p.n.e.). | rzeczywiscie mozna stwierdzi¢, ze od tych dwdch uczonych zaczeto
sie wszystko, co jest zwigzane z geometrig. To oni zaadaptowali wiele odkryc¢ egipskich i babilorskich uczonych, twér-
czo je rozwijajgc. Myli sie jednak ten, kto mysli, ze najbardziej znane twierdzenie na $wiecie dotyczace geometrii,
czyli twierdzenie Pitagorasa, zawdzieczamy tylko jemu samemu. Dokumenty pozostate po niezaleznie rozwijajgcych
sie cywilizacjach Babilonu i Egiptu pokazujg, ze zaleznosci bokéw w tréjkatach prostokatnych byty znane juz duzo
wczesniej. Pitagoras — ,,supergwiazda” matematyczna czaséw starozytnych — zaczat jednak te wiedze porzgdkowaé
i za Talesem, z ktérym prawdopodobnie sie spotkat, udowadnia¢ dawne twierdzenia. Niektorzy twierdza, ze Pitago-
ras byt nawet uczniem starszego od niego Talesa. Pitagoras dtugo podrdzowat, odwiedzajgc zaréwno Babilonie, jak
i Egipt. Oczywiscie nie mozna odebra¢ mu chwaty za uporzgdkowanie tych obserwacjii sformutowanie stynnego twier-
dzenia. Pokazuje to, ze rozwdj cywilizacyjny wymusza niejako odkrycia matematyczne. O ile Pitagoras miat bardzo
idealistyczne podejscie i poswiecit sie gtéwnie nauce i zatozonemu przez siebie Zwigzkowi Pitagorejskiemu, o tyle
Tales stosowat swojg wiedze w praktyce, mierzac chociazby wysokos$¢ piramid z wykorzystaniem cienia.

WSrdd znalezionych przez archeologdéw 500 tysiecy glinianych tabliczek pochodzacych z Babilonu, sprzed niemal
3500 lat, trzysta dotyczy matematyki. Jedng z najstynniejszych jest tabliczka Plimpton 322. Nazwa pochodzi od na-
zwiska amerykanskiego dziennikarza George’a Arthura Plimptona, ktéry oznaczyt jg numerem 322 w swojej kolek-
cji. Tabliczka wypetniona znakami pisma klinowego zawiera cztery kolumny, ktére wydajg sie liczbami zapisanymi
w szescdziesigtkowym uktadzie pozycyjnym. Okazuije sie, ze wsrdd tych liczb znajduja sie trojki pitagorejskie, czyli
liczby spetniajgce twierdzenie Pitagorasa. Mozna z niej odczytac chociazby tréjkaty prostokatne o dtugosciach bokéw
3,4,5czy 5,12, 13. Nie bytoby w tym nic dziwnego, gdyby nie fakt, ze tabliczka datowana jest na przedziat czasowy
ok. 1800 — 1600 . p.n.e. — ponad 1000 lat przed narodzinami Pitagorasa!

Drugg wspaniale rozwijajgca sie cywilizacjg byt Egipt. Po Egipcjanach rdwniez zachowato sie duzo dokumentdw, ale
w odrdznieniu od Babilorczykdw uzywali oni do zapisu papirusu. Najlepszym odzwierciedleniem tego, co dziato
sie w egipskim matematycznym Swiecie, jest papirus Rhinda. Nazwa pochodzi od nazwiska szkockiego egiptolo-
ga Henry’ego Rhinda, ktéry odkryt ten dokument w 1858 roku. Jest to zbidr 87 zadan arytmetycznych i geometry-
cznych, jakimi zajmowali sie Egipcjanie, a powstat ok. 1650 roku p.n.e. Papirus Rhinda zawiera rozwigzania krok po
kroku, nawet ze szkicami rysunkow. Spisat go skryba Ahmes — podat on réwniez informacje, ze nie jest autorem, lecz
tylko kopiowat starszy dokument z okoto 1800 roku p.n.e. Wydawac¢ by sie mogto, ze budowniczy niewyobrazalnie
wielkiej, jak na tamte czasy, piramidy Cheopsa musieli zna¢ réwniez zasady, jakimi rzadzg sie tréjkaty prostokatne.
A jednak w papirusie Rhinda nic o tym nie ma, mimo ze przypuszcza sie, ze zawarte w nich zadania musieli sobie
przyswoic skrybowie krélewscy.

Czy oznacza to, ze jednak Egipcjanie nie wiedzieli nic o wtasnosciach tréjkata prostokgtnego? Nic bardziej mylnego.
Po kazdym wylewie Nilu Egipcjanie na nowo mierzyli swoje dziatki rolne. Na zalanych terenach rozmywaty sie miedze
i trzeba byto wyznacza¢ pola ponownie — od powierzchni pola zalezaty podatki. Jedng z podstawowych miar po-
wierzchni byt prostokat o wymiarach 1 tokie¢ na 100 tokci. Jednak do doktadnego wyznaczenia tego prostokata
potrzebny byt kat prosty. Okazuje sie, ze Egipcjanie rozwigzywali ten problem, korzystajgc ze znakomitego narzedzia.
Wiazali na sznurze w rownych odstepach wezly i tworzyli z niego trojkat o bokach majgcych dtugosc 3, 4, 5 weztdw,
wiedzac, ze najwiekszy kat jest kgtem prostym! Nic dziwnego, ze dzisiaj tréjkat o takich bokach nazywamy egipskim.
Nie wyobrazamy sobie matematyki bez geometrii, ktdra jest jej swoistym fundamentem. Pieknie puentuje to napis
umieszczony nad wejsciem do Akademii Platonskiej, ktory brzmi: ,,Niech nie wchodzi tu nikt, kto nie zna geometrii”.
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ZADANIA UTRWALAJACE zadania umozliwiajgce utrwalenie zdobytych wiadomosci

n
>

*

N
—
>
—
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zadania z zakresu danego dziatu, opracowane na wzér zadan maturalnych,

— ZADANIA TESTOWE . . e L
stanowigce powtorzenie i sprawdzenie wiedzy

odestanie do zadan testowych dostepnych w formie interaktywnej
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/.A » Kagty. Czworokgty iich podziat. Trojkgt i jego punkty charakte-
rystyczne

» Rodzaje kgtow
P (
PODZIAL KATOW (w zaleznosci od miary kgta) PRZYKtAD 2 P.7.A.1

Kat zerowy (@ = 0°)

Kat ostry (0° < a < 90°)

Katy wypukte (0° < a < 180°) Kat prosty (@ = 90°)
[}

Kat rozwarty (90° < @ < 180°) \< :

Kat potpetny (o = 180°) m

Kat wklesty (180° < @ < 360°) C

(e

Kgt petny (a = 360°)

PODZIAL KATOW (w zaleznosci od PRZYKLAD
potozenia kgtéw wzgledem siebie)

Katy przylegte E P.7.A.2

Dwa katy wypukte sg przylegte, jesli majg jedno ramie

wspdlne, a dwa pozostate ramiona uzupetniajg sie do
proste;j. 3
) a+y =138 +42° =180°
P

Katy przylegte tworzg razem kat potpetny. B+06 =138 +42° =180°
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Kgty wierzchotkowe g P.7.A.3
Dwa wypukte katy sa wierzchotkowe, gdy maja wspol-
ny wierzchotek, a ramiona uzupetniajg sie do prostych. /k\
)
; A ot ] b a=87,8=87
Katy wierzchotkowe majg réwne miary. v \a
y=93,0 =93
Katy odpowiadajgce V P.7.A.4
k I
Jezeli prosta m przecina pare réwnolegtych prostych 06 0 b\ @ m
k i I, to utworzone w ten sposdb zostaty nastepujace v\ c \@
katy:
» odpowiadajace: @ =a, 8 = b, e-a= 620 g e 1180
= b= B=b=62 —,d—118
> e e = 6 A = Kagty naprzemianlegte E P.7.A.5
Katy odpowiadajace i naprzemianlegte majg réwne B 5 b d .
a=b=128 y=d=52°
B=a=128 0=c=52

PRZYKLAD

Kat « jest trzy razy mniejszy od kata do niego przylegtego. Oblicz miare kata @.

1° Skoro katy sg przylegte, to tworzg razem kat a+3a =180
potpetny (180°). Mozemy wiec zapisaé rownanie. 40 =180 |: 4
a =45

2° Miara kata @ wynosi 45°.

ZADANIA UTRWALAJACE

7.A.1. Oblicz miary @ i B, korzystajac z danych przed- ~ 7.A.2. Oblicz miary katéw «, B i 7, korzystajac
stawionych na rysunku. z danych przedstawionych na rysunku.

a8
2 ag?i
\7

N
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» Wielokgty — podstawowe wtasnosci

WEASNOSCI PRZYKLAD

Wielokat (n-kat) posiada n bokdw i n wierzchotkdw.

Przekatna wielokgta to odcinek tgczacy wierzchotki wielokata,
niebedacy jego bokiem.

Wielokat foremny to wielokat, ktérego boki majg réwne
dtugosci, a katy wewnetrzne majg réwne miary. /\
TWIERDZENIE

Liczba przekatnych w wielokgcie majgcym n bokéw (n € N, n = 3) jest réwna:

n(n—3)
2

TWIERDZENIE

Suma katéw wewnetrznych wielokgta majacego n bokéw (n € N, n = 3) jest réwna:

180° -(n—2)
Tréjkgt §=180"-(3—2) =180 ‘ P.7.A.6
Czworokgt §=180"-(4—2)=180"-2 = 360° 2 P.7.A.7
Szesciokat $=180"(6—2)=180" -4 =720° 2 P.7.A.8

Jeden kat trojkata ma miare 54°. Z pozostatych dwdch katow tego tréjkata jeden jest 6 razy wiekszy od drugiego.
Znajdz te katy.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy i oznaczamy brakujgce katy jako c
@ oraz 6a.
« 54°
A B
2° Suma katéw w trojkacie wynosi 180°, wiec uktadamy réwnanie. a+6a+54 =180°
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3° Rozwigzujemy réwnanie. 7a = 180° — 54°
7a=126 |17
a=18
4° Obliczamy kat 6a. 60 =618 =108

5° Szukane katy majg miary 18°i108°.

PRZYKLAD i r7.a10

Dany jest oSmiokat foremny. Oblicz:
a. sume miar katéw wewnetrznych, c. liczbe przekatnych.
b. wartos¢ kata wewnetrznego,
odp. a. Korzystamy ze wzoru na sume katéw: S = (n—2)-180°. $=(8—2)-180° =6-180° = 1080’

odp. b. Wartos¢ kata wewnetrznego otrzymamy, dzielgc sume katéw 1080° : 8 = 135°
wewnetrznych przez ich liczbe.

4
-3 8-(8—3 -5
odp. c. Korzystamy ze wzoru na liczbe przekatnych: d = M+) d= ( 3 ) = SZ =20

1

ZADANIA UTRWALAJACE

7.A.3. Jeden z katow tréjkata ma miare 81°. Z pozostatych dwdch katéw tego tréjkata jeden jest o 17° mniejszy
od drugiego. Znajdz te katy.

7.A.4. Stosunek miar katow pieciokata wypuktego wynosi
2 :3 .4 :5:6.Znajdzte katy.

7.A.5. Oblicz sume miar katow siedmiokata wypuktego.

7.A.6. Oblicz wartos¢ kata wewnetrznego dziesieciokata foremnego.

7.A.7. Oblicz liczbe przekatnych dziewieciokata foremnego.

» Podziat czworokgtow iich najwazniejsze wtasnosci 2 P.7.A.11
FIGURA Kwadrat Prostokat
a a d
d
b




DEFINICJA

WZOR NA POLE
POWIERZCHNI
WZOR NA OBWOD

INNE WAZNE
INFORMACJE

FIGURA

DEFINICJA

WZOR NA POLE
POWIERZCHNI

WZOR NA OBWOD

INNE WAZNE
INFORMACJE

FIGURA

DEFINICJE

WZOR NA POLE
POWIERZCHN]I

WZOR NA OBWOD

INNE WAZNE
INFORMACJE

Kwadrat to prostokat o wszystkich
bokach rownych.

P=a?
O =4a
d=ay2;d — przekatna

Romb

d>

dy

/4

a

Romb to réwnolegtobok o réwnych
bokach.

P=a-h

o= %dl -d,; d;, d, — przekatne
0 =4a

a+ (=180

Trapez

[\ «

Planimeftria
Prostokat to réwnolegtobok
o wszystkich katach wewnetrznych
prostych.
P=a-b

O=2a+2b

d=+ya*+b?; d — przekatna

Réwnolegtobok

hy

a [

a

Trapez to czworokat o co najmniej
jednej parze bokéw réwnolegtych.

P=3(a+b)-h
O=a+b+c+d

a+ =180

a

Réwnolegtobok to czworokat o
dwdch parach bokéw rownolegtych.

P=a-h,=b-h,

O=2a+2b
a+ =180
Deltoid
a a
d2 .
d;
b b

Deltoid to czworokat symetryczny
wzgledem jednej z przekatnych,

w ktérym dwie pary sasiednich bo-
kéw, wychodzacych z wierzchotkéw
potozonych na osi symetrii, sg réwne.

= %dl -d,; d, d, — przekatne

O0=2a+2b
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WEASNOSC Réwnolegtobok | Prostokgt

Co najmniej jedna para bokéw

réwnolegtych. TAK TAK TAK TAK TAK
Dwie pary bokéw rownolegtych. TAK TAK TAK TAK
Dwie pary bokéw rownych. TAK TAK TAK TAK
Wszystkie boki rowne. TAK TAK
Katy wewnetrzne sg réwne

. TAK TAK
I proste.

Réwne przekatne. TAK TAK
Przekatne przecinaja sie pod TAK TAK
katem prostym.

Przekatne dzielg sie na potowy. TAK TAK TAK TAK
Przekatne zawieraja sie TAK TAK

w dwusiecznych.

Tabela powyzej wskazuje, ze:
P Kazda wtasnosc trapezow jest rowniez wiasnoscig rownolegtobokdw, prostokgtow, rombow i kwadratow.
» Kazda wtasnosc réwnolegtoboku jest rowniez wiasnoscig prostokgtéw, rombow i kwadratow.

» Kazda wtasnos¢ prostokatdw jest rowniez wtasnoscig kwadratow.

» Kazda wtasnos¢ rombow jest rowniez wiasnoscig kwadratow.

PRZYKLAD i r7a12

Przekatna prostokata jest o 1 dtuzsza od jednego z bokdw, a drugi bok ma dtugosé 9. Oblicz pole i obwdd tego
prostokata.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.
0 x+1
X
2° Uktadamy réwnanie, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa X+92=(x+1)
i obliczamy, brakujgcg dtugosé. +81=x"+2x+1
—2x=1—-81
—2x=—-80 [:(-2)
x =140
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3° Obliczamy pole i obwdd prostokata. P=a-b=9-40=360
0=20+2b=2-9+2-40=18+80=98

4° Pole prostokata wynosi 360 j2, a obwod 98 j.

PRZYKLAD 7 EXARE

Pole rombu wynosi 120, a jedna z przekgtnych ma dfugosé 10. Oblicz obwdd tego rombu.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Obliczamy dtugos¢ drugiej przekatnej, korzystajgc ze wzoru % -10-d, =120
na pole rombu:PZ%-dl-dz. 5d,=120 |:5
d,=24

3° Obliczamy potowy przekatnych oraz dtugos¢ boku rombu, %dl =5
korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa.

la,=12
a’=5"+12*
a’=25+144
a’ =169
a=,169 =13
4° Obliczamy obwdd rombu. O0=4a=4-13=52

5° Obwdd rombu wynosi 52.

ZADANIA UTRWALAJACE

7.A.8. Przekatna prostokata jest o 8 dtuzsza od jednego z jego bokdw, a drugi bok ma
dtugosc 12. Oblicz pole i obwdd tego prostokata.

7.A.9. Oblicz pole trapezu rownoramiennego, ktérego ramiona i krotsza podstawa
majg dtugosc 13, a wysoko$¢ réwna sie 5.

7.A.10. Pole rombu wynosi 96, a jedna z przekatnych ma dtugos¢ 12. Oblicz obwod
rombu.

7.A.11. Trapez prostokatny, w ktérym dtuzsza podstawa jest réwna 12, zostat podziel-
ony krotszg przekatng na tréjkat prostokatny i tréjkat rdwnoboczny. Oblicz pole tego
trapezu.
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» Trojkagty iich najwazniejsze wtasnosci

FIGURA Trojkat réznoboczny
A

B

B
WZOR NA POLE polop P=yp(p—a)p—b)p—c);
POWIERZCHNI 24 p — potowa obwodu

(0]

WZOR NA OBWOD =a+b+c

atb>c i atc>b i btc>a

WARUNEK ISTNIENIA L, ) . L. L .
TROJKATA Suma dtugosci dwdch bokdw tréjkata musi by¢ wieksza od dtugosci trzeciego

boku.

» Charakterystyczne odcinki i punkty w tréjkgcie 2 P.7.A.14

Srodkowa Dwusieczna

C

2
A 1 1 B
TN

Przeciecie srodkowych jest Srodkiem ciezkosci tréjkata  Przeciecie dwusiecznych jest Srodkiem okregu wpisa-
(barycentrum). nego w tréjkat.

C

C
A B
Proste zawierajgce wysokosci przecinajg sie w jednym  Przeciecie symetralnych jest sSrodkiem okregu opisa-
punkcie, ktére nazywamy ortocentrum. nego na tréjkacie.

A Lias| / lag B
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» Podziat frojkgtow

FIGURA Trojkgt rownoboczny Trojkgt prostokgtny

P.7.B.6
a

a
WZOR NA POLE /3 pelop
POWIERZCHNI P==—3 -2
WZOR NA OBWOD 0=3a O=a+b+c

INNE WAZNE h= af a?+b*=c? P.7.A.15
INFORMACJE h — wysokoé¢ tréjkata twierdzenie Pitagorasa

STOSUNEK DLUGOSCI BOKOW W CHARAKTERYSTYCZNYCH TROJKATACH
PROSTOKATNYCH

‘A r7.A16 A r7.A17 o |30 60| o0

boki X X«/§ 2x

NG " boki X X |xy2
X

Podstawa tréjkata rownoramiennego ma dtugosc 14, a ramie ma dtugos¢ 25. Oblicz pole tego tréjkata.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami. C
2° Wysoko$¢ dzieli podstawe na dwie réwne czesci. 25 h \25
7/ 1 5
A 14

3° Z twierdzenia Pitagorasa uktadamy réwnanie i obliczamy h.  h? + 7% = 252
h?+49 = 625
h? = 625 —49
h?>=576 = h=,576 = 24

11
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o AI; o 1 ,_1 _ _
4° Obliczamy pole tréjkata. Pr=5 ah = 5 14-24=7-24=168

5° Pole tréjkata wynosi 168 j.

ZADANIA UTRWALAJACE

7.A.12. Podstawa tréjkata réwnoramiennego ma dtugos¢ 36, a ramie ma dtugos$¢ 30. Oblicz pole tego tréjkata.

7.A.13. W okregu poprowadzono cieciwe o dtugosci 24, ktdra jest oddalona od srodka okregu o 5. Oblicz obwdd
tego okregu.

7.A.14. Pole szesciokata foremnego wynosi 96./3 . Oblicz dtugosci przekatnych tego szeiciokata.

7.A.15. W trdjkacie drugi kat jest dwa razy wiekszy od pierwszego, a trzeci jest o 30° wiekszy od drugiego. Oblicz
dtugos¢ bokdw tego trojkata, wiedzac, ze obwdd jest réwny 12(/3 +1).

ZADANIA TESTOWE. Sposrod podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

7.A.16. Korzystajac z danych przedstawionych na rysunku, mozna
stwierdzi¢, ze kat @ ma miare: @

A. 70 C. 74 @'@’

B. 80° D. 110°

7.A.17. Srodek okregu wpisanego w trojkat lezy na przecieciu:

A. symetralnych, B. srodkowych, C. wysokosci, D. dwusiecznych.

7.A.18. Kat wewnetrzny dwunastokata foremnego ma miare:

A. 135 B. 180° C. 150° D. 165°

7.A.19. Liczba przekatnych osmiokgta foremnego wynosi:

A. 32 B. 14 C. 40 D. 20

7.A.20. W tréjkacie jeden z katdéw ma miare 45°. Z pozostatych dwdch katow tego trdjkata jeden jest cztery razy
mniejszy od drugiego. Miary pozostatych katow to:

A. 20°i80° B. 15°i60° C. 27°i108" D. 35°i105

12



Planimetria

7.A.21. Suma katow dziewieciokata foremnego wynosi:
A. 1260° B. 1440° C. 1620° D. 1080°

7.A.22. W tréjkacie rownoramiennym podstawa ma dtugos¢ 48, a ramie ma dtugosé 25. Wysokos¢ opuszczona
na podstawe ma dtugosc:

A.7 B. /1201 C.24 D. /674

7.A.23. Obwdd prostokata jest rowny 36. Jezeli stosunek dtugosci jego bokdw jest rowny 5 : 4, to krdtszy bok
tego prostokata jest rowny:

A. 8 B. 10 C.9 D. 12

7.A.24. Dany jest szeciokat foremny, ktorego krotsza przekatna ma diugosé 4./3 . Pole tego szesciokata jest
réwne:

A. 48 B. 4,3 C. 963 D. 24,3
7.A.25. Dany jest trapez rGwnoramienny (zobacz rysunek), w ktérym D C
|BC|=|AD|=|DC|= 29, a wysokos¢ trapezu jest réwna 21. Dtugos¢
| AB| wynosi:
A. 20 C.71
A B
B. 40 D. 69

LADANIA OTWARTE

7.A.26. Stosunek katéw pieciokata wypuktegowynosi 3 @ 4 @ 5 : 7 : 8. Oblicz katy tego

pieciokata. 2 pki

7.A.27. Dwie proste przeciety sie w punkcie S. Oblicz @ i 53, 2 pki
postugujac sie danymi z rysunku.

=
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7.1 » Stosowanie zaleznosci miedzy kgtem srodkowym i kgtem
wpisanym

» Okrggikoto

Okrgg Okregiem o srodku w punkcie S i promieniu r, r > 0 na-
zywamy zbidr wszystkich punktow ptaszczyzny, ktérych
odlegtos¢ od punktu S jest réwna r. Okrag bedziemy
oznaczaé o(S,r).

promien r

$rednica

Koto Kotem o s$rodku w punkcie S i promieniu r, r >0
nazywamy zbidr wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktérych
odlegtos¢ od punktu S jest mniejsza lub rowna r. Koto
bedziemy oznaczaé k(S,r).

» ZaleznoS¢ miedzy kgtem srodkowym i kgtem wpisanym

DEFINICJA PRZYKtAD
C

Katem wpisanym w okrag nazywamy kat wypukty, ktérego wierzchot-
kiem jest dowolny punkt na okregu, a w ramionach tego kata zawierajg B
sie cieciwy.

Katem srodkowym nazywamy kat, ktérego wierzchotkiem jest Srodek
okregu.

W praktyce stosujemy skrocony sposdb zaznaczania obu kgtéw — zamiast rysowac potproste CA i CB oraz SA
i SB, zaznaczamy jedynie cieciwy (w przypadku kata wpisanego) lub promienie (w przypadku kata sSrodkowego).
Mowimy réwniez, ze kat (Srodkowy lub wpisany) opiera sie na danym fuku (w naszym przypadku tuku AB).

Miara kata Srodkowego jest wprost proporcjonalna do dtugosci tuku, na ktérym oparty jest ten kat. Oznacza to,
ze np. katowi trzy razy wiekszemu odpowiada trzy razy dtuzszy tuk, a katowi dwa razy mniejszemu odpowiada
dwa razy krotszy tuk.

14
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PRZYKtAD P.7.1.2

Trzy punkty podzielity okrag na trzy tuki, ktérych dtugosci sg w stosunku 2 : 3 : 4. Oblicz miary katow Srodko-
wych opartych na poszczegdlnych tukach.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy.
a, B, 7 to katy $srodkowe oparte na poszczegdlnych tukach.

A‘%

2° Jesli tuki pozostajg w stosunku 2 : 3 : 4, to rowniez katy pozostajg a:B:ry=2:3:4
w takim stosunku.

3° Wprowadzamy zmienng x, (x > 0), ktdra oznacza pewien kat a=2x
i zapisujemy wartosci kagtéw z wykorzystaniem tej zmiennej. B = 3x
Y =4x
4° Wszystkie trzy katy tworzg kat petny, 2x + 3x + 4x = 360°
wiec mozemy zapisac réwnanie. 9x = 360°
x =40°
5° Obliczamy miary poszczegdlnych katow. a=2x=2-40° = 80°

B =3x=3-40" = 120°
7 =4x=4-40° = 160°
6° Katy Srodkowe majg miary 80°,120°, 160°.

PRZYKtAD P.7.1.3

Oblicz miare kata srodkowego opartego na tuku, ktérego dtugosé jest rowna % dtugosci okregu.

40
1° Skoro dtugosc tuku, na ktérym oparty jest kat, to % dtugosci catego a= % -360° = 160°
okregu, to miara kata wynosi % kata petnego (360°). 1

2° Kat Srodkowy wynosi 160°.

TWIERDZENIE PRZYKLAD P.7.1.4
C

Kat wpisany
A B =27
Jezeli kat wpisany i kat érodkowy oparte s na tym sa- Kat érogl)kowy
mym tuku, to miara kata srodkowego jest dwa razy a =54
wieksza od miary kata wpisanego. A
czylia =28

A I
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PRZYKLAD 1 ‘d 715

Uzupetnij miare kata Srodkowego, postugujac sie rysunkiem.

[

Kat srodkowy = 100°, kat wpisany = 50°.

PRZYKLADY DO CWICZEN

Uzupetnij wartosci miar kata Srodkowego lub kata wpisanego, postugujgc sie rysunkiem.

PRZYKLAD 2. PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4.
PRZYKLAD 5. PRZYKLAD é.

2987

PRZYKLAD i v

Oblicz miare kata wpisanego opartego na fuku, ktérego dtugosé jest réwna % dtugosci okregu.

20
1° Obliczamy miare kata srodkowego. a= % -360° = 100°
1

16



Planimetria

2° Obliczamy miare kata wpisanego, ktéry jest potowa kata 2 —100° : 2=50

srodkowego.

3° Kgt wpisany ma miare 50°.

PRZYKtAD

Punkt O jest srodkiem okregu (zobacz rysunek). Oblicz miare kata
LKM.

1° Obliczamy miare kata LOM. |<LOM|=360" — 110" — 130" =120°

2° Kat LOM jest katem srodkowym opartym na tym samym tuku co |<LKM|= 120" : 2 = 60°
kat srodkowy LKM, wiec jest dwa razy mniejszy.

3° Szukany kat ma miare 60°.

PRZYKtAD P.7.1.8

Srednice AB i CD okregu o $rodku S przecinaja sie pod katem 56° 5

(zobacz rysunek). Podaj miare kata «. D ‘.\
M

Cc
A
1° Kat ASC jest wierzchotkowy do kata DSB, wiec mozemy obliczyc¢ |<ASC|=|<DSB|= 56
jego miare.
2° Mozna zauwazy¢, ze na tuku DB oparte sg katy DSB oraz DMB (a).
3° Z twierdzenia o katach srodkowym i wpisanym opartych na tym a= % -|<DSB|= % 56" =28

samym tuku wynika, ze kat « jest potowa kata DSB.

4° Miara kata @ wynosi 28°.

17
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PRZYKtAD

Punkt O jest srodkiem okregu. Oblicz kat @ zaznaczony na rysunku.

\%

1° Obliczamy kat AOB z sumy katéw w tréjkacie. |<<AOB|= 180" — 40° —90° = 50°

2° Kat @ jest katem wpisanym opartym na tym samym tuku co kat 50°, @ =50° : 2 = 25°
wiec jest dwa razy mniejszy.

3° Kgt @ ma miare 25°.

PRZYKtAD P.7.1.10

Punkt O jest srodkiem okregu. Oblicz miare kata «.

niczy, zaznaczajgc dodatkowy kat.

‘ B
A
Q50 c
1° Wykonujemy rysunek pomoc- B
A ‘
2° Obliczamy kat wklesty /3 (patrz 8 +150° = 360°

rysunek), wiedzac, ze ten kat B =360"—150° = 210° @ c
razem z katem 150° tworzy kat W

petny o wartosci 360°.

3° Korzystamy z twierdzenia a=p:2=210 : 2=105

o kacie srodkowym £ i kacie

wpisanym & opartych na tym

samym tuku.

4° Kgt @ ma miare 105°.

18
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ZLADANIA UTRWALAJACE

7.1.1. Oblicz miare kata Srodkowego opartego na % dtugosci okregu.

7.1.2. Oblicz miare kata wpisanego opartego na % dtugosci okregu.

7.1.3. Punkty A, B i C lezg na okregu o srodku O C + 7713
(zobacz rysunek). Oblicz zaznaczony na rysunku kat T
Srodkowy AOB.

>
‘
y

A B
7.1.4. Punkt O jest Srodkiem okregu o $rednicy AB 7.1.5. Punkty E, F, G, H dzielg okrag na 4 rowne tuki.
(zobacz rysunek). Oblicz miare kata «. Oblicz miare kata wpisanego EGH zaznaczonego na
rysunku.

P

H/\G
W | @

A
7.1.6. Punkt S jest srodkiem okregu. Oblicz miare kata ~ 7.1.7. Punkt O jest srodkiem okregu 7717
wpisanego & zaznaczonego na rysunku. (zobacz rysunek). Oblicz miare kata T
LKM.

£

7.1.8. Kat wpisany jest o 38° mniejszy od kata Srodkowego opartego na tym samym tuku co kgt wpisany. Oblicz
miary obu tych katow.
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W szczegdlnym przypadku, jesli kat Srodkowy ma miare 180°, czyli jest oparty na pétokregu (mowimy réwniez, ze
jest oparty na srednicy), to kat wpisany, oparty na tym samym tuku, ma miare 90°.

TWIERDZENIE Z P.7.1.11

a =90
Kat wpisany, oparty na potokregu, jest kagtem prostym. 5=90
y =90°
(
TWIERDZENIE Z P.7.1.12
Katy wpisane, oparte na tym samym fuku, sg réwne.
a=p=y
Mozemy réwniez uogdlnié, ze katy wpisane oparte na
tukach tej samej dtugosci majg te same miary.
Powyzsza zaleznos$¢ wynika z twierdzenia o kacie wpisanym i Srodkowym.
Skoro |[<ESD|=2a =28 =2y,toa=B=7.
(
TWIERDZENIE Z P.7.1.13

majg te same miary.

Katy sSrodkowe oparte na tukach tej samej dtugosci ’ 45 a=4

20



PRZYKtAD

Planimeftria

Na okregu o sSrodku O lezg punkty A, B, C, D. Odcinek AB jest srednicg
tego okregu, a kat miedzy tg srednicg a cieciwg AC jest rowny 20° (zo-
bacz rysunek). Kat @ zawarty jest miedzy cieciwami AD i CD. Oblicz
miare kata @.

1° Tréjkat AOC jest rwnoramienny, wiec | <CAO | =|<ACO|= 20°.
2° Korzystamy z sumy katéw w tréjkacie i obliczamy kat AOC.

3° Kat AOC jest katem srodkowym opartym na tym samym tuku co kat
wpisany &, wiec « jest potowg tego kata.

4° Miara kata @ wynosi 70°.

PRZYKtAD

A 20°)

|<AOC|= 180" —20° —20° = 140°

a=|<A0C|: 2=140" : 2=170°

Okrag o $rodku S podzielono punktami P, P,, P;, P,, Ps, Py na szes¢
rownych tukdw. Uzasadnij, ze |<<PsP, P, | = 2 -| <P, P, P;|.

1° Obliczamy miare kata srodkowego PSP, opartego na % dtugosci
catego okregu.

2° Kat wpisany PP, P, jest oparty na tym samym tuku co kat $rodkowy
P,SP;.

3° Obliczamy miare kata srodkowego P, SP; opartego na % dtugosci
catego okregu.

4° Kat wpisany P, P, P, jest oparty na tym samym tuku co kat Srodkowy
P,SP;.

5° Zatem | <P P, Py | = 2| <P, P, P; |

60
|4PsSP,| = 2 360" = 120°
1

_1 _
| APgPy Py | =5 [Py SPy | =

-2
_l o __ o
=5120 =60

|4P,SP;| =5 360° = 60°

_1 —
[Py Py P3| = 5 [Py SPs | =
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ZADANIA UTRWALAJACE

7.1.9. Dany jest okrag o Srodku S. Oblicz miare kata «.

BOSE

7.1.10. Dany jest okrag o srodku S. Oblicz miare kata «.

ARG

7.1.11. Dany jest prostokat ABCD. Okregi D C + 2.7.1.11

o Srednicach AB i AD przecinajg sie w
punktach A i P (zobacz rysunek). Wykaz, e
ze punkty B, P i D sg wspétliniowe.
A B
\\ %?fﬁ?’;m %%.,,, Gl
2
%%‘ <
oz \
.%%e% E ~ 7.1.12. W okrag o érodku S wpisano tréjkat réwnoboczny ABC (zobacz C 4
% < rysunek). Miara kata srodkowego ASB jest réwna: A
L=
'/ A. 60° C. 150°
v B. 120° D. 30°
o i
{ =
- L e
— < \\\“ ‘fg 2 ,
= A2 . \ k




1.(dpkt)Rozwiainler6wm$é|z:+a|+|,_4|57_,(.

7.1.13. Kat wpisany oparty na % dtugosci okregu ma miare:

A. 139° B. 140° C. 70°
%,
9%%
"y
7.1.14. Punkt S jest Srodkiem okregu. Kat wpisany @ ma miare:
A. 70° C. 130°
B. 220° D. 55°

7.1.15. Okrag o srodku P zostat podzielony punktami na osiem réwnych
tukéw. Miara kata wpisanego BGD zaznaczonego na rysunku wynosi:

/ ~ 7.1.16. Kat srodkowy oparty na % dtugosci okregu ma miare:
A. 135° B. 67,5 C.270°
/
7.1.17. Punkty K, L, M lezg na okregu o Srodku O (zobacz rysunek). Miara
zaznaczonego kata wpisanego KLM jest réwna:

A. 85° C. 170°
m B. 95 D. 120
A

3
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< 1. (4pk) Rozwiai nierownosé 2x-+ 31+ x4 < 7y, e oo
E 7.1.19. Punkt S jest sSrodkiem okregu. Kat @ zaznaczony na rysunku ma
miare: A R = 2 X N
\ mzf:mienny ABCD o Podstay
- 226, 2@ preekatna trapes
<. @ s
% A. 120° C. 240°
g
= B. 60° D. 80°
1 RS
= S
7.1.20. Punkt S jest $rodkiem okregu. Kat & zaznaczony na rysunku ma W
miare:
>N
E %% A. 60° C. 120°
2 . : : JEeRaesmaae:
E B. 90 D. 240

7.1.21. Suma katow: srodkowego i wpisanego opartych na tym samym tuku wynosi 231°. Miara kata wpisanego
jest réwna:

A. 115,5° B. 77° C. 154° D. 231°

N,

MATURA

%,

- A.a<pB<y Ca=B+y A '«
\IB_SD

7.1.22. Punkt S jest Srodkiem okregu. Prawdg jest, ze: b

B. 3<7y<a D. A<a=<y

MATURA — ZADANIA OTWARTE

MATURA

7.1.23. Oblicz miary katéw: srodkowego i wpisanego opartych na % dtugosci okregu. 2 pkt
__-7.1.24. Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o srodku w punkcie S
a\"dm

2 pki “SZE ’
swMiara kata ABC jest rowna 35° (zobacz rysunek). Oblicz miare kata @ A

‘ B
——zaznaczonego na rysunku. /A‘W =
A
gt

C




Planimetria

/.B » Okregi wpisane w wielokgt i opisane na wielokgcie,
w szczegolnosci wpisane w frojkgt i opisane na trojkgceie

» Okregi opisane na wielokgcie

(
DEFINICJA 2 P.7.B.1
E D
Okrag jest opisany na wielokacie (lub wielokat ¢
jest wpisany w okrag), gdy kazdy wierzchotek tego F C
wielokata jest punktem okregu. B
A B A

Na wielokacie mozna opisac okrag, gdy symetralne
wszystkich jego bokdw przecinajg sie w jednym punk-
cie. Punkt ten jest Srodkiem okregu.

PRZYKLAD

Dane sg dwa czworokaty: prostokat oraz romb (niebedgce kwadratami). Czy mozna na nich opisac okrag?

Symetralne bokdéw prostokata bedg sie parami  Symetralne rdwnolegtych bokdéw rombu bedg do sie-
pokrywac, a dwie proste zawsze sie przecinajg — za-  bie rdwnolegte i roztgczne — zatem na rombie nie da
tem na prostokacie mozna opisac okrag. sie opisac okregu.
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TWIERDZENIE Z P.7.B.2

Na kazdym tréjkacie mozna opisac okrag. Srodek tego okregu powstaje w przecieciu symetralnych bokdw tréjkata.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie moze znajdowac sie:

» wewnatrz tréjkata — gdy » na boku tréjkata —gdy tréjkat » na zewnatrz trojkata — gdy
tréjkat jest ostrokatny jest prostokatny (Srodek znajduje tréjkat jest rozwartokatny
sie w pofowie przeciwprostokatnej)

» Okregi wpisane w wielokat

DEFINICJA M P.7B.3

Okrag jest wpisany w wielokat (lub
wielokat jest opisany na okregu), gdy
kazdy bok wielokata zawiera sie w sty-
cznej do tego okregu i ma z okregiem
doktadnie jeden punkt wspdlny.

A

W wielokat mozna wpisac okrag, gdy
dwusieczne wszystkich katow tego
wielokata przecinajg sie w jednym
punkcie. Punkt ten jest sSrodkiem okregu.
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PRZYKtAD

Dane sg dwa czworokaty: prostokat oraz romb (niebedace kwadratami). Czy mozna w nie wpisac okrag?

Dwusieczne katéw wewnetrznych prostokgta bedg  Natomiast dwusieczne katéw wewnetrznych w rom-
pétprostymi rownoleglymi roztgcznymi — zatem w  bie beda zawiera¢ w sobie odpowiednie przekatne —
prostokat nie mozna wpisac okregu. czyliw romb mozna wpisac okrag.

W kazdy tréjkat mozna wpisa¢ okrag. Srodek tego
okregu powstaje w przecieciu dwusiecznych katéw
wewnetrznych tréjkata.

Srodek okregu wpisanego w wielokat zawsze znajdu-
je sie wewnatrz wielokata.

Trojkgt rownoboczny

oY

1 av3 atb—c
3 h 6 2
r— promieﬁ okregu wpisanego W tréjkqt

r — promien okregu wpisanego w trdjkat

_ 2, a3 rR=%

R — promien okregu opisanego na tréjkacie

R — promien okregu opisanego na tréjkacie
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(
PRZYKLAD kd r7e7

Punkt S jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkgcie ostrokatnym ABC. Kat ACS jest trzy razy wiekszy od kata
BAS, a kat CBS jest piec razy wiekszy od kata BAS. Oblicz katy tréjkata ABC.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy. C

2° taczymy $rodek S z wierzchotkami tréjkata (promienie).

D
3° Kgt BAS oznaczamy jako a. Kat SBA jest rowny katowi BAS, "h B
@

poniewaz ABAS jest rbwnoramienny.

4° Kgt ACS rowny jest CAS i oznaczamy go jako 3.

5° Kat CBS jest rowny BCS i oznaczamy go jako 5a. A

6° Uktadamy réwnanie, wiedzac, ze suma katéw w trojkacie a+a+5a+5a+3a+3a=180
wynosi 180", 180 =180 [:18 » @ =10°

7° Obliczamy katy trojkata. |<CAB|=a+3a=4a=4-10°" = 40°

|<ACB|=3a+50 =82 =8 10° = 80°
|<ABC|=a+5¢ =62 =6-10" = 60°

8° Katy trojkgta majg miary 40°, 60°, 80°.

PRZYKtAD P.7.B.8

Oblicz pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy, pamietajac,

ze przekatna kwadratu jest Srednicg okregu. a
R=5
a
d

2° Obliczamy dtugos¢ przekatnej kwadratu. d=2R=2-5=10
3° Obliczamy bok kwadratu a, pamietajac, ze przekatna kwadratu a/2 =10 |:v/2
o boku a mawzér:d =ay/2. _ 10

a ﬁ

2

4° Obliczamy pole kwadratu. P, = a’ = (%) = % =50j’

5° Pole kwadratu wynosi 50 j.
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Planimetria

Dany jest tréjkat, w ktérym stosunek dtugosci przyprostokgtnych wynosi 3 : 4, a promien okregu opisanego
na tym tréjkacie ma dtugosé 7,5. Oblicz dtugosé przyprostokatnych tréjkata.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy i ze stosunku dtugosci oznaczamy
dtugosci przyprostokagtnych: a = 3x, b = 4x, x > 0.

2° Obliczamy dtugosé przeciwprostokatnej c. c=2R=2-7,5=15

3° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i obliczamy x. a’+ b= c?
(3x ) + (4x)* = 152
9x% + 16x* = 225
25x* =225 [: 25

x*=9
x=,/9=3
4° Obliczamy dtugosci przyprostokatnych. a=3x=3-3=9

b=4x=4-3=12
5° Dtugosci przyprostokatnych wynoszg 9i 12.

Oblicz promien okregu wpisanego w trdjkat prostokatny o dtugosciach przyprostokatnych 8 i 15.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy.

2° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i obliczamy c. c2=82+15°
> =64+225
c=4289 =17
3° Korzystamy z zaleznosci pomiedzy dtugoscig promienia okregu r= 84_1;7_17 = % =3
atb—c

wpisanego w trdjkat prostokatny a dtugosciami bokow: r = 2 .

4° Dtugos¢ promienia wynosi 3.
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Dtugos¢ boku tréjkata rownobocznego jest réwna 24.+/3 . Oblicz promieri okregu wpisanego w ten trojkat.

4
1° Korzystamy z zaleznosci w trdjkacie réwnobocznym pomiedzy r= M =4-3=12
bokiem trdjkata a promieniem okregu wpisanego w ten tréjkat: 1

_ay3
=&

2° Promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny wynosi 12.

Pole szeéciokata foremnego wynosi 24/3 cm?. Oblicz promieri okregu opisanego na tym szeéciokacie.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy.

2° Promien okregu jest krawedzig szesciokata

foremnego.
. - . . 6a*/3 _
3° Skoro znamy pole szesciokata, to mozemy obliczyé a ze wzoru na R 24/3 |4
6a’./3
pole: P = ——7—. 6a>,/3 =96,/3 |63
a*=16(a > 0)

a=4, czyli R=14

4° Dtugos$é promienia wynosi 4.

PRZYKLAD P.7.B.13

D

!
AB

Dany jest czworokat ABCD wpisany w okrag o srodku S. Oblicz katy
tego czworokata, postugujac sie danymi z rysunku oraz wiedzac,
ze |BC|=|DC|.
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1° Trojkaty ASD i ASB sg réwnoramienne,
poniewaz | SD|=|SA|=|SB|=r, wiec
korzystamy z sumy katow w tréjkacie.

2° Kat BCD jest katem wpisanym opartym na tym
samym tuku co kat Srodkowy BSD.

3° Niech <SDC = <SBC = «. Korzystamy z sumy
katéw w czworokacie i obliczamy «.

4° Majac wszystkie dane, obliczamy miary
poszczegdlnych katdow czworokata.

5° Katy tego czworokata to: 75°, 80°,100°, 105°.

Planimetria

|<SAD|=|<SDA|=(180° —130°) : 2=150" : 2 =25
|<SAB|=|<SBA|=(180°—70°) : 2=110° : 2 =55

|<BCD|= (130" +70°) : 2=200° : 2 =100°

2¢+2-25 +2-55 +100° = 360°
2a =360° —50° — 110° — 100°

20 =100° |[:2

a =50

|<BAD|= 25" +55° = 80°
|<ABC|= 55" +50° = 105"
|<BCD|= 100°

|<CDA|= 25" +50° = 75°

TWIERDZENIE PRZYKLAD P.7B.14

Na czworokacie mozna opisac
okragg wtedy i tylko wtedy,
gdy sumy miar przeciwlegtych
katéw sg réwne.

5,8
W czworokat mozna wpisa¢ D
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
czworokat jest wypukty i sumy
dtugosci jego przeciwlegtych
bokéw sg rdwne. 5,9
A

a+y =88 +92° =180
B+06=286"+94° =180

C P.7.B.15

|AB|+|CD|=10,9+5,8 = 16,7
|AD|+|BC|=5,9+10,8 = 16,7

10,9
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ZLADANIA UTRWALAJACE

7.B.1. Punkt O jest Srodkiem okregu, w ktéry wpisano trdjkat ABC. C
Oblicz miary katow tego trojkata, postugujac sie danymi z rysunku.

7.B.2. Na kwadracie o polu 64 opisano okrag. Oblicz promien tego okregu.
7.B.3. Dany jest tréjkat o bokach dtugosci 5, 12, 13. Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.

7.B.4. Na trojkacie o bokach diugosci v/'6, +/7, v/13 opisano koto. Oblicz pole kota opisanego na tym trojkacie.

7.B.5. Promien okregu opisanego na trdjkacie réwnobocznym jest rowny 8. Oblicz obwdd tego tréjkata.

7.B.6. Obwadd szesciokagta foremnego wynosi 72. Oblicz obwdd okregu wpisanego w ten szesciokat.

7.B.7. Na trdjkacie rownoramiennym ABC o ramionach AC i BC opisano okrgg o $rodku w punkcie S. Miara
|<<ASB|= 68°. Oblicz miary katow tego trojkata.
7.B.8. Promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny wynosi 2.,/3 . Oblicz pole tego tréjkata.

7.B.9. Stosunek dtugosci bokdw trojkata wpisanego w koto wynosi 8 : 15 : 17. Oblicz pole kofa, jezeli wiadomo,
ze obwdd trojkagta wynosi 80.

7.B.10. Najdtuzsza przekagtna szesciokgta foremnego ma dtugos¢ 18. Oblicz pole kofa opisanego natym szesciokgcie.
7.B.11. Dany jest trapez ABCD, gdzie AB| CD i| AB|>|CD |, wpisany w okrag tak, ze podstawa AB jest $rednicg
tego okregu. Oblicz pole tego trapezu, wiedzac, ze przekgtna | BD | = 16, a obwdd okregu réwny jest 207.

7.B.12. Dany jest czworokat EFGH wpisany w okrag o srodku O (zobacz
rysunek). Oblicz miary katéw tego czworokata, postugujgc sie danymi
z rysunku.

7.B.13. W okrag o Srodku S wpisano trojkat rdwnoramienny ABC, gdzie C
| AB| =|BC | (zobacz rysunek). Udowodnij, ze | <ASB | = 4 -| <CBS|.
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Planimetria

ZADANIA TESTOWE. Sposrod podanych odpowiedzi wybierz poprawna. T.7.B
7.B.14. Punkty A, B, C lezace na okregu o srodku O sg wierzchotkami C
tréjkata rownobocznego. Miara zaznaczonego na rysunku kata OAB jest
réwna:
A. 40° C. 60°
B. 15° D. 30° A B

7.B.15. Promien okregu opisanego na kwadracie wynosi 5./2 . Pole kwadratu jest réwne:

A. 25 B. 100 C. 125 D. 50

7.B.16. Okrag opisany na tréjkacie rownobocznym ma promien 6. Wtedy obwadd tego tréjkata ma dtugosé:

A. 18 B. 183 C. 6,3 D. 12,3

7.B.17. Na tréjkacie prostokatnym, ktérego przyprostokgtne majg dtugosci 8 i 6, opisano okrag. Promien tego
okregu jest réwny:

A. /28 B. 10 C.5 D. 20

7.B.18. Promien okregu wpisanego w tréjkat rownoboczny wynosi 4/3 . Dtugo$¢ boku tego tréjkata wynosi:

A.24./3 B.12./3 C. 12 D. 24

7.B.19. Dtugos¢ boku tréjkata réwnobocznego wynosi 18./3 . Promieri okregu wpisanego w ten trojkat jest réwny:

A. 18 B.9 C.12 D. 6

7.B.20. W szeéciokat foremny wpisano okrag o promieniu 4./3 . Obwdd tego szeéciokata wynosi:

A. 72 B. 24 C. 48 D. 3642

7.B.21. Dany jest okrag o Srodku O, w ktéry wpisano trojkat ABC (zobacz C
rysunek). Miara kata @ wynosi:

A. 30° C. 45°

B. 15 D. 20 , .
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7.B.22. W trdjkat prostokatny o przyprostokatnych 7 i 24 wpisano okrag. Obwdd tego okregu wynosi:

A. 61 B. 97 C. 127 D. 4,57

7.B.23. Srodek okregu wpisanego w pieciokat lezy na przecieciu:

A. srodkowych, B. dwusiecznych, C. wysokosci, D. symetralnych.

ZADANIA OTWARTE

7.B.24. Dany jest trdjkat o przyprostokagtnych 9 i 40. Oblicz Srednice okregu wpisanego w ten 2 pkt
tréjkat.

7.B.25. Dany jest czworokat KLMN wpisany w okrag o srodku S (zobacz 2 pkt
rysunek). Oblicz miary katow tego czworokata.

7.B.26. Pole kota opisanego na szesciokgcie foremnym wynosi 167. Oblicz pole kota wpisanego 2 pkt
w ten szesciokat.

7.B.27. W trdjkat prostokatny ABC wpisano okrag, ktdry jest styczny do przeciwprostokatnej 4 pkt

AB w punkcie K. Oblicz promieri okregu, jesli wiadomo, ze | AK |= 5 |KB|= 12.
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Planimetria

/.2 » Wtasnosci stycznej do okregu i wtasnosci okregdw stycznych

» Wzajemne potozenie prostej i okregu

X
Prosta przecinajgca okrag (w dwdch punktach) s-—R A |SA|<R
Y
R A
Prosta styczna do okregu (w jednym punkcie) S |SA|=R
i A
Pr'osta roztgczna z ok’reglem e 1SA|> R
(nie ma punktu wspdlnego)
PODSUMOWANIE
prosta ma 2 punkty wspdlne z okregiem prosta nie ma punktow wspdlnych
| | 2 okregiem _
I | >
0 R SA

prosta styczna do okregu

PRZYKtAD

Dany jest okrag o promieniu R = 10. Jakie jest wzajemne potozenie prostej i okregu, jesli odlegtos¢ prostej od
srodka okregu wynosi 12?

Skoro odlegtos¢ srodka okregu od prostej jest wieksza niz dtugos¢ promienia, to prosta nie ma punktow wspél-
nych z okregiem.
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TWIERDZENIE PRZYKLAD

Prosta styczna do okregu jest prostopadfa do promie- S r N ::y:zrr:;?ckit
nia w punkcie stycznosci. SA|=r
Dany jest dowolny punkt P i okrag o(S, r). Jezeli:
|SP| < r,to nie istnieje | SP|= r, toistnieje |SP| > r,toistnieja dwie styczne do okregu
styczna do okregu jedna styczna do okregu przechodzace przez P
przechodzaca przez P przechodzaca przez P

P

P

TWIERDZENIE

Jezeli z punktu P lezgcego poza okregiem poprowadzimy dwie proste styczne do tego okregu w punktach Ai B,
to|PA|=|PB]|.

UZASADNIENIE

Réwnos$¢ | PA | = | PB| wynika z faktu, ze tréjkaty
prostokagtne PSA oraz PSB majg wspdlng
przeciwprostokatng, a boki SA i SB majg te samg
dtugosé (poniewaz sg to promienie).

Zatem boki PA i PB tez majg te sama dtugosc.

Odcinki PA i PB nazywamy odcinkami stycznymi, a wypukty kat APB — katem miedzy stycznymi.

PRZYKtAD

Dany jest okrag o sSrodku w punkcie S i promieniu r = 5 oraz punkt A odlegly od punktu S o 15. Z punktu A
poprowadzono styczng do okregu. Niech punkt stycznosci to B. Oblicz dtugos¢ odcinka AB.
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Planimetria

1° Zauwazmy najpierw, ze z punktu A mozna
poprowadzi¢ dwie styczne do okregu. Ponadto tréjkat
ASB jest tréjkagtem prostokatnym (bo styczna jest
prostopadta do promienia w punkcie stycznosci). Zatem
mozemy do obliczenia dtugosci odcinka AB wykorzystac
twierdzenie Pitagorasa.

2° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa. |SBP+|ABP =|SAP
52 +|AB = 152
|AB = 225 — 25 = 200
|AB|= 200 =102

3° Dtugoé¢ odcinka AB wynosi 10./2 .

LADANIE UTRWALAJACE

7.2.1. Dana jest prosta k styczna do okregu o srodku S i promieniu 8 w punkcie P. Oblicz dtugos¢ odcinka PQ, jezeli
wiadomo, ze odlegtos¢ miedzy srodkiem okregu a punktem Q wynosi 17, a punkt Q jest potozony na stycznej k.

TWIERDZENIE Z P.7.2.2

Kat @ miedzy styczng a cieciwg okregu poprowadzong z punktu
stycznosci réwny jest katowi wpisanemu opartemu na tuku za-
wartym miedzy ramionami kata « i potowie kata Srodkowego
opartego na tym samym tuku.

STYCZNA

PRZYKLAD 1 i r72s
k

Dana jest styczna do okregu o Srodku S. Postugujac sie
danymi z rysunku, podaj wartos¢ kata «.

c{—\ 1189
(@) B
S
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1° Obliczamy kat ABC, wiedzac, ze ten kat razem z katem |<ABC|+118° = 180°

118’ tworzy kat pétpetny, ktdrego miara wynosi 180°. |<ABC| = 180° — 118° = 62°
2° Trojkat ABC jest prostokatny, poniewaz prosta k jest sty- a +|<ABC|+|<CAB|= 180°

czna do okregu w punkcie A. Zatem |<<CAB|= 90°. Korzysta- a+62 +90° = 180°

jac z whasnosci sumy katow w tréjkacie, obliczamy kat @.
jacz y ka jka zamy ka oy = 180° — 15° = 28°

3° Kat @ ma miare 28°.

PRZYKLAD 2

Dana jest styczna do okregu o Srodku S. Postugujac sie
danymi z rysunku, podaj wartos¢ kata «.

1° Kat ABC oraz kat 74° tworzg kat prosty, poniewaz prosta k | <ABC |+ 74° = 90°
jest styczna do okregu w punkcie B. Zatem mozemy zapisac |<ABC|=90° — 74° = 16°
réwnosé, obliczajac kat ABC.

2° Trojkat ABC jest prostokatny, poniewaz $rodek okregu a +|<ABC|+|<CAB| = 180°
(punkt S) znajduje sie w potowie odcinka BC, czyli a+16° +90° = 180°
przeciwprostokatnej. Korzystajgc z wiasnosci sumy katéw

— 1 (<] _ 1 o — 40
w tréjkacie, obliczamy kat @. ¢ 80 06 =7

3° Kagt @ ma miare 74°.

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKYAD 3. Dana jest styczna do okregu o srodku S.
Postugujac sie danymi z rysunku, podaj wartos¢ kata «.

G

\/
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PRZYKLAD 4

Dana jest styczna do okregu o Srodku S. Postuguijac sie
danymi z rysunku, podaj wartos¢ kata «.

1° Obliczamy kat wypukty ASB, wiedzac, ze ten kat razem
z katem 234° tworzy kat petny, ktérego miara wynosi 360°.

2° Odcinki AS oraz BS sg promieniami okregu, wiec tréjkat
ASB jest rbwnoramienny, co oznacza, ze katy przy podstawie
tego tréjkata majg takg samag miare.

3° Prosta k jest styczna do okregu w punkcie B i razem

z odcinkiem BS tworzy kat prosty.

4° Kat @ ma miare 63°.

PRZYKLADY DO CWICZEN

A

=

|<ASB|+234° = 360°
|<ASB|= 360" —234° = 126

a+|<ABS|=90°
a+27 =90°

80° —126° _ 54° _

|<SAB|=|<ABS| =1

Planimetria

i r723

2

a=90"—27° =63

PRZYKtAD 5. Dana jest styczna do okregu o srodku S.
Postugujac sie danymi z rysunku, podaj wartos¢ kata «.

PRZYKEAD 6. Dana jest styczna do okregu o $rodku S.
Postuguijac sie danymi z rysunku, podaj wartos¢ kata «.

”ﬁ'@

]
A
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ZLADANIA UTRWALAJACE

7.2.2. Dana jest styczna do okregu o srodku S. Postugujac sie danymi z rysunku, podaj warto$¢ 7.7.2.2
kata .

V"@* S WI B

7.2.3. Dane s3 okrag o srodku O i prosta k styczna do okregu. Korzystajgc k
z rysunku, oblicz miare kata «.

7.2.4. Dane sg okrag o srodku O i prosta k styczna do okregu.
Wyznacz miary katow wewnetrznych tréjkata ABC, postugujac
sie danymi z rysunku.
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Planimetria

» Wzajemne potozenie dwdch okregdw: o(A,R) i o(B,r) w zaleznosci od odlegtosciich
Srodkdéw i od promieni

. (
Nazwa Rysunek i warunek, gdy R > r 2 P.7.2.4
A a S1 R r 52
Okregi roztgczne zewnetrznie |$1S,|> R+r
Okregi styczne zewnetrznie |S15,|=R+r

Okregi przecinajace sie R—r<|§S5,|<R+r

Okregi styczne wewnetrznie 1515, |=R—r

S

Okregi roztagczne wewnetrznie |$:S, | <R—r
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Okregi wspétsrodkowe |5:5,|=0

PODSUMOWANIE

roztgczne wewnetrznie przecinajqce sie roztgczne zewnetrznie

| | | -

I I I =

0 R—r R+r AB
styczne wewnetrznie styczne zewnetrznie

PRZYKtAD

Dane s dwa okregi: o(A,R), o(B,r). Wiedzac, ze R = 14, r = 8, wyznacz potozenie tych okregdw, jesli:
a.|AB|=6 c. |AB|=22
b. |AB|= 30 d. |[AB|=0

Aby sprawdzi¢ wzajemne potozenie obu okregdéw, obliczmy pomocniczo: R+ r = 22 oraz R —r = 6. Zatem:
a. | AB|= 6 — okregi styczne wewnetrznie (bo | AB| = R —r),
b. | AB| = 30 — okregi roztaczne zewnetrznie (bo | AB| > R +r),

c. | AB|= 22 — okregi styczne zewnetrznie (bo | AB|= R +r),

d. | AB| = 0 — okregi roztaczne wewnetrznie, wspétsrodkowe (bo | AB| < R—r).

PRZYKtAD

Dane s dwa okregi: 0(A,R), o(B,r), przy czym R > r. Wiedzac, ze | AB|= 10 oraz R = 12, wyznacz r, aby
okregi byty:

a. styczne zewnetrznie,
b. styczne wewnetrznie.
Aby znalez¢ odpowiedz, nalezy skorzystac z warunkéw:

a. styczne zewnetrznie: | AB| = R +r, czyli 10 = 12 + r, zatem r = — 2, a to jest niemozliwe, bo r > 0,
wiec nie ma takiego r, aby okregi byty styczne zewnetrznie.

b. styczne wewnetrznie: |AB|=R—r, czyli 10 = 12 —r, zatem r = 2.



Planimetria

PRZYKLAD 1 kd r72s

Dane sg dwa okregi o(S;,r; ) oraz o(S,, r, ). Okres$l za pomoca konstrukcji wzajemne potozenie okregdw, jesli
promienie majg dtugos¢ r; = 3, r, = 2, a odlegtos¢ miedzy srodkami | S, S, | = 4.

1° Rysujemy srodki okregow S, i S, tak, aby odlegtoé¢
miedzy nimi wynosita 4.

2° Na odcinku S, S, zaznaczamy promieri r; = 3
i rysujemy okrag.

3° Analogicznie postepujemy w przypadku r, = 2.

4° Na podstawie rysunku mozemy stwierdzic, ze sg to
okregi przecinajace sie.

PRZYKLAD 2 kd r72s

Dane sg dwa okregi o(S;,r; ) oraz o(S,, r, ). Okresl za pomoca konstrukcji wzajemne pofozenie okregéw, jesli
promienie majg dtugos¢ r; = 4, r, = 2, a odlegtos¢ miedzy srodkami | S, S, | = 6.

1° Rysujemy srodki okregéw S, i S, tak, aby odlegtos¢
miedzy nimi wynosita 6.

2° Na odcinku S; S, zaznaczamy promien r;, = 4
i rysujemy okrag.

3° Analogicznie postepujemy w przypadku r, = 2.

4° Na podstawie rysunku mozemy stwierdzi¢, ze sg to
okregi styczne zewnetrznie.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKELAD 3. Dane sa dwa okregi o(S;,r, ) oraz o(S,, r, ). Okresl wzajemne potozenie okregéw, jesli promienie
majg dtugosc r; = 2, r, = 3, a odlegtos$¢ miedzy $rodkami S, S, |= 7.

PRZYKtAD 4. Dane sg dwa okregi o(S;,r, ) oraz o(S,, r, ). Okredl wzajemne potozenie okregdw, jesli promienie
majg dtugos¢ r;, = 4, r, = 2, a odlegtos¢ miedzy srodkami | S, S, | = 2.

PRZYKELAD 5. Dane sg dwa okregi o(S;, r;) oraz o(S,, r, ). Okresl wzajemne potozenie okregdw, jesli promienie
majg dtugosc r; =5, r, = 2, a odlegto$¢ miedzy srodkami | S, S, | = 2.

PRZYKtAD 6. Dane sg dwa okregi o(S;, ;) oraz o(S,, r, ). Okredl wzajemne potozenie okregdw, jesli promienie
maja dtugos¢ r; = 4, r, = 3, a odlegtos¢ miedzy srodkami | S, S, | = 0.
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ZADANIA UTRWALAJACE

7.2.5. Dane sg okregi o(S,,r,) oraz o(S,,r,), gdzie r, i r, to promienie tych okregéw, a S, i S, — Srodki okregow.
Uzupetnij tabele wedtug wzoru.

Odlegtos¢ |5, S, |

Rodzaj wzajemnego

Dtugo$¢ promienia r; Dtugo$¢ promienia r, gnki?edgz%/vévrodkomi polozenia
5 5 1 okregi roziqc;ne
wewnetrznie
8 4 okregi styczne wewnetrznie
7 2 10
4 3 okregi wspétsrodkowe
10 11 4
2 13 okregi styczne zewnetrznie

7.2.6. Dwa okregi sg styczne zewnetrznie. Odlegtos¢ miedzy ich Srodkami wy-
nosi 12 cm. Wyznacz promienie tych okregdw, wiedzac, ze jeden z nich jest o 40% ey
dtuzszy od drugiego. &

7.2.7. Dane sg dwa okregi: 0(S;,r;) oraz o(S,,r,), gdzie S;, S, — srodki okregow,
a r;, r, — dfugosci promieni. Okresl wzajemne pofozenie okregéw w zaleznosci od
parametru k, jeslir, = 3,r, = 5oraz|$,S,| = k.

N

7

S B

W S
MATURA MATURA MATURA MATURA

A ¢ \ S N

< \ & Y ABCiABl=&z |
\
MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. i 1.7.2 o

mien
22U Wiedzac, 30 mABcoa 9 mﬁ;

&

7.2.8. Dany jest okrag o Srodku w punkcie S. Prosta k jest styczng do

K2

°&t“'sokregu w punkcie A. Postugujac sie danymi z rysunku, mozna stwierdzic, / k
\2e: 4
n’ T
A. 2 =60 C.a=40 W s s
A e —
B. 2 =30° D. @ =50°

7

o
3

%

\7.2.9. Dany jest okrag o srodku S i prosta k styczna do okregu w punkcie k
P. Postugujac sie danymi z rysunku, mozna stwierdzi¢, ze:

A. ¢ =40°, 8 =100°

B. @ =50°, 8 = 100° W b
C. @ =100°, 8 = 25° \
N )

<

D. @ = 100°, 8 = 50°

My, 0,56, / A
by, o, (7% Y
5, LY. e\
B
- " )
/ y @’2} P
/ // <@
y o
> £ A g /



okregu Prosta k bedzie przecina¢ okragg w dwéch punktach, jesli:

A.r<d B.r=d Cr>d

7.2.11. Z punktu K poprowadzono styczne do okregu o Srodku O.
Postugujac sie danymi z rysunku oraz wiedzac, ze | AK | = 15,/3, mozna
stwierdzi¢, ze pole czworokgta AKBO jest réwne:

A. 225 C. 450
B. 450./3 D. 225./3

o
~"7.2.12. Dane sg dwa okregi: pierwszy — o srodku w punkcie A i promieniu 9 i drugi — o $rodku w punkcie B i pro- §j}*
mieniu 7. Okregi s3 styczne wewnetrznie. Wynika z tego, ze odlegtos$¢ | AB | wynosi:

A. 16, B. mniej niz 2, C. 2,

7.2.13. Prosta [ jest styczna do okregu o Srodku O (zobacz rysunek). Kat &
ma wartosc:

e

€
pa\uv"\* \00 \\‘\d"\

gt

A A0 C. 140°

B. 20° D. 70°

e ' L 07
L f? .
& £ sy

Przeciwne do 26

%2 7.2.10. Dane s3 okrag o srodku w punkcie A i promieniu r oraz prosta k potozona w odlegtosci d od srodka

D.r<d

D. wiecej niz 2.

v}

B

3. (3pkt) Obiicy,
ile jest
"2y cyfra 7, dokiadéued

T -

JNIVW  VINIVW  ViaNLvVW V/Elﬂ.I.VW VHﬂ.I.VW

¢
i
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7.C » Figury przystajgce, w szczegdlnosci trojkaty przystajgce

DEFINICJA PRZYKLAD

Dwie figury sg przystajace, gdy jedna z nich jest ob-  Figury przystajace:
razem drugiej w symetrii, obrocie lub przesunieciu
(mozemy powiedzieé, ze figury sg przystajace, gdy
mozna je na siebie natozy¢ , ruchem sztywnym” wtaki P dwa kwadraty o tym samym boku,
sposdb, by sie pokrywaty). > dwie proste,

» dwa kota o tym samym promieniu,

» dwa punkty,
» dwa tréjkaty rdwnoboczne o tym samym boku,

» dwa pieciokaty foremne o tym samym boku.

WY JASNIENIE

Figury przystajgce majg te same wymiary i ksztatty. Wielokaty sg przystajace, jesli ich odpowiednie boki i odpo-
wiednie katy sg réwne.

PRZYKLAD

Kiedy dwa prostokaty bedg przystajgce?

Dwa prostokaty bedg przystajace, gdy:

» odpowiednie boki beda tej samej dtugosci
(a=xorazb=y) b y

» przekatne bedg tej samej dtugosci oraz kat
miedzy przekatnymi bedzie tej samej miary
(a=xoraza=p)

ZADANIE UTRWALAJACE

7.C.1. Dany jest pieciokat foremny ABCDE . Korzystajac z rysunku, wy-
pisz wszystkie figury przystajgce do:

a. trojkata ABC, c. tréjkata ABG, E C

b. tréjkata AGF, d. czworokata ABIJ.



Planimeftria

» Cechy przystawania frojkgtow

TWIERDZENIA

CECHA bbb pwa tréjkaty sg przystajagce wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiednie boki
sg tej samej dtugosci: a = x, b =y,
c=z.

CECHA bkb  pwa tréjkaty sg przystajgce wte-
dy i tylko wtedy, gdy odpowied-
nie dwa boki sg tej samej dtugosci
oraz kat pomiedzy tymi bokami
ma te sama miare: a=x, b=y,

a=4.

CECHA kbk  pwa tréjkaty sg przystajagce wtedy
i tylko wtedy, gdy odpowiednie dwa
katy s tej samej miary oraz bok
przylegty do obu katow jest tej same;j
dtugoéci:a =, 7 =9,a = x.

N » :
% n
DN >< x
& N

Jeslitrojkaty ABC i A'B'C’ sg przystajace, to oznaczamy je: AABC=AA'B' C'.

PRZYKtAD

Dane sg dwa tréjkaty: ABC i DEF. Na podstawie ponizszych danych okresl, czy te trdjkaty sg przystajace:
a.|AB|=|BC|=|CA|=12,|DE|= 12,|<DEF|=|<EFD|= 60°

b. |AB|=5,|AC|= 4,|<ACB|= 90",

DE|= 3,|EF|= 4,|<DEF | = 90°

a. Oba tréjkaty sg przystajace,
poniewaz <EDF réwniez ma miare
60°, zatem tréjkat DEF jest réwno-

C F

boczny, a jego bok ma dtugo$é¢ 12. 12 12
Cecha bbb. \

60

A 12 B D 12 E
4 C D
N 3 R
B E 4 P

b. Oba tréjkaty réwniez sg
przystajace, bo sg trojkgtami
prostokatnymi o tych samych
dtugosciach bokéw: 3, 4, 5.
Cecha bkb.

A
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ZADANIE UTRWALAJACE

7.C.2. Wskaz, czy podana para trojkatéw jest przystajaca. Jesli tak, to okresl, na podstawie 7.7.C.2
jakiej cechy.
a b.
V10
5 @ DN
Vio ) , w
¥y @
3
C. d.
V26
_ 80°
@ § : %
3 3 g 4
:
e.
4
4 4 @
4
4 C
E
7.C.3. Dane sg tréjkaty prostokagtne réwnoramienne * 77.C.3
ABC i CDE (zobacz rysunek) oraz wiadomo, T
7e |<ACB|=|<DCE|=90°. Wykaz, ze | AD | =|BE . 5
A B
7.C.4. Na bokach tréjkata rownobocznego ABC ; N * 7.7.C.4
zbudowano kwadraty ABED, CBFG i ACHI (zobacz C T
rysunek). Wykaz, ze trojkagt HDF jest rownoboczny.
| F
A B
D E
7.C.5. Dany jest rdwnolegtobok ABCD. Na bokach BC E F * 7.7.C.5
i CD zbudowano kwadraty DCFE i BHGC. Wykaz, ze S
|AC|=|FG]|.
D C
A B G
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ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. Gi 1.7.C

7.C.6. Dany jest szesciokat foremny ABCDEF (zobacz rysunek). Trojkgtem E D
przystajgcym do trdjkata BCE jest trojkat:

A. ABC C. FAD F E
B. FBD D. ECA
A B
7.C.7. Dane s3 trojkaty ABC i DEF . Trojkaty te sg przystajgce na mocy C F E
cechy: I~
30°
7 7
A. bok-bok-bok, C. kat-bok-kat, I
B. bok-kat-bok, D. kat-kat.
A B D
7.C.8. Przystajgce mogg nie byc:
A. dwie proste, C. dwa pieciokaty foremne o tym samym boku,
B. dwa tréjkaty rdwnoboczne, D. dwa kota o tym samym promieniu.

7.C.9. Tréjkat rownoboczny podzielono wszystkimi mozliwymi osiami symetrii na tréjkaty przystajgce. Trojkatdw
takich jest:

A. dziewie¢, B. cztery, C. szes¢, D. dwanascie.

7.C.10. Dane sa tréjkaty przystajace ABC i DEF, gdzie | AB|=|BC|=6,|DF |= 12/3,|<ABC|=|<DFE | = 120°.
Wynika z tego, ze:

A. |DE|= 36 B.|AB|=6,3 C.|DE|=18 D. |EF|=6/3

MATURA — ZADANIA OTWARTE

7.C.11. Na boku tréjkata réwnobocznego ABC zbudowano B 4 pkt
kwadrat, a na boku kwadratu zbudowano kolejny tréjkat

réwnoboczny (zobacz rysunek). Wykaz, ze tréjkat BDF jest

réwnoboczny. A C
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7.D » Twierdzenie Talesa

» Twierdzenie Talesa Z P.7.D.1
TWIERDZENIE PRZYKLAD
Jezeli ramiona kata przetniemy kilko- h
ma prostymi rownolegtymi, to odcinki N |SA| |AC|
wyznaczone przez te proste na jednym | SB | - |BD \
ramieniu kata sy proporcjonalne do 3 6
odpowiednich odcinkéw na drugim ra- 3=8=07
mieniu.
|SA| |sB| _ |AB|
|SA|+|AC| \SB\+|BD\_|CD|
3 4
3+6 4+8 6 033

» Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

TWIERDZENIE

Jezeli ramiona kata przetniemy kilkoma prostymi oraz odcinki wyznaczone przez te proste na jednym ramieniu
kata sg proporcjonalne do odpowiednich odcinkdw na drugim ramieniu, to te proste sg rownolegte.

PRZYKtAD

|sal _|s8| _—
& L8 *h L
Jesli |AC! \BD\ to proste g, h sg rownolegte. :
) SA SA| _|sB]|
Jesli - to proste g, h, i sg rownolegte.
[cE] ~ [DF’
) sc\ |sp|
Jesli to proste h, i s rownolegte.
[cE]  [DF[’
PRZYKLAD V P.7.D.2
Podziel dany odcinek AB na trzy réwne czesci (zobacz rysunek). A B
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1° Kreslimy potprostg AC.
2° Zaznaczamy na niej trzy réwne odcinki: | AC|=|CD|=|DE|.

3° Rysujemy odcinek EB.

4° Kreslimy proste rownolegte do odcinka EB i przechodzgce przez
punkty C oraz D.

5° Proste te przecinajg odcinek AB w dwdch punktach P i Q.
Na mocy twierdzenia Talesa odcinki AP, PQ, QB s3 rownej dtugosci.

PRZYKLAD

Dany jest dowolny tréjkat ABC. Punkty P i Q sa odpowiednio $rodkami bokéw AC i BC. Wiedzac, ze | AB|= 12,
oblicz | PQ|.

1° Zauwazmy, ze | PA| =|CP| oraz | QB|=1|CQ|. C
Pl _lcal . : : .
Zatem PA[ 1= Q8" Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia p Q
Talesa wynika, ze odcinki AB i PQ sa réwnolegte.
A 12 B
2° Mozemy wiec zapisa¢ proporcje . M = M
[PQ|  |AB|
3° Przeksztatcajgc proporcje, otrzymujemy: cP| _ PQ|
[CA[  |AB|
. o Pl _ 1
4° Skoro P jest srodkiem boku AC, to A | =5
5° Podstawiamy odpowiednie wartosci i obliczamy dtugos¢ odcinka PQ. % - “;_Q‘
2lPQl=12 |[:2
\PQ|=6

6° Dtugos¢ odcinka PQ wynosi 6.

PRZYKLAD 1 ‘d r7p3

Oblicz brakujace dtugosci odcinkéw, wiedzac, ze AB | CD.
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1° Korzystamy z twierdzenia Talesa i zapisujemy proporcje.

2° Podstawiamy odpowiednie dtugosci odcinkéw i obliczamy x,
korzystajgc z wtasnosci proporcji.

3° W celu obliczenia dtugosci y postepujemy analogicznie, zaczynajac
od zapisania proporcji.

4° Podstawiamy odpowiednie dtugosci odcinkdw i obliczamy y,
korzystajgc z wtasnosci proporcji.

5° Brakujgce dtugosci odcinkdwto x =4 iy = 3.

|SA| _|AC|
|sB| |BD
xX_ 8

6 12
12x=8-6
12x=48 |: 12
x=4
[SA| _ [sC]
AB| |CD]
4 _4+38
Y= 9
4_12

Yy~ 9
12y=36 | 12
y=3

PRZYKLAD 2 V P.7.D.3

Oblicz brakujace dtugosci odcinkéw, wiedzac, ze AB||CD.

1° Korzystamy z twierdzenia Talesa i zapisujemy proporcje.

2° Podstawiamy odpowiednie dtugosci odcinkow i obliczamy x,
korzystajgc z wtasnosci proporcji.

3° W celu obliczenia dtugosci y postepujemy analogicznie, zaczynajgc
od zapisania proporcji.

4° Podstawiamy odpowiednie dtugosci odcinkéw i obliczamy y,
korzystajgc z wtasnosci proporcji.

5° Brakujgce dtugosci odcinkdw to x =30 i y = 35.

52

[SA| _ |AC]
|sB|  |BD]
20 _ x
30 ~ 45

30x =20-45
30x =900 |:30
x =30

|SA| |sC|
|AB| |CD]
20 _ 20+30
14~y
20 _ 50
14~y

20y =700 |:20
y =35



Planimetria

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 3. Oblicz brakujgce dtugosci odcinkdw, PRZYKEAD 4. Oblicz brakujace dtugosci odcinkdw,
wiedzac, ze AB| CD. wiedzac, ze AB| CD.

S X B 36 D

PRZYKEAD 5. Oblicz brakujgce dtugosci odcinkdw, PRZYKtAD 6. Oblicz brakujgce dtugosci odcinkdw,
wiedzac, ze AB| CD. wiedzac, ze AB| CD.

C
50
A 39
25 y
S X B 60 D
ZADANIA UTRWALAJACE
7.D.1. Oblicz brakujace dtugosci odcinkéw, wiedzac, ze AB| CD. 'd 7.7.0.1
a b.
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7.D.2. Proste k, I, m sg rdwnolegte. Oblicz dtugosci odcinkéw x, y, z.

7.D.3. Cien drzewa ma dtugos¢ 12 m, a cien cztowieka o wysokosci
180 cm ma dtugosé 2,7 m. Oblicz wysokos¢ drzewa.

7.D.4. Drabina o dtugosci 4 metrow oparta o Sciane pod pewnym katem siega na wysokos$¢ 3 metréow. Oblicz, na
jakag wysokos¢ siegnie drabina o dtugosci 5 metréw oparta o Sciane pod tym samym katem.

7.D.5. Sprawdz, wykorzystujgc dane z rysunku, czy odcinki BC E
i DE sg réwnolegte. C -

68

72 B 54 D

ZADANIA TESTOWE. Sposrdd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. ﬂi 1.7.D

7.D.6. Jesli proste DE i GH sg réwnolegte, to odcinek x ma dtugos¢
zobacz rysunek):
A. 12 C.4 A ,< a |8
6 ———
B. 6 D. 8 Bl xo[
7.D.7. Odcinki KL i MIN sg réwnolegte i |KL|=4,|KM|=3,|MN|=6 N
(zobacz rysunek). Dtugosé odcinka OK jest réwna: L
6
A. 1l C.3 4
B. 2 D. 6
(o) K3 M
7.D.8. Ramiona kata przecieto prostymi rownolegtymi k, I, m. Prawdg k | m
jest, ze:
J 4 /
|
A.3x=2 —y_1L 8
B. 2X:3y D. 3X:4y 6 X y
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7.D.9. Odcinki KL i NO sg réwnolegte. Dtugosci odcinkdw MN, NO, KL s3
odpowiednio réwne 2, 5i 15. Dlugosé odcinka KN jest rowna:

A. 6 C.3

B. 4 D. 2

7.D.10. Cien wiezowca ma dtugos¢ 60 metrow, a cien cztowieka
o wysokosci 160 centymetrow ma dtugosc 12 decymetrow. Wysokos¢
wiezowca wynosi:

A.120m C. 100 m

B. 130 m D. 80 m

7.D.11. Ramiona kata przecieto dwiema réwnolegtymi prostymi k i /
(zobacz rysunek). Dtugos¢ odcinka x jest wiec réwna:

A. 12 C. 10
1
B.53 D. 6

7.D.12. Oblicz brakujace dtugosci x, y, z, wiedzac, ze
proste a, b, c sg réwnolegte.

4 pkt
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/.E » Figury podobne

TWIERDZENIE

Dwie figury sg podobne, gdy jedna z nich powstata z drugiej poprzez narysowanie jej w skali k > 0.

PRZYKtLADY FIGUR PODOBNYCH

F1 F>
dwa kota dwa kwadraty dwie proste
Fq F>
Fi
dwa punkty dwa trdjkaty réwnoboczne dwa o$miokaty foremne

WY JASNIENIE

P Skala k nosi nazwe skali podobiernstwa. Mozna jg obliczy¢ jako iloraz odpowiednich wielkosci obu figur podob-
nych, np.

—dla kwadratéw skala podobierstwa to iloraz ich bokdw,
— dla két skala podobienstwa to iloraz ich promieni.
» Jesli k = 1, to figury beda przystajace.

» Skala k zmienia takie wymiary, jak: dtugos¢, pole, objetos¢, natomiast nie zmienia miar kgtéw.

TWIERDZENIE

Dwa wielokaty sg podobne w skali k (k > 0), gdy maja odpowiednie katy réwne i odpowiednie boki propor-
cjonalne.

[AD| _ |AB| _ |BC| _ |co] _ Figura £y Figura F,
lap| a8 |BCc] Ico] C

J

F, ~ F, czytamy: D v
figura F, jest podobna do figury F,

ABCD ~ A'B'C'D’ czytamy: 2\ 7l \o\ /3]

czworokat ABCD jest podobny A B’
do czworokata A'B'C' D’ A B



Planimeftria

W zaleznosci od skali figura zmienia swojg wielkosé w nastepujgcy sposoéb:
» jedli k € (0;1), to nastepuje ,zmniejszenie figury”,
» jesli k = 1, to wielkos¢ figury sie nie zmienia,

P jedli k € (1;0), to nastepuje ,,zwiekszenie figury”.
Jezelifigura F, jest podobna do figury F, w skali k, to figura F, jest podobna do figury F; w skali %

Jezeli wielokaty sg podobne w skali k, to:
» stosunek ich obwodow jest réwny skali podobienstwa k ,

B stosunek ich pdl jest réwny kwadratowi skali podobieristwa, czyli k*.

TWIERDZENIE

Jezelifigura F, jest podobna do figury F, ifigura F, jest podobna do figury F;, to figura F; jest podobna do figury
.

PRZYKtAD

Trapez A'B'C' D’ jest podobny do trapezu ABCD w skali k = 2. Poréwnaj pola obu figur.

1° Obliczamy pola obu trapezéw.

D, 6
+ +6 2 . .
P/:ABCD:azb'h:926'4:15'2:3012 4 %
1 o
A 9 B
1
Poggey =232 h=12218 g—30.4=1207
1 D’ 12 c
2° Poréwnujemy pola obu figur. 9 g
. 8 10
Possep _ 1207 =2 g2
Powgeo 3077 7
OABCD j x o
WNIOSEK: A 18 B’
Pole P’ jest cztery razy wieksze od pola P, czyli P = k? - P.
PRZYKLAD
Kiedy dwa romby bedg podobne?
Dwa romby bedg podobne, gdy majg takie same katy
wewnetrzne.
Wodwczas skala podobieristwa wynosi: k = %.
a b
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PRZYKtAD

Kiedy dwa prostokaty bedg podobne?

Prostokaty majg wszystkie katy wewnetrzne po 90°, zatem
o ich podobienstwie beda decydowac boki.
Dwa prostokaty beda podobne, gdy odpowiednie boki beda

do siebie proporcjonalne: % = % a X

Woéwczas skala podobienistwa wynosi: k = %.

LADANIE UTRWALAJACE

7.E.1. Wskaz, czy podane figury sg podobne. * 1.7.E1

a. b.

58



Planimetria

7.E.2. Figura F, jest podobna do figury F,. Podaj skale podobierstwa. * 1.7.E.2

a. skala= b. skala=

(X skala= d. skala=

7.E.3. Czworokaty ABCD i EFGH s3 Gz H 'd 17E3
podobne (zobacz rysunek). Oblicz dtugosci A ! 0
odcinkdéw x, y, z. x; 4 6 3v5
B 6 C F y E
7.E.4. Dany jest czworokat ABCD o ob- H 1.7.E4
wodzie 25 i polu powierzchni 40 oraz D E
czworokat EFGH o obwodzie 100 podob- A
ny do czworokgta ABCD. Oblicz pole
czworokata EFGH. B C F G

7.E.5. Pole prostokata EFGH wynosi 35 cm?. Oblicz pole prostokata podobnego do prostokgta EFGH, jesli wi-
adomo, ze skala podobieristwa wynosi 2./5 .

7.E.6. Jezioro na mapie w skali 1 : 20 000
ma powierzchnie 7,8 cm?. Oblicz rzeczywista :
powierzchnie jeziora i podaj jg w hektarach.
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7.E.7. Dane jest koto o polu powierzchni 5767 oraz koto o obwodzie 967, ktére podobne jest do pierwszego.
Oblicz skale podobienstwa.

7.E.8. Przekagtna prostokgta ABCD ma dfugos¢ 20 cm, a przekatna prostokgta EFGH, ktdry jest podobny do
prostokgtna ABCD, ma dtugos¢ 30 cm. Oblicz pole prostokata EFGH, jezeli wiadomo, ze stosunek bokdéw
prostokgta ABCD wynosi 3 : 4.

7.E.9. Odlegtos¢ miedzy miastami A i B ’}

wynosi 40 km. Tomek zmierzyt odlegfos¢
migdzy miastami na mapie i otrzymatwartos¢ = =
2,5 cm. Oblicz skale tej mapy.

ZADANIA TESTOWE. Sposrdd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. Hi T.7.E

7.E.10. Figura F, jest podobna do figury F, (zobacz
rysunek). Skala podobienstwa wynosi:

® »
N[~ N

7.E.11. Na rysunku przedstawiono prostokaty P, P,, P5, P,. Wsrdd tych prostokatow:
A. dwa sg podobne, C. sg trzy podobne,

B. nie ma prostokatéw podobnych, D. sg cztery podobne.

7.E.12. Figurami podobnymi sg zawsze dwa:

A. prostokaty, B. trojkaty, C. oSmiokaty, D. kwadraty.

7.E.13. Czworokat A'B'C’'D’ o polu powierzchni 245 jest podobny do czworokgta ABCD o polu 49. Skala
podobienstwa wynosi:

Ul

A.5 B. C. /5 D. @
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7.E.14. Pole powierzchni pieciokata P wynosi 27. Zwiekszono trzykrotnie dtugos¢ kazdego boku pieciokata i otrzy-
mano pieciokat S. Pole powstatego pieciokgta wynosi:

A.9 B. 3 c.81 D. 243
7.E.15. Odlegtos¢ na mapie w skali 1 : 50 000 miedzy miastem X a miastem Y wynosi 12,5 cm. Rzeczywista
odlegtos¢ miedzy tymi miastami wynosi:

A. 62,5 km B. 4 km C. 40 km D. 6,25 km

7.E.16. Dane s3 trojkaty podobne ABC i A'B'C’ (zobacz

C
rysunek). Pole trojkata A’ B’ C'wynosi 108, a stosunek
AB
| p ,| = 3. Pole tréjkata ABC wynosi:
A8 c
A. 36 C.324 \:
B. 12 D. 972 A B A’ B’
ZADANIA OTWARTE
7.E.17. Dany jest tréjkat KLM podobny do trdjkata ABC. c 2 pkt
Postugujac sie danymi z rysunku, oblicz dtugos¢ bokéw x K
; 1
4 y‘ :7 2
12 X L M
A 8 B
7.E.18. Dany jest prostokat P o dtugosciach bokéw a i b oraz prostokat P* podobny do prostokata 2 pkt

P w skali k = 1,5. Oblicz:

a. pole prostokata P oraz prostokata P’,

b. oile procent pole prostokata P’ jest wieksze od pola prostokata P.

7.E.19. Trapezy réwnoramienne

y
T, i T, sg podobne (zobacz rysunek). .
Pole trapezu T, wynosi 288. Oblicz ¢ T,
an 5 T
dtugosc¢ x, y, z. /_1\
10 X

4 pki
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/.3 » Rozpoznawanie trojkgtdw podobnych i wykorzystanie (takze
w kontekstach praktycznych) cech podobienstwa trojkgtéow

» Cechy podobienstwa trojkgtow

TWIERDZENIA Z P.7.3.1

CECHA bbb pwa tréjkaty sg podobne wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiednie boki sg pro-

porcjonalne (lub stosunki odpowie-

dnich bokdw s stafe): % = % = %

CECHA bkb  pwa tréjkaty sa podobne wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiednie dwa boki s3
proporcjonalne oraz kat pomiedzy ty-
mi bokami ma te sama miare: % =y
oraza = f3.

CECHA kk Dwa tréjkaty sg podobne wtedy i tylko
wtedy, gdy odpowiednie katy s3 tej
samejmiary:a = 8,7 = 6.

P : :
b o

PRZYKLAD

Dane sg dwa trojkaty: ABC i DEF. Na podstawie ponizszych danych okresdl, czy tréjkaty te sg podobne:
a.|AB|=6,|BC|=6,|CA|=10,|DE|=5,|EF|=3,|FD|=3
b. |AB|=6,|BC|=7,|CA|=10,|DE|=5,|EF|=3,|FD|=4

a. Oba tréjkaty sg rwnoramienne oraz c

g = % = % = 2, zatem te trdjkaty s podobne,
D
a skala podobienstwa wynosi 2. 6 N
5
3
A 6
A
6/\
B 7 C

b. Tréjkat DEF jest trdjkatem prostokatnym (bo
52 = 32+ 4?), natomiast tréjkat ABC nie jest
trojkatem prostokatnym (bo 10% # 72+ 62),
wiec trojkaty nie sg podobne.

E 3 F
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PRZYKtAD

Trojkat ABC jest podobny do tréjkata A'B'C’. Oblicz dtugosci bokow x i y.

1° Skoro AABC ~ AA'B'C, to (= A8 =15-53-,1
obliczamy skale podobienstwa. | AB| c
2° Znajac skale, mozemy zapisa¢ Bc| M
réwnanie, aby obliczy¢ x. |BC| k A 6 B
7,5
=125 o
2,5x=17,5 |:2,5x
7,5
o o Ac]_ g
3° Zapisujemy drugie rdwnanie [AC] =k ,
i obliczamy y. A’ 15 B
Yy _
g = 2,5
y=25-8=20

4° Dtugosci bokdw wynosza x = 3
iy=20.

LADANIA UTRWALAJACE

7.3.1. Wskaz, czy podana para trojkgtdw jest podobna. Jesli tak, to okresl, na podstawie jakiej 7.7.3.1
cechy.

PRZYKLAD 1. PRZYKLAD 2.
6
; B R
vio k 10 210 BN
3
PRZYKLAD 3. PRZYKLAD 4.
b 310 : 12
12
9
80°
B 18
PRZYKLAD 5.
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7.3.2. Wiedzac, ze trojkaty F, i F, sy podobne, uzupetnij tabele, wpisujac ceche podobieristwa.

15

30°

20




Planimetria

7.3.4. Trojkaty ABC i A'B' C’ s podobne. Boki tréjkata ABC maja dtugos¢ 10 cm, 15 cm i 20 cm. Obwiéd trdjkata

A’ B’ C" wynosi 135 cm. Oblicz dtugo$¢ bokdw trdjkata A'B'C'.

7.3.5. W tréjkacie prostokgtnym ABC poprowadzono wysokos$¢ CD dtugosci 2,4, ktéra podzielita
przeciwprostokatng AB na odcinki BD i DA. Oblicz obwdd tréjkata ABC, wiedzac, ze | DA | = 3,2.

7.3.6. W trapezie ABCD, gdzie AB | CD, ramiona AD i BC maja odpowiednio dtugosci 24 cm 7.7.3.6

i 36 cm, a krétsza podstawa | DC | = 10 cm. Przedtuzono boki AD i BC tak, ze przeciety sie
w punkcie P. Oblicz obwdd tréjkata ABP, wiedzac, ze odcinek PC jest o 4 cm diuzszy od
odcinka PD.

7.3.7. W trapezie réwnoramiennym EFGH poprowadzono
przekatne, ktdre przecinajg sie w punkcie S w stosunku

2 : 5. 0blicz pole trapezu, wiedzac, ze |<SGH | = 60°, S
a wysokosc trapezu opuszczona na podstawe EF ma
dtugos¢ 14 /3.

7.3.8. Dany jest trojkat prostokatny o dtugosciach *

przyprostokatnych x i y. W tréjkat wpisano kwadrat

o boku a (zobacz rysunek). Wykaz, ze a = x)gy . y

1.7.3.8

60
7.3.9. Tréjkat o bokach 7, 8, 9 jest podobny do tréjkata o bokach:

A.71,81,91 B. 17,18, 19 C.2,/7,2/8,2,/9 D.23

7.3.10. Tréjkat ABC jest podobny do tréjkgta A'B'C'.
Postugujac sie danymi z rysunku, mozna stwierdzi¢, ze:

% C

e
€
WP "‘«“":\vpﬂv‘\“o twee
et

D, X=4v2 A 3 B A

y=3v2 y=8,/2

WI&H. Odcinki BC i DE sg rownolegte. Dtugosci AB, BC i DE sg odpowie-

a0 028Y

dnio réwne 8, 5i 10. Dtugos¢ odcinka BD jest rowna:

A. 16 C.4

B. 8 D. 6

e

A 8

CI
3% v = o 8 X /.
M/ A X2 c X e 42 6 *\f‘iz
y=6 y=6y2 %
« «
B X~ 6,2 y &
E
S 10
5
B D

3. (30kt) oy ¥
razy, icz ife jest i
%Z%dnkdgfaumnmﬂgd
lywﬁaow%m“'mnh, Wosreie -
SteDuje cyrg ' Witepuje dokladnie
trzy

Y
04

B\

N

VINLYW  VINIVW  VANLYW  VaNLvYW

4

o

GIN
):‘g'\%nﬁ‘l

¥



MATURA
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»
wped
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MATURA

MATURA MATURA

MATURA MATURA

MATURA

MATURA

T~ . o

e B L ARKUSZ U - v»i‘;

1. (apkt) Rozwigz nierownosé | 2x-+ 3| +| x—a| < 7 - x. = “\‘9»(’«‘ \
1

Y =
T . '%,Rm'a'"'em""sﬂzuald
= T .

7.3.12. Jezeli AB| CD i| AB|=8,| AC|=4,|CD|= 10, to dtugos¢ .
odcinka AE wynosi: & e
m,‘:'gffg;WAacoo
10 % Preekatna trape,
b A.|AE|=6 C.|AE|=8 .
%,
N B. | AE|= 12 D. | AE|= 16 E A C

N

!Es:’ liczb Naturalnych siedmiocyf

'Wa razy cyfra 0 oraz doktadni

7.3.13. W trapezie ABCD, gdzie AB | CD oraz | AB| > | DC| poprowadzono przekatne, ktdre przeciety sie w punk- O dotisan
cie P. Tréjkatami podobnymi sg tréjkaty:

7@\ A. ABCi ACD B. ABPi APD C. APDiBCP D. ABPiCDP
b,

o
3
%

\7.3.14. Obwdd tréjkata KLM wynosi 120, a obwéd tréjkata PQR, podobnego do KLM, wynosi 48. Pole trojkata
KLM jest wieksze od pola trojkata PQR: .

A. 6,5 raza, B. 2,5raza, C. 6,25 raza, D. 5 razy. \

7.3.15. Trojkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C’. Jedli | AB| = 12,|BC|= 14,| AC| = 16, a obwod trojkgta |
A'B' C" wynosi 189, to skala podobieristwa jest rowna:
9 2 1 :
A. > B. 9 C.4 D. vy A

4 N
% '

£

MATURA — ZADANIA OTWARTE

B

C
-7.3.16. W tréjkacie prostokatnym ABC poprowadzono wysokosé¢ AD

~ (zobacz rysunek). Wiedzac, ze | AD | = 12 i | DC | = 16, oblicz pole tréjkata by
ABC.

12

7.3.17. Dany jest tréjkat prostokatny ABC, gdzie wysoko$é | CD | = h. Wysokos¢ CD podzielita 2 pkit
przeciwprostokatng AB na odcinki o dtugosciach k i /. Wykaz, ze h = kI .

7.3.18. Dany jest trapez réwnoramienny ABCD, gdzie AB|CD i|AB|>|CD/|. Pole powierzchni 4 pkt
%tego trapezu wynosi 48. Ramiona trapezu przedtuzono tak, aby przeciety sie w punkcie O.
;Wiedzqc, ze |AD|=2|DO| oraz | AB|= 18, oblicz obwdd i pole tréjkata ABO.

7.3.19. Dany jest trapez ABCD, gdzie AB||CD. W trapezie 2 C 5 pkt |
poprowadzono przekatne przecinajgce sie w punkcie K.
Wiedzac, ze | AB| = 12, |CD | = 8 oraz pole tréjkata CDK K

___réwne jest 16, wykaz, ze trojkaty AKD i BKC majg réwne

«*nola o wartosci 24.
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/.4 »  Wykorzystanie wtasnosci funkcji frygonometrycznych
w tatwych obliczeniach geometrycznych, w tym wzoru
na pole trojkgta ostrokgtnego o danych dwoch bokach
i kgcie miedzy nimi

TWIERDZENIE

Pole dowolnego tréjkgta mozemy obliczy¢, korzystajgc ze wzoru: P = % -a-b-sina, gdzie a, b — to dtugosci
bokéw tréjkata, a @ —to miara kata pomiedzy tymi bokami.

WY JASNIENIE

1° Pole tréjkata obliczamy ze wzoru: P = %ah.

b
(0%
B
2° Zauwazmy, ze w tréjkacie CDB mozemy obliczy¢ sin a.
3° Otrzymang wartos¢ h podstawiamy do wyjsciowego wzoru na pole. P= % “a-b-sina
PRZYKLAD 1 kd rraa
Oblicz pole tréjkata, postugujac sie danymi z rysunku. C
8
30°
A 6 B
1 1 3 124
1° Korzystamy ze wzoru na pole tréjkata: P, = 5absina. P, = 7 6-8-sin30° =24 - 7= 12
1 1
PRZYKtADY DO CWICZEN
PRZYKtAD 2. Oblicz pole tréjkata, postugujac sie danymi z rysunku. ¢
4
45°
A 10 B
PRZYKtAD 3. Oblicz pole tréjkata, postugujac sie danymi z rysunku. C
2
M
A 10 B
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ZADANIA UTRWALAJACE

7.4.1. Oblicz pola figur, postugujac sie danymi z rysunku.

a. N 8
c. d. 8

7.4.2. Dany jest trojkat rownoramienny, w ktérym ramie o dtugosci 16 tworzy z podstawg kat 75°. Oblicz pole tego
tréjkata.

7.4.3. Dany jest czworokat ABCD, gdzie | AB|=6, |BC|= 8, |CD|= 10, | AD| = 4. Wiedzac, ze |<ABC|=
i |<<CDA|= 45°, oblicz pole tego czworokata.

7.4.4. Dany jest trojkat ABC, gdzie |AB|= 20, |BC|= 12 oraz |<CAB|= = 50°. Oblicz pole tego

tréjkata.

TWIERDZENIE

Pole rownolegtoboku mozemy obliczy¢, korzystajgc ze wzoru: P = a - b - sin @, gdzie a, b — to dtugosci dwdch
bokdéw majgcych wspdlny koniec, a @ — to miara kgta pomiedzy tymi bokami.

WY JASNIENIE

1° Pole rownolegtoboku obliczamy ze wzoru: P = ah. D ¢
b h
AR
A E a B
2° Zauwazmy, ze w trojkacie AED mozemy obliczy¢ sin . sing = %
h=b-sina
3° Otrzymang wartos¢ h podstawiamy do wyjsciowego wzoru na pole. =a-b-sina

PRZYKLAD 1 . P.7.4.2

Oblicz pole réwnolegtoboku, postugujac sie danymi
z rysunku.

30°
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24
1° Korzystamy ze wzoru na pole réwnolegtoboku: P=6-8-5in30° =48 - % =924
P=absina 1

7z s

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Oblicz pole réwnolegtoboku, PRZYKLAD 3. Oblicz pole réwnolegtoboku,
postuguijac sie danymi z rysunku. postuguijac sie danymi z rysunku.

D C
D C
4 5
450 600
A 7 B
A 10 B

ZADANIA UTRWALAJACE

. -~
7.4.5. Obwdd réwnolegtoboku wynosi 24. Oblicz pole tego réwnolegtoboku, wie- |

dzac, ze kat ostry ma miare 45°, a jeden bok jest dwa razy wiekszy od drugiego.

7.4.6. W réwnolegtoboku o polu 125 stosunek dtugosci bokéw wynosi 2 : 5.
Oblicz obwdd tego réwnolegtoboku, jezeli kat rozwarty ma miare 150°.

7.4.7. Jedna z przekatnych réwnolegtoboku o dtugosci 9 tworzy z bokiem kat
prosty. Oblicz pole réwnolegtoboku, wiedzac, ze katy ostry rownolegtoboku jest
piec razy mniejszy od kata rozwartego.

7.4.8. Pole rownolegtoboku wynosi 42, a kat ostry ma miare 30°. Oblicz dtugosci
bokdéw réwnolegtoboku, jesli obwadd jest rowny 40.

TWIERDZENIE

Pole rombu mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru: P = a® - sin «, gdzie a — to dtugo$¢ boku, a @ — to miara
kata pomiedzy tymi bokami.

WY JASNIENIE

1° Pole rombu obliczamy ze wzoru: P = ah. D c
a h
A aE B
o . . o . L . _ h
2° Zauwazmy, ze w trojkacie AED mozemy obliczy¢ sina = ¢
sina. h=a-sina
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3° Otrzymang wartos¢ h podstawiamy do P=gqg-a-sina=a’ sina
wyjsciowego wzoru na pole.

PRZYKLAD 1 Z P.7.4.3

Oblicz pole rombu, postuguijac sie danymi z rysunku. D C
i
A 4 B
2 8 1
1° Korzystamy ze wzoru na pole rombu: P = a’sina P=4%sin30° =16 - 7= 8
1
PRZYKLADY DO CWICZEN
PRZYKEAD 2. Oblicz pole rombu, postugujac sie PRZYKEAD 3. Oblicz pole rombu, postugujac sie
danymi z rysunku. danymi z rysunku.

D C D C
7
8
45°
A 7 B
60°
A 8 B

PRZYKLAD 2 P74.4

Dany jest romb, ktérego kat ostry ma miare 45°, a jego pole jest réwne 72,/2 . Oblicz wysoko$¢ tego rombu.

B
A h@
E
D

1° Rysujemy romb i zaznaczamy w nim wysoko$¢ oraz kat 45°.

2° Jezeli jest podana wartos¢ pola rombu, to mozemy przyréwnac
podang wartoé¢ do wzoru na pole: P = a?sin a.

3° Uktadamy réwnanie, podstawiajgc za @ = 45°. a’sin45 =722
. . " - 2V2 _
4° Wstawiamy wartos¢ sinusa dla 45° i obliczamy a. a’5-=72/2 |2

a*/2 =1442 | /2
0’ =144 = g= /144 = 12

5° Pole rombu mozna réwniez obliczy¢ ze wzoru P = a - h, wigc a-h=72/2
mozemy utozy¢ réwnanie.
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6° Wstawiamy za @ = 12 i obliczamy wysokos¢ h. 12h=72/2 | 12

h=6y2
7° Wysoko$¢ rombu wynosi 6/2 .

ZADANIA UTRWALAJACE

7.4.9. Pole rombu wynosi 72/3 . Oblicz miary katéw tego rombu, wiedzac, ze jego obwdd wynosi 48.
7.4.10. Pole rombu wynosi 18,/2 . Oblicz wysoko$é¢ rombu, jezeli jeden z katéw ma miare 135°.

7.4.11. Obwdd rombu wynosi 96. Oblicz pole rombu, wiedzac, ze kat rozwarty rombu jest dwa razy wiekszy od
kata ostrego.

7.4.12. Przekatne rombu majg dtugos¢ 12 cm i 16 cm. Oblicz sinus kata ostrego rombu.

7.4.13. Oblicz pole trapezu ABCD, wykorzystujgc informacje z rysunku.

6
30° [\ 60°
E

A B

7.4.14. Danyjest tréjkat ABC,gdzie | BC| = 4 oraz|<ABC|= 60

<BCA |= 75°. Oblicz pole i obwdd tego tréjkata.

7.4.15. Przekgtne réwnolegtoboku o dtugosciach 20130 przecinajg sie pod katem 120°. Oblicz pole réwnolegtoboku.

7.4.16. W trapezie réwnoramiennym ABCD, gdzie AB| CDi|AB| > |CD |, wysoko$¢ o dtugosci 6/3 tworzy z ra-
mieniem kat 30°. Oblicz pole trapezu, wiedzac, ze przekgtna BD trapezu jest prostopadta do ramienia AD.

7.4.17. W trapezie prostokgtnym podstawy majg dtugosci 8 i 12, a tangens jego kata ostrego jest rdwny % Oblicz
pole tego trapezu.

ZADANIA UTRWALAJACE — DOWODY

7.4.18. W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katdow A i B, ktdre przecinajg sie w punk- 7.7.4.18
cie S. Uzasadnij, ze kat ASB jest rozwarty.

7.4.19. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym AB||CD. Na boku BC wybrano taki punkt E, ze 7.7.4.19
|EC|=|CD|i|EB|=|BA|. Wykaz, ze kat AED jest prosty. o

7.4.20. Czworokat ABCD wpisano w okrag. Bok AB jest $rednicg tego D~ NC
okregu. Udowodnij, ze | AC]* +|BC? =| AD]* +|BD . / \

A
B
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7.4.21. W prostokacie KLMN punkt A jest srodkiem boku KN, apunkt B N B M
$rodkiem boku NM (zobacz rysunek). Wykaz, ze P, ag; = Pppgn + Prgim-
A
K L
7.4.22. Dany jest kwadrat ABCD. Przekatne kwadratu przecinajg sie D C
w punkcie S. Punkty E i G sg Srodkami odcinkéw odpowiednio AS i SC,
apunkty F i H lezg na przekatnej DB i spetniajg warunki: | DH|= 2| HS | G
i |FB|= 2| SF| (zobacz rysunek). Wykaz, ze P,gcp = 6Pergy- H
SNF
E
A B
? N s h‘“‘wﬂmw :ﬁwﬁa&y@ 2.(4pKt) Trapez re

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Spoérod podanych odpowiedzi wybierz poprawna. Gi 174 T

7.4.23. Wysoko$¢ rombu o boku dtugosci 8 i kacie ostrym 30° ma dtugosé:

MATURA
S

A. 43 B. 4 Ci23 D. 6
\
ile jest liczb natyraf siedmi

7.4.24. Krotszy bok prostokgta ma dtugos¢ 10. Kat miedzy przekatng prostokata i tym bokiem ma miare 60°.
\ Dtuzszy bok prostokgta ma dtugosé:
CN

K A.5./2 B. 10/3 C.5./3 D. 10,2

3¢

S
&

%

MATURA
/&

7.4.25. Pole czworokgta EFGH (zobacz rysunek) wynosi:

A. 152 C. 52

B. 76 D. 104

A
MATURA
22

7.4.26. W trapezie prostokatnym podstawy majg dtugosci 2 i 3, a ramie nachylone jest do podstawy pod katem
- 60°. Pole tego trapezu wynosi:

A. 6,3 B. 52@ c.3/3 D.

A
N

MATURA

\

7.4.27. W réwnolegtoboku o polu 16 jeden bok jest dwa razy wiekszy od drugiego, a kat miedzy tymi bokami
wynosi 150°. Dtugos¢ dtuzszego boku jest rowna:
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1. (apkt) Rozwiaz nierownosé |2x-+ 3|+ | x— 4| < 7— x. \»(\““‘““ \
-1

7.4.28. Dany jest tréjkat réwnoramienny ABC, w ktérym | AC|=|BC|= 10 oraz
ma dtugosé:

%{%\ A. 102 B.5 C.5/2 D. 5/3

MATURA — ZADANIA OTWARTE

7.4.29. Dany jest tréjkat rdwnoramienny, w ktérym ramie ma dtugosc 8, a kat miedzy ramio-
nami wynosi 120°. Oblicz pole i obwdd trdjkata.

4 7.4.31. Dany jest romb, ktérego kat ostry ma miare 30°, a pole jest réwne 32. Oblicz obwod
%3@ " tego rombu.

s
D C
b 7.4.32. W prostokacie ABCD punkt K lezy na boku AB w taki
sposodb, ze | AK | = 2|KB |, a punkt L jest srodkiem boku BC
(zobacz rysunek). Wiedzac, ze | AD | = x i |CD| =y, wykaz, ze L
/1
Proki = 3 Poascen-
: A K B
749
- 7.4.33. Przekatne réwnolegtoboku o dtugosciach 6 i 8 przecinajg sie pod katem 120°. Oblicz

pole réwnolegtoboku.

7.4.34. Dany jest trapez réwnoramienny ABCD, gdzie AB|CD i|AB| > |CD|, a wysoko$¢
o dtugosci 4/3 tworzy z ramieniem kat 30°. Oblicz pole trapezu, wiedzac, ze przekatna AC
w jest prostopadta do ramienia BC.
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7.4.35. Pole réwnolegtoboku o kacie ostrym 30° wynosi 10. Oblicz dtugos$¢ bokéw
réwnolegtoboku, wiedzac, ze jego obwdd ma dtugosc 18.
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ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

7.A1.  a=60,8=30 7.A2. a=70,8=60",7y =50
7.A.3. 41°,58°,81° 7.A.4. 54°,81°,108°,135°,162°
7.A.5. 900° 7.A.6. 144°
7.A7. 27 7.A8. P=60j?,0=34
7.A9. p=125§ 7.A.10. 0=140
7.A11. p=54./3j? 7.A.12. p=1432j?
7.A.13. 0=2671 7.A.14. 8.3,16
7.A.15.  4./3,12,8,/3
7.A.16. A 7.A.17. D 7.A.18. C 7.A.19. D 7.A.20. C
7.A.21. A 7.A.22. A 7.A.23. A 7.A.24. D 7.A.25. D
7.A.26. 60°,80°,100°,140°,160° 7.A.27. @ =25, =40°
P.7.1.5 PRZYKLAD 2. 82° PRZYKLAD 5. 45
PRZYKEAD 3. 180° PRZYKEAD 6. 149
PRZYKEAD 4. 248
7.1.1. 315° 7.1.2. 105°
7.1.3. 120° 7.1.4. a =571
7.1.5. 45° 7.1.6. a =108
7.1.7. 52° 7.1.8.  kat$rodkowy = 76°, kat wpisany = 38°
7.1.9. a. ¢ =135 b. @ =30° c. a=40 d. @ =60°
7.1.10. a.a =30 b. a =20° c. a =55 d. @ =280°
7.1.11.  1°Rysujemy kat DPA, ktdry jest oparty na $rednicy AD 5 c
okregu, wiec jest kgtem prostym. N
2° Rysujemy kat BPA, ktdry jest oparty na Srednicy AB
okregu, wiec jest kgtem prostym.
3° Dorysowane katy proste sg katami przylegtymi, wiec A B
tworzg w sumie kgt 180°. Wynika z tego, ze punkty B, P i D
sg wspotliniowe.
7.1.12. B 7.1.13. C 7.1.14. D 7.1.15. A 7.1.16. C
7.1.17. B 7.1.18. D 7.1.19. B 7.1.20. C 7.1.21. B
7.1.22. B 7.1.23. kat Srodkowy= 155°, kgt wpisany= 77,5°
7.1.24. @ =5%
7.B.1.  55,60°,65 7.82. r=4/2
7.83. r=2 784, P=27j
7.B5. 0=24,3 7B6. 0=12/3r1
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Odpowiedszi

7.B.7. 34°,73°,73° 7.B.8. P=36,3 j?
7.89. p=36r7}’ 7.8.10. p=81ix j?
7.B.11. p=12288j> 7.B.12. 75°,90°,90°,105°
7.B.13. 1°|SA|=|SB|=|SC|=r iniech @ — kat $rodkowy, ¥ — kat wpisany.
2° Przystajgce trojkaty AASC i ABSC sg wiec rdwnoramienne,
czyli katy przy podstawie maja te sama miare /5.
3° Z twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym:
a=2y - a=2(F+B) - a=202B) - a=14p
7.B.14. D 7.B.15. B 7.B.16. B 7.B.17. C
7.8.19. B 7.B.20. C 7.8.21. D 7.B.22. A
7.B.24. 8 7.B.25. 73°,90°,90°,107°
7.B.26. 12w 7.B.27. r=3
P.7.2.3 PRZYKrAD 3. @ =58 PRZYKEAD 6. a = 56°
PRZYKEAD 5. a = 102°
7.2.1. |PQ|= 15
7.2.2. a.a =371 c.a=50 e. @ =105
b. @ = 65 d. a=37 f.a=74
7.2.3. a =80 7.2.4. 40°,70°,70°
P.7.2.5 PRZYKLAD 3. okregi roztgczne zewnetrznie PRZYKEAD 5. okregi roztgczne wewnetrznie
PRZYKEAD 4. okregi styczne wewnetrznie PRZYKEAD 6. okregi wspétsrodkowe
Dtugosc pro- Dtugosc Odlegtos¢ | S, S, | miedzy | Rodzaj wzajemnego
7.2.5. mienia r; promienia r, srodkami okregdw potozenia
5 3 1 okregi roztgczne wewnetrznie
8 4 4 okregi styczne wewnetrznie
7 2 10 okregi roztgczne zewnetrznie
4 3 0 okregi wspotsrodkowe
10 11 4 okregi przecinajace sie
11 2 13 okregi styczne zewnetrznie
7.2.6. n=51rn=7
7.2.7 k > 8 — okregi roztgczne zewnetrznie k = 2 — okregi styczne wewnetrznie
o k = 8 — okregi styczne zewnetrznie k < 2 — okregi roztgczne wewnetrznie
2 < k < 8 — okregi przecinajgce sie k = 0 — okregi wspdtsrodkowe
7.2.8. C 7.29. B 7.2.10. C 7.2.11. D 7.2.12. C
7.2.13. A
7.C.1. a. ABE, CDE, ADE, BCD c. AEF, DEJ, CDI, BCH
b. EFJ, DIlJ, CHI, BGH d. AEHI, DEGH, CDFG, BCJF
7.C.2. a. Tak, bbb c. Tak, kbk e. Tak, bkb, bbb
b. Nie d. Nie
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7.C3.

7.C4.

7.C.5.

7.C.6.

7.C.11.

1° Oznaczamy katy proste oraz rysujemy odcinki AD, BE. y

p E
2° Rozwazmy, czy przystajace sg tréjkaty ADC i BEC .
3° Dtugosci bokéw | AC | =| CB | sg réwne. D
4° Dtugosci bokéw | CD | = | CE | s réwne.
A B

5° Oznaczamy katy: <ACD = @, <BCE = S5.

6° Jesli udowodnimy, ze @ = 3, to AADC bedzie przystajacy do ABCE.

7° Zauwazmy, ze |<DCB|= 90° — « oraz|<DCB|=90° — 5, wiec90° —a@ =90 — 8 — a = f3

‘8° Na|1 po|dste|1wie cechy bok-kat-bok (bkb) AADC i ABEC sg przystajgce AADC = ABEC, wiec
AD|=|BE|.

1° Rysujemy tréjkat HDF i odcinki HA, DB, FC — przekatne H G
kwadratéw.

2° Powstaty trzy trojkaty HDA, DFB, FHC . Kazdy z nich ma dwa 5
rowne boki, wigc gdyby kazdy miat jeden rowny kat, to trojkaty | 5
te bytyby podobne na mocy cechy bok-kat-bok (bkb). =

3° Zaznaczamy katy, ktére potrafimy okresli¢ z wtasnosci A J o
kwadratu i trojkgta réwnobocznego (90°,45°,60°).

4° Zauwazmy, ze przy kazdym wierzchotku tréjkata (A, B, C)
znajduja sie trzy takie same katy 90°, 45°, 60°. Oznacza to,
ze zachodzi réwnos¢: | <HAD | = | <DBF | = |<FCH |.

5° Mozna wiec stwierdzié, ze trojkaty sg przystajgce (bkb): AHDA = ADFB = AFHC

6° Jedli trojkaty sg przystajace, to odcinki HD, DF, FH sg rdwne, wiec trojkat HDF jest rownoboczny.

E F

1° Rysujemy odcinki AC i FG.
2° Wskazujemy réwne dtugosci:| AB|=|FC|i |BC|=|CG|.

3°Trdjkaty ABC i FCG majg dwa rdwne boki i mogg by¢ 5 ch
przystajace, jesli znajdziemy réowny kat miedzy odpowiednimi 7
dwoma bokami. G

4° Zaznaczamy wszystkie katy przy wierzchotku C i uktadamy réwnanie: 2 B
a+p+2-90° =360 - a+ =180

5° Suma katéw przy ramieniu réwnolegtoboku wynosi 180°, wiec kat przy wierzchotku B musi mieé
warto$¢ /5. Wynika z tego, ze AABC = AFCG, wiec | AC|=|FG|.

C 7.C.7. C 7.C8. B 7.C9. C 7.C.10. A

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy, zaznaczajgc poszcze-

goblne odcinki i katy.

2° Obliczamy miare kata BAD: |<BAD | = 60° + 90" = 150° AN

3° Obliczamy miare kata DEF : | <DEF |= 60° +90° = 150° : kUU" a
4° Obliczamy miare kata BCF: ’ ’ : '
|<BCF|= 360° —(90° +2-60°) = 150° < [l

D a E

5° Trdjkaty BAD, DEF i BCF sa trojkgtami réwnoramiennymi, a kgt miedzy ramionami w tych tréjkatach
wynosi 150°. S3 to wiec tréjkaty przystajace, stad | DB | = | DF | = | BF |, a wiec tréjkat BDF jest réwno-
boczny.
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Odpowiedszi

P.7.0.3 PRZYKtAD 3. x=12,y=4 PRZYKEAD 5. x =30,y =13
PRZYKEAD 4. x =24,y =30 PRZYKEAD 6. x=12,y =20

7.D.1. a. x=6,y=15 . X=6,y=3 e.x=6y=3

b. x=15,y=17,5 .x=8,y=17,5 f.x=8,y=13
7.0.2. x=4,y=52=4 7.03. 8m

, . . 68 _ 51

7.D.4. 3,75m 7.D.5. Sa réwnolegte, poniewaz 75 =51
7.D.6. B 7.D.7. D 7.0.8. B 7.0.9. B 7.D0.10. D
7.0.11. B 7.0.12. x=4,y=6,z=20
7.E.1. a. Podobne . Podobne e. Podobne

b. Nie s3 podobne . Nie s3 podobne f. Podobne
7.E.2. a. skala=2 . skala=3 e. skala=2

b. skala=4 . skala=2 f. skala=5
7.E3. x=2,5,y=10,52=9 7.E4. p=640}
7.E.5. P =700cm? 7.E.6.  31,2ha
7.E7. k=2 7.E.8. P=432cm’?
7.E.9. 1 : 1600000
7.E10. D 7.E11. D 7.E.12. D 7.E.13. C 7.E14. D
7.E.15. D 7.E.16. D 7.E.17. x=15,y=4
7.E18. a. P,=abj*,P,=225ab b. 0125%
7.E.19. x=40,y=8,z=20
7.3.1. a. Tak, bbb c. Tak, kk e. Tak, bkb

b. Nie d. Nie

732 F F, Cecha podobiehstwa

(N

4

N =

bkb

?

(&3
\<®/ kk

bkb
307

bkb
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16v2
7
142 bkb
8

7.3.3 a. Podobne na mocy cechy bbb. b. Podobne na mocy cechy kk.
7.3.4 30cm, 45cm,60 cm 7.3.5 0=12
7.3.6 0 =120 7.3.7 P=196,3 2
7.3.8 1° Wykonujemy rysunek pomocniczy, wprowadzajgc oznaczenia. <

2° <ABC i <DFC to katy odpowiadajace, wiec majg takie same miary. 7: D\ ONCF

y a
3° Na mocy cechy kat-kat tréjkat AABC jest podobny do tréjkata ADFC: a
AABC ~ ADFC. [ (N /8
y —a y A E x—a B
4° Zapisujemy odpowiednig proporcje: “—5— = -y i po przeksztafceniu M
Xy

otrzymujemy: a = - y
7.3.9. D 7.3.10. B 7.3.11. B 7.3.12. D 7.3.13. D
73.14. C 7.3.15. A 7.3.16. P=150 j2
7.3.17. 1°Katy <ADC i <CDB majq miare 90°.

90°—a C 90° — (90° — o) =

2° Z rysunku wynika, ze katy <CAD i <BCD majg te samg miare.

3° Na mocy cechy kat-kat trojkat AACD jest podobny do tréjkata

ABCD . Zatem mozemy zapisaé proporcje: - = % - h?=kl 4l

4° Zatem h = ki 8 ? ¢
7.3.18. P=54j 0=6(3+,13)

8-h

7.3.19.  1°Ze wzoru na pole tréjkata obliczamy wysokos¢ trojkata CDK: 16 = Tl - h, =4

2° Wiedzac, ze tréjkaty ABK i CDK sg podobne na mocy kat-kat (katy <CKD i <AKB sg wierzchotkowe,

akaty <CDK i <ABK sg odpowiadajgce), obliczamy wysokos¢ tréjkata ABK : % = }TZ —h,=6

2

3° Obliczamy wysoko$¢ trojkata AABD i AABC: h = h; +h, =4+ 6 = 10.

4° Obliczamy pola tréjkatéw ADK oraz BKC:

Prsok = Paasp— Poask =5 12-10—3 126 =60—36 =24

Prske = Passc — Pongx =5 12-10— 3126 = 60— 36 = 24

5° Zatem trojkaty ADK i BKC majg rdwne pola o wartosci 24.
P.7.4.1  PRZYKLAD 2. P=10,2 j? PRZYKEAD 3. P=5/3 j?
7.4.1. a.P=72j . P=75+3/3 j?

— -2 +
b. P=164/3 d_P:21ﬁ240ﬂjz

7.42. P=64j} 7.43. P=2(5/2+6,3)}
7.44. P=60,3j?
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P.7.4.2
7.4.5.
7.4.7.
P.7.4.3
7.4.9.
7.4.11.
7.4.13.
7.4.15.

7.4.17.
7.4.18.

7.4.19.

7.4.20.

7.4.21.

Odpowiedszi

PRZYKYAD 2. P=14,2 j? PRZYKYAD 3. P=253 j?

P=16,2 j2 7.46. 0=70

P=281,3 j? 7.4.8. Dtugosci bokéw wynoszg 6 i 14.
PRIYKEAD 2. p = 492/7 2 PRZYKLAD 3. P =323 j2

60°,120° 7.410. h=3/2

P =288.3 j 7.4.12. sina= %—‘5‘

P=24(/3+1)j 7.414. P=2(33+,/3),0=2(3+,/3+/6)
P=150,3 j? 7.4.16. P =108,/3 j?

P =60 j?

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

C
Niech kat <LASB = x. 5
2° Uktadamy réwnanie z sumy katow w tréjkacie ASB i wyznaczamy kat ~
TN

x:a+B+x=180° — x=180"—(a+p) za T~

B

3° Uktadamy réwnanie z sumy katéw w tréjkacie ABC i wyznaczamy sume katéw @ + 5:

20+2R+y =180 |:2 wieca+,8+%=90°—»a+8=90°—%

4° Wyznaczong wartos¢ podstawiamy do pierwszego réwnania i obliczamy kat x:

x=180"—(a+pB) — x=180"—(90°— %) — x=90"+% > 90°

1° Rysujemy trapez oraz oznaczamy réwne dtugosci a i bikat 7.

2° Trojkat DEC jest réwnoramienny, czyli katy przy podstawie sg réwne,
wiec oznaczamy <LCDE = <LDEC = «.Zatem kat | <LDCE | = 180° — 2a.

3° Analogicznie trdjkat ABE jest rGwnoramienny, wiec
JIBAE = < AEB = [5. Zatem kat | LABE | = 180° — 2.

4° Korzystamy z sumy katéw przy jednym ramieniu w trapezie:
180° — 2 +180°—28 =180° — —2a¢—28=—180° - a+ 3 =90°

5°Katy @, 8, ¥ tworza tacznie kat potpetny (180°), wiec

a+pB+y=180° - 90°+7y = 180° — ¥ = 90°

1° Skoro AB jest Srednicg, to katy ADB i ACB sg proste, a tréjkagty AABD oraz AABC sg prostokatne.
2° Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze: | AD * +|BD P = | ABP i | ACP +|BC] =| AB P
3°Zatem |ACP +|BCf =|ADP +|BD P.

Niech: |[KN|=[LM|=x i |KL|=|NM|=y

11 1 _1 11 1 11 . _1
Paan =5 53X 3V =8XYs Papm =% 2V X=XV Papa =35 23XV =7Xy

1 1 1 1 2 2 5 3xy

Papg =Xy — <§xy+zxy+zxy) =Xy — (§xy+§xy + §xy> =Xy—gXy=-g

1 1 3
Prnen T Prpim = g Xy T4 Xy = g Xy, zatem Paag = Prpgy + Pagim
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7.4.22.

7.4.23.
7.4.28.

7.4.30.

7.4.32.

7.4.33.
7.4.35.

D C
Z rysunku wynika, ze: 6x = a2 — a =3/2x 2 >
H 3, AG
Pascp = 0> =(3v/2x)" = 18%%, N XSZX
25 F
di-dy  2x-3x _ 6x 2 3, 2x
PEFGH = 3 = ) = T = 3x 2/ E
A 3 B
Zatem P,gp = 6Py
B 7.4.24. B 7.4.25. B 7.4.26. B 7.4.27. C
C 7.4.29. p=16,/3j%,0=8(/3 +2)
IFH|=4,2,P, =162 j? 7.431. 0=32
Niech:|[AD|=|BC|=x i |AB|=|cD|=y
— _ 1 2 11 1 11 _
Prpkt = P:ABCD_(PAADK+PABKL+PACDL)_Xy_(?'x‘§y+7‘§y‘7"+§'7x‘y>—
2 1 1 8 4 1 1
=3y = (G 10+ 30) =y 170 = 1309 = 30 = 3 Pesen
P=12/3 j? 7.4.34. p=148/3

Dtugosci bokéw: 4i 5.
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