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Geometria kartezjanska

,Cogito, ergo sum” (tac.), czyli ,mysle, wiec jestem”, to najstynniejsze twierdzenie francuskiego filozofa René
Descartes’a (1596 —1650), w Polsce znanego jako Kartezjusz, stanowigce dla niego punkt wyjscia w budowaniu
sgddw o Swiecie. Pragnieniem tego mysliciela, ktory catkowicie oddat sie poznawaniu prawdy i doskonaleniu umystu,
byto, aby wszystkie nauki staty sie wiedzg rzetelng i sprawdzalng jak matematyka. Uwazat, ze catg przyrode mozna
opisywac matematycznie, poniewaz mozna ujmowac ilosciowo
przestrzen i ruch. To jemu zawdzieczamy swoiste potgczenie
algebry z geometrig. Bez jego dokonan trudno bytoby nam
uchwyci¢ istote funkcji i ich wtasnosci. Mozemy je lepiej
rozumiec, dysponujac prostokatnym uktadem wspotrzednych,
wprowadzonym wiasnie przez Kartezjusza, stagd nazywanym
uktadem kartezjanskim. Kartezjusz uwazat, ze w geome-
trii nie ma ogdlnej metody postepowania, a algebra bez
geometrii jest nieintuicyjna. Opisanie punktu na ptaszczyznie
za pomocg dwodch liczb byto nowatorskie. Mozliwos¢
Scistego, matematycznego okreslenia pofozenia obiektow
na ptaszczyznie jest niestychanie uzyteczna — chociazby w od-
czytywaniu map. Jezeli wiemy, ze pofozenie pewnej
miejscowosci na mapie to pole o wspédtrzednych A8, to dzieki
tej informacji mozemy unikng¢ przeszukiwania catej mapy
i skoncentrowac sie na poszukiwaniu tylko w obrebie tego
pola. Bez geometrii kartezjanskiej, zwanej rowniez analityczng,
bytoby niemozliwe funkcjonowanie wspdtczesnej cywilizacji. Na geometrii tej opiera sie w ogromnej mierze cata
dzisiejsza technika. Na przyktad nowoczesny telewizor nie mégtby wyswietli¢ wtasciwego obrazu, gdyby poszczegdl-
nym pikselom nie mozna byto przypisa¢ odpowiednich informacji cyfrowych, m.in. o ich potozeniu. Kazdy piksel
ekranu to przeciez punkt z dwoma wspdtrzednymi, ktére ponad 450 lat temu wymyslit Kartezjusz — dzieki istnieniu
tej matematycznej koncepcji mozesz ogladaé swdj ulubiony serial ©.
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Geometria kartezjahska

8.1 » Wyznaczanie rownania prostej przechodzgcej przez dwa
punkty (w postaci kierunkowej lub ogdlnegj)

Prostg na ptaszczyznie mozna opisa¢ rownaniami: PRZYKLAD

kierunkowym  a, b —wspdtczynniki liczbowe To réwnanie opisuje y=2x—3
a — wspotczynnik kierunkowy wszystkie proste, ktdre sg a=2,b=—3
y=ax+b b — wyraz wolny funkcjami, czyli za pomoca -
réwnania w postaci y=4
kierunkowej nie mozna a=0,b=4
opisaé prostej prostopadtej
do osi OX.
0golnym A, B, C —wspdtczynnikiliczbowe  To réwnanie opisuje 2x+3y—=1=0
A B,CER wszystkie proste na A=2,B=3,C=—-1
Ax+By+C=0 ptaszczyznie. B
A%+ B? > 0 —wspdtczynniki H—4=0
A i B nie mogg by¢ jednoczesnie A=3,B=0,(=—4
zerami y+2=0

A=0,B8=1,C=2

» Zamiana rownania prostej z postaci kierunkowej na ogding 2 P.8.1.1

PRZYKLAD 1

Dana jest prosta o réwnaniu y = 2x — 4. Zapisz wzor prostej w postaci ogdlne;.

Zauwazmy, ze a = 2 i b = — 4. Aby to rdwnanie zapisa¢ w postaci ogdlnej, nalezy wszystkie wyrazenia i liczby
przenies¢ na jedna strone.

y=2x—4
—2x+y+4=0

Woéwczas A=—2,B=1,C=4.

PRZYKEAD 2. Dana jest prosta o réwnaniu y = — 3x + 6. Zapisz wzor prostej w postaci ogdlnej.
PRZYKtAD 3. Dana jest prosta o réwnaniu y = — 2x. Zapisz wzor prostej w postaci ogdlnej.
PRZYKLAD 4. Dana jest prosta o réwnaniu y = 8x + 4. Zapisz wzor prostej w postaci ogolne;j.
PRZYKEAD 5. Dana jest prosta o rGwnaniu y = — x — 3. Zapisz wzor prostej w postaci ogdlnej.

PRZYKEAD 6. Dana jest prosta o réwnaniu y = — 2. Zapisz wzor prostej w postaci ogolnej.

w
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» Zamiana rownania prostej z postaci ogdlnej na kierunkowg 2 P.8.1.2

PRZYKLAD 1

Dana jest prosta o réwnaniu 12x + 4y — 8 = 0. Zapisz wzor prostej w postaci kierunkowe;.
Zauwazmy, ze A =12, B = 4, C = — 8. Aby to rdwnanie zapisa¢ w postaci kierunkowej, nalezy wyznaczy¢ ze
wzoru zmienng y.

12x+4y—8=0
dy=—12x+8 |: 4
y=—3x+t2

Woéwczasa =—3,b = 2.

UWAGA: Rdwnanie prostej podane w postaci ogélnej Ax + By + C =0
mozna przedstawi¢ w postaci kierunkowej, gdy B # 0.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Dana jest prosta o rwnaniu 3x + y — 6 = 0. Zapisz wzor prostej w postaci kierunkowej.

PRZYKtAD 3. Dana jest prosta o réGwnaniu 10x + 5y = 0. Zapisz wzor prostej w postaci kierunkowe;j.
PRZYKYAD 4. Dana jest prosta o réGwnaniu 16x — 2y + 8 = 0. Zapisz wzdr prostej w postaci kierunkowej.
PRZYKEAD 5. Dana jest prosta o rGwnaniu —x — y — 3 = 0. Zapisz wzor prostej w postaci kierunkowej.

PRZYKEAD 6. Dana jest prosta o rownaniu —4x + 2y + 6 = 0. Zapisz wzor prostej w postaci kierunkowej.

ZADANIA UTRWALAJACE

8.1.1. Dana jest prosta o réownaniu y = %x—%. Zapisz wzor tej prostej w postaci ogdlnej o wspdtczynnikach
catkowitych.

8.1.2. Dana jest prosta o réwnaniu 1%x + %y — 4 = 0. Zapisz wzor tej prostej w postaci kierunkowej.

» Wyznaczanie rownania prostej przechodzgcej przez dwa punkty

Jesli znamy wspétrzedne dwaéch punktéw nalezgcych do prostej, to mozemy wyznaczy€ jej rownanie.
Wyznaczenie rdwnania prostej przechodzacej przez dwa punkty o réznych odcietych sprowadza sie najczesciej
do rozwigzania uktadu réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

PRZYKLAD 1 kd reis

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty: A(3;5) i B(2;1).



1° Zauwazmy, Ze x, # Xz, zatem oba punkty
spetniajg réwnanie kierunkowe y = ax + b, wiec
podstawiamy za x i y odpowiednie wspotrzedne,
tworzgc uktad réwnan, ktory rozwigzujemy.

2° Zapisujemy réwnanie prostej AB, podstawiajgc
za a i b otrzymane wartosci.

Geometria kartezjanska

{5=a~3+b
1=a0-2+b
{5=30+b (1)
1=2a+b
{—52—3a—b
+
1=2a+b
—4=—q |:(-1)
a=4
a=4
—3a=b
=4
5-3-4=b
a=4
b=5—12
{024
=—7
y=4x—7

PRZYKLAD 2

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty: A(—2;4) i B(3;4).

Zauwazmy, ze X, # Xz, Wiec réwnanie prostej
mozemy zapisa¢ w postaci kierunkowej, a y, = y;,
wiec prosta AB jest rownolegta do osi OX i jej
réwnanie ma postac y = 4.

A,

6

5
A=(2,4)
3
2
1
Q

4 321001 2 3 4 5 6 7x

-1
-2
PRZYKtAD 3

Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty: A(2; —1) i B(2;3).

Zauwazmy, ze X, = Xz, WigC rownania prostej nie
mozemy zapisa¢ w postaci kierunkowej, tylko

w ogolnej. Prosta AB jest prostopadta do osi OX

i jej rwnanie ma posta¢ x = 2, czyli w postaci
ogdlnej x —2 = 0.

A

My

5

4

3 B=(2,3)

2

1 x=2

b =
4 3 2 1 o1 3 4 5 6 7x

-1

5 A= -1)

(6]
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WNIOSEK

Jezelimamy A(x,; xg) i B(Xg; yg) oraz:
X, # Xg, to rownanie prostej AB mozemy zapisa¢ w postaci kierunkowej i ogéinej.

X, = Xg, to rébwnanie prostej AB mozemy zapisac tylko w postaci ogdlne;j.

» Wspotczynnik kierunkowy prostej

Jeslipunkty A(x,;y,) i B(xg; yg) nalezg do prostej y = ax + b i x, # xg, to jej wspotczynnik kierunkowy obli-

_ Y= VYa
czamy ze WZoru: @ = = x,-

DOWOD:
1° Oba punkty spetniajg rownanie kierunkowe VBT OXp +b A
prostej, wiec podstawiamy odpowiednie ya=ax,+b’ gdzie x, # Xg
wspotrzedne, tworzac uktad réwnan.
2° Odejmujemy rownania stronami. Yg Va4 = OXg—aXj4
Ve~ Va=a(Xg—X,) | (Xg = Xa)
o _YsYa
3° Wyznaczamy a. = Xy~ X,
A
ya|’
YB — YA
ya (XA: YA) __________
XB — XA
/ XA XB 7

PRZYKLAD 1 kd rsi14

Oblicz wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty: A(1;5) i B(3; — 7).

Xa=Ly,=5x3=3,y3=—7
Podstawiamy odpowiednie wartosci do wzoru.

Y8 VYA _—7—-5_-—-12 _
0= Xg=—X, ~ 3—1 ~ 2 6
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PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Oblicz wspétczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty: A(3; —2)iB(2;—4).

PRZYKtAD 3. Oblicz wspétczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty: A(2; —1)i B(—2;—5).

PRZYKtAD 4. Oblicz wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty: A(—5;2) i B(3;0).

» Wyznaczanie rownania prostej ze wzoru
Rownanie prostej o wspdfczynniku kierunkowym a przechodzacej przez punkt ( x ,; y , ) mozna zapisa¢ w postaci:
Yy =Ya=a(x—X,)

Skoro a = ﬁg:ﬁj , to rownanie prostej przechodzacej przez punkt A(x,; ¥ ,) i B(Xg; V) Przyjmuje postac:

_ Vg Va
Y =Ya= X5 X, (X7 Xa)

PRZYKLAD 1 kd rois

Wyznacz wzr prostej przechodzacej przez punkty: A(1;5)iB(3;—7).

1° Korzystamy ze wzoru: y —y, = %(x—xA).
o . s . _—7—5
2° Podstawiamy odpowiednie wspofrzedne. y—5= ﬁ(x —1)

3° Wykonujemy dziafania i wyznaczamy zmienng y. y—5= 212 (x—1)

y—5=—6(x—1)
y=—6x+6+5
y=—6x+11

4° Wzér prostej ma postaé¢ y = — 6x + 11.

PRZYKYAD 2. Wyznacz wzdr prostej przechodzacej przez punkty: A(3; —2) i B(2;—3).
PRZYKYAD 3. Wyznacz wzdr prostej przechodzacej przez punkty: A(2;1) i B(—2;5).
PRZYKEAD 4. Wyznacz wzér prostej przechodzacej przez punkty: A(—8;3)iB(—4;5).
PRZYKEAD 5. Wyznacz wzér prostej przechodzacej przez punkty: A(—2;10) i B(2; —6).

PRZYKEAD 6. Wyznacz wzdr prostej przechodzacej przez punkty: A(—6;1) i B(3;—2).
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ZADANIA UTRWALAJACE

8.1.3. Wyznacz wzdr prostej w postaci ogdinej przechodzacej przez punkty: K(—2;6) i L(12;—1).

8.1.4. Oblicz wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzgcej przez punkt A(100; 200) oraz przez poczgtek uktadu
wspotrzednych.

8.1.5. Oblicz wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty: A(1; m) i B(m; 1), gdzie m # 1.

N

7

/g

MATURA MATURA MATURA MATURA MATURA MATURA MATURA

&
&F

epof
:::,’\_Pa\\ @

\

e

“Q ¢ " ™ e N

\ N 0¥ ABCilABl=ss | ==
MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

4 rsa

b

7

"4, 8.1.6. Dana jest prosta o rdwnaniu 2x + 3y — 4 = 0. Prosta ta w postaci kierunkowej ma rdwnanie:
$
oy D) ol | \ i
A.y——§x+2 B.y——§x+1§ C.y=—2xt4 D.3y=—2x+4
8.1.7. Prosta o réwnaniu 4x + 2y — 5 = 0 przecina o$ OY w punkcie:
A. (0;5) B. (0;~=5) C. (0;2,5) . (0; %)
o:2:’}8.1.8. Wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty (2;3) i (4; — 1) jest réwny:
D A 2 B. —2 A _i
G 7] D. )

8.1.9. Rdwnanie prostej przechodzacej przez punkty (—1;2) i (3; 4) ma postaé:

A 2x—5y=—1 C.—x+2y—5=0

/

B. —x—5y—12=0 D. x+2,5y—6=0

I
“8.1.10. Dane sg punkty P(—3;4) i Q(2; 4). Prosta przechodzaca przez te punkty ma réwnanie:

Aiy=—x+1 B.y=4 C.x=4 D. y = 2x

/

przez punkt:

(5 s (-4:1) c (13 0. (-1~

liczba:
A. pierwszg, B. ujemna, C. wymierng, D. parzysta.
/o ol sIsye,
e -
/ x

~78.1.11. Prosta przechodzgca przez punkt A(—5; 10) oraz przez poczatek uktadu wspétrzednych przechodzi réwniez;

8.1.12. Prosta przechodzi przez punkty K(p; 2p) i L(2p; 3p), gdzie p # 0. Wspdtczynnik kierunkowy tej prostej jest

\

TéWnoramien,
22U Wiedzac, 30 m“c: 2 :’:’;E

e

est liczb naturalnych s i
e iedmi
le dwa razy cyfra oraz dokfadni

R R
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8.2 » Badanie rownolegtosci i prostopadtosci prostych
na podstawie ich rownan kierunkowych

» Proste rownolegte 2 P.8.2.1

TWIERDZENIE PRZYKtAD

Jezeli mamy dwie proste k i | o wzorach odpowied-  Proste y = — 2x i y = — 2x + 10 sg réwnolegte,
nio k:y=a,x+tb, oraz |:y=a,x+b,, to poniewazich wspétczynnikikierunkowe s3 sobie
prosta k jest rownolegta do /, jedli a, = a,, czylioba  réwne.

wspotczynniki kierunkowe sg takie same.

1}“ Y

9

8

@z 7 "
\\\9 2 \\\
- 2

3 X?
, )
.

7 6 -5 4 3 -2 -1 12349\67
-1

PRZYKLAD 1 i rs22

Wskaz prostg réwnolegtg do danej y = 2x + 4.
A y=2x—10 B. y = —0,5x Cy=—2+1 D.y=2x+3

Wspdtczynnik kierunkowy a = 2, wiec szukamy prostej, w ktorej wspdtczynnik kierunkowy jest réwniez réwny 2.
Poprawna jest odpowiedz A.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Wskaz prostg réwnolegtg do danej y = — x + 4.

A y=x—1 B.y=2x+8 Cy=—x+3 D.y=%x
PRZYKtAD 3. Wskaz prostg réwnolegtg do danej y = — %x —5.

A y=Fx+5 B. y = 0,5x Cy=2x+1 D. y=—0,5x+4
PRZYKEAD 4. Wskaz prostg rownolegta do danej 4x +y —3 = 0.

A y=—Fx—1 B.y=—4x+1 C.y=4x—3 D.y=%x
PRZYKLAD 5. Wskaz prostg rownolegta do danej —16x + 4y —1 = 0.

A y=4x—1 B.y=—16x—4 C.y=16x+5 D.y=—4x
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ZADANIE UTRWALAJACE

8.2.1. Wyznacz wartos¢ parametru p tak, aby proste k i I byty réwnolegte.

y=px—+2

y=(p+2)x—1

y=4x—2

3x+y—5=0

—x+2y+1=0

» Proste prostopadte

y=3x—1

y=—xt4

y—px=0
=(2p—1)x+3

y=(p+4)x

TWIERDZENIE PRZYKLAD

Jezeli mamy dwie proste k i | o wzorach odpo-
wiednio k : y=a;x+t b, oraz | :

prosta k jest prostopadta do /, jesli a, = —

y =a,x+b,, to

1
a,’ czyli znakiem jest —

jeden wspdtczynnik kierunkowy jest odwrotnoscig

drugiego z przeciwnym znakiem, co oznacza, ze ilo-
czyn ich wspdtczynnikéw kierunkowych jest rowny —1

Prostey=2x—3iy——7

2 .

!
!
|
[
© = N Jo s
<

% sg prostopadte,

poniewaz odwrotnoscig liczby 2 z przeciwnym

(a;-a,=—1).
4 3 2 1 |0 1/ 2 3 4 5 78 5%
i o
2/ 7/ y:&
3 /‘\‘}' 2Yye 8
/ N
41 N <
5
PRZYKLAD 1

Wskaz prostg prostopadtg do danej y = 3x + 1.

A. y=—§x—1

B.y=3x+2

Cy=—3x+1 D.y= 3x+4

Wspbdtczynnik kierunkowy a = 3, wiec szukamy prostej, w ktérej wspdtczynnik kierunkowy jest liczbg odwrotng

z przeciwnym znakiem, czyli —%. Poprawna jest odpowiedz A.

10
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PRZYKtADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Wskaz prostg prostopadta do danej y = — 4x + 5.

A y=—4x+2 B.y=4x+7 Cy=tx+3 D.y=—%x
PRZYKLAD 3. Wskaz prostg prostopadts do danej y = — %x +3.

A.y=%x+4 B.y=—2x C.y=—0,5x+2 D.y=2x+1
PRZYKYAD 4. Wskaz prostg prostopadtg do danej 3x +y—1 = 0.

A y=—3x+8 B.y=3x—4 C.y=3x—3 D.y=—3x—4

PRZYKLAD 5. Wskaz prosta prostopadty do danej —4x + 8y — 5 = 0.

A y=—2x+4 B_y=%x—6 C.y=2x+5 D.y=—4+x—8

ZADANIE UTRWALAJACE

8.2.2. Wyznacz warto$¢ parametru p tak, aby proste k i / byly prostopadte.

wzér prostej k wzér prostej [

y=px y=2-1 -2
— __ 3
y=px+4 y=—3x
y—2px=3 y=x+5
2x—4y+1=0 y=(p+1)x
—x+3y—2=0 (p+4)x+ty=0

11
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1. (apkt) Rozwig nieréwnosc | 2x +3 | +|x 4| < Fmx.

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposrdéd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

1 \
"éwnoramien,
8.2.3. Prosta y = — 5 x + 3 jest prostopadta do prostej: Wi e ol
& y S Jestp p p ) il
5 1 1 1
"%,u A y=—2x—% B.y=—5x-1 C y=5xt4 D.y=2x—12
8.2.4. Prosta 2x + y — 3 = 0 nie jest rdwnolegta do proste;j:
A dy+8x+1=0 B.3x+2y—2=0 C.6x=—3y+5 D. y=—2x o
8.2.5. Dana jest prosta k o réwnaniu y = (p +1)x + 2 oraz prosta | o réwnaniu y =(2p —3)x—5.Proste k i |
;,\bedq réwnolegte wtedy, gdy:
s,
%
\ A.p=% B.p=—4 Cp=4 D.p=% AL

8.2.6. Danajestprosta k : y=(a+2)x+4orazprostal : y=— %x + a. Proste k i | bedg prostopadte wtedy,
gdy:

B.G:% C.az—% D. a

>

Q

Il
(S][E}

Il

|
(S][E}

74

8.2.7. Danesgproste:k : y=x—3, | y—x—1=0, m:y=—x, n:x+y—1=0.Prawdajest, ze:

i,
= A k|m B.mLln c.mjl D.kLln

K328 Wspdtczynnik kierunkowy prostej réwnolegtej do prostej o réwnaniu y = — 4x + 2 jest réwny:

g 1 Z 1
A. 4 B. —4 C. 4 D. 4

8.2.9. Prosta o réwnaniu y = %x + 2 jest prostopadta do prostej o rdwnaniu y = — 4x + 2. Wtedy:

A.m=—12 B.m=—4 C.m=4 D.m=12

8.2.10. Réwnanie prostej rownolegtej do prostej o rdwnaniu 2x — 6y +9 = 0 to:

A.y=3x B.yz—%x C.y=—3x D.yZ%x

Y
£
p,\).\"‘d'

5)=0,4. ; i 3. (3pky) Obi
Precinne m
A 5 Y
\ “Memnwcm"b’?m%, et
[ "'mepu}egyf,, 1, Wystepuje doktadnie -



Geometria kartezjanska

8.3 » Wyznaczanie rownania prostej, ktéra jest rownolegta
lub prostopadta do proste] danej w postaci kierunkowej
i przechodzi przez dany punkt

PRZYKLAD 1 kd raan

Znajdz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej y = — 2x + 3 przechodzacej przez punkt A(3; —2).

1° Wyznaczamy wspotczynnik prostej réwnolegte;. a==2
2° Prosta przyjmuje postac: y=—2xtbh
3° Do réwnania podstawiamy wspétrzedne punktu —2=-2-3+b
A(3; — 2), aby obliczy¢ wspétczynnik b. —2=—-6+b
—2+6=5b
b=4
4° Prosta rownolegta ma wzér y = — 2x + 4.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Znajdz réwnanie prostej rownolegtej do prostej y = — 3x + 1 i przechodzacej przez punkt A(1; 4).
PRZYKtAD 3. Znajdz réwnanie prostej rdwnolegtej do prostej y = — 4x + 2 i przechodzacej przez punkt A(—1;5).
PRZYKYAD 4. Znajdz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej y = 2x — 1 i przechodzacej przez punkt A(3; —2).
PRZYKYAD 5. Znajdz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej y = x — 4 i przechodzacej przez punkt A(10; — 1).

PRZYKYAD 6. Znajdz réwnanie prostej rownolegtej do prostej y = — x + 3 i przechodzacej przez punkt A(6;0).

PRZYKLAD 1 kd rsso2

Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = — 2x + 3 przechodzgcej przez punkt A(3; —2).

1° Wyznaczamy wspofczynnik prostej prostopadte;. a, = %
2° Prosta przyjmuje postac: y= %x +b
3° Do réwnania podstawiamy wspétrzedne punktu —7 = % 3+p
A(3; —2), aby obliczyé wspdtczynnik b.
—2=13+b
—2-13=»
—_a1

4° Prosta prostopadta ma wzér y = %x - 3%.

13
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PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = — 3x + 1 i przechodzgcej przez punkt
A(6;—1).

PRZYKEAD 3. Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = 2x + 1 i przechodzgcej przez punkt A(2;1).
PRZYKEAD 4. Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = x + 1 i przechodzacej przez punkt A(—1;0).

PRZYKEAD 5. Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = 5x — 1 i przechodzacej przez punkt
A(—1;—2).

PRZYKLAD 6. Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = — 4x + 2 i przechodzacej przez punkt
A(4;—1).

ZADANIA UTRWALAJACE

8.3.1. Znajdz prostg réwnolegtg do prostej 3x + 2y — 1 = 0 przechodzacg przez
punkt P(3; —8).

8.3.2. Znajdz prostg prostopadta do prostej 2x —3y+5 =0 przechodzacg
przez punkt S(—l; %)

3

8.3.3. Wyznacz, dla jakiego parametru m prosta k : y = p7x+2 i prosta
[ y=— m;— 1 x — 1 sg prostopadte.

8.3.4. Dane sg proste k : m2x+y+8 =0oraz/:(3m+4)x+y—1=0.
Wyznacz, dla jakich wartosci parametru m proste sg rownolegte.

8.3.5. Wyznacz warto$¢ parametru p, dla ktérej prosta m : 4p*x+y = 0 jest
prostopadtfa do prostej n : y = 2px+2p — 1.

14
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|

ViINIVW Vinlvw

/

1 s
NE I 1. (4pkt) Rozwi B
= —— o e e il +3|+
ARKUSZEGZAMINACYNY Z MATEMATYK) =l
poziom rozszerzony %SMTMY | ugmapumstow 1 ARKUSZE\U = et
W

1. (4pkt) ROZwiat nierownOSe |2+ 3+ x—a| < 7 — . 4

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposrdéd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. GI 1.8.3

4 8.3.6. Prosta k ma réwnanie y = x + 2. Wskaz réwnanie prostej / réwnolegtej do prostej k przechodzacej przez e oopn
%, “punkt A(3;—7). T e
o,

o
\ A y=—x+1 B.y=x+2 C.y=x—10 D.y=—x+t4
8.3.7. Roéwnanie prostej rownolegtej do prostej o wzorze y = — %x + 5 przechodzacej przez poczatek uktadu = o7
wspotrzednych ma postac: fejet b
oraz doki
A.yZ%x B.yz—%x C.y=—%x+1 D.y=%x+5

|
\

ViNnlvw

A.y=0,75x+1 B.y=%x—2 C.y=3x D.y=0,75x+% -
8.3.9. Dane sg punkty M(—4;3) i N(2; 6). Wspdtczynnik kierunkowy prostej MN jest rowny: x
Aa=-2 B.a=—1% Ca=13 D.a=2

ViNnilvw
y .

d 8.3.10. Prosta / o réwnaniu y = m?x — 2 jest réwnolegta do prostej k o réwnaniu y = (6m —9)x + 2. Wynika
>y tego, ze:

4 N4
/// ' Am=3 B.m=-3 C.m=6 D.m=—6 4

¥

55

NH

~-8.3.11. Prosta k o réwnaniu y = (p? + p)x + p jest prostopadta do prostej y = — %x. Warto$¢ p moze by¢ réwna:

- A.2 B. —1 2 D. 0

\&
ViNlvw

8.3.12. Danesgproste p : y = (m?+2)x—m oraz qg:y=— %x-ﬁ- m. Prawda jest, ze istnieje taki parametr m,
dla ktérego proste:

¥,

ool A. sg réwnolegte i nie majg punktéw wspdlnych,
wreoR o e
ﬁ;‘:‘,\\ N0

ViNnilvw

B. sg prostopadte, .}“f}i
C. przecinajg sie w jednym punkcie pod katem innym niz 90°, /

D. sg réwnolegte i majg punkty wspdlne.

mn;{v
o MATURA — ZADANIA OTWARTE
pooaﬂ" Z q
LT : . ) . 2 . \CZﬂ%
8.3.13. Znajdz réwnanie prostej prostopadtej do prostej y = 3X + 2 przechodzacej przez punkt 2 pkt x| 20
5(4, e 1) . > @

8.3.14. Znajdz réwnanie prostej réwnolegtej do prostej —4x + 2y — 5 = 0 przechodzacej przez

ﬂpunkt 5(100; —200).
.;—Ls\v—“\"’\g*n\

Vinilvw

—
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8.4 » Obliczanie wspotrzednych punktu przeciecia dwoch prostych

Dla dwoch prostych y = a, x + b, iy = a,x + b, zachodzi:

gdy a; # a, gdya, =a,ib, #b, gdya, =a,ib;, =b,

proste nie sg rownolegte i majg  proste sg réwnolegte, ale roztgczne  proste sg réwnolegte i pokrywajg
doktadnie jeden punkt wspdlny. i nie majg punktow wspdlnych. sie — majg nieskonczenie wiele
punktéw wspdlnych.

oznaczony. sprzeczny. nieoznaczony.
PRZYKLAD
+{y=—x+5 {y=—x+6 -(-1) y=—2x+3 [(-1)
y=x+1 y=—x—1
2y=6 |:2 +{—y=x—6 y=—3x
=e Jm —y=3x-3
0=—-7 aF .
y=—35x +3
0=0
Rozwigzanie: Réwnos¢ fatszywa — brak Réwnos¢ prawdziwa —
X=2 rozwigzan. nieskoriczenie wiele rozwigzan
y=3 lezacych na proste;.
6A y L \GA y
3 o 5
4 ) 4 J’\%\
3 (2,3) o 3 s
2 £ 2
\_I‘>< 7 ’ 1
X; S o 0 - 0 -
B 5 -4 3 221 [01 2 3 4 5\6x -6 -5 -4 -3 -2 - 01 2 3 4 5 & 6 5 -4-3 2101 2 3 4 5 6x
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-3 -3 -3

Wyznacz punkt przeciecia prostych ki /,jeslik : y=2x+3orazl : y=—x+9.
1° Punkt przeciecia prostych ma wspétrzedne, ktére spetniajg oba réwnania.

2° W celu otrzymania tych wspétrzednych nalezy rozwigza¢ uktad y=2x+3
réwnan powstaty ze wzoréw tych prostych. y=—x+9

3° Jezeli lewe strony réwnan sg sobie rdwne, to prawe strony 2x+3=—x+9
réwnan réwniez muszg byc¢ sobie rowne.

4° Otrzymujemy rownanie liniowe z jedng niewiadomg 2x+x=9—3
i wyznaczamy x. 3x=6 |:3
X=2

16
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5° Podstawiamy wyznaczong wartos$¢ x do dowolnego réwnania y=—x+9=—2+9=7
i wyznaczamy y.

6° Proste k i | przecinajg sie w punkcie (2; 7).

Wyznacz punkt przeciecia prostych k i/, jeslik : y=4x+7oraz| : y=—2x+ 1.

1° Punkt przeciecia prostych ma wspétrzedne, ktére spetniajg oba réwnania.
2° W celu otrzymania tych wspétrzednych nalezy rozwigzaé ukfad y=4ax+7
réwnan powstaty ze wzordéw tych prostych. y=—2x+1

3° Jezeli lewe strony réwnan sg sobie rdwne, to prawe strony dx+7=—2x+1
réwnan réwniez muszg byc¢ sobie rowne.

4° Otrzymujemy rownanie liniowe z jedng niewiadoma Ax+2x=1—-7
i wyznaczamy x. 6x=—6 |:6
x=—1
5° Podstawiamy wyznaczong warto$¢ x do dowolnego réwnania y=4x+7=4-(-1)+7=-4+7=3

i wyznaczamy y.

6° Proste k i | przecinajg sie w punkcie (—1; 3).

» Zadania z wykorzystaniem obliczania punktu przeciecia dwdch prostych

Dane s3 proste o réwnaniach y = 2x + 4 oraz y = — x + 10. Oblicz pole tréjkata ograniczonego tymi prostymi
i osig OX.

1° Szukamy punktow przeciecia y=2x+4-(0;4),(—2;0) by
prostych z osiami OX i OY y =—x+10 - (0;10), (10;0) 9
i rysujemy proste. remaAT 8 c(2,8)
7
6
2° Obliczamy dtugos¢ podstawy a=12 s
tréjkata ABC. 4 "
3° Obliczamy punkt przeciecia y=2x+t4 )
prostych. y=—x+10 1
A B o
2x+4=—x+10 /2-10 12 3 4 5 6 7 8 9 10\I1 12X
x+x=10—4 a \
3x=6 |:3
x=2

y=—x+10=-2+10=8

4° Obliczamy dtugos¢ wysokosci h=28
tréjkata.

17
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5° Obliczamy pole tréjkata.

1

PA=%ah=7-12~8=6~8=48j2

Punkty A(1;3), B(4;12), C(6; 8) sg wierzchotkami tréjkata. Wysoko$¢ tréjkata poprowadzona z wierzchotka C
przecina prostg AB w punkcie D. Oblicz wspétrzedne punktu D.

1° Wykonujemy rysunek w ukfadzie wspétrzednych.

2° Wyznaczamy rownanie prostej AB ze
_ Y8~ VA
WZOrU: Y = Y4 = X =x, (X~ Xa)-

3° Punkt D lezy na prostej prostopadtej
do prostej AB, wiec jej wspotczynnik

. . _ 1
kierunkowy wynosi a | = — 3

4° Zapisujemy wzOr prostej prostopadte;.

5° Obliczamy wspétczynnik b, podstawiajgc
wspotrzedne punktu C do wzoru prostej.

6° Wspotrzedne punktu D znajdziemy,
rozwigzujac uktad rownan otrzymanych
prostych.

7° Punkt D ma wspétrzedne (3;9).

-

Ly

N
w

B=(4,12)

JEGN
EUNY

12-3
y=3=771-71 (x—1)

N
o

y—3=%(x—1) cze.9)

y—3=3(x—1)
y—3=3x—3

y=3x
A=(1,3)

= N W d OO N © ©

101 2 3 456 7 8 9x

y=—%x+b

__1
8=—36+b

8=—2+b
b=10

wiec wzoér prostej CD to y = — %x +10

y =3x
_ 1
y=—3x+10

3x=—%x+10 -3

9x =—x+30
10x=30 |: 10
xX=13

y=3x=3-3=9

ZADANIA UTRWALAJACE

8.4.1. Dane sg proste k : y =2x+8 oraz | : y =—x+ 11. Oblicz pole trojkata zawartego miedzy prostymi k i /

oraz osig OX.

18
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8.4.2. Dany jest trjkat o wierzchotkach A(—1;0), B(2;—1), C(5; 3). Wysoko$¢ tréjkata poprowadzona z wierz-
chotka B przecina podstawe AC w punkcie P. Oblicz wspétrzedne punktu P.

8.4.3. Dany jest trojkat rwnoramienny ABC o wierzchotkach A(—1;—2), B(3;0), C(—2;5). Wyznacz prostg,
ktdra jest osig symetrii tego trojkata.

.
g

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

=

] 184

8.4.4. Danesgproste e : y=x+2oraz f : x+y—4 = 0.Punkt przeciecia prostych lezy w éwiartce: adried

Al B. Il c.m D. IV

8.4.5. Dany jest tréjkat zawarty miedzy prostymi k, | oraz osig OY, gdzie k : y=—x+2i/ : y=x—4.Pole tego
tréjkata jest réowne: =

A. 18 B. 12 C.9 D. 24

8.4.6. Proste o réwnaniach y = mx +n— 1 oraz y = — mx + 2n przecinajg sie w punkcie P(—2;1). Wynika z tego,x
ze:

—1ip=21 Ol

AAm=1in=5 Cm=—-1lin=-5

! __ 1771, LIS
/ f B.m=—-5in=1 D.m=1lin=—5

N 4
8.4.7. Dane sg proste a : y=x, b : y=—x+3 i c:y=—2. Punkty przeciecia prostych sg wierzchotkami'
trojkata. Wynika z tego, ze:

2 A. wszystkie wierzchotki lezg w | ¢wiartce uktadu wspdtrzednych,

AN

B. w Il ¢wiartce uktadu wspétrzednych znajduje sie jeden z wierzchotkdw,
C. kazdy z wierzchotkdéw tréjkata lezy w innej ¢wiartce uktadu wspétrzednych,

D. argumenty wszystkich wierzchotkdw sg liczbami dodatnimi.

P!

M{Nﬁ 8.4.8. Dane sg proste k : —2x+y+4=0 oraz | : x—y+1= 0. Punktem przeciecia prostych k i / jest punkt/
TM"“/ S(a;2b— 4). Wynika z tego, ze:

ViINIVW  VINLVW VINIVW  ViaNLvVW ViINIlvw  Yinlvw  vinivw

A.a=b B.a>b Ca<b D.2a=0b
MATURA — ZADANIA OTWARTE KU
M:&Wxﬁ o~ |
*“"""/8.4.9. Dane sg proste o réwnaniach p : y=2x, r . y=—x+6 i q:y=(a+1)x+2a. '
, . /. L e . 2 pkit
Okresl, dla jakiego parametru a proste te przecinajg sie w jednym punkcie.
S

8.4.10. Dany jest trojkat ABC, gdzie A(2;—3), B(8;—1) i C(3;4). Wysoko$¢ wychodzaca 4 pki

2
i

Oraz dokf

\

\

/

N

&, \

fu
o

GLN
om0z

e
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8.5 » Wyznaczanie wspdtrzednych srodka odcinka

TWIERDZENIE kd rss

Srodkiem odcinka o koficach A(X4; ¥ 4) i B(Xg Vg) jest punkt S o wspétrzednych:

S:(XA;XB; VA;VB>

Oznacza to, ze obie wspétrzedne srodka odcinka sg srednimi arytmetycznymi odpowiednich wspétrzednych
koncéw tego odcinka.

PRZYKLAD 1

Wyznacz $rodek odcinka AB, gdzie A(1;5)iB(3;4).

oAy
Xa=1,y,=5x3=3,y,=4 5] &

4 ‘QB\B

3
Podstawiamy odpowiednie wartosci do wzoru. i

1

0 -
SAB=(¥;52ﬁ)=<2;4%> -7—6—5—4—3—2—1_101 2 3 45 6x

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Wyznacz $rodek odcinka AB, gdzie A(5;—2)iB(—4;5).
PRZYKEAD 3. Wyznacz $rodek odcinka AB, gdzie A(—1;—5) i B(0; —4).

PRZYKEAD 4. Wyznacz $rodek odcinka AB, gdzie A(—4;1)iB(2;—3).

PRZYKLAD kd rsso2

Dany jest $rodek S odcinka AB. Wiedzac, ze A(2;3) i S(5; 4), wyznacz wspodtrzedne punktu B.

XptX +
1° Korzystamy ze wzoru: S = (%; %).

2° Oznaczamy wspoétrzedne punktu B. B(xg; y5)

3° Podstawiamy wspétrzedne obu punktéw do wzoru S ,, = <T; T) =(5;4)
i przyréwnujemy do wspdétrzednych srodka odcinka.

4° Uktadamy dwa réwnania. 2 ZXB =5 ‘42 3 —;yB =4 ‘.2
5° Obie strony réwnai mnozymy przez 2 i obliczamy 2+x3=10 3typ=38
wspotrzedne. Xz =38 Yg=5

6° Wspotrzedne punktu B(8;5).
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ZADANIA UTRWALAJACE

8.5.1. Punkt S(—2; — 1) jest érodkiem odcinka AB, gdzie A(—4;1). Oblicz wspdtrzedne punktu 78.5.1
5 .8.5.

8.5.2. Dany jest punkt P(—100; 100), ktdry jest $rodkiem odcinka SQ, gdzie Q(100; — 100). Oblicz wspétrzedne
punktu S.

8.5.3. Dane sg punkty A(2a;3+b) oraz B(a+ b;3a—b). Punkt M(1;3) jest $srodkiem odcinka AB. Wyznacz
wspotrzedne punktéow A i B.

8.5.4. Dany jest réwnolegtobok ABCD, gdzie B(2;8) i D(—4;5). Oblicz wspétrzedne punktu przeciecia sie
przekatnych tego réwnolegtoboku.

» Zadania z wykorzystaniem symetralnej odcinka

Symetralna to prosta, ktéra dzieli odcinek na potowy i jest do niego prostopadta.

PRZYKLAD kd rsss

Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB, gdzie A(—2;3) i B(2;1).

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy.
2° Obliczamy wspétczynnik Oup = 21%_32) = —TZ =
kierunkowy prostej przechodzacej przez

Yg—Va 1 3
punkty Ai B ze wzoru: a5 = X=X, 2 ; S
0 B=(21) .

1 5-4-3-2/1101 23 456 7 8x
3° Obliczamy wspdtczynnik 0, =7 8,, -1
kierunkowy prostej prostopadtej g, =2 ; :2
(symetralnej). L »

4° Obliczamy wspétrzedne S = ( _22+ 2 ; %) =

srodka odcinka AB ze wzoru: =(0;2)
_(XA”B.M) '
SAB - 2 N 2 .

5° Obliczamy wspétczynnik b symetralnej.

5.1° Zapisujemy rownanie symetralnej y=ax+b
w postaci kierunkowe;j.

5.2° Skoro wspdtczynnik kierunkowy a = 2, y=2x+b
to mozemy podstawic go do wzoru.

5.3° Wspdtczynnik b obliczamy, podstawiajac 2=2-0+b
wspdtrzedne $rodka odcinka S(0; 2). h=2

6° Wz6r symetralnej ma postac y = 2x + 2.
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ZADANIA UTRWALAJACE

8.5.5. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB, gdzie A(1;3)iB(2;6).

8.5.6. Punkty A(2;6) i C(7;7) sa przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Wyznacz
réwnanie prostej BD.

1.8.5.5
1.8.5.6

N

v

&

S A

e

7l

R

MATURA MATURA MATURA MATURA MATURA MATURA MATURA

C
-5
3%

A

o e

ﬂﬂ
pev M

.

.

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposrdéd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

A

&

&

%

7

74

%X

)
:\\L\"‘d'

A. B(—1;2)

A. (—6;—2)

A.a=14
wspotrzedne:

A. (1,—2)

8.5.7. Punkt S(1; 0) jest srodkiem odcinka AB, w ktérym A(—3; 4). Punkt B ma wspdtrzedne:

8.5.8. Srodkiem odcinka AB, gdzie A(2; —5) i B(—8;3), jest punkt S o wspétrzednych:

%8.5.9. Punkt S(1,5; 6) jest srodkiem odcinka AB, gdzie A(1;a)iB(2;a+4). Wtedy:

MATURA — ZADANIE OTWARTE

8.5.12. Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koricach P(—4;3)i 0(—2;5).

B. B(1;—2) C. B(5;—4)

B. (—3;—1) C. (10;—4)

Cy2 —1;3/3—-1)
D. (4/2 —4;4,/3 —6)

E"“’”"C'l 5/=4 /

] s

D. B(—2;4)

D. (6;2)

D.a=3
8.5.10. Dany jest prostokgt ABCD, w ktérym A(3; —5) i C(—1;1). Punkt przeciecia przekgtnych prostokgta ma
D:(51;52)

8.5.11. Srodkiem odcinka AB, gdzie A(—v2 +1; /3 +2)iB(3,/2 —3;5.,/3 —4), jest punkt 0 wspétrzednych:

A. (2/2-2;6/3—-2)
B.(vV2—-2;3/3-2)

4 pki

"6wnoramien, POdstay
! AB(
*2U Wiedzac, z:y pmfa’tga lrape:

T

*st liczb naturalny .

ych siedmi
©dwa razy cyfra 0 ora; dogiag
e
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8.6 » Obliczanie odlegtosci dwdch punktdw

TWIERDZENIE

Odlegtos¢ miedzy punktami o wspdtrzednych A(x,; y,) i B(Xg; yg), czyli dtugos¢ odcinka AB, obliczamy ze
wzoru:

|AB|= \/<XB_XA)2 +(Yg—Va)

DOWOD:

Wyznacz dtugos¢ odcinka AB, jesli A(X4; ¥ 4), B(Xg; Vg)-
B(xs;
Budujemy tréjkat ABC tak jak na rysunku. Mozemy zauwazyc, yB (xa: ye)
ze tréjkat ABC jest prostokatny, wiec dtugosc odcinka AB obliczamy

z uzyciem twierdzenia Pitagorasa. !
1 lys — yal
Wspotrzedne punktu C to (Xg; y,4) oraz | AC|=|xg— X, |
i|BC|=|yg—Val

y
* |A(xai ya) C(xs; ya)

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze | AB ¥ = (xz = X, 2 + (V5= ¥ ),
WieC|AB|=\/(XB_XA)2+(yB_yA)2‘ XA Xg *

PRZYKLAD 1 2 P.8.6.1

Oblicz dtugo$¢ odcinka AB, gdzie A(—3;1), B(3; —2).

A
Xa=—3,y,=1,x3=3,y,=—2 s1”
4
3
Podstawiamy odpowiednie wartosci do wzoru: 2
S
|AB|=y/(3+3P+(—2—17 =/6*+(—3) = /45 =3,/5 EREEE NEEREL
_2 B
-3

PRZYKYAD 2. Oblicz dtugoéé odcinka AB, gdzie A(4;2), B(1;—2).
PRZYKELAD 3. Oblicz dtugos¢ odcinka AB, gdzie A(1;2), B(—1;5).

PRZYKYAD 4. Oblicz dtugoéé odcinka AB, gdzie A(—4;—1), B(4;3).
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» Zastosowanie wzoru na dtugos¢ odcinka w zadaniach

Punkty A(1;2), B(5;0) sa dwoma sasiednimi wierzchotkami rombu ABCD. Oblicz obwéd tego rombu.

1° Obliczamy dtugosé boku AB ze wzoru: | AB|= /(x5 =X, 2 + (V5 — VA )*-

2° Podstawiamy wartosci. 1AB|= /(5 —12+(0—272 =42 +(—2) =
=,/16+4=,20=2,/5
3° Obwéd rombu obliczamy ze wzoru: O = 4| AB|. 0=4-2/5=8,5

4° Obwdd rombu wynosi 8/5 .

LADANIA UTRWALAJACE

8.6.1. Punkty A(—4;2), B(3;1) sg wierzchotkami tréjkgta réwnobocznego ABC. Oblicz ob- 7.8.6.1
wad tego trojkata.

8.6.2. Punkty B(—1; 4), C(5; 2) sa sasiednimi wierzchotkami kwadratu ABCD. Oblicz pole 7.8.6.2
tego kwadratu.

8.6.3. Wykaz, ze tréjkat o wierzchotkach E£(1; 3), F(6;2), G(4;5) jest prostokatny.

PRZYKtAD Z P.8.6.3

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym | AC|=|BC|oraz A(2;2) i C(1; 8). Podstawa AB tego
tréjkata zawarta jest w prostej o rownaniu y = x. Oblicz wspotrzedne wierzchotka B.

A

1° Wykonujemy rysunek w uktadzie wspétrzednych. 1’

10

o A o 5 5 1 c:8)

2° Obliczamy odlegtos$¢ miedzy |AC|= \/(1 —2P+(8—2) = 8 B{x:¥)
punktami A i C ze wzoru: _ /<_1)2+ 62=.,/1+36 =37 7

6
|AC|:«/(XC_XA)2+(VC_VA)2- 5 +

4 v

3 2
3° Obliczamy odlegto$¢ miedzy |BC|= /(1 —xY+(8—x)? 2 A@2:2)
punktami B i C, korzystajac ze ! .
wzoru: 40 1 2 3 456 7 8 9 10 11x

|BC|=/(xc— X +(yc— Vsl
Zgodnie z rysunkiem punkt B ma

wspbtrzedne B(x; y),a y = x.
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4° Trojkat ABC jest rdwnoramien- \/(1 —x)?+(8—x)Y =37 ?
ny, wiec zapisujemy réwnanie (1—- X)z +(8— x)2 =37
i obliczamy x.

1—2x+x*+64—16x+x*—37=0
2% —18x+28=0 |:2
xX2X—9x+14=0

JA=,25=5
945 ,2-@22)=A
L2 2 \7~(77)B

5° Wierzchotek B ma wspétrzedne
(7;7).

ZADANIA UTRWALAJACE

8.6.4. Danesgproste y=x+2,y=—x+4,y= %x — 2. Punkty przeciecia prostych sg wierzchotkami tréjkata
ABC. Oblicz obwdd tego tréjkata.

8.6.5. Dany jest tréjkat rwnoramienny ABC, gdzie A(0;0), B(—7;11) oraz| AB|=|BC|. Punkt C lezy na prostej
y = 2x. Oblicz wspdtrzedne punktu C.

8.6.6.* Dane s3 naprzeciwlegte wierzchotki kwadratu: A(2;1), C(—4;3). Wyznacz wspétrzedne wierzchotkdéw
B i D kwadratu.

» Odlegtosc punktu od prostej

TWIERDZENIE

Odlegtos¢ d punktu P(xg; y,) od prostej o rownaniu Ax + By + C = 0, gdzie A i B nie s3 jednocze$nie zerami,
obliczamy za pomoca wzoru:

\Axo+3yo+q
JAT+B?

PRZYKLAD 1 2 P.8.6.4

Oblicz odlegtos¢ punktu P(3;2) od prostej —x —y +1 =

Odlegtos¢ punktu od prostej to dtugos¢ odcinka prostopadtego do

danej prostej, ktorego jednym z koncow jest dany punkt. g
4
Xo=3,¥,=2A=—1,B=—1,C=1 3
5 P=(3,2)
Podstawiamy odpowiednie warto$ci do wzoru. R o
6 5 4 3 -2-1]0 12 3 4 5 6 7x
-1
|—1-3—1-2+1]| 4.2 -2
JpHy o V22 :
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PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Oblicz odlegto$é punktu P(6; — 7) od prostej 2x —y +1 = 0.
PRZYKtAD 3. Oblicz odlegto$é punktu P(—2; 4) od prostej 4x — 2y +1 = 0.

PRZYKEAD 4. Oblicz odlegto$¢ punktu P(3;6) od prostej 4x + 3y +5 = 0.

PRZYKLAD kd rses

Podstawa AB trojkata ABC zawarta w prostej o rdwnaniu x — y + 3 = 0 ma dtugos¢ 6./2 . Oblicz pole tréjkata
ABC, jezeli wierzchotek C(1;10).

1° Wykonujemy rysunek pomoc- (0;3)i(—3;0) 12

niczy w ukfadzie wspdtrzednych, 1

wyznaczajgc punkty przeciecia 12

prostej y = x + 3 z osiami uktadu s

wspotrzednych. 7

6
o AR e 1-1—1-10+ 3|

2° Obliczamy wysokos¢ h trojkata, h = =

czyli odlegtos¢ punktu C od prostej V1% + (_1)2

ze wzoru: :L:ﬂzg,ﬁ 2
| Axy+ By, +C| V22 A1

h= /aA2+82 732101 23 4567 8 ox

3° Obliczamy pole trdjkata ze P= % 6v/2:3/2=9-2=18

wzoru:P=%-\AB\-h.

4° Pole tréjkata ABC wynosi 18 j°.

ZADANIA UTRWALAJACE

8.6.7. Oblicz pole trojkata KLM, gdzie K(1;1), L(7;4) i M(4;5).

8.6.8. Punkty A(—1;—5), B(3;—1), C(3;3) sa kolejnymi wierzchotkami réwnolegtoboku 7.8.6.8
ABCD. Oblicz pole tego réwnolegtoboku.
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Istnieje wiele innych sposobdéw obliczania pola trojkata w ukiadzie wspotrzednych. Oto przykfad takiej instrukcji.
1° Dane sg trzy punkty niewspdtiniowe: A(Xp¥4) B(Xg¥Yg) C(Xc5 Ye)

Xg = Xpa YT Va

2° Tworzymy nastepujaca tablice:
XeTXa YT VYa

3° Obliczamy pole tréjkata ABC w sposéb: P, = %"(XB X)) (Ve Ya) —(Xc—Xa) (Vg _VA)‘

PRZYKLAD 1

Oblicz pole tréjkata ABC, gdzie A(1;2), B(3;4), C(—2;5).

o . Xg=™Xp Y™V 3—1 4-—2 22
1° Tworzymy tablice. xﬁ—xﬁ y?-y2 :‘ —2—1 5-2 ‘:‘ —33 ‘

o . .. _1 _
2° Obliczamy pole tréjkata ABC. P, —j"(XB—XA)'(yc—yA)_(Xc_XA)'(yB_yA)‘—

~323-(-2)2=1 fs+e[=6F

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Oblicz pole tréjkata ABC, gdzie A(—1;3), B(2; —4), C(4;0).

Fraktal Sierpiriskiego
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MATURA

MATURA

MATURA

MATURA

MATURA

MATURA  MATURA

i 1. (4pkt) Rozwiaz Nerdwnoge |y, 3
X~

N L ] ARKUSZEGZAMNACYINY Z MATEMA / i
y= 2+ Sy poziom rozszerzony TYKI %ﬁ,’,‘m | Lczmapuow 1 ARKUSZH\H/ = ot [

G = e
w E
o\ L

1.(4pkt)RozwiainleMno§t|h+3|+|x_4|57_,,.

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposrdéd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. T.8.6

\
’6W"°famien
8.6.9. Dane sg punkty A(2; —5) i B(6; — 1). Dtugos¢ odcinka AB wynosi: Wi 2o o
& apunkty A(2;—5)iB(6; —1). Diug y i
%, A. 10 B. 4,2 C 23 D. /5
%
8.6.10. Punkty K(—2;1) i L(4; — 1) sg wierzchotkami tréjkata rownobocznego KLM. Obwdd tego trojkata jest
réwny: ==
e rem g o
A. 120 B. 30/4 C.12,/10 D. 6,/10 B
N 8.6.11. Punkty B(—1;5) i D(—7; 7) sa przeciwlegtymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Pole tego kwadratu jest
“eirOWne:

A. 20 B. 40 C. 80 D. 60

8.6.12. Obwdd rombu o boku AB, gdzie A(1;1) i B(4;5), wynosi:

A.2)/5 B.4,/2 C. 20 D. 10

|8.6.13. Tréjkat ABC, gdzie A(0;0), B(2;2), C(—1;5), jest tréjkatem:

A. prostokatnym, C. réwnoramiennym,

B. rownobocznym, D. rozwartokgtnym.

MATURA — ZADANIA OTWARTE

8.6.14. Oblicz pole trdjkata EFG, wiedzgac, ze podstawa EF o dtugosci 8 /2 zawiera sie w prostej
g ; ; ) 2 pkt
o réwnaniu x —y + 2 = 0, a wierzchotek ma wspétrzedne G(2;9).

8.6.15. Oblicz pole rombu ABCD, gdzie A(0;0), B(8;3)iC(5;6). 4 pkt

8.6.16. Oblicz pole tréjkata ABC, gdzie A(2;2), B(—6;3), a punkt C lezy na przecieciu prostych 5 pki
y=xt6iy=—x+8.

2.8
\ ! ool

=04, Wi 3'(3""')0br =

" ira 3, dofgne St lczh napy
» ralr

/& hmw%m%bmw, W Z3pisie iy
Iy “VStePuiecyfra 1. “VSUEPUe dokfagye
] trzy
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8.7 » Inajdowanie obrazdw niektdrych figur geometrycznych
(punktu, prostej, odcinka, okregu, frojkata itp.) w symetrii
osiowej wzgledem osi uktadu wspotrzednych i symetrii
Srodkowej wzgledem poczgtku uktadu wspodtrzednych

» Symetria osiowa wzgledem prostej Z P.8.7.1

DEFINICJA PRZYKLAD

Jezeli k jest ustalong prostg na ptaszczyznie, a A do-
wolnym punktem i A" obrazem punktu A w symetrii
osiowej wzgledem prostej k, to:

» jesli punkt A nalezy do prostej k,to A = A’;

» jesli punkt A nie nalezy do prostej k, to A" jest takim
punktem, ze prosta k jest symetralng odcinka AA’.

Oznacza to, ze odcinek AA’ jest prostopadty do prostej
k iprosta k przechodzi przez $rodek odcinka AA'.

WNIOSKI

W symetrii osiowe;j:

Obrazem odcinka jest odcinek o tej samej dtugosci. Aby znaleZ¢ obraz odcinka, wystarczy znalez¢ obrazy
jego koncow.

Obrazem trdjkata jest tréjkat przystajacy. Aby znalez¢ obraz tréjkata, wystarczy znalezé obrazy
jego wierzchotkéw.
Obrazem prostej jest prosta. Aby znalez¢ obraz prostej, wystarczy znalez¢ obrazy

dwdch dowolnych punktéw proste;.

Obrazem okregu jest okragg o tym samym Aby znalez¢ obraz okregu, wystarczy znalez¢ obraz
promieniu. srodka, dtugos$¢ promienia pozostanie bez zmian.

» Symetria osiowa wzgledem osi uktadu wspotrzednych

TWIERDZENIE

Jesli punkt A(x; y) jest dowolnym punktem w uktadzie wspétrzednych, to :

> SoxAlxy)=A(x;—y) » So A y)=A(—xy)



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

SOXA(—3;4)=A'(—3;—4) SOYA(—3;4)=A'(3,'4)
6Ay sﬂy
A * i @ 5---- -9
S ATTTTY .\
2 2
D6 L ; o
—6-5-4~;3—2-1_10123456'x -6-5-4-3-2-1_10123455
! 2
° -4 .
AT .
i -6
-7 -7

PRZYKLAD 1

Znajdz réwnanie prostej k : y = 3x — 1 w symetrii wzgledem osi OX.
1° Zauwazmy, ze do prostej k nalezg na przyktad punkty: A(0; —1) i B(1;2).

2° Szukamy obrazéw tych punktéw w symetrii wzgledem osi OX. SoxA(oi -1)=A(0;1)
SexB(1;,2)=B(1;,—2)

3° Gdy mamy dwa punkty, mozemy napisac réwnanie prostej, korzystajagc y— 1= %(X -0)
Ve —Ya
Zewzoru: y —y, = Xg,_xﬁ,(x—xA/). y—1=—3x
y=—3x+1

4° Rédwnanie prostej w symetrii wzgledem osi OX ma posta¢ y = —3x + 1.

PRZYKLAD 2

Znajdz réwnanie prostej k : y = 4x — 3 w symetrii wzgledem osi OY .

1° Zauwazmy, ze do prostej k nalezg na przyktad punkty: A(1;1)iB(2;5).

2° Szukamy obrazéw tych punktéw w symetrii wzgledem osi OY . S,,A(0;—3)=A(0;—3)
S.,B(2;5)=B(—2;5)
3° Gdy mamy dwa punkty, mozemy napisac¢ réwnanie prostej, korzystajagc =~y —(—3) = %:g)(x -0)
zZewzoru:y —y, = il(z:xz:(x—xlqr). y+3=—4x
y=—4x—3

4° Réwnanie prostej w symetrii wzgledem osi OY ma postaé¢ y = —4x — 3.
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» Symetria sSrodkowa wzgledem punktu Z P.8.7.3

DEFINICJA PRZYKtAD
D

Jezeli S jest ustalonym punktem na ptaszczyznie, a A
dowolnym punktemi A" obrazem punktu A w symetrii
srodkowej wzgledem punktu S, to:

P jesliA=S,t0 A = A;

P jesli A#£S,to A jest takim punktem, ze punkt S
jest srodkiem odcinka AA'.

D

WNIOSKI

W symetrii Srodkowej:

Obrazem odcinka jest odcinek réwnolegty o tej samej Aby znalez¢ obraz odcinka, wystarczy znalez¢ obrazy

dtugosci. jego koncow.

Obrazem trdjkata jest trojkat przystajacy. Aby znalez¢ obraz tréjkata, wystarczy znalezé obrazy
jego wierzchotkow.

Obrazem prostej jest prosta réwnolegta. Aby znalez¢ obraz prostej, wystarczy znalez¢ obrazy

dwdch dowolnych punktéw proste;.

Obrazem okregu jest okrag o tym samym promieniu. Aby znalez¢ obraz okregu, wystarczy znalez¢ obraz
srodka, dtugos¢ promienia pozostanie bez zmian.

» Symetria sSrodkowa wzgledem poczgtku uktadu wspodtrzednych
Jesli punkt A(x; y) jest dowolnym punktem w uktadzie wspétrzednych, to :
» Sio.0)AGY)=A(—=x—y) symetria wzgledem punktu (0; 0)

PRZYKtAD 2 P.8.7.4

6

5

4

A o 3
i )

1

.

-7 -6 -5 -4 -3 -2 —11 01.A'.2 3 4 5 6x

-2
-3 e

-4 Al

31



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

PRZYKLAD
Znajdz réwnanie prostej k : y = 2x + 4 w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych.

1° Zauwazmy, ze do prostej k nalezg na przyktad punkty: A(0; 4) i B(—1;2).

2° Szukamy obrazéw tych punktéw w symetrii S, O)A(o; 4)=A(0;—4)
wzgledem poczatku uktadu wspdtrzednych. 5(0;0)3(_ 1:2)=B(1;,—2)
o N s . . —2—(—4)
3° Majac dwa punkty, mozemy napisaé y—(—4)= W(X —0)
réwnanie prostej, korzystajgc ze wzoru: _
VgV y+4=2x
y_yA’_XB'_XA/(X_XA'>' y:2X—4

4° Réwnanie prostej w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych ma postac y = 2x — 4.

ZADANIE UTRWALAJACE

8.7.1. Punkt A przeksztatcono i otrzymano punkt A’, ktdry jest obrazem punktu A. Uzupetnij tabele.

Rodzaj przeksztatcenia

Punkt A’ o e .,
symetria osiowa symeftria osiowa symetria Srodkowa
wzgledem osi OX wzgledem osi OY wzgledem punktu (0;0)

(5;—3)  (=5—3) NIE TAK NIE

(—2;1) (2,—1)

(—2;—8) TAK NIE NIE
(0;3) (0;—3)
(3;4) NIE NIE TAK
(0;0) (0;0)
(—1;6) NIE TAK NIE
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» Podsumowanie

Geometria kartezjahska

i rss

Punkt Odcinek
G“y .
A" =i(-5, 5) A=(5,5)
5 5
A"=(3,4) A=(3,4)
3 4 o 4
3 3
2 2
’ B"=(3 2) B=(3,2)
; S =0, 0) =(0, 0)
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7? -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7?
7 . B"=(3,-2) B =(3,-2)
-2 -2
-3 -3
L[ ] : -4 ) -4
A" =(-3,-4) A'=(3,-4)
-5 -5
A" =(-5,-5) A'=(5,-5)
-6 -6 8
Trojkat Okrag
Ay 7
A=(3,6)
5
4
3
C"=(-5,3) ‘ C=(53)
B=(22)
s=00
0 - -
7 % 5 4 3 2 1 Jo1 2 3 4 5 6 7x -7 7x
B"=(2,-2) B'=(2,-2)
-2
C"=(5,-3) C'=(5,-3)
3 PR
-4
-5
-6
A" =(-3,-6) A'= (3, -6)
7 i 7
Prosta

— figura wyjsciowa

— symetria osiowa wzgledem osi OX
— symetria osiowa wzgledem osi OY
— symetria srodkowa wzgledem poczgtku uktadu wspdtrzednych
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ZLADANIA UTRWALAJACE

8.7.2. Dany jest trojkat ABC, gdzie A(1;2), B(4;3) i C(3;7). Znajdz obraz tego trdjkata po 7.8.7.2
przeksztatceniu w symetrii:

a. osiowej wzgledem osi OX,
b. osiowej wzgledem osi OY,
c. $rodkowej wzgledem punktu (0; 0).

8.7.3. Dany jest czworokat ABCD, gdzie A(0;1), B(5;2), C(4;4) i D(0;2). Znajdz obraz tego 7.8.7.3
czworokata w symetrii osiowej wzgledem:

a. osi OX,

b. osi OY.

8.7.4. Dany jest kwadrat ABCD, gdzie A(—2; —2), B(0; — 4), C(2; — 2). Wyznacz wspétrzedne 78.7.4
punktu D oraz znajdz obraz tego kwadratu w symetrii:

a. osiowej wzgledem osi OX,
b. osiowej wzgledem osi OY,

c. $rodkowej wzgledem punktu (0; 0).

est liczb Naturalnych siedmie

8.7.5. Punkt A(—2015;2016) przeksztatlcono w symetrii osiowej wzgledem osi OX i otrzymano punkt B. Wspéf-w

rzedne tego punktu to:
b%\ A. (2015;2016) C. (—2015;—2016)
Yogte,

B. (2015;—2016) D. (—2015;2016)

/ &
i
\
\
\
\
\\

8.7.6. Srodek okregu lezy w punkcie S(—7; 8). Okrag ten przeksztatcono symetrycznie wzgledem poczatku uktadu |
wspotrzednych i otrzymano okrag o srodku P. Punkt P ma wspdtrzedne:

A. (8;—7) B. (7;—8) C. (-7;-8) D. (7;8) S

¢

8.7.7. Punkt K(2015;2016) przeksztatcono w symetrii osiowej wzgledem osi OY i otrzymano punkt L. Nastepnie /\&
punkt L przeksztatcono w symetrii Srodkowej wzgledem punktu (0; 0) i otrzymano punkt M. Wynika z tego, ze \

%_punkt M ma wspotrzedne: )

MATURA MATURA MATURA MATURA

A. (2015;2016) B. (—2015;2016) C. (—2015; — 2016) D. (2015; — 2016) 4 ‘

/ﬁ

y \,;.o"f
/’8.7.8. Punkty A(2;—7)i A'(a+2;2b— 1) sg symetryczne wzgledem osi OX. Wynika z tego, ze: '&(,«;*‘*"
A.a=0 b=4 B.a=0,b=3 Ciia =572, "b'=73 D.a=2,b=4
a0, o5
N ¥
J S
» &




" 3 B A ——— = | T g

| =
| |

! | |
i ARKUSZEGZAMINACYONY ZMATEMATYKI 31z 7 | I
poziom rozszerzony 80 ndmn Y | ggwpumr&w I ARKUSZ | |

| s I

| LA

1. (4pkt) Rozwiat nierownosé |2x+ 3| +|x—4| < 7 5. F ‘lﬂm‘_\»ﬁ“ \ 2

8.7.9. Okrag o $rodku A(—2;5) i promieniu dtugosci 5 przeksztatcono w symetrii osiowej wzgledem osi OX. Otrzy-

mano okrag o $Srodku A’. Odlegto$¢ miedzy srodkami tych okregdw wynosi: b

pezréw

’%,x A. —4 B. 4 C. 10 D. 8 =
%,

9
K2

8.7.10. Punkt A(—1; 1) przeksztatcono symetrycznie wzgledem osi OY, otrzymujac punkt B. Punkt B przeksztatco-
no symetrycznie wzgledem osi OX, otrzymujgc punkt C. Obwdd tréjkata ABC wynosi:

o

A 3 B. 6 C. 4+ /2 D.2(2+./2)

8.7.11. Punkt K(—15;10) przeksztatcono w symetrii wzgledem osi OX oraz OY, a takze w symetrii wzgledem punk-
tu (0; 0), otrzymujac odpowiednio punkty L, M i N. Przekatna czworokata KLMN ma dtugosé:

A. 5,13 B. 10,/13 C. 13,/10 D. 13,5

8.7.12. Odcinek AB, gdzie A(0;3) i B(4;0), przeksztatcono jednocze$nie w symetrii osiowej wzgledem osi OX i OY,
a takze w symetrii wzgledem punktu (0; 0). Czworokat utworzony z odcinka AB oraz uzyskanych odcinkéw nie jest:

A. rombem, C. prostokatem, \

N
B. trapezem, D. deltoidem.

8.7.13. Okrag o s$rodku w punkcie S(4;—1) i promieniu r = 3 przeksztatcono w symetrii wzgledem osi OX,
‘otrzymujac okrag o $rodku w punkcie S’. Okregi o $rodkach Si S":

/ A. sg roztaczne, C. sg styczne wewnetrznie, 4
N y
B. sg styczne zewnetrznie, D. przecinajg sie w dwdch punktach.
2 b”{’;
8.7.14. Kwadrat ABCD, gdzie A(—1;1), B(2;1), C(2;—2) i D(—1;—2), przeksztatlcono w symetrii érodkowejs”

S\
Vinilvw

wzgledem punktu (0; 0). Pole figury ztozonej z kwadratu ABCD oraz kwadratu otrzymanego po przeksztatceniu
Wynosi:

A. 18 B. 12 C. 14 D.9

\
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a0
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Vfra 0 ora, dokladni s, ww;;ms-e ktGrych wystg
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ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

P.8.1.1 PRZYKLAD 2.3x+y—6=0 PRZYKEAD 5. x+y+3=0
PRZYKEAD 3.2x+y =0 PRZYKtAD é6.y+2=0
PRZYKEAD 4. —8x+y—4=0

P.8.1.2 PRZYKLAD2.y=—3x+6 PRZYKEAD 5.y =—x—3
PRZYKLAD 3.y =—2x PRZYKLAD 6.y = 2x—3
PRZYKEAD 4.y =8x+4

8.1.1. np. —6x+8y+5=0

8.1.2. y:—%Ser 10

P.8.1.4 PRZYKtAD2.a=2 PRZYKEAD 3.a=1 PRZYKLAD 4. a = —%

P.8.1.5 PRZYKLAD2.y=x-—5 PRZYKEAD 5.y =—4x+2
PRZYKEAD 3.y =—x+3 PRZYKLAD 6. y=_%x_1
PRZYKLAD 4.y =2x+7

813. $x+y—-5=0

8.14. a=2

815 a=-1

8.1.6. B 8.1.7. C 8.1.8. B 819. C 8.1.10. B

8.1.11. B 8.1.12. C

P.8.2.2 PRZYKLAD 2.C PRZYKLAD 4.8
PRZYKtAD 3.D PRZYKLAD 5. A

821 wzor prostej k wzor prostej [ wartos¢ p

y=px+2 y=3x—1 3
y=(p+t2)x—1 y=—x+4 -3
y=4x—2 y—px=0 4
3xty—5=0 y=02p—1)x+3 -1
—x+2y+1=0 y=(p+4)x —33
P.8.2.4 PRZYKLAD 2.C PRZYKtAD 4.8B

36

PRZYKLAD 3.D

PRZYKLAD 5. A



Odpowiedzi

8.2.2 wzor prostej k wzor prostej | warto$¢ p
y= %x y=2x—1 -2
y=prta )= 3 2
y—2px=73 y=x+5 —%
2x—4y+1=0 y=(p+1)x -3
—x+3y—2=0 (p+2)x+y=0 -1
823. D 8.24. B 8.25. C 8.26. B 8.2.7. D
8.2.8. B 8.29. D 8.2.10. D
P.8.3.1 PRIYKLAD2.y=—3x+7 PRZYKYAD 5.y = x—11
PRZYKEAD 3.y =—4x+1 PRZYKEAD 6.y =—x+6
PRZYKEAD 4.y =2x—8
P83.2 PRZYKLAD 2. y=3x—3 PRZYKLAD 5.y =—2x—2%
PRZYKEAD 3.y =—2x+2 PRZYKEAD 6.y =x—2
PRZYKtAD 4. y=—x—1
8.3.1. y:_%x_g,%
83.2. _%X_%
833. m=-3
834. me{-1;4}
835 p=1
836. C 8.3.7. B 8.3.8. C 839. C 8.3.10. A
8.3.11. C 8.3.12. C
8.3.13. y=—%x+5 8.3.14. y = 2x — 400
8.4.1. P,.=75]j
8.4.2. p(1;1)
8.43. y=—2x+1
8.44. A 8.4.5. C 8.4.6. B 84.7. C 8.4.8. A
849. g=7% 8.4.10. D(5;—2)
P8.5.1 PRIYKLAD 2. S, =(3:15)
PRZYKEAD 3. S 45 =(—3;— 45)
PRZYKLAD 4. § 5 = (—=1;— 1)
8.5.1. B(0;—3)
8.5.2.  5(—300;300)
8.53. A(2;2),B(0;4)
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854.  (-16 )
8.5-5- y = 3 S5 X =+ 5
8.5.6. y=—5x+29
85.7. C 8.5.8. B 8.5.9. A 8.5.10. A 8.5.11. C
8.5.12. y=—x+1
P.8.6.1 PRZYKtAD 2.|AB|=5 PRZYKYAD 3.|AB|= 13  PRIYKLAD 4.|AB|= 4,5
86.1 0=15/2
86.2. p=40j>
863.  [EF|=y(6-1/+(2-3f =/25+1=1/26
FG|=y/(4—6P+(5—2F =/4+9 =13
EG|={(4—12+(5—-32 =,/9+4 = /13
Korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa:
?
J/13%+/13% = /26>
?
13+13=26
26 =26
L=P Zatem tréjkat jest prostokatny.
86.4. 0=6(2y/2+5)
8.6.5. ((6;12)
8.6.6.* B(0;5),D(—2;1)
_ _3/5 _
P.8.6.4 PRZYKtAD2.d=4,5 PRZYKLAD 3.d = 5 PRZYKtAD 4.d =7
86.7. p=75j
8.68. p=16}>
P.8.6.6 PRZYKLAD 2.P, =13 i
8.6.9. B 8.6.10. D 8.6.11. A 8.6.12. C 8.6.13. A
8.6.14. p=20j? 8.6.15. p=133j? 8.6.16. p=19,5 j?
Rodzaqj przeksztatcenia
8.7.1 Punkt A Punkt A’ symetria osiowa symetria osiowa symetria srodkowa
wzgledem osi OX wzgledem osi OY wzg edem punktu (0; 0)
(5;,—3) (—=5;—3) NIE TAK NIE
(—=2;1) (2,—1) NIE NIE TAK
(—2;8) (—2;—8) TAK NIE NIE
(0;3) (0;,—3) TAK NIE TAK
(3;4) (—3;,—4) NIE NIE TAK
(0;0) (0;0) TAK TAK TAK
(—1;6) (1;6) NIE TAK NIE
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8.7.2.

8.7.3.

8.7.4.

C=@3,7)

B=(4,3)

9 8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

C'=(@3,-7)

C=@37)

B=(4,3)

9 8 7 % 5 4 3 2 1
A"=(1,2)

B" = (4,-3)

C"=(-3,-7)

=Y

0
9 8 -7 6 5 -4 -3 2 -1

9 X
-6
-7
-8
7Ay
6
5
4B =04
e 3
A=(22 c=22
2
D'=(0,0) D=(0,0) o
8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10x
A=(2:2/ 1 c=2 2
-2
-3
“4YB=(0,-4)
-5
-6
-7
-8

Odpowiedszi

b. C'=(3.7) 7Ay C=(3,7)
6
5
4
3
B' = (-4, 3) ) B=(43)
A'=(12)] A=(1,2)
0 =

7 -6 5 -4 -3 -2 -1

=)
N
©
IS
o
=)
~
@
©
B
x

B"=(-5,2)

A"=(0

Ay
6
5
C=(44)
D=(0,2)
A= (0,1) B2

9 8 7 6 5 4 3 -2

-1 (01 2 3 4 5 6 7 8 9x

-2
-3
-4
-5
-6
-7
-8
b. 7“y
6
5
4
3
2
110" =(0,0)
ol D=(0,0 -
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10X
A=(22)/1 C=(2,2)
C'=(2-2) -2 A"=(2,-2)
-3
“YB=(0,4)
5] B"=(0,-4)
-6
-7
-8
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8.7.5.
8.7.10.

C
D

C"=(22)

D"=(0, 0)

SN N\ o o N

by

B" = (0, 4)

A"=(2,2)

D=(0,0)

-8

7 6 5 -4 -3 -2 -1

A=(-2,-2)

8.76. B
8.7.11. B

T P A R U 4 I
©o N o o »Nw N o

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10

S30;0)
C=(2-2)

B=(0,-4)

8.7.7. D
8.7.12. C

-
X

8.7.8. A
8.7.13. D

8.79. C
8.7.14. C
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