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Stereometria

Wedtug hellenskiej legendy dawno temu na greckiej wyspie Delos
zapanowafa straszliwa epidemia dzumy. Przerazeni mieszkaricy udali
sie do $wiagtyni Apolla — opiekuna wyspy — z pytaniem, co zrobi¢, by
uratowac ludnosé przed zagtada. Bég zazgdat, aby dwukrotnie powiekszy¢
ofiarny ottarz w ksztatcie szescianu. Mieszkarcy szybko wykonali zadanie,
stawiajgc na ten oftarz jeszcze jeden — taki sam szescian. Mimo ze zgdanie
zostato spetnione, dzuma dalej zbierata Smiertelne zniwo. Okazato sie,
ze nie wolno byto zmienic ksztattu ottarza — Apollo byt wymagajacy. Prob-
lem ten, czyli to, w jaki sposdb powiekszy¢ dwukrotnie objetos¢ danego
szescianu, zachowujgc jego proporcje, jest jednym z trzech tzw. prob-
lemoéw delijskich. Drugi problem delijski to trysekcja kata, podzielenie kata
na trzy réwne czesci za pomocg cyrkla i linijki. Trzeci to stynna kwadratura
kota: jak, majgc dane koto, skonstruowaé kwadrat o tym samym polu.

To znane trzy nierozwigzalne zadania swiata antycznego — najstynniej-
sze z nich to kwadratura kota, ktdéra przeszta do jezyka potocznego
jako okreslenie zagadnienia nie do rozwigzania, rzeczy niemozliwej
do osiggniecia.

Bryty geometryczne, wielosciany czy bryty obrotowe, znajdziemy na
kazdym kroku w otaczajgcym nas $Swiecie. Niektdre z nich, jak bryty
platonskie (czworoscian, szescian i oSmioscian foremny, dwunastoscian
foremny i dwudziestoscian foremny) otaczano wrecz kultem ze wzgledu
na ich idealne piekno. Pitka futbolowa, chociaz wydaje nam sie sferg,
najczesciej jest dwudziestoscianem $cietym, ktéry sktada sie z 20
szesciokatow foremnych i 12 pieciokatow foremnych. Taka bryfa jest
wieloscianem archimedesowym. W 1974 roku Ern6é Rubik wymyslit
szescienng tamigtdwke, ktdra stata sie jedng z najstynniejszych zabawek
logicznych na $wiecie. Z pewnoscig wielu z nas prébowato ukfadac kostke
Rubika —i albo sie poddawato, albo osiggato cel po bardzo dtugim czasie.
Okazuje sie jednak, ze kostke te mozna utozy¢, wykonujac 20 lub nawet
mniej ruchdw, w zaleznosci od ustawienia poczgtkowego.

Wielosciany czy bryty obrotowe maja zastosowanie oczywiscie nie tylko
w rozrywce — mndstwo ich wykorzystujemy w rozmaitych rozwigzaniach
technicznych, ktdre utatwiajg zycie.
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Spis tresci

Rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtéw miedzy odcinkami

(np. krawedziami, krawedziami i przekgtnymiitp.). Obliczanie miar tych katdw.....................

Rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtéw miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (miedzy krawedziami i scianami, przekgtnymii scianami).

ObliCZANIE MIAN TYC KOTOW.....ceeeeeeeeeee ettt rean e

Rozpoznawanie w walcach i w stozkach kgtéw miedzy odcinkami oraz kgtdw miedzy

odcinkami i ptaszczyznami (np. kgt rozwarcia stozka, kgt miedzy tworzgcg a podstawq).
OblICZANIE MIAT TYCN KOTOW ...ttt ettt es et eseaensenns

Rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtéw miedzy Scianami.........................

Okreslanie, jakq figurg jest dany przekrdj prostopadto$cianu ptaszczyzng.......ceeeeeeeeveeeenene.

Stosowanie trygonometrii do obliczeh dtugosci odcinkdw, miar kgtdw, pdl powierzchni

T OB ETOSC vttt ettt bbb bbbt et es e bbb bbbttt as s s s s st etene

O D OWIEAZI.c...eevieeetiteteeteteee ettt ettt ettt ettt e st et ess et eseebe s essebessese st essebessebassessebessebansessssennans

Oznaczeniaq:

DEFINICJA definicje

PRZYKLAD przyktad ilustrujacy dang definicje

PRZYKLAD 1 przyktad ilustrujgcy sposob rozwigzania zadania okreslonego typu

PRZYKLADY DO CWICZEN przyktad (przyktady) do rozwigzania wedtug podanego wzoru

ZADANIA UTRWALAJACE zadania umozliwiajgce utrwalenie zdobytych wiadomosci

>

odestanie do planszy interaktywnej, ktdra jest multimedialng ilustracjg danej

FIAl definicji, zagadnienia lub zadania
* Z1.A1 odestanie do zadania interaktywnego
2.B.21.* zadania/podpunkty o podwyzszonym stopniu trudnosci

ZADANIA TESTOWE

MATURA

V)

=
>

zadania z zakresu danego dziatu, opracowane na wzdr zadan maturalnych,

— ZADANIA TESTOWE . ) b L
stanowigce powtdrzenie i sprawdzenie wiedzy

odestanie do zadan testowych dostepnych w formie interaktywnej

Czy wiesz, ze... dodatkowe informacje i ciekawostki

zadania z zakresu danego dziatu stanowigce powtdrzenie i sprawdzenie wiedzy
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2.1 » Rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtow

miedzy odcinkami (np. krawedziami, krawedziami
i przekgtnymi itp.). Obliczanie miar tych kgtow

» Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

Ptaszczyzne wyznaczaja:

e trzy niewspotliniowe punkty,

e dwie rézne proste réwnolegte lub przecinajace sie,

e prosta i punkt poza nig.

Ptaszczyzna ABC to ptaszczyzna, ktdra zostata wyznaczona przez punkty A, Bi C.

Ptaszczyzny bedziemy oznaczac jako: 74, 7, ...

WZAJEMNE POLOZENIE DWOCH PLASZCZYZN W PRZESTRZENI 2 P.9.1.1

U

Ptaszczyzny nie majgce punktéw wspdlnych

T, NT,=0
Ptaszczyzny L2 T2
rownolegte
Tl 7,

Ptaszczyzny pokrywajgce sie - =

T,=T, !

™

Ptaszczyzny Ptaszczyzny przecinajace sie nieprostopadle \k ™
przecinajgce sie T, N T, =k
Czescig wspdlng
ptaszczyzn
przecinajgcych sie jest '
prosta, ktérg nazywamy Pfaszczyzny przecinajace sie prostopadle £ I k
krawedzig przeciecia. TN T, =k - UE

DEFINICJA

Wieloscian to figura przestrzenna ograniczona wielokgtami, ktére sg wnetrzami roztgczne oraz bok kazdego
wielokata jest jeszcze bokiem dokfadnie jednego wielokata.

WELASNOSCI PRZYKLAD

Scianami wieloscianu sa Kazde trzy wierzchotki czworoscianu forem- /\
wielokaty, a wierzchotki nego ABCD wyznaczajg w sumie cztery
kazdej éciany wieloécianu  Pfaszczyzny: ABD, BCD, CAD, ABC N\ C
wyznaczajg pfaszczyzne. -

A B
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Wierzchotki sze$cianu ABCDEFGH G m™
wyznaczajg wiele ptaszczyzn; niektdre z nich

to: ABC, BCF, EFG, CDH, ADH, ACF, EHB. E
WSsrdd nich sg ptaszczyzny przecinajgce sie

(w tym prostopadte) oraz rownolegte (w tym d A B
pokrywajace sie).

1
i
1
Ds-4-=4C
4

Sciany w wielocianie, ktére zawarte sa w ptaszczyznach réwnolegtych, nazywamy écianami przeciwlegtymi.

PRZYKLAD

Na podstawie rysunku okresl sciany przeciwlegte wieloscianu. H G

Ptaszczyzny réwnolegte to ABFE i DCGH oraz ABCD i EFGH.
Skoro $ciany przeciwlegte sg zawarte w rdwnolegtych ptaszczyznach, to pary scian przeciwlegtych to: ABFE i DCGH
oraz ABCD i EFGH.

WZAJEMNE PO+OZENIE PROSTEJ | PLASZCZYZNY W PRZESTRZENI Z P.9.1.2

Prosta jest zawarta w ptasz- ‘ >
czyznie — ma wszystkie punkty A SN
} wspalne z ptaszczyzng
Prosta jest rownolegta do
ptaszczyzny k
— 0k
Brak punktéw wspadlnych
prostej z ptaszczyzna

\
Prosta nie jest prostopadta - M

~

do ptaszczyzny ~
Prosta przecina ptaszczyzne —

ma jeden punkt wspdiny

Z ptaszczyzng )
Prosta jest prostopadta \_C ,

do ptaszczyzny M

Prosta k jest prostopadta do ptaszczyzny, jesli jest ona prostopadta do kazdej prostej zawartej w tej ptaszczyznie.

Jesli prosta k jest prostopadta do dwadch przecinajgcych sie prostych, to jest prostopadta do ptaszczyzny wyzna-
czonej przez te proste.
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PRZYKLAD

Opisz potozenie prostej AD" i BB’ wzgledem ptaszczyzn wyznaczonych D’ c

przez Sciany szescianu.

a. Prosta AD’ jest réwnolegta do ptaszczyzny:
ADD' A’ — jest zawarta w tej ptaszczyznie
BCC'B' — nie ma z tg ptaszczyzna punktu wspdlnego

Prosta AD’ przecina ptaszczyzne:
ABCD — w punkcie A

A'B'C’'D" — w punkcie D’
ABB'A" — w punkcie A

DCC' D" — w punkcie D’

ZADANIE UTRWALAJACE

A B

b. Prosta BB’ jest rownolegta do ptaszczyzny:

BCC'B’ — jest zawarta w tej ptaszczyznie

ABB' A" — jest zawarta w tej ptaszczyznie

CC' D' D — nie ma z tg ptaszczyzng punktu wspdlnego
ADD' A" — nie ma z tg ptaszczyzng punktu wspdlnego

Prosta BB’ jest prostopadta do ptaszczyzny:
ABCD — w punkcie B
A'B'C’'D’ — w punkcie B’

9.1.1. Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH (zobacz rysunek).

a. Wypisz pary ptaszczyzn zawierajgcych Sciany prostopadtoscianu, ktére sg

réwnolegte.

b. Wypisz pary ptaszczyzn zawierajgcych sciany prostopadtoscianu, ktére sg

prostopadte.

\E________ T

----- --_Ac

N

N

>
[oe}

WZAJEMNE POLOZENIE DWOCH PROSTYCH W PRZESTRZENI

Proste
rownolegte

Proste wspot-
ptaszczyznowe

Proste
przecinajgce sie

nie leza w jednej
pfaszczyznie, wiec nie majg

Proste skosne

lezg w jednej ptaszczyznie
i nie majg punktow wspdl-
nych lub pokrywaja sie

lezg w jednej ptaszczyznie /
i maja jeden punkt wspolny

punktéw wspdlnych /

(6]
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PRZYKtAD

Wypisz wszystkie pary prostych skosnych przedstawionych na rysunku. %
k i

RS

4

Pary prostych skosnych: kio, mip, lin.

DEFINICJA

Prosta k jest prostopadta do prostej | w przestrzeni (k L 1), jesli istnieje ,/ y >
prosta k” réwnolegta do prostej k i przecinajgca prostg / pod katem prostym. /

PRZYKLAD 1 2 P.9.1.3

Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH (zobacz rysunek).
Wypisz odcinki rownolegte do odcinka AB. E

\E________ T

----- --_Ac

\

\

>
w

Odcinki réwnolegte do odcinka AB to odcinek DC, EF, HG.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH (zobacz rysu-
nek powyzej). Wypisz odcinki prostopadte do odcinka EA.

PRZYKYAD 3. Dany jest prostopadto$cian ABCDEFGH (zobacz rysunek ’
powyzej). Wypisz odcinki réwnolegte do odcinka FG.

PRZYKEAD 4. Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH (zobacz rysunek
powyzej). Wypisz odcinki prostopadte do odcinka GH.
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DEFINICJA

k

Rzutem prostokatnym punktu P na ptaszczyzne 7 jest taki punkt
P’, nalezacy do ptaszczyzny 7, ze prosta PP’ jest prostopadta do
ptaszczyzny 7.

Odlegtoscig punktu P od ptaszczyzny 7 jest dtugosé odcinka PP’.

Rzutem prostokatnym figury P na ptaszczyzne 7 jest figura wyznaczona przez rzuty prostokgtne wszystkich
punktéw tworzacych te figure.

ZADANIE UTRWALAJACE

9.1.2. Dany jest szeScian ABCDA'B'C’' D’ (zobacz rysunek). Wskaz proste zawierajgce ID, <
krawedzie szescianu, ktore: A B’
a. sg skosne z prostg zawierajacg odcinek A'C, E
b. przecinajg prostg zawierajgcg odcinek A'C. [?i _______ LN C
A B

» Graniastostupy
DEFINICJE
Figure nazywamy wypukia, gdy caty odcinek tgczgcy dwa dowolne punkty tej figury jest w niej zawarty.

Wieloscianem wypuktym nazywamy takg figure wypuktg, ktérej powierzchnie stanowi skoriczona liczba
wielokgtéw.

Czy wiesz, ze...

TWIERDZENIE

W wieloscianie wypuktym liczba wierzchotkéw w, liczba Scian s i liczba
krawedzi k spetniajg rownosc:

wts=k+2

Réwnos¢ ta zostata sformutowana i udowodniona przez Leonharda
Eulera (matematyka, fizyka i astronoma szwajcarskiego, zyjacego
w latach 1707-1783), dlatego nazywana jest wzorem Eulera.
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DEFINICJE
podstawa krawed? podstawy
) . . . wierzchotek
Graniastostup to wieloscian, ktérego dwie S$ciany,
zwane podstawami, sg przystajgcymi wielokgtami krawed?
zawartymi w ptaszczyznach rownolegtych, a po- boczna
zostate Sciany, zwane Scianami bocznymi, s3 réwno-
legtobokami o wierzchotkach nalezgcych do podstaw.
Sciana boczna

Graniastostup prosty to graniastostup, ktérego kra- A P.9.1.4
wedzie boczne sg prostopadte do podstawy.

T
! 1
Sciany boczne dowolnego graniastostupa prostego sg . H---L)‘
prostokgtami. <
\

ud ro1s

Graniastostup pochyty to graniastostup, ktérego kra- T
. . H by
wedzie boczne nie sg prostopadte do podstawy. y

Wysokos¢ graniastostupa (H) to dowolny odcinek, ktdry tgczy ptaszczyzny zawierajace podstawy graniastostupa
i jest do nich prostopadty.

Powierzchnie boczng graniastostupa tworzg jego Sciany boczne.

D’ C’
A I B’
Przekatng graniastostupa nazywamy taki odcinek ! Przekatne tego
taczacy dwa jego wierzchotki, ktéry nie jest zawarty | grania.sto.s’fupa’ )
w zadnej $cianie graniastostupa. AN N to ?dc'”!(“ AC, CA,
e BD', DB
A B

W zaleznosci od tego, jakim wielokgtem jest podstawa graniastostupa, wyrdzniamy graniastostupy tréjkatne,
czworokatne, pieciokatne itd.

(
Graniastostup prosty, ktéry w podstawie ma wielokat foremny, nazywamy prawidtowym. A P.9.1.6

ZADANIA UTRWALAJACE

9.1.3. Zaznacz przekatne Scian odcinkiem czerwonym,
a przekatne graniastostupa odcinkiem zielonym.

2913
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9.1.4. Uzupetnij tabelke wedtug wzoru.

GRANIASTOSLUP
przekgtnych

wierzchotkéw krawedzi .
graniastostupa

TROJKATNY 5 6 9 0
CZWOROKATNY
PIECIOKATNY
SZESCIOKATNY
OSMIOKATNY
DZIESIECIOKATNY

n-KATNY*

9.1.5. Czy istnieje graniastostup, ktérego liczba krawedzi jest rowna: a. 21 b. 33
Uzasadnij odpowiedz.

9.1.6. Czy istnieje graniastostup, ktérego liczba wierzchotkdéw wynosi: a. 50 b. 41

Uzasadnij odpowiedz.

9.1.7. Graniastostup ma 42 krawedzie. Oblicz liczbe jego: a. wierzchotkdw,  b. Scian.

» Ostrostupy

DEFINICJE

wierzchotek

Ostrostup to wieloscian, ktérego jedna $ciana, zwana
podstawa, jest dowolnym wielokatem, a pozostate
Sciany, nazywane Scianami bocznymi, sg tréjkatami
o wspoélnym wierzchotku, zwanym wierzchotkiem
ostrostupa.

krawedz
boczna —

wysokos¢

Sciana boczna krawed?

podstawy

podstawa

spodek wysokosci

Ostrostup prosty to ostrostup, ktérego wszystkie krawedzie boczne majg te sama dtugosé lub spodek wysokosci
pokrywa sie ze srodkiem okregu opisanego na podstawie.

Wysokos¢ ostrostupa to odcinek, ktérego jednym koricem jest wierzchotek ostrostupa, /‘ P.91.7
a drugim rzut prostokatny wierzchotka na ptaszczyzne podstawy (spodek wysokosci). o
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Wysokos¢ potozona poza ostrostupem

Wysokos¢ pokrywajaca sie z krawedzig boczng
ostrostupa

Wysokos$¢ potozona wewnatrz ostrostupa

R

[

W zaleznosci od tego, jakim wielokgtem jest podstawa ostrostupa, wyrézniamy ostrostupy trojkatne,

czworokatne, pieciokatne itd.

Ostrostup prosty, ktéry w podstawie ma wielokat foremny, nazywamy prawidtowym.

Katem ptaskim przy wierzchotku ostrostupa prawidtowego nazywamy kat miedzy ramionami tréjkata réwnora-

miennego bedacego jego Sciang boczna.

ZADANIA UTRWALAJACE

9.1.8. Uzupetnij tabelke wedtug wzoru.

Liczba

(ONINON AV
wirzchotkon

TROJKATNY
CZWOROKATNY 5
PIECIOKATNY
SZESCIOKATNY
OSMIOKATNY
DWUNASTOKATNY
n-KATNY*

9.1.9. Czy istnieje ostrostup, ktéry ma: a. 7 wierzchotkdw,

Uzasadnij odpowiedz.

9.1.10. Ostrostup ma 18 krawedzi. Oblicz liczbe jego:

10

5 8
b. 15 $cian, c. 5 krawedzi?
a. wierzchotkow, b. Scian.
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Czy wiesz, ze...

Wieloscianem foremnym nazywamy wielo$cian wypukty, w ktérym wszystkie Sciany s wielokgtami foremnymi
o tej samej liczbie bokéw i w ktérego wierzchotkach zbiega sie taka sama liczba krawedzi.

Wyrézniamy pie¢ wieloscianéw foremnych.

WIELOSCIANY FOREMNE

RYSUNEK SIATKA SCIANY
Fos
czworoscian tréjkaty
foremny réwnoboczne
fos
szescian . % kwadraty
P.9.1.10
o$mioécian ‘ , tréjkaty
V — réwnoboczne
P.9.1.11
S —
dwunastoscian \ / % pieciokaty
Q foremne
x P.9.1.12
dwudziestoscian M , tréjkaty
réwnoboczne

Wielosciany foremne nazywamy réwniez brytami platoriskimi. Platon uwazat, ze materie

tworzg idealne catostki, ktére sg figurami geometrycznymi.

11
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» Kgty miedzy odcinkami w graniastostupach i ostrostupach

H G
Katem miedzy dwiema prostymi k i / E L \F
przecinajgcymi sie w punkcie P . @ —kat miedzy
nazywamy kat ostry Iut? prosty, P prostymi DF | AG
o wierzchotku w punkcie P oL 1Y e
i ramionach zawartych w prostych ki /. K AN
A B

PRZYKtADY KATOW MIEDZY ODCINKAMI

Katy w ostrostupie prawidtowym tréjkgtnym: 2 P.9.1.13
a — kat miedzy krawedzig boczng a krawedzig
podstawy
/3 —kat miedzy krawedziami bocznymi
7 —kat miedzy wysokoscig ostrostupa a krawedzig
boczng
[

d k Katy w ostrostupie prawidtowym czworokgtnym: Z P.9.1.14
‘m @ — kat miedzy krawedzig boczng a krawedzig
)

podstawy

3 —kat miedzy krawedziami bocznymi
7 —kat miedzy wysokoscig ostrostupa
B a krawedzig boczng
m 0 — kat miedzy przeciwlegtymi krawedziami
v

bocznymi

Katy w graniastostupie prawidtowym tréjkgtnym: 4 P.9.1.15
a — kat miedzy przekatnymi Scian bocznych
Ak /3 —kat miedzy przekatng $ciany bocznej
a krawedzig podstawy
v —kat miedzy przekatng Sciany bocznej

g a krawedzig boczng

Katy w graniastostupie prawidtowym 2 P.9.1.16
czworokatnym:

a — kat miedzy przekatnymi Scian bocznych
/3 —kat miedzy przekatng graniastostupa

a krawedzig boczna

7 —kat miedzy przekatng Sciany a krawedzig
boczng

0 — kat miedzy przekatna $ciany a krawedzig
podstawy

& —kat miedzy przekatng graniastostupa
a przekatna $ciany bocznej wychodzacg z tego
samego wierzchotka

12



Stereometria

WY JASNIENIE

W graniastostupach i ostrostupach mozemy poszukiwaé katow (i potem oblicza¢ ich miary) pomiedzy prosty-
mi zawierajgcymi odcinki tych wieloscianow: krawedzie, przekatne itp. Aby znalezé taki kat (np. pomiedzy
krawedziami, krawedzig a przekatng), nalezy najpierw poszukac¢ wspdlnego punktu takich odcinkow, a potem
zbudowad trdjkat — najczesciej prostokatny.

PRZYKLAD i ror7

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Krawedz podstawy wynosi a = 2, a krawedz boczna b = /2.
Znajdz miare kata pomiedzy krawedzig boczng a krawedzig podstawy.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Poszukiwany kat @ to jeden z katéw trdjkata ABS.

3° Rysujemy wysokos$¢ trojkata ABS.

4° Trojkat FBS jest prostokatny, wiec korzystamy
z funkcji cosinus, aby wyznaczyé miare kata «.

5° Szukany kgt ma miare 45°.

PRZYKLAD

Znajdz kat pomiedzy wysokoscig ostrostupa prawidtowego czworokatnego a krawedzig boczng, wiedzac, ze

wysokos$é ma dtugosé H = 3 23 , a krawedz boczna b = 3.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Poszukiwany kat @ to jeden z katéw trojkata PCS.

3° Trojkat PCS jest prostokatny, wiec korzystamy
z funkgji cosinus, aby wyznaczy¢ miare kata «.

4° Szukany kat ma miare 30°.

ZADANIA UTRWALAJACE

9.1.11. Danyjestgraniastostup prawidtowy czworokatny. Oblicz miare kata pomiedzy przekatna tego graniastostupa
a wysokoscia, jesli wiadomo, ze jej dtugo$¢ wynosi h = 2, a krawedz podstawy a = /2.

13
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9.1.12. Znajdz kat pomiedzy krawedzig boczna ostrostupa prawidtowego
tréjkatnego a krawedzig podstawy, wiedzac, ze wysoko$¢ sciany bocznej
ma dtugo$¢ 6, a krawedz boczna ma dtugoéé 4/3 .

9.1.13. Dany jest prostopadtoscian o dfugosciach podstawy 5
i 12 oraz krawedzi bocznej rownej 13. Oblicz kat miedzy przekatng
prostopadtoscianu a krawedzig boczna.

e

&

¢
02
o\ e

MATURA

< ')Minwfz\‘d-g“
oz & e
=4
< / 9.1.14. Graniastostup prawidtowy szesciokgtny ma:
E A. trzy pary Scian réwnolegtych, C. dziesiec par scian prostopadtych,

B. cztery pary $cian réwnolegtych, D. sze$¢ par Scian prostopadtych. F

¥P€2 éwnoramien,
Ny ABCD
trapezy Wiedzac, 76 f o :a

9.1.15. Wysokos$¢ ostrostupa prawidtowego moze by¢:

MATURA
/ ,.e‘f

A. potozona wewnatrz ostrostupa, C. potozona poza ostrostupem,
B. pofozona na krawedzi ostrostupa, D. réwnolegta do krawedzi bocznej ostrostupa. SEERSEISSEICC
e e ded
9.1.16. Graniastostup prawidtowy czworokatny nie moze miec: T
s A. dwdch identycznych $cian, C. pieciu identycznych scian,
W%q‘ B. szesciu identycznych Scian, D. czterech identycznych Scian.

MATURA
/

9.1.17. Jezeli graniastostup ma 36 krawedzi, to liczba wierzchotkdw tego graniastostupa wynosi:

A. 24 B. 12 C. 18 D. 36

N

> 9.1.18. Ostrostup ma 20 wierzchotkdw. Liczba wszystkich krawedzi tego ostrostupa jest réwna:

A. 12 B. 20 C. 40 D. 38

9.1.19. Graniastostup ma 12 wierzchotkdéw. Liczba krawedzi tego graniastostupa wynosi:

3 A. 24 B. 12 C. 18 D. 36

A

R
\

9.1.20. Liczba wszystkich krawedzi ostrostupa, ktéry ma 21 wierzchotkdw, jest réwna:

A. 21 B. 14 C. 20 D. 40

MATU

9.1.21. Liczba Scian graniastostupa prawidtowego wynosi 18. Podstawa tego graniastostupa jest:

\ N ) N7
\ 5 e el _/ o $x \/
/ k V=24, 7
\ g [
7 poziom, mzslénwm;my ZMATEMATYK,
g b Ig:
g &/ et g
> F3 gy

L

A
i

MATURA




1

3. (3pkt) Oblic, jle
" Cyfra 7, dotagny

I

*h siedmi
oraz doki

A. osmiokat foremny;, C. szesnastokat foremny;,

Vinlvw

B. dziewieciokat foremny;, D. osiemnastokat foremny.

|

9.1.22. Liczba Scian bocznych ostrostupa wynosi 12. Liczba krawedzi tego ostrostupa jest rowna:
A. 12 B. 13 C.24 D. 26

Ve

Vinlvw

9.1.23. Ostrostup prawidtowy szesciokatny ma W wierzchotkéw i K krawedzi. Prawdziwa wiec jest zaleznos¢:

2 A.W—-K=5 B. W+K=17 C.K=W+3 D. K=2W—-2
// "/ MATURA — ZADANIA OTWARTE ;
’ y %
/ H G > »
2 . Y . 2 pkit =
9.1.24. Dany jest graniastostup prawidfowy czworokatny E RSE P / [ /
ABCDEFGH (zobacz rysunek). Wiedzac, 7e | AB| = 2/3 oraz i “ ~
‘/\ AE | = 2, oblicz miare kata a. ! g’f >
: 4
e Da--{--£ANC
A - B
9.1.25. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o podstawie ABCD i wierzchotku S. Oblicz ; /é,
kat miedzy dwoma sgsiednimi krawedziami bocznymi, wiedzac, ze krawedz boczna ma dtugosc 2 pkit > o5
w 2, aobwdd podstawy 8./2 . -
et g e
5D
I
Va F T gy A PO ¥
, /& / By y
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9.2 » Rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtow
miedzy odcinkami i ptaszczyznami (miedzy krawedziomi
i Scianami, przekgtnymi i Scianami). Obliczanie miar tych
kgtow

Katem nachylenia prostej k do ptaszczyzny 7, gdzie prosta k nie jest
prostopadfa do ptaszczyzny 7, jest kat ostry @ utworzony przez te
prostq i jej rzut prostokatny na ptaszczyzne .

Katy w ostrostupie prawidtowym tréjkgtnym: 2 P.9.2.1
@ — kat nachylenia krawedzi bocznej

do ptaszczyzny podstawy

/3 —kat nachylenia wysokosci $ciany bocznej

do ptaszczyzny podstawy

7 —kat miedzy krawedzig boczng a ptaszczyzng

Sciany bocznej

0 — kat miedzy wysokoscig ostrostupa

a ptaszczyzng Sciany bocznej

@ — kat nachylenia krawedzi
bocznej do ptaszczyzny podstawy
/3 — kat nachylenia wysokosci $ciany bocznej
do ptaszczyzny podstawy
A X 7 —kat miedz}y yvysokoécia pstrosiu pa
C a ptaszczyzna $ciany bocznej

Kat trostupi id katnym:
!‘ aty w ostrostupie prawidiowym czworokgtnym 2 P.9.2.2

Katy w graniastostupie prawidtowym tréjkgtnym: /i
a — kat miedzy przekatng sciany bocznej P.9.2.3
a sgsiednig Sciang boczng

Katy w graniastostupie prawidtowym
czworokatnym:

@ —kat nachylenia przekatnej graniastostupa
do ptaszczyzny podstawy

WY JASNIENIE

W graniastostupach i ostrostupach mozemy poszukiwac katdw (i potem oblicza¢ ich miary) pomiedzy prostymi
zawierajgcymi odcinki tych wieloscianéw (np. krawedzie, wysokosci, przekagtne) a ptaszczyznami. Aby znalezé taki kat
(np. pomiedzy krawedzig a ptaszczyzna Sciany bocznej, przekatna a ptaszczyzng podstawy), nalezy najpierw poszukac
wspodlnego punktu odcinka i ptaszczyzny, a nastepnie utworzy¢ odpowiedni tréjkat — najczesciej prostokatny.

16



Stereometria

Wyznacz miare kata pomiedzy przekatng prostopadtoscianu a ptaszczyzng podstawy, wiedzac, ze w podstawie
jest kwadrat o boku a = 2/2 , a wysoko$¢ prostopadtoécianu ma dtugosé h = 4.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami. H G
E ] F
2° Szukany kat @ to kat DBH, czyli jeden z katow trojkata '
h=4
prostokgtnego DBH. |
D& 7\ /¢

A a=2v2 B
3° Obliczamy dtugoé¢ odcinka BD, korzystajac ze wzoru na przekatng ~ |BD|=2v/2 /2 =4
kwadratu: d = a./2 .
4° Korzystamy z funkcji tangens w trdjkacie DBH, aby wyznaczy¢ tga = % =1, wieca =45

miare kata .

5° Szukany kat ma miare 45°.

PRZYKtAD DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Wyznacz miare kata pomiedzy przekatng prostopadtoscianu a ptaszczyzng podstawy, wiedzac, ze
w podstawie jest kwadrat o boku a = /2, a wysoko$¢ prostopadfoscianu ma diugos¢ h = 2./3.

PRZYKtAD

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o boku podstawy a = 2 oraz krawedzi bocznej b = 2. Wyznacz
miare kata pomiedzy krawedzig boczng a ptaszczyzng podstawy.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Szukany kat @ to kat SDP, czyli jeden z katéw tréjkata
prostokagtnego DPS.

3° Obliczamy dtugos¢ odcinka DP, pamietajac, ze jest to potowa
przekatnej kwadratu, a przekatng obliczamy ze wzoru: d = a/2 .

4° Korzystamy z funkcji cosinus w tréjkacie DPS, aby wyznaczyé cosa =5, wieca = 45°
miare kata .

5° Szukany kat ma miare 45°.

Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny, w ktérym krawedz podstawy wynosi 6, a wysokos¢ 6+/2 . Oblicz
miare kata, jaki tworzy przekatna sciany bocznej z sgsiednig Sciang boczna.

17
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1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.
Kat « jest jednym z katdw tréjkata prostokgtnego.

2° Obliczamy dtugosc przekatnej sciany bocznej, czyli d, korzystajac

z twierdzenia Pitagorasa.

3° Podstawa graniastostupa jest trojkat réwnoboczny, wiec wysokosé
. a3

h obliczamy ze wzoru: h = Tf

4° Korzystamy z funkcji sinus, aby wyznaczy¢ miare kata «.

5° Szukany kgt ma miare 30°.

6v2

d’=62+(6/2)

d’>=36+72
d=.,/108 =6./3
hz%?zﬁ@
1
h_ 343 1

sina=g—w—7,wieca=30°
2

ZADANIA UTRWALAJACE

9.2.1. Dany jest prostopadtoscian o krawedziach podstawy réwnych 6i 8
oraz krawedzi bocznej rdwnej 24. Oblicz sinus kata, jaki tworzy przekatna

prostopadfoscianu z ptaszczyzng podstawy.

9.2.2. W ostrostupie prawidtowym szesciokatnym wysokosé ma dtugosé

7

M
Mb‘/
S

/g

7l

R

MATURA

%

,
N

&

9.2.3. Dany jest graniastostup prawidtowy szesciokatny (zobacz rysunek).
Kat miedzy najdtuzszg przekatna a ptaszczyzng podstawy to:

MATURA

A. <ADD' C. <E'BC

B. <E'AD D. <D'AD

[

9.2.4. Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny (zobacz rysunek). Kat
miedzy krawedzig boczng a pfaszczyzng podstawy to:

MATURA

“,\ UDIICZ pole trapezy Wiedzac, &'y ABCD o Podsta,
|

g 192

EI D/
4y ' B/ =
| T
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| 1
Es __-p4_~
-4 2C
F
A B

Przekatna trape,

e

est liczb naturalnych s i
e iedmi
le dwa razy cyfra oraz dokfadni

e



e | ARKUSZ e c‘
> e /

1. (apkt) Rozwiaz nier6wnosé |2x+3 | +|x— 4| < 7 — . \)\‘mﬁﬂ \
a1

9.2.5. Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego réwna jest 8, a krawedz podstawy ma diugosé 4.
Kat miedzy przekatng a podstawg ma miare:

4 \ A. 45° B. 60° C.75 D. 30°
"

o
%
\ 9.2.6. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny, w ktérym wszystkie krawedzi s réwnej dtugosci. Kat, jaki
tworzy krawedz boczna z podstawg, ma miare:

A. 30° B. 60° C. 45 D. 90°
9.2.7. Dany jest prostopadtoscian ABCDA'B' C'D’. Korzystajac z danych D’ c’
podanych na rysunku, mozna stwierdzi¢, ze kat miedzy przekatng  p/ . B
prostopad’fosuanu a podstawg ma miare: i
A. 45° C. 90° 10 E
S R
B. 30° D. 60° 2 6
A 8 B

9.2.8. W ostrostupie prawidtowym czworokagtnym krawedz boczna o dtugosci 6 nachylona jest do ptaszczyzny
podstawy pod katem «. Wiedzac, ze krawedz podstawy ma dtugos¢ 3 /2 , mozna stwierdzic, ze:

A o =30 B. @ = 60° C. @ =45 D.a=75%

E

Ll | |

—

pezréy
trapezy

o

ile jest
ladnie d

/ MATURA — ZADANIA OTWARTE  ,,/

9.2.9. Dany jest graniastostup, w ktérym krawedz boczna jest dwa razy krétsza od przekatnej 2 pkt
~$ciany. Oblicz miare kata zawartego miedzy przekatng sciany a krawedzig podstawy.

/ s . Yo .
9.2.10. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego o dtugosci 6 nachylona jest 2 pkt
do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Oblicz wysoko$¢ ostrostupa.
9.2.11. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna o dtugosci 6+/2 tworzy 2 pkt
= zpodstawg kat 60°. Oblicz krawedz podstawy ostrostupa.
e a‘“"“"’v\\éo [

9.2.12. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym przekatna sciany bocznej tworzy z sasiednig 4 pki
$ciang boczna kat @. Oblicz sinus kata @, wiedzac, ze wszystkie krawedzie graniastostupa maja
dtugos¢ réwng 9.

end®
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923>

Rozpoznawanie w walcach i w stozkach kgtow miedzy

odcinkami oraz kgtéw miedzy odcinkami i ptaszczyznami
(np. kgt rozwarcia stozka, kgt miedzy tworzgcg a podstawq).
Obliczanie miar tych kgtow

BRYLA WALEC Z P.9.3.1

DEFINICJA

OINACIZENIA

SIATKA BRYLY

JAK ,
NARYSOWAC
BRYLE

INNE WAZNE
INFORMACJE

20

|
H

T
O r

Walec to bryta obrotowa
powstafa w wyniku obrotu
prostokgta wokot jego osi
symetrii lub wokét prostej
zawierajgcej jego bok.

r — promien

H — wysokos¢

O — spodek wysokosci,
czyli Srodek podstawy
walca

@ 7 BXEE
27y

G
7 WXEY

Przekrojem osiowym walca
nazywamy przekrdj walca
ptaszczyzng zawierajacy
jego 0$ — jest to prostokat
o bokach H i 2r.

STOZEK gl P.9.3.5

0
py
Stozek to bryta obrotowa
powstafa w wyniku obrotu
tréjkata rGwnoramiennego
wokét jego osi symetrii lub
tréjkata prostokatnego
wokét prostej zawierajacej
przyprostokatna tréjkata.

P.9.3.6

S — wierzchotek
O — spodek wysokosci

r — promien
H — wysokos¢
| — tworzaca

a — kat rozwarcia stozka

'd r937

‘d r93s

Przekrojem osiowym
stozka nazywamy prze-
kréj stozka ptaszczyzna
zawierajgca jego 0$ — jest
to trojkat réwnoramienny
obokach /, i 2r.

KULA

i roso

Kula to bryfa obrotowa
powstata w wyniku ob-
rotu kota wokdt prostej
zawierajacej jego Srednice.

r — promien
O — $rodek kuli

Kula nie ma siatki.

Kazdy przekrdj kuli ptaszczy-
zng, ktéra ma wiecej niz
jeden punkt wspdlny z tg
kula, jest kotem. Jesli pta-
szczyzna ta przechodzi przez
srodek kuli, to przekrdj ten
nazywamy kotem wielkim.



Podstawy walca to dwa
kota otrzymane w wyniku
obrotu prostokata.

Kat miedzy ramionami
tréjkata, bedgcego prze-
korjem osiowym stozka,
nazywamy katem rozwar-
cia stozka.

Podstawa stozka to koto
otrzymane w wyniku
obrotu tréjkata.

Stereometria

Kula o srodku w punkcie

O i promieniu r to zbioér
punktow przestrzeni,
ktérych odlegtos¢ od
punktu O jest mniejsza lub
réwna r.

Sfera o srodku w punkcie
O i promieniu r to zbioér

punktow przestrzeni,
ktérych odlegtos¢ od
punktu O jest réwna r.

PRZYKLAD | kd ro30

Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 12 i 5 obraca sie wokét dtuzszej przyprostokatnej. Oblicz tworzaca
stozka.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy tworzaca. P=H+r
[P =12%+5
I* =144+ 25

I=,169 =13 (/> 0)

3° Tworzgca stozka ma dtugosé 13.

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Trdjkat prostokatny o przyprostokatnych 15 i 8 obraca sie wokoét dtuzszej przyprostokatnej. Oblicz
tworzacy stozka.

PRZYKLAD

Dany jest walec o Srednicy 12. Przekatna przekroju osiowego walca tworzy z podstawg kat 30°. Oblicz dtugos¢
wysokosci walca.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

60°
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2° Korzystamy z wiasnosci tréjkata o katach 30°, 60°, 90°. Jezeli H/3 =12

naprzeciwko kata 30° znajduje sie bok o dtugosci H, to naprzeciwko 4

kata 60° znajduije sie bok o dtugosci H+/3 . Obliczamy wiec wysoko$¢ H=12 V3 _ 123 =43
walca. 3 /3 3

3° Wysoko$¢ walca wynosi 4./3 .

PRZYKLAD

Kat rozwarcia stozka wynosi 120°, a tworzgca ma dtugos¢ 20. Oblicz promien i wysokos¢ stozka.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Korzystamy z wiasnosci tréjkata o katach 30°, 60°, 90°. Jezeli 2H =20
naprzeciwko kata 30° znajduje sie bok o dtugosci H, to naprzeciwko H=10
kata 90° znajduje sie bok o dtugosci 2H. Obliczamy wiec wysokos¢

stozka.

3° Jezeli naprzeciwko kata 30° znajduje sie bok o dtugosci H, to r=HJ3

naprzeciwko kata 60° znajduje sie bok o dtugosci H+/3 . Obliczamy r=10,3
wiec promien stozka.

4° Wysoko$¢ stozka wynosi 10, a promiert 10/3 .

PRZYKLAD

Oblicz kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego walca o promieniu 8, jesli wiadomo, ze jej dtugos¢ wynosi

162

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

1 V2 _ /2
/2

2° Korzystamy z funkgji cosinus, aby wyznaczy¢ miare cosa = —\/— T 5 wiec o = 45°
kata .

3° Szukany kgt ma miare 45°.

ZADANIA UTRWALAJACE

9.3.1. Tworzaca stozka jest o 2 dtuzsza od wysokosci, a Srednica podstawy wynosi 12. Oblicz dtugos¢ tej tworzacej.

22



Stereometria

9.3.2. Kat miedzy wysokoscig a przekatna przekroju osiowego walca wynosi 60°. Oblicz dtugos¢
wysokosci, jesli wiadomo, ze promien podstawy réwny jest 4./3 .

9.3.3. Oblicz kat rozwarcia stozka o promieniu r = 6 i wysokosci h = 2/3.

9.3.4. Prostokat o bokach 6 i 9 obraca sie wokét dtuzszego boku. Oblicz dtugo$¢ przekatnej prze- 7
kroju osiowego walca.

" AANUSZ EGZAN
P_\ I poziom rozsz
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MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

9.3.5. Przekatna przekroju osiowego walca o dtugosci 8 tworzy z podstawg kat 30°. Promien tego walca jest réwny:

A.2 B. 4 C.4/3 D.2./3
L
%\ 9.3.6. Tworzaca stozka ma dtugos¢ 6 i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°. Wysokos¢ tego ™
0"%,,% stozka jest rowna:
A.6/2 B. 127 C.3/2 D. 67
9.3.7. Tworzaca stozka jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Jezeli Srednica stozka ma dtugos¢ —
24, to dtugosé tworzacej jest réwna: el
A. 24 B.12,/3 C.12/2 D. 12

19.3.8. Dany jest stozek, w ktorym tworzaca i $rednica podstawy maja dtugosé réwna 8./3 . Wysokos¢ tego stozka
Wynosi:

A. 12 B.12/3 C.24 D. 4./3

9.3.9. Tworzaca stozka jest o 10 diuzsza od jego wysokosci, a obwdd podstawy stozka wynosi 607r. Dtugosc¢
wysokosci tego stozka jest wiec rowna:

A. 30 B. 10 C. 20 D. 40

1 9.3.10. Trojkat prostokatny o przyprostokatnych a i 2a obraca sie wokét dtuzszego boku. Dtugos¢ tworzacej tego
stozka wynosi:

A R \
VINIVW VINIVW VINIVW VINLVW VINIlvW  ViINIvw  Vinilvw

A.ay/3 B. 50° C.ay/5 D. @a
7 5
$9070%° MATURA — ZADANIA OTWARTE f‘%
o
9.3.11. Przekatna przekroju osiowego walca o dtugosci 8+/6 tworzy z wysokoscig kat 60°. 2 pkt

Oblicz dtugos¢ promienia i wysokosci walca.

9.3.12. Kat rozwarcia stozka wynosi 90°, a dtugo$¢ tworzacej jest réwna 4./5 . Oblicz dtugos¢
i promienia i wysokoéci stozka.
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2.4 » Rozpoznawanie w graniastostupach i ostrostupach kgtow
miedzy Scianami

DEFINICJE i rsoan

Dwie rézne potptaszczyzny 74, 7, 0 wspolnej krawedzi m dzielg
przestrzen na dwie czesci. Kazdg z nich wraz z tymi pétptaszczyznami
nazywamy kagtem dwusciennym, a potptaszczyzny — scianamikata
dwusciennego.

™

Miarg kata dwusciennego nazywamy miare kata ptaskiego otrzy-
manego jako przekréj kata dwusciennego ptaszczyzng prostopadty m
do jego krawedzi. s

Aby zmierzyc¢ kat dwuscienny o krawedzi m, nalezy:

1° poprowadzi¢ pfaszczyzne 7 prostopadta do prostej m,
2° zmierzy¢ kat ptaski, wypukty lub wklesty, bedacy czescig
wspdlng kata dwusciennego i ptaszczyzny 7.

T2

Uyl

Jeden z katéw dwusciennych ma miare @, a drugi 360° — .

WY JASNIENIE

W graniastostupach i ostrostupach mozemy poszukiwac¢ katdw (i potem oblicza¢ ich miary) pomiedzy $cianami
tych wieloscianéw (kat dwuscienny).

Aby znalez¢ taki kat (np. pomiedzy $ciang boczng a podstawa ostrostupa), nalezy:

1° najpierw poszuka¢ wspdlnej krawedzi tych scian,

2° wybra¢ dowolny (ale dogodny) punkt na tej wspdlnej krawedzi,

3° z tego punktu poprowadzi¢ dwa odcinki prostopadte do wspdlnej krawedzi — kazdy w innej Scianie,

4° nastepnie trzeba poszukac tréjkata (czesto prostokatnego), w ktérym jednym z katdw jest poszukiwany kat.

PRZYKtAD

Znajdz kat pomiedzy Sciang boczng a podstawg w ostrostupie prawidtowym tréjkgtnym.
1° Wspdlng krawedzig obu Scian jest krawedz BC. S

2° Prowadzimy dwa odcinki prostopadte do tej krawedzi — jeden
jest wysokoscig Sciany bocznej, a drugi wysokoscig podstawy.

3° Dorysowujemy wysokos$¢ ostrostupa, aby szukany kat byt jed-
nym z katéw w tréjkacie prostokatnym, czyli AEDS.
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Stereometria

PRZYKtAD

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny, w ktérym $ciana boczna tworzy z podstawg kat 45°. Oblicz
wysokosé ostrostupa, wiedzac, ze krawedz podstawy wynosi 10.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Tréjkat OES jest rownoramienny, poniewaz <OSE
ma réwniez miare 45°, wiec a = H.

3° Odcinek a jest rdwny pofowie krawedzi podstawy,
wiec obliczamy wysokos¢ H.

4° Wysokos¢ ostrostupa jest rowna 5.

PRZYKtAD

Dany jest czworoscian foremny o krawedzi 3. Oblicz tangens kata nachylenia Sciany bocznej do ptaszczyzny pod-
stawy.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Obliczamy wysokos¢ Sciany bocznej h, korzystajac

ze wzoru: h = @.
3° Dtugosc¢ odcinka x to 1 wysokosci tréjkata rownobo- x = 1 a/3 =1. 3/3 = ﬁ
3 32 ~3 2 2
cznego.
4° Dtugos¢ wysokosci H obliczamy, korzystajac H* + x> = h?
z twierdzenia Pitagorasa (H > 0). e < 3.3 >2 _<£)2
—\ 2 2
2_27 3 _24
H =4 —34=73 =6
H=,6
. H_ /6 2 2/6 /3
° I . = === —_— = —— =
5° Obliczamy tga tga = 3 J/6 73 3 /3
2
2,/18 2492  2-3)2

6° Tangens kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy wynosi 2./2 .
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PRZYKLAD

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDS
o podstawie ABCD i wierzchotku S trojkat ACS jest
réwnoboczny i ma bok dtugosci 12. Oblicz sinus kata
nachylenia $ciany bocznej do pfaszczyzny podstawy
tego ostrostupa (zobacz rysunek).

1° Rysujemy przekatng podstawy AC i wysokos¢
ostrostupa H.

2° Trojkat ACS jest rGwnoboczny o boku 12.

3° Do obliczenia sinusa kata « potrzebne sg dtugosci h
iH.

4° Dtugos¢ H jest wysokoscig tréjkata rownobocznego

a/3

o boku 12, wigc korzystamy ze wzoru: H = —5—.

5° Skoro znamy przekatng podstawy, to mozemy a/2=12 |:v/2

obliczy¢ dtugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa. _ 1 Q . ;LEZ /3 e
RO

6° Odcinek EG jest potowa krawedzi podstawy. |EG|=3/2

7° Obliczamy h z twierdzenia Pitagorasa. h?=(3,/2)+(643)

h*=9-2+36-3
h=,126 =914 =3,/14

6/3 _2/3 JId_2/82 _ /a2

8° Obliczamy sin @. Sina:fb’«/ﬁ_\/ﬁ'\/ﬁ_ 7 S
1
V42

9° Sinus kata nachylenia $ciany bocznej do pfaszczyzny podstawy wynosi =

ZADANIA UTRWALAJACE

9.4.1. Wysoko$¢ $ciany bocznej ostrostupa prawidtowego szesciokatnego wynosi 4,/2 i $ciana ta tworzy
z podstawa kat 45°. Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa.

9.4.2. Sciany boczne ostostupa prawidtowego czworokatnego s3 tréjkatami réwnobocznymi o krawedzi 6. Oblicz
cosinus kata nachylenia Sciany bocznej tego ostrostupa do ptaszczyzny podstawy.
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pezréy
trapezy

%\ 9.4.3. Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny (zobacz rysu-

h}'%%o/ nek). Postugujac sie danymi z rysunku, mozna stwierdzi¢, ze katem
“ dwusciennym jest kat:

A. o C.7y
B. D. 0

o

ile jest
fadnie d

9.4.4. Dany jest ostrostup czworokatny o podstawie prostokata (zobacz
rysunek). Korzystajac z danych na rysunku, mozna stwierdzic¢, ze kat «
ma miare:

d

A. 45° C. 30° =
B. 75° D. 60°

9.4.5. W graniastostupie prawidtowym szesciokgtnym kat miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi wynosi: &
A. 60° B. 90° C. 45° D. 120°

+ 9.4.6. Wszystkie katy dwuscienne rownej miary ma:

/ 7 A. ostrostup, B. graniastostup, C. prostopadtoscian, D. czworoscian. 4
\ y’/
~9.4.7. W ostrostupie prawidtowym pieciokgtnym mozna znalez¢: /@i
S o A. dwa rézne katy dwuscienne, C. jeden kat dwuscienny;, g
e B. trzy rézne katy dwuscienne, D. cztery rozne katy dwuscienne.
MATURA — ZADANIA OTWARTE
Mﬂ 9.4.8. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy ma dtugosc 6, a krawed? 4 pkt /
P‘-“"‘/ boczna 9. Oblicz cosinus kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy. \ff}:;
B

e

4 pkt

9.4.9. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDP
(zobacz rysunek) trojkat ACP jest trojkatem rownobocz-
nym o boku dtugosci 8. Oblicz cosinus kata @ nachylenia

Méciany bocznej do ptaszczyzny podstawy tego ostrostupa.
':M“ﬁﬁdvl
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2.5 » Okreslanie, jakg figurg jest dany przekrdj prostopadtoscianu
ptaszczyzng

DEFINICJE

Przekrojem bryty nazywamy czes¢ wspdling bryty i ptaszczyzny, ktéra jg przecina.

W przypadku prostopadtoscianu przekrojem moze by¢ punkt (wierzchotek), odcinek (krawedz) lub wielokat
zawarty w pfaszczyznie, ktéra przecina prostopadtoscian. Wierzchotki tego wielokgta nalezg do krawedzi
prostopadfoscianu.

PRZYKLAD i ros3

Korzystajgc z planszy, okresl, jakg figurg moze by¢ przekrdéj prostopadtoscianu.

Przekrojem prostopadtoscianu moze by¢: punkt, odcinek, tréjkat, czworokat, pieciokat, szesciokat.

PRZYKLADY kd 54

Okresl, jaka figurg jest przekréj szescianu o krawedzi a przedstawiony na rysunku i jakie ma wymiary.

PRZYKLAD 1

Wierzchotki przekroju sg sSrodkami krawedzi szescianu.

2
a Przekrojem jest prostokat o wymiarach a i %, poniewaz jego

1
1
|
I R B jeden bok jest dtugosci krawedzi szeScianu, a drugi jest przekatng

kwadratu o boku %.
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PRZYKLAD 2

Dwa wierzchotki przekroju sg srodkami krawedzi szeScianu.
a

aVv5 L 5 . . L
5 Przekrojem jest romb o boku , poniewaz kazdy z nich jest
przeciwprostokatng w trdjkacie o bokach a i %, wiec z twierdzenia

a\2/§ Pitagorasa otrzymujemy:
2 2 2
az+(%> =x = 02+GT:X2 = 5%=X2 = X= 0\2/§

PRZYKLAD 3

1

1

\ av?2 av2  Przekrojem jest tréjkat réwnoboczny o boku dtugosci a/2 ,
a ,:__ - poniewaz kazdy jego bok jest przekgtng kwadratu o boku a.

/, a
a a\/i

PRZYKLAD 4

Przekrojem jest prostokat w wymiarach a i a/2 , poniewaz jego
a jeden bok jest krawedzig szescianu, a drugi przekatng podstawy;,
czyli kwadratu o boku a.

a

Wierzchotki przekroju sg Srodkami krawedzi szescianu.

av2 Przekrojem jest szesciokat foremny o boku dtugosci a ) 2 ,
'7/ =7 2 poniewaz kazdy jego bok jest przekatng kwadratu o boku %.

a av2
a 2

PRZYKLAD P.95.5

Prostopadfoscian o wymiarach a =4 i b = 3 oraz dtugosci krawedzi bocznej ¢ =5 przecieto ptaszczyzng
przechodzacy przez przekatne obu podstaw prostopadfoscianu. Oblicz pole tego przekroju.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy.

2° Przekrojem prostopadtoscianu jest
prostokat.
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3° Dtugosc¢ d, czyli przekatng podstawy obli- d*>=4%+3?
czamy, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa d* =25 (d >0)
w trojkacie prostokatnym. d=5
- . B B o
4° Obliczamy pole przekroju. Porsekroju = d € =5-5=25]

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Prostopadtoscian o wymiarach podstawy a =5 i b = 6 oraz dtugosci krawedzi bocznej ¢ = 8
przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez przekgtne obu podstaw prostopadtoscianu. Oblicz pole tego przekroju.

ZADANIA UTRWALAJACE

9.5.1. Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny ABCDEF o podstawach ABC i DEF 7.9.5.1
i krawedziach bocznych AD, BE i CF. Oblicz pole trojkata ABF , wiedzac, ze | AB| = 8i|CF|= 11. o
Narysuj ten graniastostup i zaznacz na nim tréjkat ABF.

9.5.2. Prostopadtoscian o krawedziach podstawy a = 4 i b = 6 oraz dtugosci krawedzi bocznej f 71.9.5.2
¢ = 8 przecieto ptaszczyzng przechodzacy przez przekatne obu podstaw prostopadtoscianu.
Oblicz pole powstatego przekroju.

1.9.5.3

9.5.3. Dany jest graniastostup prawidtowy trdjkatny ABCDEF
(zobacz rysunek). Dtugos¢ krawedzi podstawy AB jest réwna 10, a pole
tréjkata ABF jest rowne 70. Oblicz wysokosc tego graniastostupa.

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.
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MATURA

9.5.4. Przekrojem szeScianu nie moze by¢: e

st liczb naturainych siedmiocys

N A. punkt B. odcinek C. pieciokat D. siedmiokat ks

qu;% - p 7 . y - pig qt, J at. e
2

7.
g

9.5.5. Szescian o krawedzi 4 przecieto ptaszczyzng przechodzacy przez réwnolegte przekatne naprzeciwlegtych
+ $cian. Pole powierzchni tego przekroju wynosi:

A. 16 B. 16,/2 C. 16/3 D. 32 L —

<&

o
9%
&L

£

/

9.5.6. W szescianie poprowadzono przekrdj przez przekatne sgsiednich
Scian bocznych (zobacz rysunek). Jesli obwdd tego przekroju wynosi
6+/2, to krawed? podstawy szecianu ma dtugo$¢:

1
N A. 12 C.6 . \

MATURA

/g

%‘)*2 v
2 ’ /
<L B. 4 D. 2 2
[ j Iy, 5 , AN
N ; . 3, fu, N
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) w
';gm/ 9.5.7. W ostrostupie prawidtowym czworokgtnym o podstawie ABCD i wierzchotku S poprowadzono przekrdj
A \ przez przekatng podstawy i wierzchotek. Przekrdj ten jest zawsze trojkgtem:
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A. prostokatnym, C. réwnoramiennym,

B. réwnobocznym, D. réznobocznym.

Q
Q

9.5.8. Dany jest graniastostup ABCDA B’ C' D', ktdry przecieto
ptaszczyzng prostopadts do ptaszczyzny podstawy i przecinajaca
krawedzie tej podstawy w potowie (zobacz rysunek). Wiedzac, ze
krawedz podstawy wynosi 4, a wysokos¢ graniastostupa 8, mozna
stwierdzi¢, ze pole powierzchni tego przekroju wynosi:

A.32/2 C. 32
B. 16 D. 16,2
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Crystal Cube jest budynkiem, w formie szescianu, zbudowany z lustrzanego szkta. Ulokowany na szczycie gory

(2596m Zwolferkopf) w poblizu miejscowosci Fiss w Tyrolu w Austrii. Znajduje sie tam znakomita restauracja.
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9.6 » Stosowanie trygonometrii do obliczen dtugosci odcinkdw,
miar kgtow, pol powierzchni i objetosci

» Graniastostupy — objetosc i pole powierzchni

W kazdym graniastostupie pole powierzchni catkowitej oraz objetos¢ mozemy obliczy¢ z nastepujgcych wzordw:

V= Ppodstawy “H Z P.9.6.1
gdzie H — wysokos¢ graniastostupa

WZOR NA OBJETOSC

WZOR NA POLE POWIERZCHNI Pc =2 Ppodstawy + Ppowierzchni bocznej
CALKOWITEJ

» Szescian i prostopadtoscian — obliczanie objetosci i pdl powierzchni

BRYLA PROSTOPADtOSCIAN SZESCIAN

NP c INCE a
B JE— >
,’ /, a
a b a
Prostopadtoscian to graniastostup Szescian to prostopadtoscian
DEFINICJA prosty, ktérego podstawa jest pro- o wszystkich krawedziach réwnych.
stokat.
WZOR NA OBJETOSC |[RVERTYe V=a>
WZOR NA POLE _ a2
POWIERZCHNI P.=2ab +2ac+ 2bc P.=6a
CALKOWITEJ
a,b,c — krawedzie a — krawedz szescianu
INNE WAZNE prostopadtoscianu d,, — przekatna szescianu
INFORMACJE d, — przekatna prostopadtoécianu d,=ay3

d,=+a’+b>+c

kd roes i roo

SIATKA BRYLY
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Istnieje 11 rodzajéw mozliwych siatek szescianu.

Oblicz V i P, szescianu o krawedzi a = 8.

1° Korzystamy ze wzoru na pole powierzchni catkowitej szescianu: P, = 6a°. P.=6- 82=6-64=2384j>
2° Korzystamy ze wzoru na objetos¢ szescianu: V = a> v=283=512}3

3° Objetos¢ szescianu wynosi 512 j3, a pole powierzchni catkowitej 384 j2.

Oblicz objetosc szescianu, ktérego pole powierzchni catkowitej P, = 294 i2.
1° Aby obliczy¢ objetos¢ szescianu, musimy znac dtugos¢ krawedzi, ktdrg oblic- P.= 6a° = 294
. . . L , . . _ 2
zymy, korzystajac ze wzoru na pole powierzchni catkowitej szescianu: P, = 6a°. 6a°=294 |:6
a*=49 (a>0)
a=+/49 =7

2° Obliczymy objeto$¢ szeécianu, korzystajac ze wzoru: V = a3. v=73=3433

3° Objetos¢ szescianu wynosi 343 j.

Oblicz pole powierzchni catkowitej szescianu o objetosci V = 125 j3.

1° Aby obliczy¢ pole powierzchni catkowitej szescianu, musimy znaé dtugosc¢ v=a®=125

krawedzi, ktra obliczymy, korzystajac ze wzoru na objetosé szescianu: V = a°. a=%¥125 (a>0)

a=>5

2° Obliczamy pole powierzchni catkowitej szescianu, korzystajac ze wzoru: P.=6- 52 =150 j?
P.=6a’.
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3° Pole powierzchni catkowitej szescianu wynosi 150 jz.

Przekatna sze$cianu wynosi d = 6/3 . Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi szescianu.

1° Korzystamy ze wzoru na przekatna szeécianu, aby obliczy¢ kraweds? d=a/3=6y3 [./3
szescianu. a==6
2° Szescian ma 12 krawedzi, wiec obliczamy ich sume. S krawedz 120=12-6=72

3° Suma dtugosci krawedzi szescianu wynosi 72.

ZADANIA UTRWALAJACE

9.6.1. Oblicz V i P, szedcianu o krawedzi a = 11. 7.9.6.1
9.6.2. Oblicz objgto$¢ szescianu, ktdrego pole powierzchni catkowitej P, = 486 j°. 1.9.6.2
9.6.3. Oblicz pole powierzchni catkowitej szescianu o objetosci V = 1728 j3. 1.9.6.3
9.6.4. Przekatna sze$cianu wynosi d = 10+/3 . Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi 7.9.6.4
szedcianu.

9.6.5. Przekatna podstawy szescianu wynosi 20. Oblicz przekatng tego szescianu.

9.6.6. Przekatna szescianu jest o 4 dtuzsza od jego krawedzi. Oblicz dtugos¢ krawedzi szescianu.

Oblicz dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu o wymiarach 6, 8, 24.

1° Korzystamy ze wzoru na dtugos¢ przekatnej d =648+ 24>
prostopadfoscianu: d = Ja+ b2+ 2. d=36+64+576
d=.,676 =26

2° Dlugosé przekgtnej wynosi 26.

Oblicz pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu, w ktérym stosunek krawedziwynosi 3 : 5 : 7, aobjetos¢
840 j.

1° Aby obliczy¢ pole powierzchni catkowitej prostopadfoscianu, V= abc = 840

musimy zna¢ dtugos¢ krawedzi, ktdrg obliczymy, korzystajgc
z objetosci.
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Stereometria

2° Wprowadzamy zmienng pomocniczg x i korzystamy 3x-5x-7x =840
ze stosunku dtugosci krawedzi. 105x3 = 840 1 105
x*=8 — x= 38 =2
a=32=6
b=5-2=10
c=7-2=14
3° Obliczamy pole powierzchni catkowitej P.=2:6-10+2-10-14+2-6-14=

prostopadtoscianu ze wzoru: P, = 2ab + 2bc + 2ac. =120+ 280 + 168 = 568 j2

4° Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu wynosi 568 jz.

PRZYKLAD 3 7 X

Oblicz objetosé prostopadtoscianu o stosunku dtugosci krawedzi 2 : 5 : 6, wiedzac, ze pole powierzchni
catkowitej wynosi 936 j2.

1° Aby obliczy¢ objetosé prostopadtoscianu, musimy znaé P.=2ab + 2bc + 2ac = 936
dtugosé krawedzi, ktdrg obliczymy, korzystajgc z pola
powierzchni catkowitej.

2° Wprowadzamy zmienng pomocnicza x (x > 0) 2-2x-5x+2-5x-6x+2-2x-6x =936
i korzystamy ze stosunku dtugosci krawedzi. 20x% + 60x% + 24x% = 936

104x* =936 |: 104
xX*=9 - x=3

0g=2-3=6
b=5-3=15
c=6-3=18

3° Obliczamy objetos¢ prostopadtoscianu ze wzoru: V=abc. V =6-15-18 = 1620 i3

4° Objetos¢ prostopadtoscianu wynosi 1620 j3.

ZADANIA UTRWALAJACE

9.6.7. Oblicz dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu o wymiarach 9, 12, 15. 71.9.6.7
9.6.8. Oblicz pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu, w ktédrym stosunek krawedzi 7.9.6.8
wynosi 3 : 2 : 7, aobjetos¢ 1134 j°.

9.6.9. Oblicz objetos¢ prostopadtoscianu o stosunku diugosci krawedzi 3 : 4 : 8, wiedzac, ze 7.9.6.9
pole powierzchni catkowitej wynosi 136 j2.

9.6.10. Krawedzie podstawy prostopadfoscianu odpowiednio majg dtugos¢ 3 cm i 4 cm. Oblicz objetos¢ tego
prostopadfoscianu, wiedzgc, ze jego przekatna wynosi 13 cm.

9.6.11. Pole powierzchni prostopadtoscianu wynosi 88 cm?. Oblicz objeto$¢ tego prostopadtoscianu, wiedzac, ze
jedna z krawedzi podstawy jest dwa razy dtuzsza od drugiej, a krawedz boczna jest rowna 6.

9.6.12. Stosunek dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wynosi 3 : 4 : 5. Oblicz objetosé tego prostopadtoscianu,
wiedzac, ze jego przekatna ma dtugosé 5./2 .
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» Graniastostupy prawidtowe — obliczanie objetoscii pdl powierzchni

GRANIASTOSLUP GRANIASTOSEUP GRANIASTOSEUP
BRYLA PRAWIDLOWY PRAWIDLOWY PRAWIDLOWY
TROJKATNY CZWOROKATNY SZESCIOKATNY

Z P.9.6.9 id rocn2 2 P.9.6.15

| | H o] |
: H | i :
’a”,—’l\\\e /,,I_ _______ W ¢’)I- ____JI~~~
== . ~ . a a\ - a
2 _ 2 2
_a’y/3 V=a’H __a*y/3
WZOR NA V=" H V=6 ——H=
OBJETOSC _302/3
7z 2 p— 2 2
WZOR NA POLE [P IR I A p=2-6-213 ¢ gop—
POWIERZCHNI 5 5
CALKOWITE _a3 o =30 /3 +6aH
INNE WAZNE a — krawedz podstawy a — krawedz podstawy a — krawedz podstawy
INFORMAC JE H — wysokos¢ H — wysokos¢ H — wysokosé
graniastostupa graniastostupa graniastostupa

kd ros10 P.9.6.13 kd rosas

SIATKA BRYLY

JAK

NARYSOWAC Z P.9.6.11 E P.9.6.14 2 P.9.6.17

BRYLE

PRZYKLAD 1 E P.9.6.18

Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego, jesli przekatna sciany jest o 4
dtuzsza od wysokosci, a krawedz podstawy wynosi 12.
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Stereometria

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

o a_?_l_Z_ .
a=12
2° Obliczamy H, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa. H>+ 122 =(H+4)
H? + 144 = H* + 8H + 16
—8H=16—144
—8H=—128 |:(—24)
H=16

3° Obliczamy pole powierzchni catkowitej graniastostupa ze wzoru: P.=2 1224‘/§ +3.12-16=
PC=2~02T‘E+30H =723 +576

4° Pole powierzchni catkowitej graniastostupa wynosi 72./3 + 576 j°.

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Oblicz objetos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego, jesli przekatna sciany jest o 2 dtuzsza
od wysokosci, a krawedz podstawy wynosi 6.

PRZYKLAD

Objetoé¢ graniastostupa prawidtowego tréjkatnego o wysokosci 5 jest réwna 20+/3 . Oblicz dtugo$¢ krawedzi
podstawy tego graniastostupa.

1° Aby obliczy¢ dtugos¢ krawedzi podstawy, skorzystamy ze wzoru na

2
a«/ng.

objetosc: V="

2
2° Podstawiamy wartosci, ktére sg dane, i obliczamy dtugos¢ krawedzi a f “H=1204/3
podstawy.

2
T3 52043

2
5“4‘@ =20/3 |4

5¢°,/3 =80/3 |:5/3
a*=16 (a>0)
a=y16 =4

3° Dtugos¢ krawedzi podstawy wynosi 4.

PRZYKLAD 1 E P.9.6.19

Oblicz objeto$¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego o przekatnej dtugosci 6/2 nachylonej do pod-
stawy pod katem 60°.
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1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Dtugos¢ przekatnej podstawy to a+/2 . :
: d=62
H b
R o
/’a\/i
S a
a
. L L, y c_avy2 _1
3° Korzystamy z funkgji cosinus, aby obliczy¢ dtugos¢ a. cos60 el /22
2/2a=6y2 |:2/2
a=3
4° Korzystamy z funkcji sinus, aby obliczy¢ dtugos¢ H. sin60° = % = @
2H=6,6 |2
H=3/6
_ 32 _ 3
5° Obliczamy objetos$¢ graniastostupa ze wzoru: V = g% - H. v=3"3/6=27/6]

6° Objetos¢ graniastostupa wynosi 276 j°.

PRZYKtAD DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego, w ktorym
przekatna $ciany bocznej o dtugosci 8/3 tworzy z podstawa kat 30°.

Objetoé¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest réwna 36+/3, a pole powierzchni bocznej tego
graniastostupa jest réwne 72. Oblicz sinus kata, jaki tworzy przekatna Sciany bocznej z sgsiednig $ciang boczna.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Korzystamy z danej objetosci oraz pola powierzchni catkowitej = "H=36y3
graniastostupa. Ze wzoru na pole wyznaczamy H i podstawiamy
do wzoru na objetos¢, aby obliczy¢ dtugosé a.

6./3a=36y3 |:6/3

a==6
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Stereometria

3° Obliczamy dtugos¢ H, czyli wysokos¢ graniastostupa. H=% =4
4° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa, aby obliczy¢ dtugosé d, d* = a*+ H?
czyli dtugosé przekatnej sciany boczne;j. d2=62+42=52
d=2y13
. . . . e o 63 _
5° W podstawie graniastostupa jest tréjkat rownoboczny, wiec jego h=——=3 VE)

wysokosé h obliczamy ze wzoru: h = #, gdziea = 6.

h_3/3 /13 _3/39

6° Obliczamy sinus kata «. inag="-

SM&=g=5/13 /13 26

7° Sinus kata wynosi %

ZADANIA UTRWALAJACE

9.6.13. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym o krawedzi podstawy = —— =
B — —

e
réwnej 5 przekatna Sciany jest o 1 dtuzsza od wysokosci. Oblicz objetos¢ P ]
l—

po o — —
tego graniastostupa. ////// //‘/

9.6.14. Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego o dtugo- 5 B

éci 6/2 tworzy z podstawg kat 60°. Oblicz pole powierzchni catkowitej S~
tego graniastostupa.

9.6.15. W graniastostupie prawidtowym czworokatnym przekatna Sciany
bocznej wynosi 41, a przekatna podstawy 9./2 . Oblicz objeto$¢ grania-
stostupa.

9.6.16. Najdtuzsza przekatna graniastostupa prawidtowego szesciokagtnego wynosi 12 i tworzy z ptaszczyzng pod-
stawy kat 60°. Oblicz objeto$¢ graniastostupa.

9.6.17. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym, w ktérym wszystkie krawedzie sg réwnej dtugosci, pole pod-
stawy wynosi 16/3 . Oblicz pole powierzchni bocznej graniastostupa.

9.6.18. Objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 144 /2 . Oblicz pole powierzchni catkowitej,
jezeli krawedz podstawy graniastostupa wynosi 2/6 .

9.6.19. Przekagtna AG graniastostupa czworokatnego ABCDEFGH o pod- H
stawie prostokgta ma dtugos¢ 13, a stosunek krawedzi podstawy wynosi  E E
3 : 4 (zobacz rysunek). Oblicz pole powierzchni bocznej graniastostupa, !

A

wiedzac, ze obwdd podstawy wynosi 14.

9.6.20. Podstawg graniastostupa ABCDA'B'C' D’ jest prostokat ABCD DI c 1.9.6.20
(zobacz rysunek), ktérego krotszy bok ma dtugosc 6, a jego przekatna A B,

tworzy z jego dtuzszym bokiem kat 30°. Przekgtna BD' graniastostupa
tworzy z ptaszczyzng jego podstawy kat 60°. Oblicz objetos¢ tego
graniastostupa.
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» Ostrostupy — objetosc¢ i pole powierzchni

W kazdym ostrostupie pole powierzchni catkowitej oraz objeto$¢ mozemy obliczy¢ z nastepujgcych wzordw:

_1
V= ?Ppodstawy "H

WZOR NA OBJETOSC

gdzie H — wysokosc¢ graniastostupa

WZOR NA POLE POWIERZCHNI Pc = Ppodstawy+ Ppowierzchni bocznej
CALKOWITEJ

Jezeliporéwnamy objetosci ostrostupow i graniastostupow, to zauwazmy, ze gdy mamy ostrostup 2 P.9.6.21
i graniastostup o takich samych wymiarach podstaw i wysokosci, objetos¢ graniastostupa jest
trzy razy wieksza od objetosci ostrostupa.

H A ‘ ‘
s b b b b
a a a

» Ostrostupy prawidtowe — obliczanie objetoscii pdl powierzchni

BRYLA CIWOROSCIAN FOREMNY OSTROSLUP PRAWIDLOWY
TROJKATNY

id ros22 kd ros2s

Czworoscian foremny to ostrostup

DEEINICJA prawidtowy trojkatny, ktérego
wszystkie Sciany sg tréjkgtami
réwnobocznymi.
z , 2 2 2
WZOR NA OBJETOSC Vzalf V:%.af.H:alf.H




WZOR NA POLE
POWIERZCHNI
CALKOWITEJ

INNE WAZNE
INFORMACJE

SIATKA BRYLY

JAK ,
NARYSOWAC
BRYLE

BRYLA

WZOR NA OBJETOSC

WZOR NA POLE
POWIERZCHNI
CALKOWITEJ

INNE WAZNE
INFORMACJE

Stereometria

2
_a /3 1
P.=—2 +3-70h

©

a — krawedz czworoscianu
H — wysokos¢ czworoscianu

a — krawedz podstawy
H — wysokos¢ ostrostupa
h — wysokosc¢ Sciany bocznej

kd rois id ro626

7 EXYRY i roe27

OSTROStUP PRAWIDLOWY
CZIWOROKATNY

i ro.2s

OSTROStUP PRAWIDLOWY

SZESCIOKATNY
2 P.9.6.31

\eS

a 3 L~"a
_1 2 2 2
V=35-a"H v=%6043 H—af-H
_ 2 A 2
Pe=a"t+4 5ah= PC=6-043+6%ah=
_ 2
=q°+2ah 2

—302‘/§+3h

a — krawedz podstawy
H — wysokos¢ ostrostupa
h — wysokos¢ Sciany bocznej

a — krawedz podstawy
H — wysokos¢ ostrostupa
h — wysokos¢ sciany bocznej
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SIATKA BRYLY

JAK

NARYSOWAC M P9.6.30 i ro.633
BRYLE

PRZYKLAD 1

Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego o krawedzi a = 9.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Obliczamy dtugosc¢ odcinka AO, ktdry jest promieniem

okregu opisanego na trojkacie rownobocznym, ze wzoru:

a/3

R= %h p="3 gdzie h,, to wysokos$¢ podstawy.

3° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w AAQS, aby obliczy¢ H>*+R?=a?
dtugos¢ H, czyli wysokos¢ czworoscianu. H2+(3 ﬁ)Z —q2
H?=81-27
H=.,54 =3,6
2 vy
4° Obliczamy objetos$¢ czworoscianu, korzystajac ze wzoru: V= % . % -3/6 = 81 418 = 24321‘/5 i
2
1 a*y/3

5° Obliczamy pole powierzchni catkowitej czworoscianu, P.=9%/3=81/3j
korzystajac ze wzoru: P, = a* /3.

43,2

6° Objetos¢ czworoscianu wynosi 2 7 i3, a pole powierzchni catkowitej wynosi 81./3 j2.

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego o krawedzi a = 6.
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PRZYKLAD . P.9.6.35

W graniastostupie prawidfowym czworokgtnym ABCDEFGH H
przekatna AC podstawy ma dtugosé 6. Kat ACE jest rowny E !

60°. Oblicz objetos¢ ostrostupa ABCDE (zobacz rysunek).

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Wiedzac, ze przekatna kwadratu w podstawie réwna jest 6,
obliczamy dtugos¢ boku ze wzoru: d = a /2.

3° Korzystamy z funkcji tangens w tréjkacie ACE, zeby obliczy¢
H.

4° Obliczamy objetosc¢ ostrostupa ABCDE ze wzoru:
=1 5.
V=3P, H.

5° Objetos¢ ostrostupa wynosi 36+/3 j°.

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 256 cm?, a jego pole powierzchni bocznej jest
réwne 544 cm?. Oblicz objeto$¢ tego ostrostupa.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Obliczamy dtugos¢ krawedzi podstawy, wiedzac, a* =256
ze podstawa jest kwadratem. a=.256 =16
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3° Uktadamy réwnanie, wykorzystujgc pole powierzchni 4. % a-h=544
bocznej.
4° Podstawiamy za a = 16 i obliczamy wysokos¢ sciany 4. % 16-h =544
bocznej. 32h=544 |32
h=17
5° Obliczamy wysokos¢ H ostrostupa, korzystajac H?+8% =172
z twierdzenia Pitagorasa w AEGF, wiedzac, ze H?> = 298 — 64
IEG|=%-0=%16=8- H?=225 — H=,225=15
o ALk Sy _1 _1 o 3
6° Obliczamy objetos¢ ostrostupa ze wzoru: V = 3 P, H. V= 3 25615 = 1280 cm

1
7° Objetos¢ ostrostupa wynosi 1280 cm?.

PRZYKtAD

W ostrostupie prawidtowym szesciokgtnym krawedz podstawy ma dtugosc 10, a krawedz boczna 13. Oblicz pole
powierzchni catkowitej ostrostupa.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Aby obliczy¢ pole powierzchni catkowitej ostrostupa,
musimy zna¢ dtugos¢ wysokosci Sciany bocznej h.

2
3° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie h*+ (%) =132
rostokgtnym.
P any h*+ 52 =132
h? =169 —25
h*=144 (h>0) — h=12
3 2
4° Obliczamy pole powierzchni catkowitej ostrostupa P.=6- % +6- % +10-12 =
2
zewzoru:Pc=6~a21/§+6-%~a~h. ’

=150,/3 + 360

5° Pole powierzchni catkowitej ostrostupa wynosi 150/3 + 360 j2.

ZADANIA UTRWALAJACE

9.6.21. Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego, ktérego pole powierzchni catkowitej wynosi 144 /3 cm?.

9.6.22. Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokgtnego, w ktérym krawedz boczna o dtugosci 8 tworzy
z ptaszczyzng podstawy kat 45°.

9.6.23. Suma dfugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidtowego szesciokatnego wynosi 144, a krawedz bo-
czna jest dwa razy diuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.
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9.6.24. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDS (zobacz
rysunek) przekatna BD podstawy ma dfugos¢ 6./2 . Kat BSD miedzy
przeciwlegtymi krawedziami bocznymi ostrostupa jest katem prostym.
Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

9.6.25. Z szescianu o krawedzi a odcieto ostrostup (zobacz rysunek).
Oblicz, ile razy objetos¢ tego ostrostupa jest mniejsza od pozostatej
czesci szescianu.

9.6.26. Podstawg ostrostupa prawidtowego jest kwadrat. Wysokos¢ $ciany bocznej tego ostrostupa jest rowna 20,

a sinus kata nachylenia sciany bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy jest réwny % Oblicz objetosc tego
ostrostupa.

9.6.27. Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat ABCD. Krawedz boczna DS jest wysokoscig f 7.9.6.27
tego ostrostupa. Krawedzie boczne AS, BS i CS maja nastepujgce dtugosci: |AS|= 13,
|BS|=5,/10,|CS| = 15. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

9.6.28. W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym
ABCDA'B' C' D’ przekatna AC podstawy ma dtugos¢ 4/3 . Kat ACA’
jest réwny 30°. Oblicz objetosé ostrostupa ABCDA’ (zobacz rysunek).

» Bryty obrotowe — obliczanie objetoscii pdl powierzchni

( . ( (
BRYLA WALEC 2 P.9.3.1 STQZEKE P.9.3.5 KULA E P.9.3.9

WZOR NA _ 2 1 4
OBJETOSC Y= V=37’ H V=gnr

WZOR NA POLE

— 2 _ 2 - 2
POWIERZCHNI (NGRS p.=nr+xrl p=anr
CALKOWITEJ
INNE WAZNE r — promier r — promieri _ o
INFORMACJE H — wysokos¢ H — wysokos¢ r — promien
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Jezeli porownamy objetosci stozka i walca o rGwnych promieniach i wysokosciach, to zauwazmy;, P.9.6.37

Ze objetos¢ walca jest trzy razy wieksza od objetosci stozka.

=

Prostokat o krétszym boku réwnym 6 obraca sie wokét diuzszego boku. Pole powierzchni bocznej wynosi 9677 .

Oblicz objetosc tej bryty.

1° W wyniku obrotu prostokata otrzymujemy walec.

2° Uktadamy rownanie, korzystajac ze wzoru: P, = 27trH
i obliczamy H.

3° Obliczamy objetos¢ walca ze wzoru: V = 7’ H.

4° Objetos¢ bryty wynosi 2887 j°.

¥
H
L--mT T T="06-
27rH = 967
27-6-H=96T
127H=967 |: 127
H=38

v=r-6*-8=28871 3

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Prostokat o krétszym boku rdwnym 3 obraca sie wokét diuzszego boku. Pole powierzchni bocznej

wynosi 3077. Oblicz pole powierzchni catkowitej tej bryty.

Trojkat prostokatny o przyprostokatnych 12 i 5 obraca sie wokdt dtuzszej przyprostokatnej. Oblicz pole po-

wierzchni catkowite] i objetos¢ powstatej bryty.

1° W wyniku obrotu trdjkata prostokatnego otrzymujemy stozek.
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2° Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy tworzaca. P=H+r
P=12°+5°
?=144+25
=169 =13
3° Obliczamy pole powierzchni catkowitej stozka ze wzoru: P.= 752+ 75-13 = 257 + 657 = 907 j?

P.= zr’ + mrl.

4° Obliczamy objeto$¢ stozka ze wzoru: V = %ﬁrz “H. V= %7{ -52.12 = 1007 j3

5° Pole powierzchni catkowitej stozka wynosi 907 j, a jego objetos¢ 1007 j°.

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Trojkat prostokatny o przyprostokagtnych 8 i 6 obraca sie wokot diuzszej przyprostokatnej. Oblicz
pole powierzchni catkowitej i objetos¢ powstatej bryty.

PRZYKLAD 1 i ro6a0

Oblicz pole powierzchni catkowitej kuli o objetosci 2887 j°.

1° Uktadamy réwnanie, korzystajac ze wzoru na objetos¢ kuli: %ms =2887 |3

V= %ﬂﬁ i obliczamy r, czyli dtugosci promienia. arr=8647 |: 4ar
=216 - r=6

2° Obliczamy pole powierzchni catkowitej kuli ze wzoru: P.=4-: 6% 7 = 1441 j?

P.=4rr’.

3° Pole powierzchni catkowitej kuli wynosi 1447 j2.

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKLAD 2. Oblicz objeto$é kuli o polu powierzchni catkowitej réwnym 3247 j2.

PRZYKLAD 7 X

Przekrdj kuli o powierzchni 647 cm? jest oddalony od srodka kuli o 6 cm. Oblicz objetosé i pole powierzchni
catkowitej tej kuli.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy wraz z oznaczeniami.

2° Przekrdj kuli jest kotem, wiec uktadamy réwnanie, wyko- rrr=e64r |:m
rzystujac pole kofa i obliczamy dtugos¢ promienia przekroju r. r=.64 =8
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3° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa, aby obliczy¢ dtugosc¢ 62+rP=R?
promienia kuli R. 62+ 82 = R2

36+ 64 = R?

R* =100
R=,100 =10
4° Obliczamy pole powierzchni catkowitej kuli ze wzoru: P.=4 -1 102 = 4007 cm?
P.= 4rR%.
_4 3_4 _ 4000 _ _

5° Obliczamy objeto$¢ kuli ze wzoru: V = %H'RS. V=3 7m1-100=5 -7-1000=—3" 7=

= 1333%77 cm?

6° Objetosc¢ kuli wynosi 1333%7{ cm?,a pole powierzchni catkowitej 4007 cm?.

ZADANIA UTRWALAJACE

9.6.29. Przekrdj osiowy walca jest kwadratem o przekatnej 8/2 . Oblicz
pole powierzchni bocznej walca.

2\
=

=\

\b
—
“

9.6.30. Pole powierzchni bocznej stozka wynosi 657, a Srednica tego stozka
ma dtugos¢ 10. Oblicz objetosé stozka.

9.6.31. Kule przecieto ptaszczyzng tworzacy przekrdj o najwiekszej powie-
rzchni rownej 3247 cm?. Oblicz objetosc kuli.

9.6.32. Trojkat réwnoramienny o podstawie dtugosci 16 cm i ramionach |===="g \
0 1 cm dtuzszych od podstawy obrécono wokét osi symetrii trdjkata. Oblicz
pole powierzchni catkowitej powstatej w wyniku obrotu bryty.

9.6.33. Objetos¢ walca o wysokosci 7 jest réwna 1127. Oblicz pole powie- Cdp==
rzchni bocznej walca. \

9.6.34. Kat rozwarcia stozka wynosi 120°, a dtugo$¢ tworzacej jest réwna 8./3 . Oblicz objetos¢ stozka.

9.6.35. Przekagtna przekroju osiowego walca jest o 2 dtuzsza od srednicy, a wysoko$¢ walca jest réwna 6. Oblicz
pole powierzchni bocznej walca.

9.6.36. W szescian o krawedzi 10 wpisano kule. Oblicz pole powierzchni catkowitej tej kuli.

9.6.37. Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 15i 8 obraca sie wokot dtuzszej przyprostokatne;. 7.9.6.37
Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetosé powstatej bryty.

9.6.38. Prostokat o krotszym boku réwnym 5 obraca sie wokét dtuzszego boku. Pole powierzchni 7.9.6.38
bocznej powstatej bryty wynosi 707. Oblicz objetosé tej bryty.

9.6.39. Oblicz pole powierzchni catkowitej kuli o objetosci 1333%% i 1.9.6.39

9.6.40. Przekrdj kuli jest oddalony od srodka od 9 cm. Oblicz pole powierzchni tego przekroju, wiedzac, ze objetosc

kuli wynosi 45007 cm?®.
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%9\ 9.6.41. Objetos¢ szescianu jest rowna 512. Pole powierzchni catkowitej tego szescianu jest rowne: ]

,
\ A. 256 B. 384 C. 128 D. 64

9.6.42. Dany jest szescian o krawedzi 2 /2 a. Przekatna sze$cianu ma dtugosé:

o

A. /6a B.2/3a C. J/3a D.2,/6a fejet

9.6.43. Przekatna prostopadtoscianu o krawedziach 6, 8 i 24 ma dtugos¢:
A. 25 B. 10 C. 26 D. 5,26

9.6.44. Pole powierzchni catkowitej prostopadtoscianu o wymiarach 2 x 4 x 7 jest réwne:

A. 112 B. 56 C. 50 D. 100 K

9.6.45. Dtugosc przekatnej szescianu, ktérego pole powierzchni catkowitej jest rowne 96, wynosi:

A.2/6 B.6 C.4 D.4,/3
9.6.46. Graniastostup prawidtowy tréjkatny ma wszystkie krawedzie tej samej dtugosci. Suma dtugosci wszystkich \/
~ krawedzi jest rowna 36. Wtedy objetosc tego graniastostupa jest rowna: (
A. 16,3 B.12,/3 C.4/8 D. 18./6 5
# o
e 9.6.47. Pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego o krawedzi 11 wynosi:

A. 44 B. 121 C.121,/2 D. 121./3

9.6.48. Objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokgtnego jest rowna 108, a krawedz podstawy tego ostrostupa

“vw,::&gz ma dtugos¢ 6. Wysokos$¢ tego ostrostupa jest réwna: /

w“:;‘«a\a\\-m\

: A.3 B.9 C. 12 D. 18 e
9.6.49. Dany jest ostrostup prawidtowy szesciokatny o krawedzi podstawy rownej 4 i wysokosci trzy razy diuzszej
niz krawedz podstawy. Objetos¢ tego ostrostupa wynosi: Ky

—mx A.288/3 B. 48,3 C. 963 D. 144,73

o B e =

V ¢
9.6.50. Pole powierzchni catkowitej walca, ktdrego przekrojem osiowym jest kwadrat o boku dtugosci 6, jest s |
réwne: m

A. 457 B. 4871 C. 367 D. 547
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1. (4pkt) Rozwiaz nieréwnosé |2x + 3| +|x 4| < 7—x.

9.6.51. Kwadrat o przekatnej 5./2 obracamy wokét jednego z bokéw. Objetos¢ powstatego walca jest réwna:

A. 31,257 B. 1257 C. 5007 p. 122, ——
3 2u wiedzqsgzy,,;f;gmu

,/

&

« 9,6.52. Objetos¢ walca o promieniu podstawy 4 jest réwna 96.7. Pole powierzchni bocznej tego walca jest réwne:

7

A. 161 B. 24rx C. 327 D. 487

N

st liczbh naturalnych siedmiocyf

9.6.53. Tworzaca stozka ma dtugosc 6 i jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Pole powierzchni W
bocznej stozka jest rowne:

X A. 91 B. 187 C.9/3rx D. 6/6 1
e,

o
3
%

\ 9.6.54. Przekrdj osiowy stozka jest tréjkatem rdwnobocznym o boku c. Pole powierzchni catkowitej stozkama — —

postac:
2 2 \
A. 72 B. £ c. 3Z¢ D. ngcz
V
«  9.6.55. Objetos¢ stozka, w ktorym wysokos¢ jest rowna 6, a Srednica podstawy 8, jest réwna: \
A. 1447 B. 967 C. 487 D. 327 /\
N

%, V. A

' 9.6.56. Trojkat prostokatny o przyprostokatnych 6 i 8 obracamy wokét krotszej przyprostokatnej. Objetosé /
powstatego stozka jest réwna:

% A. 12871 B. 641 C. %6 D. 481
-1

9.6.57. Pole powierzchni bocznej stozka o promieniu 8 wynosi 1367. Wysokos¢ tego stozka jest réwna:

A. /33 B. 15 C. 33 D. +353

9.6.58. Kula ma objetos¢ VV = 367 . Srednica tej kuli wynosi:
A.3 B.9 C.6 D. 18

MATURA — ZADANIA OTWARTE

_9.6.59. Oblicz pole powierzchni catkowitej szescianu, ktérego dtugos¢ przekatnej wynosi 6. 2 pki
a\"dﬂd\':
oL
/
9.6.60. Stosunek dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wynosi 2 : 3 : 5, a jego objetos¢ 240 cm?. 2 pkt

Oblicz dtugos¢ wszystkich krawedzi tego graniastostupa.

_9.6.61. Objetos¢ walca o wysokosci 8 jest réwna 727. Oblicz pole powierzchni bocznej tego 2 pki
“*Wwalca.

3 (3pkt) Oy
2y cyfra 7, M#ﬂiff’,;‘:“ﬂ'w i
Vfra 0 ora, dokiag) Wz
nie raz wystepurn: © KSrych
lecyfra1, " "YEPUe doktagyy
; oy




1 ]
sy | G | o | ARKUSZ | ;
b s |
: 1. (apkt) Rozwiaz nieréwnose |2x-+ 3| +|x— 4| < 7 -, i _mma\»““ \ b
o 9.6.62. Stosunek dtugosci krawedzi prostopadtoscianu wynosi 2 : 3 : 4. Wiedzac, ze pole po-
57 wierzchni catkowitej wynosi 208 cm?, oblicz dtugos¢ przekatnej prostopadtoscianu.

%,
%9.6.63. W graniastostupie prawidtowym czworokgtnym wysokosé jest dwa razy dtuzsza od

&

krawedzi podstawy. Oblicz pole powierzchi catkowitej, wiedzac, ze objetosé graniastostupa wyno-
si 128.

9.6.64. Podstawq ostrostupa ABCDS jest prostokgt ABCD (zobacz
rysunek). Krawedz boczna DS jest wysokoscig tego ostrostupa. Diugosci
krawedzi bocznych AS, BS i CS sg nastepujace: | AS|= 8, |BS|=8,2,
|CS| = 10. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

9.6.65. Dany jest graniatostup prawidtowy tréjkatny ABCDEF o pod-
stawach ABC i DEF i krawedziach bocznych AD, BE i CF (zobacz ry-
sunek). Dtugos¢ krawedzi podstawy AB jest rdwna 6, a pole tréjkata
“,~ ABG jest rowne 27. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa, wiedzac, ze
1CG|=|GF|.

9.6.66. Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny ABCDA'B'C'D’, D’ (o
w ktérym wysokosc jest 3 razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Suma
dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa wynosi 80. A i [B
Z graniastostupa odcieto ostrostup trojkatny A B’ C’ B (zobacz rysunek). !
Oblicz pole tréjkata A'C’B. :
N/ e
A B

=

9.6.67. Przekatna przekroju osiowego walca jest o 2 dtuzsza od wysokosci tego walca. Oblicz
objetosc¢ walca, jesli promien jego podstawy jest réwny 4.

9.6.68. Tworzgca stozka ma diugosé 25, a wysokosc stozka jest krétsza od srednicy jego podstawy
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ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

9.1.1. a. ABCD| EFGH, ABFE||CDGH, BCGF | ADHE
b. ABFE 1 ABCD, ABFE 1 BCGF, ABFE 1 ADHE, ABFE | EFGH,
CDHG | EFGH, CDHG 1 BCGF, CDHG | ADHE, CDHG 1 ABCD,
BCGF 1 EFGH, BCGF 1 ABCD, ADHE 1 EFGH, ADHE 1 ABCD

P.9.1.3 PRZYKLAD 2. AB, AD, EH, EF, HG, DC, FG, BC PRZYKEAD 4. HE, GF, GC, HD, AD, BC, BF, AE

PRZYKELAD 3. EH, BC, AD '
9.1.2 AB, AD,DD',BB',B'C’,C'D’ 9.1.3 \\v/A!
1.2, a. AB, AD,DD', BB, , 1.3, 7
Rl

\\

b. BC,CD, AA', CC', A'B', A D

;}AQ

9.14. Liczba
CRANIASTOSEUP Scian Wierzchotkéw Krawedzi gféﬁgﬁmsgo
TROJKATNY 5 6 9 0
CZWOROKATNY 6 8 12 4
PIECIOKATNY 7 10 15 10
SZESCIOKATNY 8 12 18 18
OSMIOKATNY 10 16 24 40
DZIESIECIOKATNY 12 20 30 70
n-KATNY* n+2 2n 3n n(n—3)
9.1.5. a. Tak, poniewaz liczba krawedzi graniastostupa to 3n, a liczba 21 jest podzielna przez 3.

b. Tak, poniewaz liczba krawedzi graniastostupa to 3n, a liczba 33 jest podzielna przez 3.
9.1.6. a. Tak, poniewaz graniastostup posiada parzystg liczbe wierzchotkdw.

b. Nie, poniewaz liczba 41 jest liczbg nieparzysta.

9.1.7. a. 28 b. 16
9.1.8. Liczba
OSTROStUP -
Scian Wierzchotkéw Krawedzi
TROJKATNY 4 4 6
CZWOROKATNY 5 5 8
PIECIOKATNY 6 6 10
SZESCIOKATNY 7 7 12
OSMIOKATNY 9 9 16
DWUNASTOKATNY 13 13 24
n-KATNY* n+1 n+1 2n
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Odpowiedszi

9.1.9. a. Tak, jest to ostrostup szesciokatny.
b. Tak, jest to ostrostup czternastokatny.
c. Nie, poniewaz liczba krawedzi ostrostupa to 2n, a liczba 5 nie jest podziena przez 2.
9.1.10. a. 10 b. 10
9.1.11. «a =45
9.1.12. a =60
9.1.13. a =45
9.1.14. B 9.1.15. A 9.1.16. C 9.1.17. A 9.1.18. D
9.1.19. C 9.1.20. D 9.1.21. C 9.1.22. C 9.1.23. D
9.1.24. o =30 9.1.25. @ =90°
P.9.2.5 PRIYKLAD 2. a = 60°
oo =12
9.2.1. sina =73
9.2.2. a =30
9.2.3. D 9.24. D 9.2.5. A 9.2.6. 9.2.7. A
9.2.8. B
9.29. =30 9.2.10. H=3/2
9.2.11. a=6 9.2.12. sina = @
P.9.3.10 PRZYKLAD 2. /=17
9.3.1. /=10
9.3.2. H=38
9.3.3. a =120
9.3.4. d=15
9.3.5. D 9.36. C 9.3.7. A 9.3.8. A 9.39. D
9.3.10. C
9.3.11. H=4,6,r=6y2 9.3.12. r=H=2,10
9.4.1. 83
3
9.4.2. cosa = T?:
9.4.3. C 9.44. D 9.45. D 9.4.6. 9.4.7. A
9.4.8. cosa = & 9.4.9. cosa = Q
12 7
P.9.5.5 PRIYKLAD 2. P, i = 8v61 J
9.5.1. F

Dt E
i
A B
— o2
Pagr = 52]
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9.5.2.  Poekro = 1613 J

9.53. H=11

9.54. D 9.5.5. B 9.5.6. D 9.5.7. 9.5.8.
9.6.1. V=13313pP =726}

9.6.2. V=729

9.6.3. P =864}

9.6.4. Suma krawedzi wynosi 120.

9.6.5. d,=10,/6

9.6.6. a=2(y/3+1)

9.6.7. d=15/2

9.6.8. P =738}

9.6.9. V=096j3

9.6.10. V=144cm?

9.6.11. V=48cm?

9.6.12. V=60j’

P.9.6.18 PRZYKtAD2.v=72}3

P.9.6.19 PRZYKtAD 2. P.=96(3+2y3) j?
9.6.13. V=75/3j

9.6.14. P.=18(1+2/6)j

9.6.15. V=3240}

9.6.16. V=243}*

9.6.17. P,=192}

9.6.18. P, =48(1+23)

9.6.19. P, =168’

9.6.20. V=129 }3

P.9.6.34 PRIYKEAD 2. V=182 j P.=363 |
9.6.21. V=144,/2 3

9.6.22. |/ % 5

9.6.23. V=768j>

9.6.24. V=36,2}

9.6.25. Objetosc¢ ostrostupa jest 5 razy mniejsza od pozostatej czesci szescianu.
9.6.26. V=13072}*

9.6.27. V=180}3
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9.6.28.
P.9.6.38
P.9.6.39
P.9.6.40
9.6.29.
9.6.30.
9.6.31.
9.6.32.
9.6.33.
9.6.34.
9.6.35.
9.6.36.
9.6.37.
9.6.38.
9.6.39.

9.6.40.
9.6.41.
9.6.46.
9.6.51.
9.6.56.
9.6.59.
9.6.62.
9.6.65.
9.6.68.

v=32j
PRZYKLAD 2. P, =487

PRZYKEAD 2. P.=96m j%,V =967 j?

PRZYKLAD 2. V= 9727 j?
P, = 647 j?

Vv =100r7 j?

v=77767 3

P. = 2007 cm?

P, = 561 j*

V=192,/3r

P, = 487 j*

P.= 1007 j*

P.= 2007 j%,V = 3207

V=1757j3
P. = 4007 j

_ 2
Pyrsekroju = 1447 cm
B 9.6.42. D
A 9.6.47. D
B 9.6.52. D
A 9.6.57. B
P.=72j
d=2/29
V=162,2 j?

P.=600 7 j%, V= 15007 j?

9.6.43.
9.6.48.
9.6.53.
9.6.58.
9.6.60.
9.6.63.
9.6.66.

9.6.44. D
9.6.49. C
9.6.54. C

O @ ™ O

4cm,6cm,10cm
P.= 160 j*
P=8,/19 j?

9.6.45.
9.6.50.
9.6.55.

9.6.61.
9.6.64.
9.6.67.

Odpowiedszi

D
D
D
P, = 487 j?
V=327 j?
v=240r7
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