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Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryko

Gdyby ktos zapytat nas, czym jest statystyka, pewnie trudno bytoby nam jednoznacznie odpowiedzie¢ i podac Scista
definicje tego pojecia. Moze przysztyby nam na mysl srednia szkolnych ocen albo wysokos¢ przecietnego wyna-
grodzenia, sondaze wyborcze czy zestawienia dotyczace liczby goli strzelonych przez Roberta Lewandowskiego —
reprezentanta Polski w pitce noznej. Stowo ,statystyka” pochodzi od facifiskiego stowa ,statisticus”, ktére oznacza
,polityczny, dotyczacy polityki, panstwa” (tac. ,status” — ,panstwo, stan” ). ,Polityka” (od gr. ,politike”) to
z kolei ,,sztuka rzadzenia pafistwem”, do czego wymagana jest strategia dziatania. Zeby wypracowac takg strategie,
trzeba obserwowac zachodzace w panstwie zjawiska spofeczne i gospodarcze, umiec je rozpoznawac, opisywaé
i wyciggaé wnioski z ich przebiegu. Pomoca stuzy tu statystyka, ktéra pozwala analizowa¢ tylko pewnga reprezentacje
spotecznosci i na podstawie tych obserwacji wycigga¢ wnioski dotyczgce catego spoteczeristwa.

O pierwszych faktach statystycznych mozemy przeczytac juz w Biblii. W Ksiedze Liczb znajdziemy informacje na
temat liczebnosci poszczegdlnych rodéw z uwzglednieniem liczby osdb, ktére mogty bra¢ udziat w walkach. Rzymia-
nie regularnie dokonywali powszechnych spiséw ludnosci.

Statystyka postuguja sie rzady panstw, media, przedsiebiorcy, partie polityczne, ale réwniez nauczyciele w szkole
czy specjalisci od reklamy. Dzieki statystyce mozemy przewidzie¢ pewne zachowania lub trendy spoteczne. War-
to jednak wiedzie¢, ze badania statystyczne, chociaz s3 pomocne w interpretacji rzeczywistosci, moga jg rowniez
zafatszowac — wskutek bteddw popetnionych przez badaczy lub nawet celowych manipulacji.

Najczesciej wykorzystywanym parametrem statystycznym jest srednia arytmetyczna. Ktéz z nas nie liczyt sredniej
ocen w szkole? Srednia arytmetyczna ocen 4, 5, 3, 4 to oczywiécie 4. Jednak w wielu sytuacjach stosowanie $redniej
mocno ,,zaciemnia” obraz. Wyobrazmy sobie firme, w ktdrej 10 pracownikéw zarabia 2000 zt, 4 — 2500 zt, 2 —
3000 zt, a jeden — 7000 zt. Srednie wynagrodzenie tych 17 oséb zatrudnionych w tej firmie wynosi 2529,41 zt.
Gdybysmy teraz nie znali poszczegdlnych wynagrodzen danych oséb i mieli wyciggngé wnioski na podstawie tylko
Sredniej arytmetycznej, to mozna by domniemywaé, ze losowo wybrana osoba zarabia mniej wiecej tyle, ile wynosi
Srednia. Naturalnie nic bardziej mylnego. 14 pracownikéw zarabia mniej, niz wynosi Srednia arytmetyczna, a wiecej
zarabia tylko trzech. Rozktad wynagrodzen nie jest réwnomierny. Stad lepszym parametrem bedzie mediana zarob-
kéw, czyli wartos¢ srodkowa uporzgdkowanych wartosci. Mediang zarobkdw jest wartos¢ 2000 zt. To juz jest blizsze
realiom. Istnieje bowiem blisko 60% szans, ze losowo wybrana osoba z tej firmy bedzie zarabiata wtasnie takg kwote.
Czasem warto stosowac réwniez parametr zwany dominantg, czyli wartoscig, ktéra wystepuje najczesciej. W opisy-
wanym przypadku réwniez bytaby to kwota 2000 zt.

Nasze rozwazania potwierdzajg dane Gtéwnego Urzedu Statystycznego (GUS). Z danych za pazdziernik 2012 roku
wynika, ze przecietne wynagrodzenie wyniosto 3895,72 zt (dla firm czy instytucji zatrudniajgcych powyzej 9 osdb).
Jednak 66,1% zatrudnionych oséb zarabiata doktadnie tyle lub mniej, a tylko ok. 1/3 wiecej. Mediana wynagrodzenia
wyniosta 3115,11 zt. Wartos¢ ta dzieli pracownikéw na dwie réwne grupy: osoby zarabiajgce wiecej, niz wynosi me-
diana, i zarabiajgce mniej. Co ciekawe — najczestsze wynagrodzenie (dominanta) wynosito wtedy 2189,11 zt. Widac
wyraznie, ze podawana w mediach Srednia arytmetyczna wynagrodzen osdb zatrudnionych nie jest parametrem,
ktéry dostatecznie obrazuje rzeczywistosc.

Statystyka i kombinatoryka, czyli zliczanie okreslonych zdarzen, oraz rachunek prawdopodobienstwa, czyli obli-
czanie szansy, ze dane zdarzenie wystgpi, to dziedziny pokrewne. Wykorzystujgc je wszystkie, mozemy na przyktad
okresli¢, ze porazenie piorunem jest bardziej prawdopodobne niz trafienie szdstki w toto-lotka! A jednak niektérzy
wygrywaja, bo to ,tylko” i ,,az” prawdopodobienstwo. ,,Prawdopodobnie” nie znaczy ,,zawsze”.
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10.A » Srednia arytmetyczna, mediana, dominanta (moda)

» Srednia arytmetyczna

DEFINICJA

Srednig arytmetyczna n liczb nazywamy iloraz sumy tych liczb przez ich liczbe.

X, Tx, Tt x,
n

xX=

n —ilos¢ wszystkich liczb
X1, Xy, ..., X, —kolejne liczby

Oblicz srednig arytmetyczng liczb: 5, 7, 4, 9, 10, 5, 2,3, 7, 3.

X tx, txg+ .. tx,

1° Korzystamy ze wzoru: x =

n
2° Obliczamy sume elementow. $S=5+7+4+9+10+5+2+3+7+3=55
3° Obliczamy liczbe wszystkich elementow. n=10
4° Podstawiamy obliczone wartosci do wzoru. xX= % =55

5° Srednia arytmetyczna tych liczb to 5,5.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Oblicz $rednig arytmetyczng liczb: 8,12, 6,18, 2, 24, 14, 6.
PRZYKEAD 3. Oblicz $rednig arytmetyczng liczb: 47,53, 22,15, 38, 65.

PRZYKEAD 4. Oblicz $rednig arytmetyczng liczb: 5, 4,6, 2,8,1,4,6,7,9,2,3,6,2,7.

PRZYKLAD 1 V P.10.A.2

Na diagramie przedstawiono oceny uczniéw pewnej ;4
klasy ze sprawdzianu z historii. Oblicz Srednig ocen
uczniéw tej klasy.

Liczba uczniow
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1° Odczytujemy dane z wykresu. Dwdch uczniéw dostato jedynki;
dwadch uczniéw dostato dwojki;
czterech uczniow dostato trojki;
szesciu uczniow dostato czworki;
trzech ucznidw dostato pigtki;
jeden uczen dostat széstke.

2° Wszystkich ucznidw jest 18, wiec n = 18.

3° Podstawiamy dane do wzoru: <=2:1+2:2+4:3+6:4+3:5+1:6 _
X Xttt 18
X= n _2+4+12+24+15+6 _ 63 _ ¢

N 18 18

4° Srednia arytmetyczna ocen w tej klasie to 3,5.

PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Na diagramie przedstawiono oceny
uczniéw pewnej klasy ze sprawdzianu z matematyki.
Oblicz $rednig ocen ucznidw tej klasy.

Liczba uczniow

Srednia arytmetyczna liczb x, 7,4, 7, 8,5, 2, 3, 7, 3 wynosi 5. Oblicz x.

X, Tx, T xg+ ... tx,
n

1° Korzystamy ze wzoru: x =

2° Okreslamy liczbe wszystkich elementow. n=10

3° Podstawiamy dane do wzoru, tworzgc réwnanie, xX= Xxt7+4t7+ 8;65 +2+3+7+3 5

z ktorego obliczamy x.

x+46 _
0 =5 |10

x+46=50 — x=4

4° Wartos¢ x wynosi 4.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 2. Srednia arytmetyczna liczb 8, x, 6,18, 2, 24, 14, 6 wynosi 11,25. Oblicz x.

PRZYKtAD 3. Srednia arytmetyczna liczb 47, 53, x, 15, 38, 65 wynosi 40. Oblicz x.
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PRZYKtAD 4. Srednia arytmetyczna liczb 5, 4,6, 2, 8,1, 4,6,7, 7, 2, 3, X, 2 wynosi 4,5. Oblicz x.

PRZYKtAD

W tabeli zestawiono oceny z jezyka angielskiego
uczniéw klasy Ill B na koniec semestru. Srednia aryt-
metyczna tych ocen jest rdwna 3,5. Oblicz liczbe x
ocen dobrych (4) wystawionych na koniec semestru
w tej klasie.

1° Korzystamy z danych tabeli i wzoru na $rednig
arytmetyczna.

2° Skoro Srednia jest réwna 3,5, to mozemy zapisac
rownanie.

3° Ocen dobrych jest 11.

» Mediana

Ocena 2 3 4 5 6
Liczba s 10| x| 3] 1
uczniow
n=19+x
— _0-1+5-2+10-3+4-x+5-3+6-1 _
X= 19 +x -
_10+30+4x+15+6 _ 61+4x
- 19 +x ~ 19+x
61+ 4x
9y =35 |-(19+x)

61+ 4x=3,5(19 +x)
61+ 4x = 66,5 + 3,5x

0,5x=5,5
x=11

| 0,5

DEFINICJA

Dany jest zbidr n liczb uporzgdkowany w kolejnosci niemalejgcej. Mediang nazywamy:

e wyraz srodkowy w przypadku, gdy liczba elementdw jest nieparzysta;

e $rednig arytmetyczng dwadch srodkowych wyrazow, gdy liczba elementéw jest parzysta.

Mediana moze zatem naleze¢ do zbioru danych, ale moze takze do niego nie nalezec.

PRZYKLAD 1 V P.10.A4

Oblicz mediane liczb: 5,7, 4,9, 10,6, 2,3, 7, 3.

1° Porzadkujemy liste elementdw od najmniejszej do
najwiekszej wartosci.

2° Ustalamy liczbe wszystkich elementdw.

3° Mamy parzystg liczbe elementdw, wiec mediana jest
Srednig arytmetyczng dwdch srodkowych elementow.

4° Mediana tych liczb to 5,5.

2,3,3,4,5,6,7,7,9,10

n=10

_95%0d _5+6 _11

me=—">

2 — 2 7o
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Oblicz mediane liczb: 8,12, 6,18, 2, 24, 14.

1° Porzadkujemy liste elementéw od najmniejszej do 2,6,8,12,14,18,24
najwiekszej wartosci.

2° Ustalamy liczbe wszystkich elementéw. n=7

3° Mamy nieparzystg liczbe elementéw, wiec mediang m,=a,=12

jest srodkowy wyraz.

4° Mediana tych liczb to 12.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 3. Oblicz mediane liczb: 47, 53, 22, 15, 38, 65.

PRZYKtAD 4. Oblicz mediane liczb: 5, 4,6,2,8,1,4,6,7,9,2,3,6,2,7.

PRZYKLAD 1

Oceny ze sprawdzianu pewnej klasy z matematyki przedstawio-
no na diagramie (zobacz rysunek). Oblicz mediane ocen uzy-
skanych przez tych ucznidw ze sprawdzianu.

Liczba uczniéw

o - N w S w a ~ ©o
! I ! | I ! L !

0 1 2 3 4 5 6
Ocena

1° Odczytujemy dane z wykresu, zeby okreslic liczbe wszystkich n=1+5+7+8+3+2=26
uczniow.

2° Skoro uczniéw jest 26, czyli mamy parzystg liczbe elementdw;,
to dwa srodkowe elementy to element trzynasty i czternasty

(ay31a14).

Gdy rozpiszemy elementy w nastepujgcy sposob:
1,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,4,5,5,5,6, 6,
to fatwiej zauwazyc, ze element a,; = 3,aelement a,, = 4.

o - L _Gitay
3° Podstawiamy dane do wzoru: m, = .

4° Mediana ocen wynosi 3,5.
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PRZYKLAD DO CWICZEN

PRZYKEAD 2. Oceny ze sprawdzianu pewnej klasy z biologii
przedstawiono na diagramie (zobacz rysunek). Oblicz mediane
ocen uzyskanych przez uczniéw z tego sprawdzianu.

Liczba uczniéw

o B N W b U1 O N O
! | ! ! ! I L

PRZYKLAD 1

Mediang zestawu danych 2, 3, 6, x, 1, 10 jest liczba 3,5. Wtedy x moze byc¢ réwne:

A. 2 B. 3 C.4 D.5

Przeanalizujmy kolejne odpowiedzi:

Odp. A. Jesli x = 2, to otrzymujemy 1, 2, 2, 3, 6, 10, wigc m, = 5= 2,5.
b . . _ 343 _
Odp. B. Jedli x = 3, to otrzymujemy 1, 2, 3, 3, 6, 10, wiec m, = 5= 3.
oo . . _3+4 _
Odp. C. Jedli x = 4, to otrzymujemy 1, 2, 3, 4, 6, 10, wigc m, = 5 = 3,5.
3+5

Odp. D. Jesli x = 5, to otrzymujemy 1, 2, 3, 5, 6, 10, wiec m, = 5= 4,
Odpowiedz C jest wiec poprawna.

PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKYAD 2. Mediang zestawu danych 5, 1, x, 3, 4 jest liczba 3. Wtedy x moze by¢ réwne:
A. 1 B. 4 C.6 D.5
PRZYKYAD 3. Mediang zestawu danych 8, 1, 4, x, 7, 8 jest liczba 7. Wtedy x moze by¢ réwne:

A.9 B. 4 C.7 D. 10

» Dominanta (moda)

DEFINICJA

Dominanta (moda) zbioru danych to taka wartos¢, ktéra w tym zbiorze wystepuje najczesciej.

Jesli w zbiorze kilka wartosci wystepuje z tg samg (najwyzszg) czestoscig, to kazda z tych wartosci jest
dominanta. Jesli wszystkie wartosci w zbiorze wystepujg z tg sama czestoscig, to przyjmuje sie, ze zbidr danych
nie ma dominanty.

~N
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PRZYKLAD

W czasie meczu koszykéwki odnotowano liczbe celnych rzutéw do kosza oddanych przez poszczegdlnych zawod-
nikéw. Wyniki przedstawiono na diagramie. Jaka jest dominanta celnych rzutéw do kosza?

Liczba zawodnikow
o - N w

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Liczba celnych rzutéw

Z diagramu mozemy odczytac, ze najczesciej wystepowaty dwie wartosci — 14 i 20 rzutéw z takg sama liczebnoscig (po
3 zawodnikdw). Dominanta ma wiec dwie wartosci: 14 i 20.

ZADANIA UTRWALAJACE

10.A.1. Na dwoch osiedlach przeprowadzono ankiete, zadajgc pytanie: lle razy w tygodniu robi Pan(i) zakupy
spozywcze? Wyniki ankiety zostaty przedstawione w tabelach. Oblicz $rednig arytmetyczng, mediane oraz
dominante dla kazdego osiedla oddzielnie oraz dla obu osiedli tgcznie.

Osiedle A Osiedle B

lle razy w tygodniu
robione sg zakupy

Liczba wskazari 4 |20 16| 1 5 3 1 0 0 |10 |18 |13 | 3 3 1 2

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

10.A.2. W dziale kontroli jakosci zwazono 10 czekolad i uzy-
skano nastepujace wyniki: 100,2 g, 99,39 g, 100,2 g, 98,9 g,
99,3 g, 100,4 g, 99,8 g, 100,1 g, 98,8 g, 100,3 g. Oblicz srednig
arytmetyczng, mediane i dominante uzyskanych danych.

10.A.3. Na diagramie kotowym (zobacz rysunek obok) przed-
stawiono informacje o liczbie ksigzek wypozyczanych miesiecznie
przez 50 czytelnikdw w pewnej bibliotece. Oblicz srednig aryt-
metyczng, mediane i dominante liczby wypozyczonych ksigzek.

24%

M 1ksigzka M2 ksigzki m3ksigzki M4 ksigzki m 5 ksigzek

:!.O.A.l'l. Tabela przedstawia p(iwne zesta'\W|en|e'dan\‘/ch, ktcorych Wartodé x 21315 |6
$rednia arytmetycznawynosi x = 5. Obliczmediane idominante
tych danych. Liczba wskazan a |30 |6a| 9
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ZADANIA TESTOWE. Sposrdd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. .4l T.10.A

10.A.5. Srednia arytmetyczna liczb 7, 9, 12, 23, 14, 18, 36 jest réwna:

A. 18 B. 17 C. 14 D. 17,5

10.A.6. Srednia arytmetyczna liczb 6, x, 8,12, 5, 9 wynosi 10. Wtedy:

A. x=16 B. x=20 C. x=12 D. x=28
10.A.7. W tabeli zebrano informacje dotyczace liczby Liczba 0s6b w rodzinie Liczba uczniéw
0s6b w rodzinach uczniéw klasy Il A. Srednia liczba oséb 3 8
w rodzinie dla ucznidw tej klasy jest réwna 3,8. Wtedy 4 14
liczba x jest réwna: X 3

A.2 B. 6 C.5 D. 7

10.A.8. Srednia pieciu ocen z matematyki, ktre uzyskata Kasia w | semestrze, wynosi 4,8. Nauczyciel zaplanowat
w tym semestrze, ze kazdy uczen otrzyma po siedem ocen. Kasia uzyska srednig réwng 5,0, gdy otrzyma jeszcze:

A. dwie pigtki, B. piatke i szostke, C. dwie szostki, D. czworke i szostke.

10.A.9. Srednia arytmetyczna cen dziewieciu akcji na gietdzie jest réwna 450 zt. Za osiem tych akcji zaptacono 3500
zt. Cena dziewiatej akcji jest rowna:

A. 450 zt B. 550 zt C. 500 zt D. 600 zt

10.A.10. W osmiu kolejnych rzutach kostkg otrzymano nastepujace wyniki5, 6,4, 1, 2, 2, 3, 4. Mediana tych wynikéw
jest rowna:

A 4 B. 3,5 C.3 D. 15

10.A.11. W pewnej firmie zatrudnionych jest 8 osdb. Dyrektor zarabia 4500 zt, a pensje pozostatych pracownikéw
wynoszg: 2200 zt, 1800 zt, 2400 zt, 1700 zt, 1600 zt, 1900 zt, 2000 zt. Mediana zarobkdw wszystkich o$miu 0sdb jest
réwna:

A. 1850 B. 1750 C. 1950 D. 2150

10.A.12. Srednia arytmetyczna liczb 6, x, 8,9, 12, 15 wynosi 11. Mediang tych liczb jest wiec liczba:
A. 10 B. 11 C. 85 D. 10,5

10.A.13. Mediana uporzadkowanego niemalejgcego zestawu szesciu liczb: 2, 3, 4, x, 7, 8 jest rowna 4. Wtedy:

A. x=6 B. x=5 C.x=4 D.x=3
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LADANIA OTWARTE

10.A.14. Srednia wieku w pewnej grupie studentdw réwna jest 22 lata. Srednia wieku tych studentéw 2 pkt
i ich opiekuna réwna jest 25 lat. Opiekun ma 49 lat. Oblicz, ilu studentdw jest w tej grupie.

10.A.15. Srednia temperatura pierwszych dziewieciu dni marca wynosita 5°C, a $rednia temperatura 2 pki
pierwszych dziesieciu dni marca wynosita 6,5° C. Oblicz, jakg $rednig temperature odnotowano 10
marca.

10.A.16. Tabela przedstawia wyniki uzyskane na sprawdzianie przez uczniéw pewnej klasy: 2 pkt
Ocena 6 5 4 3 2 1
Liczba uczniow 1 4 7 6 5

Oblicz mediane i srednig arytmetyczng uzyskanych ocen.

10.A.17. W tabeli zostaty przedstawione oceny uzyskane z testu przez ucznidow w pewnej klasie. 2 pkit
Ocena 6 5 4 3 2 1
Liczba uczniéw 3 5 2 5 4 1

Oblicz mediane i srednig arytmetyczng uzyskanych ocen.

10.A.18. Tabela przedstawia oceny z matematyki uczniéw jednej klasy na koniec semestru. 2 pki
Ocena 1 2 3 4 5 6
Liczba uczniow 2 3 3 7 X 5

Srednia arytmetyczna tych ocen jest réwna 4,0. Oblicz liczbe ocen bardzo dobrych wystawionych na koniec seme-
stru.

10.A.19. Wyniki sprawdzianu z matematyki przedstawiono na A 3 pkt
diagramie (zobacz rysunek). Podaj wartos¢:

a. $redniej arytmetycznej,

Liczba uczniow

b. mediany,

c. dominanty
ocen uzyskanych przez ucznidw z tego sprawdzianu.

o B N W B U O N
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Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

10.1 » Obliczanie sredniej wazonej i odchylenia standardowego
zestawu danych (takze w przypadku danych odpowiednio
pogrupowanych). Interpretowanie tych parametréw dla
danych empirycznych

» Srednia wazona

DEFINICJA

Danych jest n dowolnych liczb (x;, x5, X, ..., X,,), ktérym przypisano odpowiednio n dodatnich (najczesciej na-
turalnych) wag (w;, w,, ..., w,). Srednig wazong tak ustalonych danych obliczamy ze wzoru:

— Wy X tw, X, twyoxgt .o tw, o x,
w
wytw,twst . tw,

Jesli wszystkie wagi sg rowne, to srednia wazona réwna jest Sredniej arytmetycznej.

PRZYKLAD

Podczas egzaminu ustnego z jezyka angielskiego ) ) Umiejetnos¢ Poprawnosé¢
wypowiedz ucznia miata by¢ oceniana w trzech I | SO komunikagji gramatyczna
kategoriach. Kazdej z nich egzaminator przypisat Waga 2 3 1
inng wage (zobacz tabele obok).
Oto oceny zdobyte przez Bartka i Michata ) ) Umiejetnos¢ Poprawnosé
w poszczegdlnych kategoriach: CEELEIE) || S komunikagcji gramatyczna
Bartek 5 4 3
Oblicz, jakg koricowq ocene uzyskat kazdy z nich Michat 4 2 6
i jakg ocene kazdy z nich by uzyskat, gdyby egza-
minator nie uwzgledniat wag.
1° Korzystamy ze wzoru: Ocena Bartka:
== Wy X twy X, twyxgt Lt w, e x, < =2>5+3-4+1-3 _10+12+3 25,4
w wyFw, Fwy+ .t w, ’ v 2+3+1 6 6 — "
aby obliczy¢ ocene uzyskang przez kazdego Ocena Michata:
z chfopcow. — _2:44+3-2+1-6 _8+6+6 _ 20
X =TT2%3F1 0 0 6 6 =333

2° Gdyby oceny zostaty policzone ze sredniej arytm- Ocena Bartka:

X tx,t+ L tx —_5+4+3 12
etycznej <x =1 "2 . ), tobylybytakie, X=" 3 =3 =4
jak przedstawiono obok.

Ocena Michata:
X 3 3
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PRZYKtAD

Oblicz brakujgcg wage w, jesli wiadomo, ze X 7 15 21 25
srednia wazona danych w tabeli wynosi 17. Waga 4 2 w 3
1° Korzystajgc ze wzoru na Srednig wazong, 4-7+2-15+w-21+3-25 _ 17
uktadamy réwnanie i obliczamy w. 4+2+w+3
28+30+21w+75 _ 17
9+w

2° Waga w wynosi 5.

PRZYKtAD

17(9+w) =133 + 21w
153+ 17w = 133 + 21w
Aaw=20 |: 4

w=5

Panstwo Zielinscy wybierajg pensjonat na urlop i poréwnujg oceny gosci w dwdéch pensjonatach w poszczegdl-
nych kategoriach. Goscie ocenali pensjonat, przyznajac w kazdej kategorii ocene od 1 do 6. Jesli panstwo Zielinscy
uznaja, ze poszczegolne kategorie majg nastepujgce wagi: standard pokoju (5), wyzywienie (3), jakos¢ obstugi

(2), to ktory pensjonat uzyska wyzszg ocene koricowa, liczong jako Srednia wazona ocen czgstkowych?

Pensjonat ,,Swierkowa Chata” Pensjonat ,,Halny”
Kategoria Ocena Liczba oséb Kategoria Ocena Liczba oséb
2 6 4 3
Stand:i\rd 3 3 Stand?rd c 3
pokoju pokoju
4 6 6 9
5 6 3 6
Wyzywienie Wyzywienie
6 9 4 9
1 2 3 13
2 4 4 1
Jakos¢ obstugi Jakos¢ obstugi
3 4 5 1
4 5 - -
1° Obliczamy srednie arytmetyczne punktéw, jakie x_s1 =26+ 31'53 +t4:6 _ 3
uzyskaty oba pensjonaty w poszczegdlnych katego- _ 5.646.9
riach. Xs, =715 = 5,6
—_1-2+2:4+3-4+4-5 =78
Xs, 15 )
— _4-3+5-3+6-9 _
XH1 - 15 - 5,4
—_3:61+4-9 _
XH2 - 15 - 3,6
—— _3-13+4-1+5-1 _
st = 15 =32
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_ 5.3+3.56+2-2,8 15+16,8+56

2 ObI|c.zamy Srednie wazone liczb z odpowiednimi Xy, = cr317 = 10 = 3,74
wagami.
. 554+3-36+2-32 27+108+6,4 — 442
Xw, = 5+3+2 - 10 -

3° Pensjonat ,Swierkowa Chata” uzyskat koricowa ocene réwng 3,74, a pensjonat ,,Halny” ocene koricowa réwna 4,42,
wiec pensjonat ,,Halny” uzyskat ocene wyzsza.

ZADANIA UTRWALAJACE

10.1.1. Oblicz srednie wazone ponizszych danych, jesli x oznacza wyniki, a w przypisane im wagi.

o X 4 5 6 7

lw 03 | 04 | 02 | 01
b, X 5 3 8
w 2 3 4

c X 4 8 10
’ w 2 2 2
PR -2 -1 0 1
w 3 5 6

10.1.2. Srednia wazona liczby 50 z waga a i liczby 26 z wagg b jest réwna 32. Podaj dwa przyktady liczb a i b
spetniajacych te zaleznos¢.

10.1.3. Pewna uczelnia przyjmuje na studia na podstawie Sredniej "
wazonej ocen z wybranych przedmiotéw maturalnych, przyznajgc im |
nastepujgce wagi: matematyka (waga 0,3), fizyka (waga 0,3), chemia
(waga 0,2), jezyk polski (waga 0,1), jezyk obcy (waga 0,1). Oblicz srednig &
wazong ocen kandydatéw na studia, ktérych stopnie sg zamieszczone ¥

w tabeli.
Matematyka Fizyka Chemia Jezyk polski Jezyk obcy
Kandydat 1 6 5 3 3 3
Kandydat 2 3 2 4 5 6

10.1.4. W sprawozdaniu finansowym pewnej firmy zapisano, ze 55% akcji firmy sprzedano po 100 zt za sztuke,

35% akcji po 110 zt, a 10% akcji po 120 zt. Jaka byfa srednia cena sprzedanych akg;ji?

10.1.5. Oblicz brakujacg wage m, jesli wiadomo, ze
Srednia wazona danych w tabeli wynosi 20.

10.1.6. Kamil zastanawia sie nad wyborem szkoty
jezykowej. Ma do wyboru 3 szkoty. Zebrat oceny swoich
znajomych dotyczace réznych kategorii: lokalizacji, ceny
i nauczycieli. Dane zebrat w tabeli obok. Kazdej katego-
rii nadat stopien waznosci (wage). Ktdrg szkote powinien
wybra¢ Kamil?

» Odchylenie standardowe

X 8 16 24 28 32
Waga 3 2 m 2 1
Lokalizacja | Cena kursu Nauczyciele
(waga 0,2) (waga 0,3) (waga 0,5)
Szkota A 10 5 3
Szkota B 4 6 8
Szkota C 6 7 5

DEFINICJA

Danych jest n dowolnych liczb (x;, X, X3, ..., X,,). Niech x oznacza $rednig arytmetyczna tych liczb. Wéwczas
odchylenie standardowe obliczamy wedtug wzoru:

13
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\/(x1—7)2+(x2—7>2+(x3—7)2+ o (x,—x )

0= n

WY JASNIENIE

Odchylenie standardowe jest parametrem statystycznym informujgcym o rozproszeniu danych wzgledem
Sredniej arytmetycznej. Im wieksze odchylenie standardowe, tym bardziej dane sg odlegte od siebie i od Sredniej
arytmetycznej.

PRZYKtAD

Dane sg nastepujace liczby: 5, 8, 10, 12, 15. Oblicz odchylenie standardowe tych liczb.

. i ) . Xy tx,t o tx,
1° Obliczamy srednig arytmetyczng liczb ze wzoru: x = A

_5+8+10+12+15 _ 50 _
X= 5 =75 10

/(x1—7)2+<x2—;)2+(23—7)2+ ot (X, =XV

2° Obliczamy odchylenie standardowe ze wzoru: 6 =

d__N/(5—10f+(8—1of+{1o—1oY+«12—1of+115—10Y _x/25+4,k4+25 B
_ : — : _

— /58 _
=% ~341

To odchylenie informuje nas o do$¢ duzym rozproszeniu liczb miedzy sobg oraz wzgledem sredniej arytmetycznej.

PRZYKtAD

Czterech uczniéw otrzymato nastepujgce oceny:

® Uczen 1: bdb, db, dst, cel, dop ¢ Uczen 3: bdb, bdb, db, dst, dst
e Uczen 2: db, db, db, db, db ® Uczen 4: cel, cel, db, dop, dop

Oblicz srednie arytmetyczne i odchylenia standardowe dla poszczegdlnych ucznidw.

Dla ucznia 1:
— _5+4+3+6+2 _
X, = 3 =4
5—4F+(4—4Y+(B-4y+(6—4y+(2-4y
5=y T HAZAPHG AP HE—AP+Q4F | [TFIFAFE _ 5
Dla ucznia 2:
— _4+4+4+4+4 _

4—4P+(4—4Y+(4—4P+(4— 4P +(4—4)
GZ:/( R R
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Dla ucznia 3:

X—:5+5+4+3+3

3 5 =4

_ /(5—4P+(5-4P+(4-4P+(B3—4P+(3—-4Y _ /iti+i+1_ /&
03— 5 - 5 - 5 $0,89
Dla ucznia 4:
—_6+t6+4+2+2
X, = 5 =4

(6—4Y+(6—4+(4—4Y+(2—-4’+(2—-47 _ /a+a+4+4 _ /16
04: 5 = 5 = T$1,79

Otrzymane wyniki wskazujg, ze wszyscy uczniowie majg te same Srednie arytmetyczne, jednak rozproszenia ich
ocen od sredniej arytmetycznej (oraz samych ocen) sg zréznicowane: od zera (czyli identyczne oceny) do 1,79 —
mozna powiedzieé, ze uczen 4 okazat sie uczniem bardzo ,nieréwnym”.

PRZYKLAD

Na pewnym osiedlu, gdzie mieszka 115 rodzin,
zbadano liczbe dzieci w kazdej rodzinie i uzyskano
nastepujace wyniki.

Liczba dzieci 0 1 2 3 4
Liczba rodzin 17 30 58 8 2

Oblicz odchylenie standardowe tych danych.

X tx,t .+ x,

1° Obliczamy $rednig arytmetyczng liczby dzieci ze wzoru: x = n
—_17-0+30-1+58-2+8-3+2-4 _ 30+116+24+8 _ 178 _ 155
X= 115 - 115 “115 ¥ b
—\2 —\2 —\2 -\
X, —X) (X, —x) +H(x;g—x)+...+(x,—x
2° Oinczamyodcherniestandardowezewzoru:G:\/ b =x) (g =X) (,,3 ) b =X)

5o \/17(0 —1,55)°+30(1—1,55)+58(2— 1,55/ +8(3—1,55)> +2(4—1,55)
- 115 -

_ /4084+09,07+11,75+16,82+12 _ /90,48 _ oo

- 115 —v 115 =Y

3° Odchylenie standardowe wynosi 0,89.

ZADANIA UTRWALAJACE
B T »

10.1.7. Zmierzono wysokosci dwunastu zawodnikdw w druzynie siatkar- '
skiej i uzyskano nastepujace wyniki: 1,86 m,2,05m, 1,9 m, 1,78 m, 2,11
m, 1,76 m, 1,93 m, 1,86 m, 1,78 m, 2,05m, 1,86 m, 1,94 m.

a. Wyznacz $rednig wysoko$¢ zawodnika.
b. Wskaz mediane i mode zestawu danych.

c. Oblicz odchylenie standardowe wysokosci.
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10.1.8. W tabeli ponizej podano informacje dotyczgce wieku studentéw na pewnej uczelni.

Wiek [lata] 20 21 22 23 24
Liczba studentow 2378 8612 11881 15 266 8653

a. Wyznacz sredni wiek studentow.
b. Oblicz odchylenie standardowe dla wieku studentow.

10.1.9. Zgodnie z danymi podanymi w Roczniku Statystycznym obroty na gtéwnym rynku Gietdy Papierow
Wartosciowych w czterech wybranych latach ksztattowaty sie nastepujaco:

Rok 2005 2010 2013 2014
Obrét akcjami i prawami do akcji [mln zi] 98517 234 288 256 146 232 865

a. Oblicz sredni obrot.
b. Wyznacz odchylenie standardowe przedstawionych danych.

10.1.10. W loterii przygotowano 1200 loséw. Wsrdd nich sg 3 losy
z nagrodami po 1000 zt, 10 loséw z nagrodami po 500 zt, 50 losow
z nagrodami po 250 zt, 100 loséw z nagrodami po 125 zt oraz 500
loséw z nagrodami po 50 zt.

a. Wyznacz srednig warto$¢ wygranych.

b. Wskaz mediane i dominante.
c. Oblicz odchylenie standardowe wygranych.

10.1.11. Tabela ponizej przedstawia przecietne miesieczne wynagrodzenie brutto w poszczegdlnych wojewddz-
twach.

Liczba Przecietne miesieczne Liczba Przecietne miesieczne

Wojewddztwo pracujacych | wynagrodzenie brutto Wojewddztwo pracujacych | wynagrodzenie brutto
[tys.] [wzt] [tys.] [wzt]
dolnoslaskie 1035,2 4049 podkarpackie 796 3414
kujawsko-pomorskie 686,4 3440 podlaskie 404,5 3533
lubelskie 802,7 3608 pomorskie 763,5 4018
lubuskie 326,5 3429 Slaskie 1642,2 4105
tédzkie 936,1 3621 Swietokrzyskie 455,7 3438
matopolskie 1277 3703 warminsko-mazurskie 422,8 3390
mazowieckie 2309,4 4934 wielkopolskie 1395,6 3600
opolskie 312,8 3638 zachodniopomorskie 509,9 3653

a. Wyznacz srednie wynagrodzenie miesieczne w kraju.

T <

b. Oblicz odchylenie standardowe dla przedstawionych danych.

b

16



f?; Nroem | | gemar | oo ) ARKUSZ 1 a c‘ /
s 6 U : ﬂ-“s‘?x\ﬁ / |

1.(dpkt)Rozwiainler6wm$6|z:+3|+|,_4|57_,(.

MATURA — ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna. 4l T1.10.1

4 \ 10.1.12. Pewne zawody sportowe sktadajg sie z 2 etapdw. Wynik koricowy ustalany jest jako Srednia wazona liczby @
%*%., punktow zdobytych przez druzyne w kazdym etapie, przy czym suma wag wynosi 1. W tabeli przedstawione sg li-
" czby punktéw zdobytych przez dwie druzyny w poszczegdlnych etapach. Druzyna | uzyskata wynik koricowy réwny

35,5 punktu. Druzyna Il uzyskata wiec wynik koricowy rdwny:

A. 38 punktéw, C. 36 punktow, Druzyna Etap 1 Etap 2
| 60 25 k= =
B. 40 punktow, D. 37 punktéw. I 45 35 e s
ladnie d

y 10.1.13. Ogrodnik sprzedat jabtka réznych gatunkéw w stosunku 1 : 3 : 5. Cena 1 kg pierwszego gatunku jabtek
*¢ wynosita 1,50 zt, drugiego 2,20 zt, a trzeciego 2,50 zt. Sredni przychdd ze sprzedazy 1 kg jabtek mozna obliczyé
nastepujaco:

A.1-1,50+2-2,20+3-2,50 c.01-150+0,3-2,20+0,5-2,50
1,50+ 2,20+ 2,50 1,50+3-2,20+5-2,50
B. 3 D. 9

ViNnlvw

10.1.14. Srednia wazona liczby 7 z wagg 3 i liczby 19 z waga x jest réwna 17. Wtedy:

A. x=13 B. x=15 C.x=7 D. x=12
- o P S X 2 3 | a4 [ 8 |V
/ ¢ 10.1.15. Jesli srednia wazona danych w tabeli wynosi 4,2, to: Waga z 6 pr 5 |
A.a=0,4 B.a=2 C.aoa=4 D.a=8
2 g@":’;
e 10.1.16. Ocena koncowa z matematyki jest WyStaWiana jakO Testy Prace domowe Sprawdziany
Srednia wazona nastepujgcych wartosci: ocen z testow (zwaga 3), | Ania 3,4,5 5,5 2,5,5
ocen z prac domowych (z wagg 2), ocen ze sprawdziandw (zwaga |Magda| 2,5,5 4,5 4,5,5
4). W tabeli przedstawione sg oceny trzech uczennic. Jesli ocena Ola 4,4, 4 3,4 3,45
koricowa Ani to a, Magdy m, a Oli o, to prawdziwa jest zaleznos¢:
A A.o<a<m B.a<o<m Ca=0<m DDm=a>o

[e3
o' Lo ee) €
el o
100 A
o

10.1.17. Tomek otrzymat nastepujgce oceny z matematyki: 4, 3, 5, 5, 4. Odchylenie standardowe otrzymanych
przez niego ocen wynosi okoto:

A. 0,56 B. 0,75 C. 0,42 D. 0,65
RKU:

\©
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me\‘”d m\la\.‘“"\w

a0 028Y

10.1.18. Sprawdzono ceng pewnego modelu telefonu komdrkowego. Ceny z osmiu kolejnych sklepéw s
nastepujace: 750 zt, 730 zt, 780 zt, 790 zt, 850 zt, 810 zt, 815 zt, 795 zt. Odchylenie standardowe cen tego telefonu
jest réwne: s

A. 790 zt B. 35,27 zt C. 47,52 z D. 85zt
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1. (4pkt) Rozwiaz nieréwnosé | 2x +3|+|x—4| < 7 5.

MATURA — ZADANIA OTWARTE

10.1.19. Kasia rzucafa siedem razy symetryczng kostkg do gry. Otrzymata nastepujgce wyniki
{1 2,4,3,2,6, x}. Oblicz odchylenie standardowe otrzymanych wynikéw, jesli $rednia arytme-
tyczna otrzymanych wynikéw wynosi 3.

Wyniki przedstawiono w tabeli.

il
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Oblicz:

a. srednig oséb w rodzinie,

10.1.20. W pewnej klasie sporzadzono ankiete, pytajgc uczniéw o liczbe oséb w ich rodzinach. 4 pkt
\
5 ” s 'lslest liczb naturalnych siedim
Liczba os6b w rodzinie 3 7 w
Liczba uczniéw 7 il
%

b. mediane,
c. dominante,

d. odchylenie standardowe.
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10.B » Gromadzenie i analizowanie prostych danych empirycznych

WPROWADZENIE

Chcac uzyska¢ odpowiedzi na rézne pytania dotyczace zycia codzienne-
g0, mozna postuzyc sie metodami statystycznymi. Polegajg one na zbie-
raniu danych (informaciji), a nastepnie na analizie zebranego materiatu:
ilosciowej i jakosciowej. Przystepujac do zbierania danych empirycz-
nych, nalezy postepowad wedtug okreslonych zasad.

Zasady przeprowadzania badania

1° Okresli¢ cel badania (w jakim celu zbieramy dane, jaki problem roz-
strzygamy, na jakie pytania badawcze chcemy uzyskac¢ odpowiedzi).

2° Dobrac¢ respondentdw (czyli osoby badane), ustali¢ ich liczebnos$é —
okresli¢ ich interesujgce cechy, np. wiek, pte¢, pochodzenie, miejsce za-
mieszkanie (np. miasto lub wies) itp.

3° Sformutowac pytania tak, aby byty trafne i zrozumiate dla badanych.

4° Przeprowadzi¢ badanie.
5° Dokona¢ analizy ilosciowej: pogrupowac odpowiedzi, przedstawic
uzyskane dane na wykresach.

6° Dokonac analizy jakosciowej — sformutowac wnioski i odpowiedzie¢
na postawione pytania badawcze.

PRZYKtAD

Postawmy pytanie badawcze: Jakie sg ulubione kolory 19-latkéw
w zaleznosci od ptci?

To proste z pozoru pytanie moze mie¢ wptyw np. na to, jakie kolory
odziezy wybiera mtodziez, jakie kolory preferuje na oktadkach czaso-
pism czy w spotach reklamowych. Aby uzyskaé¢ odpowiedz na to pyta-
nie badawcze, nalezy:

1° Okresli¢ liczbe badanych 19-latkéw z podziatem na ptec.

2° Ustali¢ miejsce ich zamieszkania (miasto, wies) — mozna sie
postuzy¢ informacjami z rocznika statystycznego (dane procentowe
dotyczace zamieszkania mtodziezy na wsi i w miescie).

3° Sformutowac pytania, np.:
* Wolisz kolory ciepte czy zimne?

* Czy Twoje preferencje dotyczace ulubionych koloréw zmieniajg sie
wraz z porami roku?

* Czy zabiegasz o to, by w wystroju Twojego pokoju, ubioru itp.
dominowat Twaj ulubiony kolor?

4° Przeprowadzi¢ badanie, uwzgledniajgc wczesniej poczynione zato-
zenia co do ptci, zamieszkania itp.

5° Dokonac analizy ilosciowej: przedstawi¢ wyniki procentowe w formie
tabel, wykreséw.

6° Sformutowac wnioski koricowe i odpowiedzie¢ na pytanie badawcze.

19



KOMPENDIUM WIEDZY | E-laboratorium matematyczne

» Sposoby prezentowania danych zebranych w wyniku obserwacii statystycznej

PRZYKtAD

Zatézmy, ze badanie dotyczace ulubionego koloru wsréd mtodziezy przeprowadzono na grupie 1000 oséb. Kazda
osoba wskazywata tylko jeden kolor. Uzyskano nastepujgce wyniki:

* kolor niebieski wybrato 300 osdb;
* kolor czerwony wybrato 250 osdb;
* kolor pomaranczowy wybrato 75 oséb;

* kolor zielony wybrato 125 oséb;
* kolor czarny wybrato 200 o0sdéb;

® kolor z6tty wybrato 50 osdb.

Zebrane dane mozemy przedstawic na rézne sposoby.

TABELA

Suma liczb w prawej kolumnie jest réwna 1000. Przy przedstawianiu
danych w tabeli méwimy, ze tabela zawiera wyniki mierzonej cechy
(koloru) i jej liczebnosci (liczby ucznidw, ktérzy wskazali dany kolor).

DIAGRAM KOLUMNOWY

Kolor Liczba oséb
niebieski 300
czerwony 250

pomaranczowy 75
zielony 125
czarny 200

20tty 50

Kazda z kolumn przedstawionych na diagramie
odpowiada jednemu kolorowi. Wysokosc¢ kolumny
odpowiada liczbie oséb, ktére wskazywaty dany
kolor.

DIAGRAM StUPKOWY

350

300

200

150 -

100 -
50

M niebieski

n czerwony

M pomarariczowy
M zielony

W czarny

26ty

0O$ pozioma informuje o liczbie oséb, a poszcze-
golne stupki odpowiadajg wybranym kolorom.

DIAGRAM KOLOWY

261ty

czarny

zielony

pomaranczowy

czerwony

niebieski

0 50

100 150 200 250 300 350

M niebieski

M czerwony

W pomarariczowy
M zielony

W czarny

261ty

Aby sporzadzi¢ diagram kotowy, nalezy wykonac¢ odpowiednie obliczenia. Interesuje nas zalezno$¢ miedzy
liczbg oséb, ktdre wybraty dany kolor, a czescig kota, ktdra odpowiada tej liczbie oséb. W tym celu wykonujemy

nastepujace obliczenia.
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Kolor niebieski wybrato 300 oséb, co stanowi % wszystkich gtosdéw, czyli 0,3. Zatem tej liczbie osdb odpo-

wiada kat Srodkowy o mierze 0,3 - 360° = 108°.

Kolor czerwony wybrato 250 osdb, co stanowi % wszystkich gtoséw, czyli 0,25. Zatem tej liczbie osdb
odpowiada kat srodkowy o mierze 0,25 - 360° = 90°.

Podobnie wykonujemy pozostate obliczenia.
Kolor pomarariczowy: % = 0,075, czyli kat Srodkowy o mierze 0,075 - 360° = 27°.
. 125 _ . . . o _ apo
Kolor zielony: 1000 — 0,125, czyli kat srodkowy o mierze 0,125 - 360" = 45".
. 200 _ . . . o _ mmo
Kolor czarny: 1000 — 0,2, czyli kat srodkowy o mierze 0,2 - 360° = 72°.
50 _ o : o oo
Kolor z6tty: 1000 — 0,05, czyli kat srodkowy o mierze 0,05 - 360° = 18°.

Diagram kotowy wyglagda wiec nastepujaco:

W niebieski

H czerwony

B pomaranczowy
H zielony

u czarny

26ty

DIAGRAM PROCENTOWY

Diagram kofowy czesto wystepuje réwniez w po-
staci diagramu procentowego, w ktérym zebrane
dane wyrazone sg w procentach.

M niebieski

M czerwony

Informacje otrzymane w badaniu wskazuja, ze
kolor niebieski wybrato 30% wszystkich oséb,
kolor czerwony — 25%, kolor pomararnczowy —
7,5%, kolor zielony — 12,5%, kolor czarny — 20%,
a kolor z6tty — 5%.

W pomaranczowy
M zielony
W czarny

20tty

W prezentacji i analizie danych statystycznych czesto postugujemy sie jednostronnie domknietymi przedziatami
(klasami), w ktdére pogrupowane sg dane. Przedziaty muszg by¢ roztgczne, a jednoczesnie muszg obejmowac
wszystkie wyniki. Dtugosc¢ przedziatu okresla sie na podstawie najmniejszej i najwiekszej wartosci wsrdd wynikdw
i dobiera sie takie liczby, by byty dogodne do obliczen.

PRZYKLAD

W tabeli zamieszczone sg wysokosci 26 najwyzszych szczytow gorskich w Polsce. Pogrupuj dane w przedziaty
i przedstaw je na diagramie kolumnowym w taki sposdb, aby dane byty czytelne.
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Szczyty gor Wzniesienie nad poziomem morza w m
Karpaty
Rysy 2499
Mieguszowiecki Szczyt 2438
Swinica 2301
- Tatry
Wotowiec 2064
Kasprowy Wierch 1987
Giewont 1894
Babia Géra 1723 Beskid Zywiecki
Tarnica 1346 1 Bieszczady
Turbacz 1314 1 Gorce
Radziejowa 1267 Beskid Sgdecki
Skrzyc'zne - 1257 Beskid Slaski
Barania Gora 1215
Mogielnica (Mogielica) 1170 Beskid Wyspowy
Medralowa (Beskidek) 1169 Beskid Makowski
Wysokie Skatki 1050 Pieniny
Trzy Korony 982
Sudety

Sniezka 1603

— Karkonosze
Wielki Szyszak 1509
Snieznik 1425 Masyw Snieznika
Wysoka Kopa 1126 , .
Ka&r/nienica . 973 Gory lzerskie
Wielka Sowa 1015 Gory Sowie
Szczeliniec Wielki 919 Gory Stotowe

Gory Swietokrzyskie
tysica 612 ,
. tysogory

tysa Gora 594
Szczytniak 554 Pasmo Jeleniowskie

Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny 2015

1° Mamy rozpietos¢ danych od 554 do 2499. Mozemy wiec utworzy¢ 10 przedziatdw, zaczynajgc od 550 m. Diugosé
przedziatu to 200 m. Okreslamy; ile szczytow znajduije sie w kazdym z przedziatéw.
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Przedziat (w m n.p.m.) Liczba szczytéw Przedziat (w m n.p.m.) Liczba szczytéw
(550 — 750) 3 (1550 — 1750) 2
(750 —950) 1 (1750 — 1950) 1
(950 — 1150) 5 (1950 — 2150) 2
(1150 — 1350) 7 (2150 — 2350) 1
(1350 — 1550) 2 (2350 — 2550) 2
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2° Wykonujemy diagram kolumnowy.

A

>

Liczba szczytow

o [ N w £ v a ~
! ! ! I

2 9. $¢ .p.m.
6}0\) 50:9 50\1 J"So 1‘950 {5}0 J)db 19‘70 ej&o {9‘90 Wysokos¢ [m n.p.m.]
S0 So 4 S0 75 5, <. SSO N )\5\0 Yo, 5% < N 2% 5% 9\53\0

ZADANIA UTRWALAJACE

10.B.1. Pewna organizacja pozarzagdowa przeprowadzita w pewnym miescie sonde uliczng, chcac zbadad, jak czesto
mieszkancy uczestniczg w wydarzeniach kulturalnych. Badanie zostato przeprowadzone na grupie 200 osdb. Jedno
z pytan brzmiato: ,lle razy w ostatnim miesigcu byt(a) pan(i) w koncercie muzycznym?”. Uzyskano nastepujace
wyniki: 0 razy — odpowiedziato 55% o0sdb, 1 raz— 30% osdb, 2 razy — 10% oséb, 3 razy — 5% oséb. Przedstaw
wyniki badania w postaci tabeli liczebnosci, diagramu kolumnowego oraz diagramu kofowego.

10.B.2. Na podstawie danych przedstawionych w tabeli ponizej wykonaj diagram kotowy prezentujacy procen-
towy podziat Polski na obszary o okreslonej wysokosci n.p.m.

Udziat w powierzchni Polski obszaréw potozonych powyzej poziomu morza
ponizej O m 0,2% 300-500 m 5,6%
0-100m 25,2% 500-1000 m 2,9%
100-200 m 49,7% powyzej 1000 m 0,2%
200—-300 m 16,2%

Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny 2015

10.B.3. Tabela ponizej przedstawia dtugosci rzek potozonych na terenie Polski. Pogrupuj dane w przedziaty i przed-
staw je na diagramie stupkowym w taki sposdb, by dane byty czytelne.

Reeka terenie polaki[km] | Rzeka terens Polak [km]
Wista 1022 Drweca 231
Odra 726 Prosna 227
Warta 795 Wistok 220
Bug 590 Wda (Czarna Woda) 198
Narew 443 Drawa 192
San 457 Nysa Ktodzka 189
Notec 391 Rega 188
Wieprz 349 Pasteka 187
Pilica 333 Bzura 173
Bobr 276 Wistoka 173
tynaijej doptywy 207 Obra 171
Wkra 255 Poprad 63
Dunajec 249 Biebrza 164
Nysa tuzycka 197 Nida 154
Brda 245

Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny 2015
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10.B.4. Na podstawie danych z Rocznika Statystycznego 2015 (zobacz tabele ponizej) wykonaj:

a. diagram kotowy przedstawiajgcy powierzchnie Ziemi w podziale na lady i oceany;,

b. diagram kotowy procentowy przedstawiajgcy udziat poszczegdlnych oceandw w powierzchni ogétem
wszystkich oceandw,

c. diagram kolumnowy przedstawiajgcy powierzchnie poszczegdlnych kontynentow.

Powierzchnia Ziemi
Wyszczegdlnienie W min km? W odsetkach
Ogotem 510,2 100,0 X
Lady 148,9 29,2 100,0
Afryka 30,3 5,9 20,3
Ameryka Pétnocna i Srodkowa 24,2 47 16,3
Ameryka Potudniowa 17,8 3,5 12,0
Antarktyda 13,2 2,6 8,8
Australia i Oceania 8,5 1,7 5,7
Azja 44,4 8,7 29,8
Europa 10,5 2,1 7,1
Oceany 361,3 70,8 100,0
Arktyczny 14,7 2,9 41
Atlantycki 89,0 17,4 24,6
Indyjski 73,6 14,4 20,4
Potudniowy 20,3 4,0 5,6
Spokojny 163,7 32,1 45,3

10.B.5. Na podstawie ponizszych danych wykonaj diagram kotowy procentowy przedstawiajgcy dtugosci lgdowe;j
granicy panstwowej Polski z poszczegdlinymi sgsiednimi krajami.

Granice Polski
Wyszczegolnienie b e‘:letg:?gggc ch
Dtugos¢ ladowej granicy panstwowej w km 3071
z Rosjg 210
z Litwa 104
z Biatorusig 418
z Ukraing 535
ze Stowacja 541
z Czechami 796
z Niemcami 467

10.B.6. Na podstawie diagraméw przedstawiajgcych liczbe studentéw szkét wyzszych w podziale na kierunki
w dwdch kolejnych latach akademickich odpowiedz na pytania:

a. W ktérym roku studiowato ogétem wiecej oséb?

b. Jaki procent wszystkich studentéw w poszczegdlnych latach stanowity kobiety?

c. Na ktorych kierunkach studiowato mniej oséb w roku 2013/2014 niz w roku 2014/2015?
d. Na ktdrych kierunkach w obydwu latach mniej niz potowa studentéw to kobiety?

e. Jaki procent studentéw prawa w roku 2013/2014 stanowity kobiety, a jaki w 2014/2015?
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164,3

— 180 — 180
Il 164,3 @
£ 160 o0 £ 160
140 1163 126 140 126,3
120 - : 120
100,8
100 5.0 100

pedagogika

pedagogika kierunki

techniczne

kierunki prawo
artystyczne

weterynaria  medycyna

W studenci ogétem W kobiety

Studenci szkét wyzszych w roku akademickim 2013/2014

10.B.7. Na grupie 200 oséb przeprowadzono badanie ankietowe,
ktorego wyniki przedstawiono na diagramie kotowym (zobacz dia-
gram obok). Badanie dotyczyto ulubionego gatunku muzycznego.
Przedstaw wyniki badania na diagramie stupkowym, prezentujgcym

kierunki
techniczne

kierunki prawo
artystyczne

weterynaria  medycyna

m studenci ogétem  m kobiety

Studenci szkét wyzszych w roku akademickim 2014/2015

inna; 13%

jazz; 12%
3 rock; 21%

disco polo; 5%\

liczby 0sdb, ktére wybraty dany gatunek muzyczny.

10.B.8. Przeprowadz w swojej klasie badanie, ktore pozwoli do-
wiedziec sie, jakie przedmioty uczniowie bedg zdawac na egzaminie
maturalnym. Wyniki ankiety przedstaw w postaci tabeli liczebnosci
oraz diagramu kolumnowego.

ZADANIA TESTOWE. Sposréd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

Informacja do zadan 10.B.9 — 10.B.12

Miasta w Polsce w podziale ze wzgledu na liczbe
mieszkancow (stan na dzier 31.12.2014r.)

Zrédto: Opracowanie wiasne na podstawie danych
z Matego Rocznika Statystycznego 2015

reggae; 7%

muzyka klasyczna;
6%
pop; 28%

hip-hop; 8%

v IRALY:

M ponizej 5000 oséb

W 5000 - 9999 osdb

M 10000 - 19 999 oséb

M 20 000 - 49 999 osdb

W 50 000 - 99 999 osob
100 000 - 199 999 osdb
200 000 i wiecej oséb

10.B.9. Miasta ponizej 10 000 mieszkancéw stanowig w przyblizeniu:

A. 52% B. 55%

C. 76% D. 36%

10.B.10. Miast powyzej 200 000 mieszkaricow jest okoto trzech razy mniej niz miast z liczbg mieszkancow z prze-

dziatu:
A. 100 000 — 199 999

B. 20000-49 999

10.B.11. Prawda jest, ze:

A. prawie potowa mieszkaricéw miast mieszka
w miastach z liczbg ludnosci do 10 000 osdb,

B. ponad 30% mieszkaricOw miast mieszka w
miastach z liczbg ludnosci wiekszg niz 20 000,

C. 50000-99 999

D. 10 000-19 999

C. niecate 10% miast w Polsce to miasta
z co najmniej 50 000 ludnosci,

D. miast z ludnoscig ponizej 5000 osdb jest 21
razy wiecej niz miast z liczbg ludnosci liczaca co
najmniej 20 000 oséb.
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10.B.12. Wiedzac, ze wszystkich miast w Polsce jest 913, mozna stwierdzi¢, ze miast z liczbg ludnosci ponizej
10000 jest:

A. 504 B. 502 C. 177 D. 178

inne 24,1%

Informacja do zadar 10.B.13 - 10.B.16

Przecietne miesieczne wydatki na 1 osobe edukacja
w gospodarstwach domowych w Polsce rekreaja i kultura
w 2014 roku wyniosty 1079 zt. transport

zdrowie

restauracje i hotele

uzytkowanie mieszkania i nosniki energii

odziez i obuwie

24,4%

Zrédto: Opracowanie wtasne na podstawie danych zywnos¢inapoje bezalkoholowe
z Matego Rocznika Statystycznego 2015 0% 5% 10%  15%  20%  25%  30%

10.B.13. Przecietne miesieczne wydatki na edukacje poniesione przez 1 osobe wynosza:

A. 11,87 zt B. 12 zt C. 11z D. 118,69 zt

10.B.14. Wydatki na zywnos¢ oraz odziez stanowia:
A. jedna trzecig wszystkich wydatkow, C. mniej niz czwartg czes$¢ wszystkich wydatkow,

B. potowe wszystkich wydatkow, D. blisko 30% wszystkich wydatkow.

10.B.15. Wydatki dotyczace transportu sg wieksze od wydatkéw poniesionych na zdrowie o okofo:

A. 45 zt B. 112 z C. 42z D. 84 7t

10.B.16. taczne wydatki na edukacje, rekreacje i kulture stanowia:
A. 7,6% B. 6,7% C. 6,5% D. wiecej niz 8%

Informacja do zadan 10.B.17 — 10.B.20

Struktura powierzchni laséw panstwowych
wedtug sktadu gatunkowego.

M sosna i modrzew

W swierk

M jodtaijedlica

B buk

M dab, jesion, klon, jawor i wigz
grab, osika, lipa, wierzba i topola
brzoza i robinia

Zrédto: Opracowanie wtasne na podstawie danych = olsza

z Matego Rocznika Statystycznego 2015 o

pozostate

10.B.17. Olsza stanowi:

1 1 1 1
A'ﬁ B.g C.f D.E

powierzchni laséw panstwowych.

10.B.18. Sosna i modrzew majg powierzchnie:
A. ponad 50% wiekszg, C. ponad 20% wieksza,

B. ponad 40% wiekszg, D. ponad dwa razy wiekszg

od powierzchni, na jakiej rosng wszystkie pozostate gatunki drzew.
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10.B.19. 6% catej powierzchni laséw porasta:

A. buk, B. dab, C. Swierk, D. brzoza.

10.B.20. Powierzchnia porosnieta przez jodte i jedlice stanowi:
A. 50% B. 30% C. 3% D. 6%

powierzchni, na jakiej rosnie swierk.

Informacja do zadan 10.B.21 —10.B.24

Udziat Polski w letnich igrzyskach olimpijskich

Miejscowosc Llrtéz:ra;g%Twsthan;\I;;:v ngggz;c: Miejscowos¢ Llrzz:raeg%r‘:l:tssgifglrv Zr::gz:ee
1924, Paryz 66 2 1976, Montreal 223 26
1928, Amsterdam 64 5 1980, Moskwa 306 32
1932, Los Angeles 20 7 1984, Los Angeles - -
1936, Berlin 112 6 1988, Seul 143 16
1948, Londyn 24 1 1992, Barcelona 207 19
1952, Helsinki 28 4 1996, Atlanta 167 17
1956, Melbourne 64 9 2000, Sydney 187 14
1960, Rzym 186 21 2004, Ateny 194 10
1964, Tokio 140 23 2008, Pekin 263 10
1968, Meksyk 177 18 2012, Londyn 221 10
1972, Monachium 290 21
Zrédto: Maty Rocznik Statystyczny 2015
10.B.21. Na pierwszych pieciu igrzyskach Polacy zdobyli tyle samo medali co w:
A. Los Angeles, B. Sydney, C. Moskwie, D. Monachium.
10.B.22. Srednia medali zdobytych przez polskich sportowcéw w latach 2000 — 2012 wynosi:
A. 10 B. 10,2 C.11 D. 10,5
10.B.23. Najwieksza reprezentacja w historii igrzysk zdobyta:
A. 21 medali, B. 32 medale, C. 10 medali, D. 26 medali.

10.B.24. Dominantg liczby medali zdobytych przez polskich sportowcéw w historii wszystkich igrzysk jest liczba:
A. 21, B. 10, C. wieksza niz 10, D. wieksza niz 15.
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10.C » Doswiadczenia losowe. Opisywanie doswiadczen losowych

DEFINICJE PRZYKtAD

Doswiadczenie losowe to zjawisko lub eksperyment, o wyniku  Rzut monetg jest doswiadczeniem
ktérego decyduje przypadek. losowym, poniewaz mogg pojawic sie
dwa wyniki (orzet lub reszka), ale przed
wykonaniem doswiadczenia nie wiemy,
co wypadnie.

Rzut symetryczng kostka do gry

jest doswiadczeniem losowym,

Liczbe el ‘W zbioru O biory O i poniewaz wiemy, co moze sie pojawic:
iczbg elementow zbioru €2 nazywamy moca zbioru {2 ioznacza- _ {123 4 5 6}, ale preed doko-

myjako Q (lub| Q).

Przestrzen zdarzen elementarnych to zbiér wszystkich mozliwych
do otrzymania wynikéw. Oznaczamy ja literg Q (wielkg grecka
literg omega).

naniem rzutu nie wiemy, co wypadnie.

Kazdy mozliwy wynik doswiadczenia nazywamy zdarzeniem elementarnym i oznaczamy literg @ (mata grecka
literg omega).

Przyjmujemy, ze doswiadczenie przebiega w warunkach, w ktérych otrzymanie kazdego wyniku jest jednakowo
mozliwe.

PRZYKtAD

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie monetg. Opisz zbidr wszystkich mozliwych wynikéw tego
doswiadczenia.

Jesli w rzucie monetg wypadnie orzet, to zapisujemy O, a gdy wypadnie reszka, zapisujemy R. Zapis (O, R) oznacza, ze
w pierwszym rzucie wypadt orzet, a w drugim reszka.

Przestrzen zdarzen elementarnych, czyli zbidr wszystkich mozliwych wynikéw, to
Q={(0,0),(0,R),(R,0),(R,R)}.

Zdarzenia elementarneto: @, = (0,0), w, = (O,R), w3 =(R,0), w, = (R,R)

PRZYKtAD

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie monetg, a nastepnie jednokrotnym rzucie kostka.

a. Wyznacz zbidr wszystkich mozliwych wynikéw tego doswiadczenia.
b. Wyznacz zbiér mozliwych wynikéw, jesli:

A; —na monecie wypadt orzet,

A, — na kostce wypadfa nieparzysta liczba oczek,

A; — na kostce wypadty co najwyzej 4 oczka,

A, —na kostce wypadto co najmniej 5 oczek.
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Odp. a. Wypisujemy kolejne uporzagdkowane pary — na pierwszym miejscu orzet (O) lub reszka (R), a na dru-
gim liczba oczek, ktére wypadty na kostce.

Q={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6),(R,1),(R,2),(R,3),(R,4),(R,5),(R,6)}
Odp. b. Zbiory mozliwych wynikéw to:

A,=1(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6)}
A,={(0,1),(R,1),(0,3),(R,3),(0,5),(R,5)}
A;={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(R,1),(R,2),(R,3),(R,4)}
A,={(0,5),(0,6),(R,5),(R,6)}

DEFINICJA

Zdarzeniem losowym nazywamy kazdy podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych (czyli Q).
Zdarzenia losowe oznaczamy wielkimi literami: A, B, C, D itd.

Podzbiorami zbioru € sg m.in. zbidr pusty @ (ktéry nazywamy zdarzeniem niemozliwym) i zbiér Q (ktéry nazy-
wamy zdarzeniem pewnym).

Jesli zdarzenie elementarne @ nalezy do zbioru A, to méwimy, ze zdarzenie elementarne @ sprzyja zdarzeniu A.

PRZYKLAD

Doswiadczenie losowe polega na jednokrotnym rzucie kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wypadta parzysta liczba oczek,

B — wypadta nieparzysta liczba oczek,

C — wypadfa liczba oczek wieksza od 7,

D — wypadta liczba oczek mniejsza od 7.

Przestrzenig zdarzeri elementarnych jest zbior Q = {1, 2,3,4,5,6}.
A ={2,4,6}—cooznacza, ze zdarzeniu A sprzyjajg wyniki 2, 4, 6.
B ={1, 3,5} —co oznacza, ze zdarzeniu B sprzyjajg wyniki 1, 3, 5.
Zdarzenie C jest zdarzeniem niemozliwym.

Zdarzenie D jest zdarzeniem pewnym (D = Q).

DEFINICJA

Liczbe elementdéw zbioru A nazywamy mocg zbioru i oznaczamy jako A (lub| A ).

PRZYKtAD

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie kostka.
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a. Wyznacz zbidr wszystkich mozliwych wynikéw tego doswiadczenia.
b. Wypisz wyniki sprzyjajace nastepujgcym zdarzeniom:
A — za pierwszym razem wypadta nieparzysta liczba oczek,
B — w obu rzutach wypadta taka sama liczba oczek,
C — za drugim razem wypadta wieksza liczba oczek niz za pierwszym razem,
D — suma wyrzuconych oczek w obu rzutach jest nie mniejsza niz 13,
E — suma wyrzuconych oczek w obu rzutach jest nie wieksza niz 5.

Odp. a. Wypisujemy kolejne uporzagdkowane pary.

0={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),
(3'5)’ (3'6)1 <4' 1)' (412)' (413)' (4'4)1 (4'5)l (4' 6)' (5' 1)' (5' 2)' (5'3)' (5'4)' (5'5)' (5' 6)' (6' 1)/ (6' 2)/
(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

Odp. b.

A={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(5,1),(5,2),(5,3), (5,4),
(5,5),(5,6)}

Moc tego zbioru, czyli liczba zdarzeri sprzyjajacych, wynosi A = 18.

B8=1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}

Moc tego zbioru, czyli liczba zdarzeri sprzyjajgcych, wynosi B = 6.
€={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6),(4,5),(4,6),(5,6)}
Moc tego zbioru, czyli liczba zdarzers sprzyjajgcych, wynosi C = 15.

D = @ —zdarzenie D jest zdarzeniem niemozliwym.

E={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(4,1)}

Moc tego zbioru, czyli liczba zdarzen sprzyjajacych, wynosi E = 10.

ZADANIA UTRWALAJACE

10.C.1. Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie moneta.

a. Wyznacz przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia i okresl moc tego zbioru.

b. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniom i okresl moc poszczegdinych zbioréw:

A — reszka wypadta co najmniej raz,

B — wypadty same orty,

C — orzet wypadt wiecej razy niz reszka,

D — orzet i reszka wypadty co najmniej dwa razy,
E — orzet wypadt tyle samo razy co reszka,

F — orzet wypadt co najwyzej dwa razy.
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10.C.2. Losujemy jedna cyfre ze zbioru {2, 4, 6}, a nastepnie rzucamy moneta.

a. Wyznacz wszystkie mozliwe wyniki tego doswiadczenia i okre$l moc tego zbioru.

b. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom i okresl moc poszczegdinych zbioréw.

A — wypadt orzet,

B — wypadta reszka i wylosowano liczbe parzysta,
C — wylosowano liczbe wiekszg od 4,

D — wylosowano liczbe réwng co najmniej 2,

c. Podaj przyktad zdarzenia pewnego w tym doswiadczeniu.

d. Podaj przyktad zdarzenia niemozliwego w tym doswiadczeniu.

10.C.3. Ze zbioru {1, 2,3, 4} losujemy kolejno bez zwracania dwie cyfry i tworzymy z nich liczbe dwucyfrowa.
Pierwsza wylosowana liczba jest cyfra dziesigtek, a druga cyfrg jednosci.

a. Wyznacz przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia i okresl moc tego zbioru.

b. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom i okresl moc poszczegdlnych zbioréw:

A — utworzona liczba jest parzysta,

B — utworzona liczba jest wieksza od 30,

C — utworzona liczba jest podzielna przez 5,
D — utworzona liczba jest wieksza niz 20.

c. Podaj przyktad zdarzenia pewnego w tym doswiadczeniu.

d. Podaj przyktad zdarzenia niemozliwego w tym doswiadczeniu.

» Dziotania na zdarzeniach losowych

Przestrzen zdarzen elementarnych Q oraz zdarzenia A, B takie, ze A, B C Q, sg zbiorami, wiec mozemy na nich
wykonywac takie same dziatania jak na zbiorach.

DEFINICJA

Sumg zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AU B, ktdremu sprzyjaja ALB Z P.1.A.1
wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace A lub B. A

B

weEAUBeswe Alubw € B

(
lloczynem (czescig wspdlng) zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AN B, il 2 P.1.A.1
ktéremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace A
jednoczesnie Ai B. B

wEANBesw e Aiw € B

(
Réznicg zdarzen Ai B nazywamy zdarzenie A \ B, ktéremu sprzyjaja A\B A P.1.A1
wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace A i niesprzyjajace B. A

B

wEA\BsweEAiw <¢B
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Zdarzenia Ai B sg roztaczne lub wykluczaja sie, jesli czesé wspdlna A B
A N B tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym.

Jezeli wszystkie elementy zdarzenia A naleza do zdarzenia B, to ACB
mowimy, ze zdarzenie A zawiera sie w zdarzeniu B, co oznaczamy B
A C B. A

DEFINICJA

Zbiér wszystkich wynikow w przestrzeni Q, ktére nie sprzyjajg zdarze- A |
niu A, nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A i oznaczamy Q
jako A"

A=Q\A

Zauwazmy,ze AN A =@ orazAUA =Q.

PRZYKtAD

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie monetg. Wypisz wyniki sprzyjajgce nastepujgcym zdarze-
niom:

A —reszka wypadta co najwyzej raz,
B — orzet wypadt co najmniej raz,

C — wypadty same reszki,

D — orzet wypadt doktadnie dwa razy,
E — wypadto mniej ortdw niz reszek.

a. Wskaz pary zdarzen wykluczajgcych sie. ¢. Wyznacz réznice zdarzen B\ E.
b. Wskaz pary zdarzen przeciwnych. d. Wyznacziloczyn zdarzen A n B.

1° Wyznaczamy zbidr wszystkich mozliwych wynikdw tego doswiadczenia (). Mozemy to zrobic¢ za pomoca drzewka.

START,
| rzut monetq / \

0] R

Il rzut monetq / \ / \
O R O R

lrzut monetq — /\  /\  /\ /\
OROR OROR

Wyniki doswiadczenia:
(0,0,0),(0,0,R),(0,R,0),(0,R,R),(R,0,0),(R,0,R),(R,R,0),(R,R,R)

Wyniki tego doswiadczenia wypisujemy, idgc kolejnymi gateziami drzewka od START-u do mety (w dét). W ten
sposdb otrzymujemy zbiér Q.

2° Wypisujemy wyniki sprzyjajgce poszczegdlnym zdarzeniom.
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A={(R,0,0),(0,R,0),(0,0,R),(0,0,0)}
B={(O,R,R),(R,0O,R),(R,R,0),(0,0,R),(O,R,0),(R,0,0),(0,0,0)}
C={(R,R,R)}

D={(0,0,R),(0O,R,0),(R,0,0)}
E={(O,R,R),(R,O,R),(R,R,0),(R,R,R)}

Odp. a. Pary zdarzen wykluczajgcych sieto: AiC,BiC,DiC,EiAEiD.
Odp. b. Para zdarzer przeciwnych to: Bi C, poniewaz B U C= Q.
Odp.c. B\E={(0,0,R),(0O,R,0),(R,0,0),(0,0,0)}

Odp.d. AnB={(R,0,0),(0,R,0),(0,0,R),(0,0,0)}

LADANIA UTRWALAJACE

10.C.4. Ze zbioru {1, 2,3, 4,5} losujemy kolejno bez zwracania dwie cyfry i tworzymy liczbe dwucyfrowa. Pier-
wsza wylosowana cyfra jest cyfrg jednosci tej liczby, a druga cyfrg dziesigtek.

a. Wyznacz zbidr wszystkich mozliwych wynikow tego doswiadczenia.

b. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniom:

A — utworzona liczba jest nieparzysta,
B — utworzona liczba jest podzielna przez 3.

c. Wyznacz zdarzenia: AUB,AnB,A UB,ANnB.

a. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniom:

A — wylosowano kule z numerami nieparzystymi,
B — doktadnie jedna wylosowana kula ma numer nieparzysty.

b. Wyznacz zdarzenia: AUB,AnB,AUB,BnA.

c. Podaj przyktad zdarzenia pewnego w tym doswiadczeniu losowym.

10.C.6. Rzucamy monetg, a nastepnie losujemy jedna cyfre ze zbioru {1, 2,3, 4}.

a. Wypisz zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniom:

A — wypadta reszka i wylosowano liczbe nieparzysta,
B — wypadt orzet,
C — wylosowano liczbe parzysta.

b. Wyznacz zdarzenia: AU C,AnB,A nC.

c. Podaj przyktad zdarzenia niemozliwego w tym doswiadczeniu losowym.

ZADANIA TESTOWE. Sposrdd podanych odpowiedzi wybierz poprawna.

4] ri0c

10.C.7. Ze zbioruliczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } losujemy jedna cyfre, a nastepnie losujemy drugg cyfre. Pierwsza wyloso-
wana cyfra jest cyfrg dziesigtek, a druga cyfrg jednosci. Zdarzeniem elementarnym nie moze by¢ liczba:

A. 52 B. 74 C. 26 D. 44
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10.C.8. Dany jest zbidr zdarzen elementarnych rzutu monetg, ktéry ma posta¢ Q = {(0, 0), (R, R), (R, 0),(O,R)}.
Zbidr ten opisuje:
A. pojedynczy rzut monetg, C. trzykrotny rzut monetg,

B. dwukrotny rzut monetg, D. czterokrotny rzut moneta.

10.C.9. Dany jest zbidr zdarzen elementarnych jednoczesnego rzutu jedng kostka i jedng monetg. Zdarzeniem
elementarnym tego zbioru nie moze by¢:

A.(O,R) B. (3,R) C.(0,5) D. (R, 1)

10.C.10. Wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu, ze w dwukrotnym rzucie symetryczng kostkg do gry liczba oczek na
jednej kostce jest dwa razy wieksza od liczby oczek na drugiej kostce jest:

A. 12 B. 6 C.3 D. 2

10.C.11. Rzucamy trzykrotnie symetryczng kostka do gry. Zbiér zdarzern elementarnych liczy:

A. 18 elementdw, B. 36 elementdw, C. 108 elementodw, D. 216 elementdéw.

10.C.12. Rzucamy n-krotnie symetryczng moneta. Zbidr zdarzen elementarnych liczy 32 elementy. Oznacza to, ze:

A.n=2 B.n=3 C.n=4 D.n=5

10.C.13. Ze zbioru Q ={1,2,3,4,5,6,7} losujemy jedng liczbe. Zdarzenie A polega na wylosowaniu liczby pa-
rzystej, a zdarzenie B polega na wylosowaniu liczby nieparzystej. Prawdg jest, ze:

A. A\B={1,3,5} B.ANB=0 CCAUB=B D.B\A=0

10.C.14. Rzucamy trzykrotnie monetq. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu co najmniej dwdch ortéw, a zdarzenie B
na wyrzuceniu co najwyzej dwdch ortow. Wiedy:

A. B\A= {(R, R,0),(R,0,R),(R,R, R)}
B. A\B=1{(0,0,0)}
C. AuB Z{(O, 0,0),(R, R,O),(R, O,R),(O, R,R)}

D.ANB=0

10.C.15. Rzucamy dwa razy symetryczng kostka do gry. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu na obu kostkach parzy-
stej liczby oczek. Zdarzenie przeciwne A" polega na:

A. wyrzuceniu na obu kostkach parzystej liczby oczek,
B. wyrzuceniu doktadnie na jednej kostce parzystej liczby oczek,
C. wyrzuceniu na co najwyzej jednej kostce parzystej liczby oczek,

D. wyrzuceniu co najmniej na jednej kostce parzystej liczby oczek.
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10.2 » Zliczanie obiektow w prostych sytuacjach kombinatorycz-
nych, niewymagajgcych uzycia wzorow kombinatorycznych.
Zastosowanie reguty mnozenia i reguty dodawania

Do rozwigzywania zadarn kombinatorycznych jest potrzebna umiejetnos¢ zliczania elementéw zbiorow
opisujacych przestrzen zdarzen elementarnych. Jesli zdarzen nie jest zbyt duzo, to mozna je wypisac i policzy¢.
Innym sposobem jest zastosowanie reguty mnozenia oraz reguty dodawania.

» Reguta mnozenia

TWIERDZENIE

Jesli doswiadczenie mozna wykona¢ w m kolejnych etapach, takich, ze w pierwszym etapie jest k; wynikow,
w drugim — k, wynikéw, w trzecim — k3 wynikow, ..., a w m-tym — k. wynikéw, to moc zbioru wynikow

doswiadczenia jest rwna iloczynowi k; - k, - ky - ... k.

Na ile sposobdw mozna ustawi¢ 5 0séb w kolejce?

1° Ustawiamy osoby na kolejnych miejscach — postuzymy sie
w tym celu rysunkiem pomocniczym z piecioma miejscami.

1.1° Na pierwszym miejscu mozemy ustawic kazdg z 5 oséb.

1.2° Na drugim miejscu mozemy ustawic jedng z pozostatych 4 osdb. 5 4 3 2 1

1.3° Na trzecim miejscu mozemy ustawic jedng z pozostatych 3 osdb.
1.4° Na czwartym miejscu mozemy ustawic jedng z pozostatych 2 osdb.

1.5° Na pigtym miejscu mozemy ustawic ostatnig osobe.

2° Korzystamy z reguty mnozenia. 5-4-3-2-1=120

3° Pie¢ 0s6b mozemy ustawic w kolejce na 120 sposobdw.

lle réznych liczb czterocyfrowych mozna otrzymac z cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jezeli cyfry nie mogg sie
powtarzac?

1° Ustawiamy cyfry na kolejnych miejscach liczby — postuzymy
sie w tym celu rysunkiem pomocniczym z czterema miejscami.

1.1° Na pierwszym miejscu mozemy ustawic cyfry od 1 do 9.
Nie mozemy ustawic zera.
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1.2° Na drugim miejscu mozemy ustawic jedng z pozostatych 8 cyfr
oraz cyfre 0, wiec razem mamy 9 mozliwosci.

1.3° Na trzecim miejscu mozemy ustawic jedna z 8 cyfr.
1.4° Na czwartym miejscu mozemy ustawic jedna z pozostatych 7 cyfr.
2° Korzystamy z reguty mnozenia. 9-9-8-7=4536

3° Z podanych cyfr mozna otrzymac 4536 réznych liczb.

lle réznych liczb czterocyfrowych mozna otrzymacz cyfr: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, jezeli cyfry mogg sie powtarzac?

1° Ustawiamy cyfry na kolejnych miejscach liczby — postuzymy
sie w tym celu rysunkiem pomocniczym z czterema miejscami.

1.1° Na pierwszym miejscu mozemy ustawic cyfry od 1 do 9. Nie
mozemy ustawic zera. 9 10 10 10

1.2° Na drugim miejscu mozemy ustawic kazdg z 10 cyfr.
1.3° Na trzecim miejscu mozemy ustawic kazdg z 10 cyfr.

1.4° Na czwartym miejscu mozemy ustawic¢ kazdg z 10 cyfr.

2° Korzystamy z reguty mnozenia. 9-10-10-10 = 9000

3° Z podanych cyfr mozna otrzymac 9000 réznych liczb.

W restauracji mozna zamowic 5 rodzajéw zup, 9 rodzajéw drugiego dania oraz 7 rodzajéw deserdw. Na ile spo-
sobow mozna zamowic w tej restauracji obiad sktadajacy sie z zupy, drugiego dania i deseru?

1° Wybieramy sposoby wyboru rodzajéw dan — postuzymy sie
w tym celu rysunkiem pomocniczym z trzema miejscami.

1.1° Zupe mozemy wybraé na 5 sposobow. 5 9 7

1.2° Drugie danie mozemy wybrac na 9 sposobdw.

1.3° Deser mozemy wybrac na 7 sposobdw.

2° Korzystamy z reguty mnozenia. 5-9-7=2315
3° W restauracji mozna zaméwic obiad na 315 sposobdw.

Na ile sposobdw mozna wybra¢ dwuosobowa delegacje z klasy liczacej 30 ucznidéw?

1° Wybieramy poszczegdlne osoby do delegacji — postuzymy sie
w tym celu rysunkiem pomocniczym z dwoma miejscami.
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1.1° Pierwszg osobe wybieramy z 30 oséb.
30 29

1.2° Drugg osobe wybieramy z pozostatych 29 oséb.
2° Korzystamy z reguty mnozenia. 30-29 =870

Uwaga! W uzyskanej liczbie mamy zdublowane wyniki, poniewaz uwzglednione sg sytuacje, gdy np. osoba A zostata

wybrana jako pierwsza, a osoba B jako druga i odwrotnie. Wszystkie mozliwe pary policzone sg wiec dwukrotnie.

3° Liczbe uzyskana z reguty mnozenia dzielimy wiec przez 2. 870 : 2 =435

4° Delegacje mozna wybraé na 435 sposobdw.

Oblicz, ile jest liczb naturalnych pieciocyfrowych, w zapisie ktérych nie wystepuje zero, wystepuje doktadnie
jedna cyfra 4 i doktadnie jedna cyfra nieparzysta.

1° Przedstawiamy symbolicznie liczbe pieciocyfrowa.

2° Liczbe 4 mozemy ustawi¢ na 5 sposobow. 5.

3° Liczbe nieparzystg (1, 3, 5, 7, 9) mozemy wybrac

na 5 sposobdw i ustawic jg w 4 miejscach. 5:5-4-...

4° Pozostate cyfry muszg by¢ parzyste i rézne od 4 ( czyli 2, 6, 8)
i mogg sie powtarzaé, czyli na kazdym polu z trzech pozostatych 5-5-4-3-3-3=
mozemy ustawic cyfre na 3 sposoby.

5° Wykonujemy obliczenie. = 2700

6° Takich liczb jest 2700.

PRZYKEAD 1. Naile sposobéw mozna ustawi¢ 6 réznych ksigzek na potce?

PRZYKEAD 2. lle roznych liczb czterocyfrowych mozemy otrzymac z cyfr: O,
1,2,3,4,5,6, 7, jezeli cyfry nie mogg sie powtarzac?

PRZYKEAD 3. lle roznych liczb czterocyfrowych mozna otrzymac z cyfr
parzystych, jezeli cyfry mogq sie powtarzac?

PRZYKEAD 4. Tomek ma 8 par spodni, 10 bluz oraz 6 par butéw. Oblicz,
na ile sposobdw moze zatozy¢ posiadane spodnie, bluzy i buty?

PRZYKEAD 5. W turnieju szachowym startuje 15 zawodnikdw. Kazdy
z kazdym gra jedno spotkanie. lle spotkan odbedzie sie podczas turnieju?
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» Reguta dodawania

TWIERDZENIE

Jesli zbior wszystkich wynikdw mozemy podzieli¢ na m podzbioréw takich, ze w pierwszym podzbiorze jest n,
wynikéw, w drugim podzbiorze — n, wynikéw, w trzecim podzbiorze — n; wynikéw, ..., a w ostatnim podzbiorze
n,,, wynikdw i wyniki te sg rézne, to wszystkich wynikéw jest n; +n, +n;+ ... +n,.

Inaczej mozemy zapisac: -
Jeslizbiory Ai B sgroztagczne,to AU B= A+ B.

PRZYKLAD | Z P.10.2.4

lle jest liczb czterocyfrowych o sumie cyfr 4?

1° Rozpatrujemy poszczegdine przypadki.

PRZYPADEK [: Liczba ztozona z cyfr 4isamych zerto: 4000 — P, =1

PRZYPADEK II: Liczby ztozone z cyfr 3, 1,0, 0: 3100, 3010, 3001, 1300, 1030, 1003 — P, = 6

PRZYPADEK IlI: Liczby ztozone z cyfr 2, 2, 0, O: 2200, 2020, 2002 — P, = 3

PRZYPADEK IV: Liczby ztozone z cyfr 2, 1,1, 0: 1120, 1102, 1012, 1210, 1201, 1021, 2110, 2101, 2011 - P, = 9
PRZYPADEK IV: Liczba ztozona z samych cyfr 1: 1111 -p,=1

2° Korzystamy z reguty dodawania: P+P,+P,tP,+P,=1+t6+3+9+1=20

3° Liczb czterocyfrowych o sumie cyfr 4 jest 20.

PRZYKLAD 2 kd r1024

lle roznych liczb czterocyfrowych mozna otrzymad z cyfr, ktérych iloczyn wynosi 67
1° Rozpatrujemy poszczegdine przypadki.

PRZYPADEK I: Liczby ztozone z cyfr 1, 1, 1, 6: 1116, 1161,1611,6111 - P, =4

PRZYPADEK II: Liczby zozone z cyfr 1, 1, 2, 3: 1123, 1132, 1231, 1321, 1213, 1312, 2311, 2131, 2113, 3211,
3121,3112 — P, = 12

2° Korzystamy z reguty dodawania: P+P,=4+12=16

3° Liczb czterocyfrowych o iloczynie cyfr 6 jest 16.

PRZYKLAD 3 id r1024

Do klasy Il A uczeszcza 13 chtopcodw i 17 dziewczat, a do klasy Il B 14 chtopcdw i 16 dziewczat. Na ile sposobow
mozna wybrac¢ pare ztozong z jednej dziewczyny i jednego chtopca, ktérzy chodzg do tej samej klasy?

38



Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

1° Rozpatrujemy poszczegdine przypadki.

PRZYPADEK I: Losujemy chtopaka i dziewczyne z klasy Il A: P=13-17=221
PRZYPADEK II: Losujemy chtopaka i dziewczyne z klasy Il B: P,=14-16 =224
2° Korzystamy z reguty dodawania: P+ P, =221+ 224 = 445

3° Pare mozna wybrac¢ na 445 sposobow.

PRZYKLAD 4 id 1024

Zcyfrl, 2,3,4,5,6, 7, 8 utworzono liczbe osmiocyfrowa o réznych cyfrach. lle jest takich liczb, w ktérych cyfry
parzyste sg ustawione na przemian z nieparzystymi?

1° Rozpatrujemy poszczegdine przypadki.

PRZYPADEK I: Ustawiamy cyfry, zaczynajgc od cyfry nieparzyste;. N P N P N P N P
Pierwszg cyfre nieparzystg mozemy ustawic na 4 sposoby, potem P=4-4-3-3-2-2-1-1=576

parzystg rowniez na 4 sposoby. Kolejng nieparzystg na 3 sposoby

oraz parzystg rowniez na 3, itd.

PRZYPADEK II: Ustawiamy cyfry, zaczynajac od cyfry parzyste;j. P N P N P N P N
Pierwszg cyfre parzysta mozemy ustawic na 4 sposoby, potem P,=4-4-3-3-2-2-1-1=576

nieparzystg rowniez na 4 sposoby. Kolejng parzystg na 3 sposoby
oraz nieparzystg rowniez na 3, itd.

2° Korzystamy z reguty dodawania. P,+P,=576+576 = 1152

3° Takich liczb jest 1152.

PRZYKLADY DO CWICZEN 2 P.10.2.5

PRZYKEAD 1. lle jest liczb trzycyfrowych o sumie cyfr 5?
PRZYKEAD 2. lle roznych liczb czterocyfrowych mozemy otrzymac z cyfr, ktdrych iloczyn wynosi 4?

PRZYKEAD 3. Do klasy | C uczeszcza 12 chfopcéw i 16 dziewczat, a do klasy | D 15 chtopcdw i 11 dziewczat. Na
ile sposobdw mozna wybraé pare ztozong z jednej dziewczyny i jednego chfopaka, ktérzy chodzg do tej samej
klasy?

PRZYKYAD 4. Zcyfr1, 2,3, 4,5, 6 utworzono liczbe szesciocyfrowg o réznych cyfrach. lle jest takich liczb,
w ktorych suma sasiednich cyfr jest nieparzysta?

LADANIA UTRWALAJACE

10.2.1. lle stéw z sensem lub bez mozna utozy¢ ze wszystkich liter stowa StONCE.

10.2.2. Rzucamy trzema symetrycznymi kostkami do gry. Na ile sposobdw mozna otrzymac sytuacje, w ktérej na
kazdej kostce jest inna liczba oczek?
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10.2.3. lle liczb szesciocyfrowych mozna utozy¢ z cyfr 0, 1, 2, 3?

10.2.4. Krawcowa dysponuje materiatami w 10 kolorach. Na ile sposobow moze uszy¢
tréjkolorowg flage, tak aby kazda z trzech czesci byta innego koloru?

10.2.5. Na ile sposobéw mozna utworzy¢ liczbe czterocyfrowg parzystg, w ktorej tylko jedna cyfra jest parzysta?

10.2.6. Na ile sposobow mozna utworzy¢ czterocyfrowy PIN (hasto) do telefonu? '

10.2.7. Janek, Dorota, Basia, Iga i Artur kupili bilety do kina. Majg oni zaja¢ pie¢ kole-
jnych miejsc w jednym rzedzie. Na ile sposobéw mogg zajgé te miejsca tak, aby Basia
i Janek siedzieli obok siebie?

10.2.8. Na szczyt gory prowadzg cztery rdzne szlaki. Na ile sposobdw turysta moze
wybrad trase na gore i z powrotem?

10.2.9. lle jest liczb pieciocyfrowych o sumie cyfr réwnej 3?

10.2.10. lle jest liczb trzycyfrowych, w ktérych iloczyn cyfr jest rowny 9?

10.2.11. Gosia ma 2 czerwone torebki, 3 biate, 4 niebieskie i jedng zielong. W takich
kolorach ma réwniez buty: 3 pary butéw czerwonych, 2 pary biatych, jedng pare butéw
niebieskich oraz 4 pary butow zielonych. Oblicz, na ile sposobdéw Gosia moze wybraé
torebke i buty w jednym kolorze?

10.2.12. Oblicz, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w zapisie ktérych wystepuje jedna cyfra nieparzysta
oraz jedna cyfra 8, a nie wystepuje cyfra 0.

10.2.13. Na poétce stoi siedem rdznych ksigzek do matematyki — dwie do klasy |, jedna do klasy Il i cztery do klasy
[Il— oraz piec réznych ksigzek do fizyki —jedna do klasy |, dwie do klasy Il i dwie do klasy lIl. Oblicz, naile sposobdéw
mozna wybrac pare ksigzek do tej samej klasy tak, aby byta to jedna ksigzka do matematyki i jedna do fizyki.

- 3 »‘
< ! 1.10.2
oz
> \ . Rmess )
= 10.2.14. Kasia ma 8 marynarek, 7 bluzek oraz 5 spédnic. Moze sie ona ubra¢ na:
g A. 20 sposobow, C. 280 sposobdw,
B. 28 sposobow, D. ponad 300 sposobdw.

g

2

£

o

% 10.2.15. Flage, taka jak na rysunku, nalezy zszy¢ z trzech jednakowej szerokosci
pasow kolorowej tkaniny. Kazdy pas ma by¢ innego koloru. Liczba réznych takich
flag, ktére mozna uszy¢, majac do dyspozycji tkaniny w 6 kolorach, jest réwna:

A. 480 B. 240 C. 150 D. 120

MATURA

10.2.16. W karcie dan jest 6 zup, 4 drugie dania oraz 3 rodzaje deseréw. Na ile sposobdw mozna zamowic obiad
>  sktadajacy sie z jednej zupy, jednego drugiego dania oraz jednego deseru?

A. 13 B. 72 C. 18

MATURA

et

est liczb naturalnych s i
e iedmi
le dwa razy cyfra 0 oraz dokfadni

T



ARKUSZ EGZAMINACYINY Z MATEMATYK| 7
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10.2.17. Z klasy Ill B, do ktérej uczeszcza 25 osdb, nalezy wybra¢ dwuosobowg delegacje, ktéra bedzie repre-
zentowata szkote na obozie miedzynarodowym. Delegacje takg mozna wybra¢ na: =

pezréy

%\ A. 600 sposobdw, B. 300 sposobdw, C. 50 sposobow, D. 225 sposobow. e
%
g

o,
%
K2

©10.2.18. Kazdy uczestnik spotkania dziesiecioosobowej grupy przyjaciét uscisnat dtori kazdemu z pozostatych
cztonkdw tej grupy. Liczba wszystkich usciskdw dfoni byta réwna:

A. 45 B. 100 C. 180 D. 90

o

ile jest
fadnie d

10.2.19. Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktdrych iloczyn cyfr wynosi 4, jest:
A. 6 B. 4 C.-3 D. 8

10.2.20. Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 3, jest:
A. 6 B.4 C.7 D.5

10.2.21. Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 9 i niepodzielnych przez 18 jest:
A. 6 B. 10 c. 11 D.5

10.2.22. 6 0s6b w kolejce mozna ustawic na:

E

' A. 10 sposobow, B. 5 sposobdw, C. 24 sposoby, D. 120 sposobdw.
D 4
/ ~10.2.23. Tworzymy liczbe czterocyfrowa wigksza od 3000, ktora utworzona jest wytacznie z cyfr 1, 2, 3. Wiedzac, (
ze cyfry moga sie powtarzac, ale nie wszystkie cyfry musza byé wykorzystane, mozna stwierdzic, ze liczb tych jest:
o A. 6 B. 4 C. 18 D. 27 §:§
e
MATURA — ZADANIA OTWARTE
10.2.24. 3 dziewczat i 4 chtopcdw wysiada z autobusu. Na ile sposobdw mogg wysigse, jezeli 2 pki
najpierw bedy wysiadad dziewczeta?
wv;‘:\":\‘\,g(g&%i /é
i 10.2.25. lle jest liczb czterocyfrowych, w ktérych cyfry: 2 pki if.’}»d
a. mogg sie powtarzac, /

b. nie mogg sie powtarzac?

RKU:
mm.z.zs. Oblicz, ile jest liczb naturalnych szesciocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje zero, 4 pkt
Vjest doktadnie jedna cyfra 5 oraz dokfadnie jedna cyfra parzysta. g

10.2.27. Z klasy I, Il i 1ll dyrektor szkoty musi wybra¢ dwuosobowg delegacje na konferencje 4 pkt ™'

edukacyjna. Delegacja musi skfadac sie z jednej dziewczyny i jednego chtopca. W klasie | jest 12
dziewczat i 18 chtopcéw, w klasie Il jest 16 dziewczat i 11 chtopcdw, a w klasie Il jest 17 dziewczat
i 15 chtopcéw. Oblicz, na ile sposobéw mozna wybraé delegacje ztozong z ucznidéw z tej samej

mklasy.
/ § /
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10.3 » Obliczanie prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach,
stosujgc klasyczng definicje prawdopodobienstwa

» Prawdopodobienstwo klasyczne zdarzenia A

Powiemy, ze wyniki doswiadczenia losowego sg jednakowo prawdopodobne, gdy przy odpowiednio duzej liczbie
préb czestosci wynikow sg do siebie zblizone.

DEFINICJA

Dane jest doswiadczenie losowe, w ktédrym wyniki sg jednakowo praw-
dopodobne. Wéwczas prawdopodobiernstwo okreslonego zdarzenia jest
ilorazem wynikdéw sprzyjajacych temu zdarzeniu i liczebnosci catego zbio-
ru mozliwych wynikow.

P(A) = liczba elementow zbioru A _
liczba elementow zbioru wszystkich wynikow — Q

BN

A — liczba wynikéw (zdarzeri elementarnych) sprzyjajacych zdarzeniu A

Q— liczba wszystkich mozliwych wynikéw (zdarzer elementarnych)

TWIERDZENIE

Jezeli A jest zdarzeniem w do$wiadczeniu losowym, to 0 < P(A) < 1.

WYJASNIENIE

Liczby QiA s liczbami naturalnymi i zawsze prawdziwa jest nierownosc 0 < A < Q. Jezeli obie strony tej

nieréwnosci podzielimy przez Q,to otrzymamy 0 < £ <1,cylio<P(A)<1.

Q

UWAGA:

Jezeli w doswiadczeniu losujemy wiecej niz jeden element, to do opisywania zdarzen elementarnych (czyli wyni-
kéw) stosujemy dwa rodzaje nawiasow:

e okragte () — gdy wazna jest kolejnoé¢ losowanych elementéw
e klamrowe { } —gdy nie jest wazna kolejno$¢ losowanych elementéw

PRZYKLAD 1 i r103a

Rzucamy trzykrotnie symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wypadng doktadnie 2 orty.

1° Wypisujemy wszystkie mozliwe zdarzenia Q={(R,RR),(0,R R),(R,O,R),(RR,0),(0,0,R),
elementarne, czyli wyniki. (0,R,0),(R,0,0),(0,0,0)}

2° Obliczamy liczbe wszystkich zdarzen. Q=38

3° Obliczamy liczbe zdarzen sprzyjajgcych. A={(0,0,R),(0,R,0),(R,0,0)}, wiec A =3
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3
8

o>

4° Obliczamy prawdopodobieristwo zdarzenia A. P(A) =

5° Prawdopodobieristwo wypadniecia dwdch ortdw wynosi 8

PRZYKLAD 2 kd r0a0

Rzucamy raz symetryczng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wypadnie liczba podzielna przez 3.

1° Wypisujemy wszystkie mozliwe zdarzenia elementar- Q={1,2,3,4,56}

ne, czyli wyniki.

2° Obliczamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych, Q=6

czyli wynikow.

3° Obliczamy liczbe zdarzen sprzyjajgcych. A=1{3,6},wiec A=2
- . : _A_2_1

4° Obliczamy prawdopodobieristwo zdarzenia A. P(A) = g 63

5° Prawdopodobieristwo wypadniecia liczby podzielnej przez 3 wynosi %

W pudetku jest 5 kul czerwonych, 7 niebieskich i 11 zielonych. Losujemy jedna kule. Oblicz prawdopodobierstwo
wylosowania kuli niebieskiej.

1° Obliczamy liczbe wszystkich kul w pudetku. Q=5+7+11=23

2° Liczba kul sprzyjajacych zdarzeniu wynosi 7, poniewaz A=7
mamy 7 niebieskich kul.

e

3° Obliczamy prawdopodobieristwo zdarzenia A. P(A)= 53

o>

4° Prawdopodobieristwo wylosowania niebieskiej kuli wynosi %

PRZYKLADY DO CWICZEN P.10.3.2

PRZYKEAD 1. Rzucamy trzykrotnie symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wypadng co naj-
mniej 2 reszki.

PRZYKYAD 2. Rzucamy raz symetryczng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobierstwo, ze wypadnie liczba
mniejsza od 5.

PRZYKEAD 3. W pudetku znajduje sie 12 loséw wygrywajgcych 100 zt, 23 losy wygrywajace 10 zt oraz 42 losy
przegrywajace. Losujemy jeden los. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania losu wygrywajgcego.

LADANIA UTRWALAJACE

10.3.1. Ze zbioru liczb {1,2,3,4,...,49,50} losujemy jedng liczbe.
Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania liczby pierwszej.

10.3.2. Ze zbioru liczb dwucyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 13.
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10.3.3. Rzucamy cztery razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienistwo, ze wypadng co najwyzej 2 orty.

10.3.4. W pudetku znajduje sie 11 kul czerwonych, 7 kul niebieskich, 13 kul zielonych i 9 kul biatych. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czerwonej lub biate;.

10.3.5. Student potrafi odpowiedzie¢ na 32 z 44 pytan egzaminacyjnych. Oblicz prawdopodobienstwo, ze nie
bedzie umiat odpowiedzie¢ na wylosowane pytanie.

10.3.6. Rzucamy trzykrotnie symetryczng monetq. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wypadng same orty lub same
reszki.

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobieristwo, ze w obu rzutach wy-
padnie parzysta liczba oczek.

1° Obliczamy moc zbioru omega — wszystkie Q=6"=36 N 111213145 !|6
mozliwe wyniki.
1
2° Do rozwigzywania zadania wykorzystamy tabele. Rysujemy tabele wszyst-
. - . e . . . 2 + + +
kich mozliwych wynikdw, w ktdrej gdrny wiersz poziomy oznacza liczbe oczek
w pierwszym rzucie, a pionowy liczbe oczek w drugim rzucie. 3
3° Zaznaczamy w tabeli zdarzenia sprzyjajgce — zaznaczamy te pola, ktére 4 + + +
oznaczajg jednoczesny wybor liczby parzystej w pionie i poziomie (czyli w pierw- 5
szym i drugim rzucie).
6 + + +

4° Obliczamy liczbe sprzyjajacych wynikow, czyli A=9
liczbe zaznaczonych pdl w tabeli.

5° Obliczamy prawdopodobierstwo. P(A) =

o>

6° Prawdopodobienistwo wynosi %

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze suma oczek, jakie
wypadng w obu rzutach, bedzie nieparzysta.

1° Obliczamy moc zbioru omega — wszystkie Q=6"=36 h ll1121312a2l5]6
mozliwosci.

1 + + -
2° Rysujemy tabele wszystkich mozliwych wynikdw. 2 |+ + +
3° Zaznaczamy w tabeli zdarzenia sprzyjajace. 3 + + +

_ 4 |+ + +

4° Obliczamy liczbe sprzyjajacych wynikow. A=18

5 + + +
5° Obliczamy prawdopodobierstwo. P(A)= % % = % 6|+ + +

6° Prawdopodobienistwo wynosi %

44
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PRZYKLADY DO CWICZEN

PRZYKtAD 3. Rzucamy dwa razy symetryczng sze$cienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobieristwo, ze iloczyn
oczek, jakie wypadng na obu kostkach, bedzie wiekszy od 17.

PRZYKEAD 4. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobierstwo, ze w obu
rzutach wypadnie liczba oczek, réznigcych sie o 2.

PRZYKLAD 1 kd r1034

Zezbioruliczb {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } losujemy dwa razy po jednejliczbie ze zwracaniem. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzenia polegajgcego na wylosowaniu liczb, ktérych iloczyn jest podzielny przez 6.

o ALI . . . , — .,
1° Obliczamy liczbe \.stys'tkllch mozliwych zdarzen Q=72=49 ) 11213 ]alslels
elementarnych, czyli wynikdw.
1 +
2° Rysujemy tabele, w ktdrej zaznaczamy zdarzenia
.. o , . . 2 + +
sprzyjajace, czyli dwie liczby, ktdrych iloczyn jest
podzielny przez 6. 3 + + +
o 7 . .. — 4 + +
3° Zliczamy zdarzenia sprzyjajace. A=17
5 +
4° Obli ien _A_17
iczamy prawdopodobieristwo. P(A) = Q49 6l + |+ +]+|+|+]+
7

5° Prawdopodobienstwo wynosi %

LADANIA UTRWALAJACE

10.3.7. Dane sg dwa podzbiory liczb catkowitych: C ={—5,—4,1,3,7} Z2.10.3.7
iD={—3,—2,2,4,5}.Zkazdego z nich losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobieristwo
zdarzenia polegajgcego na wylosowaniu liczb, ktérych iloczyn jest dodatni.

10.3.8. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, 7.10.3.8
ze iloczyn liczby oczek wylosowanych w obu rzutach jest podzielny przez 12.

10.3.9. Rzucamy dwa razy symetryczng szeScienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, 7.10.3.9
ze suma liczby oczek wylosowanych w obu rzutach jest wielokrotnoscig liczby 4.

10.3.10. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4,5, 6, 7} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. 7.10.3.10
Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania takich liczb, ktérych suma jest podzielna przez 3.

10.3.11. Ze zbioruliczb {1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 } losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. 7.10.3.11
Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktérych iloczyn jest podzielny przez 16.

10.3.12. W pudetku jest 10 kul z numerami od 1 do 10. Losujemy dwa razy po jednej kuli ze zwracaniem. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania liczb nieparzystych, ktérych suma jest parzysta i wieksza od 5.

10.3.13. W pudetku P, znajduje sig 5 kul czarnych i 12 biatych, a w pudetku P, znajduje si¢ 11 kul czarnych
i 7 biatych. Losujemy po jednej kuli z kazdego pudetka. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowane kule beda
réznego koloru.
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10.3.14. Na lekcji jezyka angielskiego klasa zostata podzielona na
dwie grupy. W grupie G, jest 5 chfopcéw i 7 dziewczat, a w grupie G,
8 chtopcéw i 6 dziewczat. Nauczyciel wybiera losowo kapitana kazdej
grupy. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w obu grupach kapita-
nem bedzie dziewczyna.

10.3.15. Na egzaminie student losuje po jednym pytaniu z trzech zesta-
wow. Kazdy zestaw zawiera po 10 pytan. Student zna odpowiedzi na 8
pytan z zestawu pierwszego, 9 pytan z zestawu drugiego oraz na wszys-
tkie pytania z zestawu trzeciego. Oblicz prawdopodobierstwo zdarzen:
A — student odpowie na wszystkie pytania,

B — student nie odpowie na zadne z pytan.

» Witasnosci prawdopodobienstwa

Zdarzenie przeciwne

A" — oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A, wiec: P(A) =1 —P(A) lub P(A") = 1— P(A).

Wtasnosci prawdopodobienstwa

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
Jesdli A c B,to P(A) < P(B).
P(Q)=1,P()=0,P(A) €(0,1)

PRZYKtAD

A jest zdarzeniem losowym oraz A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A. Wiadomo, ze P(A) = 3p(A)— %
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A.

1° Skorzystamy z zaleznosci: P(A') = 1 — P(A).

2° Z tresci zadania wiemy, ze P(A) = 3P(A') — %, wiec P(A)=3(1—P(A)) _%
podstawiamy za P(A) = 1 — P(A) i obliczamy P(A). P(A)=3—3P(A)—+
- 3
P(A)+3P(A)= 2%
ap(A)=2% |:4
2
8 1
P(A)=3 7
1
2
P(A)=%

3° Prawdopodobieristwo zdarzenia A wynosi %



Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

PRZYKLAD

A i B sg zdarzeniami losowymi. B’ jest zdarzeniem przeciwnym do B. Wiedzac, ze P(A) = 0,3 i P(B') = 0,4 oraz
A N B = &, oblicz prawdopodobieristwo P(A U B).

1° Aby obliczy¢ P( A U B), musimy skorzystac ze wzoru:
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

2° Z tresci zadania wiemy, ze P(A) = 0,3 oraz p(B)= 0,4.
3° Obliczamy P(B), pamietajac, ze P(B) = 1 — P(B). P(B)=1—0,4=0,6
4° Skoro A N B jest zbiorem pustym, to P(A N B) = 0.

5° Podstawiamy otrzymane wartosci do wzoru i obliczamy P(AuUB)=0,3+06—-0=0,9
P(A U B).

6° Prawdopodobieristwo P(A U B) wynosi 0,9.

ZADANIA UTRWALAJACE

10.3.16. A jest zdarzeniem losowym oraz A" jest zdarzeniem przeciw-
nym do A. Oblicz prawdopodobieristwo P(A), jesli P(A) =2 - P(A').

10.3.17. Zdarzenia losowe A i B sa roztaczne. Wiedzac, ze P(A') = 0,7 :
i P(B') = 0,6, oblicz P(A U B), gdzie A" jest zdarzeniem przeciwnym do
A, a B jest zdarzeniem przeciwnym do B.

S 7 |

ile jest
adnie d

10.3.18. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek
réwnej 5 wynosi:

1
A.g B.g C.ﬁ D'ﬁ

10.3.19. Rzucamy czterokrotnie symetryczng monetg. Prawdopodobienstwo, ze wypadng co najmniej 3 orty, jest

réwne:
5 1
C. 16 D- Z R

10.3.20. Prawdopodobienstwo wyrzucenia w dwukrotnym rzucie szescienng kostka do gry dwdch liczb parzystych

oo|w

3
A7 B.

N Wynosi:
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1. (pkt) Rozwiat nierdwnosé |2x +3|+|x 4| < 7 — x. “\“)»1‘«‘\
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10.3.21. Rzucamy trzykrotnie symetryczng monetg. Prawdopodobieristwo, ze wypadng w trzech rzutach same
4 orly, wynosi:

N —
MATURA

\
1 1 1 1 e 480D 0 pcta
) < \ A 5 B. 7 C. 3 D. & &r&’ﬁ‘;m
oz *,
=)\ 10.3.22. Ze zbioru {4,5,6,7,8,9,10,11,12, 14,15, 16 } wybieramy losowo jedn liczbe. Jezeli p oznacza
'2 prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 4, to:
1 " 1 1
E A.p<z B.p—g C.p—z D.p>§ ﬁ
0N HH
\%"‘ 10.3.23. Ze zbioru {1, 2,3, 4,5,6,7,8,9,10, 11, 12 } wybieramy losowo jedng liczbe. Niech p oznacza
é Q\ prawdopodobienstwo wybrania liczby bedgcej wielokrotnoscig liczby 4 lub 6. Wtedy:
%,
= % i Say KA 1
E< A.p<3 B.p=3 Cp=13 D.p>3 |
E 10.3.24. W pojemniku znajdujg sie 3 kule czerwone, 4 kule niebieskie i 5 kul zielonych. Losujemy jedng kule. \
Prawdopodobienstwo wylosowania kuli niebieskiej rowne jest:
o, < 012 i) X3 oot )
2 10.3.25. W kazdym z trzech pudetek znajduje sie para kul — jedna kula czerwona i jedna niebieska. Z kazdego %
< . pudetka losujemy po jednej kuli. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajgcego na tym, ze doktadnie dwie @ N\
, E ‘%x z trzech wylosowanych kul beda czerwone, wynosi:

1 3
A. vy B. g C.

WIN
o
N

X

10.3.26. Ze zbioru dwucyfrowych liczb naturalnych wybieramy losowo jedng liczbe. Prawdopodobieristwo otrzy-
mania liczby podzielnej przez 20 wynosi: ‘

1 4 4 2
) B o1 € 89 D- 5

MATURA

10.3.27. W klasie Il A jest 12 dziewczat i 18 chtopcow, a w klasie Ill B jest 18 dziewczat i 14 chtopcdw. Do dwuo-
sobowej delegacji losowo ma zosta¢ wybrany przedstawiciel kazdej klasy. Prawdopodobienstwo, ze delegacja
bedzie sktadata sie z dwojga dziewczat wynosi:

1 1 28 9
A. 2 B. 7 C. 62 D. 20

\

\
MATURA

P
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10.3.28. Ze zbioru {1,2,3, ...,20} losujemy jedng liczbe. Prawdopodobieristwo wylosowania liczby pierwszej

WYynosi:
/
- 2 bk 9 3
g“ e A. 5 B. 20 C. 20 D. 10
I\;“ [ | =

10.3.29. Na loterie przygotowano 80 loséw, w tym 5 wygrywajgcych. Po wylosowaniu pewne;j liczby loséw, wsrdd
ktdrych byty doktadnie dwa wygrywajace, szansa na wygrang byta taka sama jak przed rozpoczeciem loterii. Wyni- - e
ka stad, ze wylosowano:

= A. 3 losy, B. 22 losy, C. 32 losy, D. 40 losow.
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10.3.30. Zdarzenie A’ jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A. Jesli P(A) = 4- P(A'), to P(A) réwne jest:
A.0,8 B. 0,6 C.0,2 D. 0,4
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10.3.31. Ze zbioru liczb {1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. 2 pkt ...

fadnie d

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajgcego na wylosowaniu liczb, ktérych iloczyn —
jest podzielny przez 8.

”“’10 3.32. Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo 2 pkit
zdarzenia A polegajgcego na tym, ze liczba oczek w pierwszym rzucie jest o 2 wieksza od liczby
oczek w drugim rzucie.

10.3.33. Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych wybieramy losowo jedng liczbe. Oblicz 2 pki
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajgcego na wylosowaniu liczby podzielnej przez 8 lub \
podzielnej przez 12. \

%%%% Y,
%%@;% 10.3.34. W pudetku P, znajduje sie 8 kul ponumerowanych kolejnymi liczbami od 1 do 8, 2 pki
D a w pudetku P, znajduje sie 6 kul ponumerowanych kolejnymi liczbami od 2 do 7. Losujemy po
jednej kuli z kazdego pudetka, aby otrzymac liczbe dwucyfrows. Liczba wylosowana z pudetka P,
- jestcyfra dziesiatek, a z pudetka P, cyfra jednosci. Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania liczby N 4

/ ~ podzielnej przez 9.

%,
Py,

10.3.35. Rzucamy dwukrotnie szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia 4 pkt
~~ A polegajgcego na tym, ze suma liczby oczek otrzymanych na obu kostkach jest wieksza od 5
. iiloczyn tych liczb jest parzysty.

2,
0%,

N
ViNLvw

10.3.36. Rzucamy dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry. Oblicz prawdo- 4 pki
podobienstwo, ze iloczyn wynikéw, ktére wypadty na obu kostkach, jest dwucyfrowg liczbg
parzysta.

/mi

zMP a\\“" \\qo O

10.3.37. Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng kostka 4 pki
/ do gry. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze iloczyn oczek otrzy-
manych w obu rzutach bedzie podzielny przez 4.

10.3.38. W pudetku znajdujg sie 3 kule biate, 5 niebieskich i 7 zielonych. Losujemy najpierw jedng 4 pkt
/kule z pudetka, potem druga, a po niej trzecig. Oblicz prawdopodobieristwo, ze wszystkie trzy
wv*,,qnawkule bedg réznych koloréw.

RKU:

10.3.39. W pojemniku znajduja sie kule ponumerowane kolejnymi numerami od 1 do 12. Losu- 4 pkt s
jemy dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kul, ktérych iloczyn bedzie liczbg ==
trzycyfrowa.
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9.1.1.

P.9.1.3

9.1.2.

9.1.4.

9.1.5.

9.1.6.

9.1.7.
9.1.8.

Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka

ODPOWIEDZI DO ZADAN | PRZYKEADOW

a. ABCD| EFGH, ABFE||CDGH, BCGF | ADHE

b. ABFE 1 ABCD, ABFE 1 BCGF, ABFE 1 ADHE, ABFE | EFGH,
CDHG | EFGH,CDHG 1 BCGF, CDHG | ADHE, CDHG 1 ABCD,
BCGF 1 EFGH, BCGF 1 ABCD, ADHE 1 EFGH, ADHE 1 ABCD

PRZYKEAD 2. AB, AD, EH, EF, HG, DC, FG, BC

PRZYKEAD 3. EH, BC, AD

a. AB,AD,DD',BB',B'C’,C'D

b. BC,CD, AA',CC',A'B,AD

9.1.3.

PRZYKEAD 4. HE, GF, GC, HD, AD, BC, BF, AE

Liczba
CRANIASTOSEUP Scian Wierzchotkéw Krawedzi gr(;zneiggrs»’ﬁgo
TROJKATNY 5 6 9 0
CZWOROKATNY 6 8 12 4
PIECIOKATNY 7 10 15 10
SZESCIOKATNY 8 12 18 18
OSMIOKATNY 10 16 24 40
DZIESIECIOKATNY 12 20 30 70
n-KATNY* n+2 2n 3n n(n—3)

a. Tak, poniewaz liczba krawedzi graniastostupa to 3n, a liczba 21 jest podzielna przez 3.

b. Tak, poniewaz liczba krawedzi graniastostupa to 3n, a liczba 33 jest podzielna przez 3.

a. Tak, poniewaz graniastostup posiada parzystg liczbe wierzchotkdw.

b. Nie, poniewaz liczba 41 jest liczbg nieparzysta.

a. 28 b. 16
Liczba
OSTROStUP )
Scian Wierzchotkéw Krawedzi

TROJKATNY 4 4 6
CZWOROKATNY 5 5 8
PIECIOKATNY 6 6 10
SZESCIOKATNY 7 7 12
OSMIOKATNY 9 9 16
DWUNASTOKATNY 13 13 24
n-KATNY* n+1 n+1 2n
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9.1.9. a. Tak, jest to ostrostup szesciokatny.
b. Tak, jest to ostrostup czternastokatny.
c. Nie, poniewaz liczba krawedzi ostrostupa to 2n, a liczba 5 nie jest podziena przez 2.
9.1.10. a. 10 b. 10
9.1.11. «a =45
9.1.12. a =60
9.1.13. «a =45
9.1.14. B 9.1.15. A 9.1.16. C 9.1.17. A 9.1.18. D
9.1.19. C 9.1.20. D 9.1.21. C 9.1.22. C 9.1.23. D
9.1.24. «a=30° 9.1.25. @ =90°
P.9.2.5 PRIYKLAD 2. a = 60°
oo =12
9.2.1. sina =73
9.2.2. a =30
9.2.3. D 9.24. D 9.2.5. A 9.2.6. 9.2.7. A
9.2.8. B
9.29. =30 9.2.10. H=3/2
9.2.11. ag=6 9.2.12. sina = @
P.9.3.10 PRZYKLAD 2. /=17
9.3.1. /=10
9.3.2. H=38
9.3.3. a =120
9.3.4. d=15
9.3.5. D 9.36. C 9.3.7. A 9.38. A 9.39. D
9.3.10. C
9.3.11. H=4,6,r=6y2 9.3.12. r=H=2,10
9.4.1. 83
3
9.4.2. cosa = T?:
9.4.3. C 9.44. D 9.45. D 9.4.6. 9.4.7. A
9.4.8. cosa = & 9.4.9. cosa= Q
12 7
P.9.5.5 PRIYKLAD 2. P, oo = 8v61 J
9.5.1.
Pagr = 52 i
_ 2
952, Phekroju = 16V3 ]
9.5.3. H=11
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9.5.4. D 9.5.5. B 9.5.6. D 9.5.7. C 9.58. D

9.6.1. V=13313pP. =726}
9.6.2. V=729

9.6.3. P =864}

9.6.4. Suma krawedzi wynosi 120.
9.6.5. d,=10/6

9.6.6. a=2(/3+1)

9.6.7. d=15/2

9.6.8. P =738}

9.6.9. V=96

9.6.10. V=144cm?

9.6.11. V=48cm?

9.6.12. V=603

P.9.6.18 PRZYKtAD2.v=72}3
P.9.6.19 PRZYKLAD 2. P.=96(3+2y3)j?
9.6.13. V=175/3j

9.6.14. P.=18(1+2/6)j
9.6.15. V=3240j°

9.6.16. V=243}*

9.6.17. P, =192}

9.6.18. P.=48(1+2/3)j?
9.6.19. P, =168 j

9.6.20. V=129 j°

P.9.6.34 PRIYKEAD 2. V=182 j? P.=36y3 |
9.6.21. Vv=144,/2 3

9.6.22. |/ % 2

9.6.23. V=17683

9.6.24. V=362 j

9.6.25. Objetosc¢ ostrostupa jest 5 razy mniejsza od pozostatej czesci szescianu.
9.6.26. Vv =3072}

9.6.27. V=180j°

9.6.28. V=323

P.9.6.38 PRZYKLAD 2. P, = 487 j?
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P.9.6.39
P.9.6.40
9.6.29.
9.6.30.
9.6.31.
9.6.32.
9.6.33.
9.6.34.
9.6.35.
9.6.36.
9.6.37.
9.6.38.
9.6.39.

9.6.40.
9.6.41.
9.6.46.
9.6.51.
9.6.56.
9.6.59.
9.6.62.
9.6.65.
9.6.68.

PRZYKLAD 2. P.=96m j%,V =967 |?

PRZYKEAD 2. V=972r j
P, = 647 J’

V= 1007 j?

V=7776r j?

P, = 2007 cm?

P, = 561 j*
V=192,/37j

P, = 487 j*

P.= 1007 j?

P.= 2007 j*,V=320r j3

V=1757j°
P.= 4007 j?

_ 2
Pprzekmju = 14471 cm
B 9.6.42. D
A 9.6.47. D
B 9.6.52. D
A 9.6.57. B
P.=72}
d=2/29
v=162,2 3

P. =600 r j*, V= 15007 >

9.6.43.
9.6.48.
9.6.53.
9.6.58.
9.6.60.
9.6.63.
9.6.66.

9.6.44. D
9.6.49. C
9.6.54. C

O ™ WO

4cm,6cm,10cm
P.= 160 j*
P=8,/19 j?

9.6.45.
9.6.50.
9.6.55.

9.6.61.
9.6.64.
9.6.67.

D
D
D
P, = 487 j?
v=32,7j3
v=240rj
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