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E-learning - matematyka - poziom rozszerzony

Ciagi liczbowe

Cigg arytmetyczny i cigg geometryczny

Materiaty merytoryczne do kursu

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Ciagi arytmetyczne i ciggi geometryczne stanowig istotne klasy
ciggow zaréwno ze wzgledu na ich prosty opis, ciekawe wtasnosci
oraz mozliwe zastosowania. Przed poznaniem tych ciekawych
obiektéw matematycznych przypomnimy istotng dla udowodnienia
wielu wtasnosci dotyczacych ciggow zasade indukcji
matematycznej.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie
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Twierdzenie 1. Niech W bedzie wtasnoscia okreslong dla wszyst-
kich liczb naturalnych. Jesli spetnione sa nastepujace zatozenia:

1) zachodzi W (1) (wfasnos¢ W jest prawdziwa dla liczby 1),

2) dla kazdej liczby naturalnej k, z prawdziwosci W (k) wynika
prawdziwosé W (k + 1),

to W (n) zachodzi dla kazdej liczby naturalnej n.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga . Nalezy tu wyraznie podkreslic, ze drugie z zaftozen
w Twierdzeniu 1 ma postac implikacji poprzedzonej kwantyfika-
torem. Nie oznacza to wiec zafozenia, ze dla kazdego k zachodzi
W (k), a jedynie, ze dla dowolnego k prawdziwa jest implikacja

W (k) = W(k+1).

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 1. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi
rownosc¢ :
1+2+...+n:n<n;>.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie.
1) Zauwazmy, ze dowodzona réwnos¢ jest prawdziwa dlan = 1.

2) Ustalmy liczbe naturalng k i zatézmy, ze

k(k+1)

1+2+...+ k= 5

Wtedy, wykorzystujac zatozenie indukcyjne dostaniemy

1+2+...+k+(k+1) =

:w+(;€+1>:<k+1> (§+1) = <k+1>2<k+2>,

Na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzona réwnosc jest
prawdziwa dla kazdego n € N.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

AW
X




Uniwersytety

H H
KAPITAL LUDZKI i f UNIA EUROPEJSKA [IENERE
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i M( UROPEISKI [
2 FUNDUSZ SPOLECZNY T

Projekt wspoélfinansowany przez ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




niwersety_
E KAPITAL LUDZKI 1\
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

: UNIA EUROPEJSKA
35 2 EUROPEISKI
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Definicja. Ciggiem nieskoriczonym (lub po prostu ciagiem)
nazywamy kazda funkcje okreslona na zbiorze N wszystkich liczb
naturalnych. Wartosci takiej funkcji nazywamy wyrazami ciagu.
Ciagg nazywamy liczbowym, jesli jego wartosci sa liczbami.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja . Ciggiem skonczonym Iub dokfadniej ciggiem
m-wyrazowym nazywamy kazda funkcje okreslona na zbiorze

{1,2,...,m}.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga. Jeslia : N — R jest ciggiem liczbowym, to zamiast sym-
bolu a(n) oznaczajacego n-ty wyraz tego ciaggu, uzywac bedzie-
my oznaczenia a,. Ponadto, ciag nieskonczony ai,as, ..., ay, ...
oznacza¢ bedziemy przez (a,)nen, lub tez prosciej (a,), zas na
oznaczenie ciggu Mm-wyrazowego aj, G, . .., 4, UZyjemy symbolu
(an)ne{l,...,m}-

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 1. Niech (a,) bgdzie ci;ggiem kwadratéw odwrotnosci
kolejnych liczb naturalnych 1, 4, 9, 16, ... W tym przypadku moze-
my zapisaé

1
ap = — dla kazdego n € N.
n

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 2. Innym przykfadem moze by¢ ciag (b,) postaci
(1,-1,1,—1,1,—1,1,...). Mamy wtedy

b, = (—1)""!  dla kazdego n € N.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 2. Wyznacz skumulowane kwartalne odsetki od rocznej
lokaty w wysokosci 2000 PLN, jesli bank stosuje kapitalizacje prosta
kwartalng przy stopie rocznej réwnej 8%.

Uwaga. W kapitalizacji prostej odsetki naliczane sa jedynie od
poczatkowej wartosci inwestycji.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie. W kolejnych kwartatach otrzymamy nastepujace
kwoty skumulowanych odsetek:

1 kwartal ¢; = 2000 - 1 - &8 = 40,

2 kwartal ¢, = 2000 - 2 - 8 = 80,

3 kwartal c3 = 2000 - 3 - 8 = 120,
4 kwartal c; = 2000 - 4 - % = 160.

Odp. Otrzymamy w tym przypadku skonczony cigg 4-wyrazowy
(40, 80, 120, 160).

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 3. Rozwazmy ciag kolejnych dziesietnych przyblizen
z niedomiarem dowolnej liczby niewymiernej, cholby liczby /3.
W tym przypadku mamy:d, = 1;,dy, = 1,7;d3 = 1,73, dy = 1,732;
ds = 1,7320;. ..

Jest to przykfad ciggu nieskonczonego, dla ktérego nie mozna podaé
wzoru okreslajacego wyrazy ciagu (d,).

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja. Cigg (a,) nazywamy rosngcym, jesli kazdy jego wyraz,
poza wyrazem pierwszym, jest wiekszy od wyrazu poprzedniego,
czyli

/\ Ap+1 > QAp.
neN

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga. Ciag (a,) jest ciggiem rosngcym wtedy i tylko wtedy, gdy
(pi1 — Gy > 0,

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja. Ciag (a,) nazywamy niemalejacym, jesli kazdy jego
wyraz, poza wyrazem pierwszym, jest niemniejszy od wyrazu po-
przedniego, czyli

/\ Qp+1 > A .
neN

Uwaga. Ciag (a,) jest ciagiem niemalejacym wtedy i tylko wtedy,
gdy a,1 — a, > 0.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja. Ciag (a,) nazywamy malejagcym, jesli kazdy jego wy-
raz, poza wyrazem pierwszym, jest mniejszy od wyrazu poprzednie-
go, czyli

/\ Ap+1 < Qp.
neN

Uwaga. Ciag (a,) jest ciagiem malejacym wtedy i tylko wtedy,
gdy any1 — a, < 0.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja. Ciag (a,) nazywamy nierosngcym, jesli kazdy jego
wyraz, poza wyrazem pierwszym, jest niewiekszy od wyrazu po-
przedniego, czyli

/\ Qp+1 < A .
neN

Uwaga. Ciag (a,) jest ciagiem nierosnagcym wtedy i tylko wtedy,
gdy a1 — a, < 0.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Whniosek 1. Kazdy ciag rosnacy jest ciggiem niemalejacym i kazdy
ciagg malejacy jest ciagiem nierosnacym.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja. Ciag (a,) nazywamy ciggiem monotonicznym, jesli
Jest albo ciggiem nierosngcym albo ciggiem niemalejacym.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Whniosek 2. Jesli réznice kolejnych dwoch wyrazow ciagu przyj-
muja zaréwno wartosci dodatnie jak i wartosci ujemne, to ciag ten
nie jest ciggiem monotonicznym.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Ciag (d,,) kwadratéw odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych jest
ciggiem malejacym (réznice ¢, 1 — ¢, s3 ujemne). Z kolei ciag (by,),
gdzie b, = (—1)" dla n € N, nie jest ciagiem monotonicznym,
gdyz nie jest ani ciagiem rosnacym ani ciggiem malejacym (zbadaj
réznice by, 41— by, dla réznych wartosci n). Na koniec ciag (d,,) kolej-
nych przyblizer dziesietnych z niedomiarem liczby v/3 jest ciagiem
rosnagcym (réznice d,, 11 — d,, sa dodatnie).
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Uwaga. Monotonicznos¢ ciaggu (a,) o wyrazach dodatnich mozna
rozstrzygac badajac iloraz “+. Jesli dla kazdego n € N:

2> 1 to ciag (ay) jest rosnacy,

@l > 1 to ciag (ay) jest niemalejacy,
il < to ciag (a,,) jest nierosnacy,
2 <1 to ciag (ay,) jest malejacy.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Whniosek 3. Jesli ilorazy kolejnych dwéch wyrazéw ciagu o wyra-
zach dodatnich przyjmuja zarowno wartosci wieksze od 1, jak tez
wartosci mniejsze od 1, to ciag ten nie jest ciggiem monotonicznym.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 3. Dla zadanych ciggéw zbadac ich monotonicznos¢
lL.a,=2n—1dlan €N,
2. bn:%dlaneN,
3.¢,=n>—5n+1dlanéeN,
4. d, =2+ (—1)"dlan €N,
5.ep=n+(—=1)"dlan €N,
6. fu=2-6"1dlaneN,
7. gn=—4-(=3)""1 dlan € N.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie. Prawidtowe odpowiedzi to:
1. ciag (a,) jest rosngcy,
. cigg (by,) jest malejacy,
. ciag (cy,) nie jest ani ciegiem rosngcym ani ciagiem malejacym,

nie jest ani ciggiem rosnagcym ani ciaggiem malejacym,

)

) nie jest ani ciaggiem rosnagcym ani ciagiem malejacym,
. ciag (en

)

2 (

3 (cn)
4. ciag (d,
5. cigg (en)
6. ciag (f,) jest ciagiem rosngcym,
7. ciag

ciag (g) nie jest ani ciagiem rosngcym ani ciggiem malejacym.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 4. Niech (g,,) bedzie ciagiem statym, tzn.
gn = c dla kazdego n € N.

Cigg ten ma kazda réznice g, 11 — g, rowna (.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 5. Ciag (b,) w ktérym by = —1, by = 4 zas by =
9 stanowi przykfad prostego tréjelementowego ciggu, dla ktorego
zachodzi b2 — bl = b3 — bg = ).

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyklad 6. Rozwazmy jeszcze raz analizowany juz wczesniej ciag
skumulowanych odsetek od kapitatu 2000 PLN. Pamigtasz, ze wow-
czas c; = 40, cs = 80, c3 = 120 zas ¢4 = 160. Zatem mamy

02—01263—62204—03:40.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja. Cigg liczbowy (a,,) (skoniczony, badz nieskoriczony) na-
zywamy ciggiem arytmetycznym (uzywa sie tez pojecia postep
arytmetyczny), jesli réznica kazdych dwéch kolejnych jego wyra-
ZOw Jest stafa.
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Uwaga. Wprost z definicji wynika, ze nieskonczony ciag liczbowy
(a,,) jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego n € N réznica a, 1 — a, jest stafta. Podobnie, dla m > 3,
m-wyrazowy cigg liczbowy (ay)neq1, . m) jest ciagiem arytmetycz-
nym (ciagéw dwuwyrazowych nie uznaje sie za arytmetyczne) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdegon € {1, ... m—1} réznica a, 1—ay,
Jest wielkoscig stata.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja. Jesli (a,) jest skoriczonym badz tez nieskoriczonym
ciaggiem arytmetycznym, to stata wielkos¢ r = a,, 1 — a,, nazywamy
roznicg ciagu arytmetycznego.
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Uwaga. Nieskonczony ciag arytmetyczny mozna tez opisac reku-
rencyjnie warunkami

ay = a,
(i1 = a, +7r dla kazdego n € N.

W przypadku ciagu m-wyrazowego analogiczne warunki przybieraja
postacé

ay = a,
ani1 = ap + 1  dla kazdegon € {1,...,m — 1}.

Wynika stad, ze ciag arytmetyczny jest jednoznacznie wyznaczony
poprzez podanie wyrazu pierwszego a, oraz roznicy r.
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Pamietasz oczywiscie, ze monotonicznos¢ ciggdw badalisSmy
rozwazajac roznice kolejnych jego wyrazéw. Dla ciggow
arytmetycznych te réznice s3 state i rowne r, wiec bardzo fatwo
jest okresli¢ monotonicznos¢ ciggdw arytmetycznych. Czy potrafisz
powiedziec, kiedy cigg arytmetyczny jest ciggiem rosngcym,

a kiedy jest ciggiem malejacym?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie
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Twierdzenie 2. Niech (a,) bedzie ciagiem arytmetycznym o réz-

nicy r.

(i) Ciag (a,) jest rosnacy wtedy i tylko wtedy, gdy r > 0.
(ii) Ciag (a,) jest malejacy wtedy i tylko wtedy, gdy r < 0.
(iii) Ciag (ay,) jest staty wtedy i tylko wtedy, gdy r = 0.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Obserwacja. Niech (a,) bedzie ciggiem arytmetycznym. Wtedy dla

n 2= 2 mamy
Ap — Qp—1 = Qp4+1 — Ap.

Stad, wyliczajac a,,, otrzymamy

- Ap—1 + An+1
anp = 5 .

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Twierdzenie 3. Dla kazdego ciagu arytmetycznego i dla dowol-
nych trzech kolejnych jego wyrazéw, wyraz srodkowy jest srednia
arytmetyczng wyrazow sasiednich.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga . W przypadku nieskonczonych ciggow arytmetycznych
otrzymamy wiec wfasnosc¢, ktora mozna zapisa¢ w postaci
Ap—1 |+ Gpt1
/\ p = - 9 . )

neNn>2

zas dla ciggow m-wyrazowych mamy warunek

- an—1 + Ap+1
/\ ap = 9 .
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Twierdzenie 4. Jesli w ciagu liczbowym dla kazdych trzech ko-
lejnych jego wyrazow, wyraz srodkowy jest srednig arytmetyczna
wyrazow sasiednich, to cigg ten jest ciggiem arytmetycznym.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 4. Liczby 22° — 5z, 2* +x oraz 3x +4 (w podanej kolej-
nosci) sa wyrazami trojelementowego ciggu arytmetycznego o wy-
razach catkowitych. Wyznacz réznice tego ciagu.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie. Wykorzystujac udowodniong w Twierdzeniu 3 wia-
snos¢ ciggu arytmetycznego otrzymamy

223 — 5x) + (3x + 4
ypm GGy

Rozwigzujac otrzymane réwnanie wyznaczymy jego rozwigzania
r1 = 1, v9 = —+\/2 oraz x5 = V2, z ktorych ostatnie dwa na-
lezy odrzuci¢ (dlaczego?). Wtedy

r=3c+4— (z*+x)=5.

Odp. Roéznica badanego ciggu arytmetycznego réwna jest 5.
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Zadanie 5. Wykorzystujac definicje ciaggu arytmetycznego wy-
znacz szes¢ pierwszych wyrazéw ciggu arytmetycznego (d,,), w kté-
rym pierwszy wyraz jest rowny 7, zas jego réznica wynosi —3.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Oczywiscie prawidtowa odpowiedz tod, = 7, dy = 4, d3 = 1,
ds = —2, ds = —5 oraz dg = —8.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Kolejne wyrazy ciagu d,, z rozwazonego przykfadu mozna otrzymacé
z wyrazu poprzedniego poprzez dodanie do niego roznicy r. Czy
potrafisz odpowiedzie¢ na pytanie ile jest rowny np. 237 wyraz
tego ciggu? A ile 2011 wyraz? Pomocne tu bedzie twierdzenie
opisujace dowolny wyraz ciggu arytmetycznego w zaleznosci od
wyrazu pierwszego i réznicy rozwazanego ciggu arytmetycznego.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie
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Obserwacja. Zauwazmy, ze jesli (a,) jest ciagiem arytmetycznym,
to wprost z definicji otrzymamy, ze ay — a; = r, czyli

ar=a;+1-r.
Dalej, ag — as = r, wiec wykorzystujac powyzsza réwnosc mamy
az=as+r=(a@+1-r)+r=a1+2-r.
Nastepnie ay — as = r, stad i z powyzszej rownosci otrzymamy
ag=az3+r=(a1+2-r)+r=a;1+3-r.

Postepowanie to sugeruje prawidtowos¢ sformutowang w nastepuja-
cym twierdzeniu. ]
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Twierdzenie 5. Niech (a,),c; bedzie ciggiem arytmetycznym o
roznicy r, gdzie I = N w przypadku ciaggu nieskonczonego oraz
I ={1,...,m} wprzypadku ciaggu m-elementowego. Wdwczas

a, =ay+ (n—1)r dla kazdegon € I.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Dowdd.

1) Zauwazmy, ze a1 + (1 — 1)r = a1, wiec dowodzona réwnos¢
prawdziwa jest dla n = 1.

2) Ustalmy dowolnie k& € N i zatézmy, ze

ar = a1 + (k—1)r.

Wtedy, z definicji ciggu arytmetycznego, wykorzystujac zatozenie
indukcyjne otrzymamy

g1 =ap+r=a1+ (k—1)r+r=a; + kr.

Na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzona réwnos¢é jest
stuszna dla kazdej liczby naturalnej n. O

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 6. Wyznacz wyrazy 237 oraz 2011 rozwazanego ciggu
(d,,) (Zadanie 5, dy =7 oraz r = —3).
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Odp . Proste rachunki pokazuja, ze do3; = —701 oraz dyy11 =
—6023.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 7. Wyznacz n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (b,,), jesli
bs = 15 oraz by = —17.
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Rozwigzanie. Z warunkéw zadania otrzymamy bs = by + 2r oraz
bi1 = by + 10r, co prowadzi do ukfadu réownan

by +2r = 15
by + 10r = —17.

Rozwigzujac ten ukfad otrzymamy by = 23 oraz r = —4. Stad
b,=234+(n—1)-(—4)=27T—4n dlaneN.

Odp. n-ty wyraz ciggu arytmetycznego opisany jest wzorem b,, =
27 —4n dlan € N.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Do wyprowadzenia naszego wzoru wykorzystamy réwnos¢ udowod-
niong indukcyjnie w Zadaniu 1, tzn.

1
1+2+...+n:n<n;> dla n € N.

W istocie potrzebna bedzie ta rownos¢ zapisana w postaci

(n—1)n
2

1+24+...+(n—-1) = dla n > 2.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Obliczymy teraz sume pierwszych n wyrazéw ciggu arytmetycznego
(a,,) o réznicy r. Mamy wiec

Projekt wspoélfinansowany przez ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

a,+a+ag+...+a, =
=a1+ (@ +r)+(a1+2r)+...+ (a1 +(n—1r) =
=na;+(1+2+...+(n—1))r

Wykorzystujac udowodniong indukcyjnie rownos¢ otrzymamy

a;+as+as+...+a, =
n—1)n
:na1+(1+2+...+(n—1))r:na1+<2>7“.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przeksztatcajac otrzymane wyrazenie dostaniemy jeszcze

(n—1)n
a1+a2+a3+...+an:na1+Tr:

2 1 +(n—1 +
naﬁ—(n )r_na1+(a1 (n—1r) a an

2 2 2

Mozna wiec sformutowac nastepujace twierdzenie.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Twierdzenie 6. Suma S,, = a1 + as + ... + a, pierwszych n
wyrazow ciggu arytmetycznego (a,) o réznicy r wyraza sie wzorami

2a1 + (n — 1)r ai + a,
= . = —nN

S, n =
2 2

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przedstawione przed twierdzeniem rozumowanie stanowi formalny
dowod tego twierdzenia. Mozna jednak przeprowadzi¢ indukcyjny
dowdd tego twierdzenia nie odwotujacy sie do udowodnionej
wczesniej rownosci. Udowodnimy pierwszg z réwnosci opisanych
w twierdzeniu. Druga rownos¢ jest konsekwencja pierwszej.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie
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Dowdd. 1) Dla n =1 mamy S; = 2“1;07’ 1=a.
72”1“ 1 Wow-

2) Ustalmy dowolnie k& € N i zatézmy, ze S, =
czas, wykorzystujac zatozenie indukcyjne otrzymamy

2a1 + (k — 1
Sk+1 = Sk + Apy1 = - (Q )Tk+<a1+k:7“) =
2 e
= ;le+ 5 r+a;+ kr =
2 k? + k 2 k
:;1(/5+1)+2+r:a12+r(k+1).

Na podstawie zasady indukcji matematycznej dowodzona réwnosc
jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n. O

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 8. Wiadomo, ze (a,) jest takim ciagiem arytmetycznym,
ze ay = 11 oraz ag+a7; = 28. lle poczatkowych wyrazow tego ciagu
sumuje sie do liczby 1267

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. 9 pierwszych wyrazéow badanego ciaggu arytmetycznego su-
muje sie do 126.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 9. Firma oferuje wykopanie studni na nastepujacych wa-
runkach. Wykopanie pierwszego metra kosztuje 210 PLN, zas za
wykopanie kazdego nastepnego metra nalezy zapfaci¢ o 30 PLN
wiecej, nize za wykopanie poprzedniego. WHtasciciel posesji zlecit
wykopanie studni. Sredni koszt wykopania jednego metra wyniést

360 PLN. Jak gteboka byfa ta studnia i ile zapfacit za jej wykopanie
wtasciciel posesji?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie . Niech a, bedzie cena wykopania n-tego metra
studni. Zatem aq = 210 oraz r = 30. Suma S}, jest kosztem wyko-
pania studni o gfebokosci k metrow. Z drugiej strony, sredni koszt
wykopania jednego metra wynidst 360 PLN, wiec catkowity koszt
wykopania studni wynosi 360 - k. Otrzymamy wiec réwnanie

420 + 30(k — 1)
2

k = 360k,

ktorego niezerowym rozwigzaniem jest k = 11. Stad catkowity koszt
wykopania tej studni wynidst 360 - 11 = 3960 PLN.

Odp. Za kwote 3960 PLN wykopano studnie o gfebokosci 11 m.

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




Uniwersytety
g
KAPITAL LUDZKI g M £ UNIA EUROPEJSKA [IENERE
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI v UROPEISKI [
H FUNDUSZ SPOLECZNY Faant

Projekt wspoélfinansowany przez ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Zadanie 10. Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Tych cyfr jest 900. Ich suma jest rowna 494550.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspoélfinansowany przez ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Zadanie 11. Wyznaczyé n-ty wyraz ciaggu arytmetycznego (a,),
dla ktorego

S, =2n%> —14n  dla kazdego n € N.

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Jesli mozna cos zasugerowaé, to poobserwuj réwnosc

S,=a1+ay+ ...+ a,.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie. Z otrzymanych réwnosci obliczamy a, = —8, wiec
r=as — a; = 4. Wtedy

ap=—124+(n—1)-4=4n — 16.

Odp. n-ty wyraz poszukiwanego ciaggu (a,) ma postac 4n — 16.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 7. Zbadajmy ciag (a,) kolejnych poteg liczby —2, tzn.
cigg 1, —2, 4, =8, 16, —32, . ... tatwo mozna sprawdzic, ze
a9 - as . ay .

L= —2.
ai as as

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 12. Sprezysta pitke opuszczono z wysokosci 2 m. Po kaz-
dym odbiciu piteczka wznosi sie na % wysokosci, z ktorej poprzednio
rozpoczynatfa spadek. Na jaka maksymalna wysokos¢ wzniesie sie

pitka po 4 odbiciu?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie. Niech hg = 2 i niech h,, oznacza wysokos¢, na jaka
wzniesie sie piteczka po n-tym odbiciu. Mamy wtedy

o=a=12-}
oho=ih=13=%
oha=fha=1-1-3%
o ==} Btk

Odp. Po 4 odbiciu pitka wzniesie sie na wysoko$¢ -3 T T

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Definicja. Ciag liczbowy (a,,) (skoriczony, badz nieskoficzony) na-
zywamy ciagiem geometrycznym (uzywa sie tez pojecia postep
geometryczny), jesli kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, po-
wstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez statg liczbe q.
Liczbe q nazywamy ilorazem ciaggu geometrycznego.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Uwaga. Z definicji wynika, ze nieskoriczony ciag (a,) jest ciagiem
geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

api1 =, - q dla kazdego n € N.

Podobnie, jeslim > 3, to m-wyrazowy ciag liczbowy (a,)ne{1,..m)
Jest ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

Upi1 = Gp - q dla kazdego n € {1,...,m — 1}.

Na koniec, jesli dopuscimy jedynie ciagi o wyrazach niezerowych, to
w obu przypadkach otrzymamy

An+1
an

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Sprébujmy teraz zbada¢ monotoniczno$¢ ciggéw geometrycznych.
Pamietasz zapewne, ze w przypadku ciggéw arytmetycznych
rozwigzanie problemu (Twierdzenie 3) byto raczej proste, gdyz
badanie monotonicznosci ciggu sprowadza sie do okreslenia znaku
roznic a, 1 — a,. W przypadku ciggow geometrycznych problem
jest bardziej skomplikowany, a jego rozwigzanie przedstawia
nastepujace twierdzenie.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie
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Twierdzenie 7. Niech (a,)ner bedzie ciggiem geometrycznym
o ilorazie q, gdzie I =N lub [ ={1,...,m}.

(i) Jesli g < 0 i ay # 0, to (ay) jest ciggiem naprzemiennym,
(ii) Jesli g =1 lub a; =0, to (a,) jest ciggiem statym,
(i1i) Jesli q € (0,1) i ay <0, to (ay,) jest ciggiem rosnagcym,
(iv) Jesli ¢ € (0,1) i a; >0, to (ay) jest ciggiem malejgcym,
(v) Jesliq > 11iay; <0, to (a,) jest ciggiem malejgcym,

(vi) Jesli g > 1 1 a1 > 0, to (a,) jest ciggiem rosngcym.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Zadanie 13. Dany jest ciag geometryczny (a,). Czy majac dane
wyrazy a,_, oraz a,.i mozna wyznaczy¢ wyraz a,,?

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie. Ustalmy ciag geometryczny (a,) o ilorazie q oraz
trzy jego kolejne wyraz a,_1, a,, a, 1. Na mocy definicji ciagu geo-
metrycznego mamy

2
ap+1 = apq = Ap—-19q oraz a4, = ap—14.
Wtedy

2
A, — Apn—10np41 =
2 2 2 2 2 2
= <an—1q> — Ap-1ap-19 = ap_1q — Q14 = 0.

Oznacza to, ze 4> = a,_ 10y 1.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Twierdzenie 8. Dla dowolnego ciagu geometrycznego i dla kaz-
dych trzech kolejnych jego wyrazéw, kwadrat wyrazu srodkowego
Jest rowny iloczynowi sasiednich wyrazow.
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Zadanie 14. Pomiedzy liczby 9 oraz 4 wstawic taka liczbe z, aby
ciag (—12, z, —3) tworzyt rosnacy ciag geometryczny.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Rozwigzanie . Wykorzystujac wtasnos¢ trojwyrazowego ciagu
geometrycznego (—12, z, —3) (Twierdzenie 8) otrzymamy

2= —12-(-3) = 36.

Zatem z = —6 lub z = 6. Sposréd tych dwéch rozwigzan drugie
nalezy odrzuci¢ (dlaczego?).

Odp. Poszukiwany ciagg geometryczny, to (—12, —6, —3).

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Twierdzenie 9. Dla dowolnego ciggu geometrycznego o wyra-
zach dodatnich i dla kazdych trzech kolejnych jego wyrazéw, wy-
raz srodkowy jest srednig geometryczng wyrazow sasiednich, tzn.

a, = \/an_1a,+1 dla odpowiednich n.
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Przyktad 8. Przesledzimy wartosé rocznej lokaty (kwota inwesty-
¢ji nie jest wazna, ale dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze inwestuje-
my 2000 PLN) przy zatozeniu, ze bank stosuje kapitalizacje ztozona
kwartalng przy stopie rocznej réwnej 8%.

Uwaga. Przy kapitalizacji zfozonej odsetki naliczane sa od cafej
zgromadzonej na danag chwile inwestycji (por. pojecie kapitalizacji
prostej przy ciggu arytmetycznym!).
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Rozwigzanie. W kolejnych kwartatach otrzymamy nastepujace
wartosci inwestycji

1 kwartat K; = 2000 + 2000 - 3% = 2040,

2 kwartatl K, = 2040 + 2040 - 87% = 2080, 8,

3 kwartal K3 = 2080,8 + 2080, 8 - ¥ = 2122, 416,

4 kwartat K, = 2122, 416 + 2122,416 - 4 - 8% = 2164, 86432.

Uwaga. Tak wysoka precyzja nie ma oczywiscie wigkszego sensu
finansowego.
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Oznaczmy kapitat poczatkowy przez K. Mozna oczywiscie zauwa-

zy¢, ze

89
K, = Ky (1 " ‘)) .
4
Dalej oczywiscie mie¢ bedziemy
80’ 80’ 2
Ky =K, 1+f):Ko 1+f :
80 80 3
80’ 80 4
K, = K; 1+4/O = K 1+f :
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Obserwacja. Zauwazmy, ze jesli (a,,) jest ciagiem geometrycznym
o ilorazie ¢, to wprost z definicji otrzymamy

as = a1q.
Dalej wykorzystujac powyzsza réwnos¢ mamy
a3 = azq = (a1q)q = arq’.
Nastepnie, z powyzszej rownosci otrzymamy
a4 = azq = (a1q2)q - Cblqg-

Postepowanie to pokazuje prawidtowos¢ ukazang w nastepujacym
twierdzeniu. ]
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Twierdzenie 10. Niech (a,),e; bedzie ciagiem geometrycznym
o ilorazie ¢ # 0, gdzie I = N w przypadku ciagu nieskoriczonego
oraz [ ={1,...,m} w przypadku ciggu m-elementowego. Wtedy

a, = a1q"'  dla kazdego n € I.
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Dowad.
1) Zauwazmy, ze a1 = a;q' = a;¢" = a;.
2) Ustalmy dowolnie k& € N i zatézmy, ze

1

k-1
ar = a1q- .

Wtedy, wykorzystujac zatozenie indukcyjne otrzymamy
a1 = arg = a1q" 'q = a1q".

Na podstawie zasady indukcji matematycznej dowodzona réwnosé
jest stuszna dla kazdej liczby naturalnej n. O
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Zadanie 15. Dla ciaggu geometrycznego (b,) wiadomo, ze by =
—3, zas bg = —48. Wyznaczy¢ wartosc bs.
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Rozwigzanie. Z warunkéw zadania, wykorzystujac wzor na n-ty
wyraz ciggu geometrycznego, otrzymamy ukfad réwnan

—3 = by =biq
—48 = b() = b1q5.

Rozwiazujac otrzymany ukfad réwnan wyznaczymy jego rozwigzania

b= 3 by =8
{q:2 lub {q:—Q.

Istniejg dwa rozwigzania: bs = biq* = —24 lub b5 = bq* = 24.

Odp. Istnieja dwa ciagi spefniajace warunki zadania, dla ktorych
b5 = —24 lub b5 = 24.
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Zadanie 16. Czwarty wyraz ciggu geometrycznego réwny jest 8.
Oblicz iloczyn pierwszych siedmiu wyrazéw tego ciggu.
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Rozwigzanie. Niech (a,) bedzie poszukiwanym ciagiem geome-
trycznym o ilorazie q. Z warunkéw zadania wynika

8:a4:a1q‘3.
Zauwazmy, ze
_ 5 6 _
ap-asz-...0a0¢ a7y = aj -ay1q-...-a1q -a1q =

7 0+14..+6+7 7 21 T Qqr
= a,q = aq (alq ) = 38'.

Odp. lloczyn pierwszych siedmiu wyrazéw tego ciagu wznosi 8.
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Sprébujmy na koniec, podobnie jak to byto dla ciggow
arytmetycznych, wyznaczyé sume pierwszych n wyrazéw ciggu
geometrycznego. Pamietasz zapewne, ze w przypadku ciggu
arytmetycznego nie byto to takie proste. Rowniez w przypadku
ciggu geometrycznego problem nie jest fatwy, ale opierajac sie na
pewnych obserwacjach i prawidtowosciach mozna wyprowadzic¢
wzOr na sume wyrazow ciggu geometrycznego.
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Krok 1 Zaobserwujmy pewne prawidtowosci. Wykonujagc mnozenia
mozna zweryfikowac nastepujace réwnosci:

e (1+z)1—2)=1-2?%
e (l+z+z)(1—x2)=1-2°
e (l+zx+r2+23)(1—-2)=1—2%

Czy na podstawie tych réwnosci potrafisz powiedzied, ile rowny jest
nastepujacy iloczyn:

A4+z+...+2" 1 —z)
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Oczywiscie, mozna poczynic¢ obserwacje, ze

A+z+.  +z0)l—x)=1—2z"
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NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI I
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

sy .
E KAPITAL LUDZKI gM £ UNIA EUROPEJSKA
EUROPEISKI

Projekt wspoélfinansowany przez ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Krok 2 Sprobujmy teraz obliczy¢ sume

S,=a1+a+...+a,.

Wykorzystujac wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego otrzyma-
my

S,=a1+ay+...+a, =
:a1+a1q+...+a1qn—l:a1<1+q+.__+qn—1>.

Zatézmy na poczatek, ze ¢ = 1. W tym przypadku

Sn:a1+a2+...+an:a1(1+q+...+q”_1):nal.
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W przypadku ¢ # 1, wykorzystujac wyprowadzony w pierwszym
kroku wzér, otrzymamy

Sp=a1t+ag+...+ap=a(l+q+...+¢" )=

a(1+q+...+q”_1)(1—q) 1 —q"
. -

l1—gq 11—q'

Tym samym prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 11. Suma S,, = a1 + as + ... + a,, pierwszych n
wyrazow ciggu geometrycznego o ilorazie ¢ wyraza sie wzorem

(i) S, = nay w przypadku, gdy q =1,

n

ii) S, = a1 ==L w przypadku, gdy q # 1.
1—q
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Dowdéd. W pierwszym przypadku réownosé jest oczywista (dlacze-
go?). Zajmijmy sie wiec przypadkiem (ii).
1) Wystarczy zaobserwowac, ze S1 = a; 1_qql

— al.

2) Ustalmy dowolnie k i zatézmy, ze S) = a1 =L . Na mocy poczy-

nionego zatozenia otrzymamy wtedy
k.

—(q
Skt = Sk + app1 = a1— q + a1q"
1-¢q l—gq

Za mocy zasady indukcji matematycznej dowodzony wzor jest stusz-
ny dla kazdej liczby naturalnej n. O
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Zadanie 17. Oblicz sume 2011 pierwszych wyrazéw ciagu geome-
trycznego (a,), dla ktérego a1 = w oraz ¢ = —1.
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Tak, prawidtowa odpowiedz, to Syp11 = 7.
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Zadanie 18. Dany jest ciagg geometryczny (c,,), w ktérym co = —6
oraz cs = —162. Suma ilu poczatkowych wyrazéw tego ciagu réwna
Jjest —7287
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przypadek ¢ # 1, dlaczego?
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Rozwigzanie . Z warunkéw zadania wynika nastepujacy ukfad

rownan

—6 = ¢ =ciq
—162 = c5 = c1¢*.

Jedynym rozwigzaniem tego ukfadu jest para ¢y = —2, ¢ = 3.
Podstawiajac otrzymane wielkosci do wzoru na sume wyrazow ciggu
geometrycznego otrzymamy réwnanie

1-—3"
—728 = (=2) - ———,
1-3
ktorego rozwigzaniem jest liczba n = 6.

Odp. Pierwszych 6 wyrazéw ciggu (c,) daje sume —728.
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Zadanie 19. Znajdz ciagg arytmetyczny (a,) w ktérym suma dru-
giego i pigtego wyrazu rowna jest 16, zas réznica wyrazéw czwartego
I pierwszego wynosi 6.
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Wskazdéwka: Wykorzystujac wzdr na n-ty wyraz ciggu, z warunkdéw
zadania wyprowadz uktad réownan.
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Odp. Poszukiwany ciag (a,) dany jest wzorem a,, = 2n + 1 dla
n € N.
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Zadanie 20. Dla jakich liczb x oraz y wartosci wyrazen x + v,
dr —vy, 3x +4y + 1 oraz 9x — 4y + 1 sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego?
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Wskazowka: Wykorzystaj fakt, ze jesli liczby aq, a9, as, as sa ko-
lejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, to spefniony jest uktad
rownosci
as — a1 — as — av
{(12-@1 = a4 — as.
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Odp. Poszukiwane wartosci to x = 2 orazy = 1.
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Zadanie 21. O ciggu arytmetycznym (c,) wiadomo, ze c3 = 12
oraz v = —4. lle wyrazéw tego ciagu sumuje sie do liczby —7807
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Wskazdéwka: Poréownaj Zadanie 8.
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Odp. Pierwszych 26 wyrazéw ciagu (c,,) daje w sumie liczbe 780.
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Zadanie 22. Pierwszy, trzeci oraz jedenasty wyraz ciagu arytme-
tycznego o réznicy v # 0 sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycz-
nego. Wyznacz iloraz tego ciggu geometrycznego.
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Wskazdéwka: Wykorzystaj Twierdzenie 8.
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Odp. lloraz tego ciggu jest rowny 4.
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Zadanie 23. Sposraod liczb a, b, c, d pierwsze trzy tworzg cigg aryt-
metyczny, zas ostatnie trzy — monotoniczny cigg geometryczny. Su-
ma pierwszej trojki liczb wynosi 12, ostatniej — 19. Wyznacz te
liczby.
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Wskazoéwka: Z warunkéw zadania nalezy wyprowadzi¢ uktad czte-
rech réownan z niewiadomymi a, b, c, d.
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Odp. Poszukiwane liczby to 2, 4, 6, 9.
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Pytanie 1. Cigg arytmetyczny o réznicy —m jest ciggiem
(a) rosnacym,

(b) statym,

(c) malejacym,

(d) ani rosnacym ani malejacym.
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Pytanie 2. W ciaggu arytmetycznym trzeci wyraz jest rowny —1,
zas roznica tego ciggu jest rowna 3. Piaty wyraz ciggu arytmetycz-

nego jest réwny
(a) 0,

(b) 1,

(c) 5

(d) 8.
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Pytanie 3. W ciggu arytmetycznym dla kazdych trzech kolejnych
Jjego wyrazow, wyraz srodkowy jest srednig

(a) arytmetyczna,
(b) geometryczna,
(c) harmoniczna,

(d) kwadratows,

wyrazow sasiednich.
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Pytanie 4. Jesli czwarty i smy wyraz pewnego ciggu arytmetycz-
nego sa sobie réwne, to cigg ten jest

(a) malejacy,

(b) staty,

(c) rosnacy,

(d) ani malejacy ani rosnacy.
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Pytanie 5. Jesli ciag (a1,as,a3) jest ciaggiem arytmetycznym
o réznicy r, to ciag (2as,2as,2ay) jest

(a) ciagiem arytmetycznym o réznicy 2r,

(b) ciagiem arytmetycznym o réznicy —2r,
. . s a 2

(c) ciagiem arytmetycznym o réznicy =,

(d) nie jest ciagiem arytmetycznym.
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Pytanie 6. Cigg geometryczny o ilorazie ¢ < 0 jest ciagiem
(a) malejacym,

(b) statym,

(c) rosnacym,

(d) naprzemiennym.
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Pytanie 7. Ciag (a1, as, as) jest zaréwno ciagiem arytmetycznym
o roznicy r, jak tez ciagiem geometrycznym o ilorazie q. Wtedy

(a) r =1 oraz ¢ =0,
(b) r=1orazqg=—1
(c) r=0orazq=1,
(d)r=—1orazq=1.
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Pytanie 8. W ciagu geometrycznym dla kazdych trzech kolejnych
Jjego wyrazow, wyraz srodkowy jest srednig

(a) arytmetyczna,
(b) geometryczna,
(c) harmoniczna,

(d) kwadratows,

wyrazow sasiednich.
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Pytanie 9. Jesli ciag (di,dy,ds) jest ciaggiem geometrycznym
o ilorazie q # 0, to ciag (d3, d3, dj) jest
(a) ciagiem geometrycznym o ilorazie q*,
(b) ciagiem geometrycznym o ilorazie q—lz,
1

(c) ciagiem geometrycznym o ilorazie 4

(d) nie jest ciagiem geometrycznym.
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Pytanie 10. Jesli ciag (dy, ds, d3), gdzie di # 0, dy # 0, d3 # 0,
Jest ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢ # 0, to cigg (dll, d%, dlg)
Jest
(a) ciagiem geometrycznym o ilorazie %,
(b) ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢,

(c) ciagiem geometrycznym o ilorazie q,

(d) nie jest ciagiem geometrycznym.
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Klucz odpowiedzi:

1(c), 2(c), 3(a), 4(b), 5(b), 6(d), 7(c), 8(b), 9(c), 10(a).
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