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E-learning - matematyka - poziom rozszerzony

Funkcja wyktadnicza

Materiaty merytoryczne do kursu
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Definicje i wtasnosci funkcji wyktadniczej poprzedzimy definicja po-
tegi o wykfadniku rzeczywistym. Poprawna i petna definicja potegi
o wykfadniku rzeczywistym sktada sie z kilu krokéow. W pierwszym
etapie definiujemy potege o wyktadniku naturalnym, a nastepne kro-
ki to: definicja potegi o wyktadniku catkowitym, definicja pierwiast-
ka arytmetycznego, oraz definicja potegi o wyktadniku wymiernym.
Ostatnim etapem konstrukgji jest definicja potegi o wyktadniku rze-
czywistym.
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N - zbiér liczb naturalnych, N = {1,2, ...},
7. - zbior liczb catkowitych,

Q - zbiér liczb wymiernych,

R - zbior liczb rzeczywistych,

[z] - cze$é catkowita (cecha) liczby rzeczywistej .
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Definicja 1. Niech x € R\ {0}. Przyjmujemy
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Uwaga 1. Wyrazenie 0°, pomimo swojej wygody przy uogdlnie-
niach pewnych wzoréw i konwencji, nie ma zadnego sensu liczbo-
wego.
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Definicja 2. Niech a € R\ {0}. Potege liczby a o wyktadniku
naturalnym okreslamy nastepujaco:

a' = a,

a"l=aq"-aq dla neN.
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Uwaga 2. Z definicji potegi o wyktadniku naturalnym wynika, ze
a" jest iloczynem n jednakowych czynnikéw réwnych a, tzn.

at=a-a-...-a.

N czynnikéw
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Definicja 3. Dla dowolnego a € R \ {0} definiujemy
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Lemat 1. Niech a bedzie dodatnia liczba rzeczywista oraz niech n
bedzie liczba naturalng. Wéwczas a" > (. Ponadto

(i) jeslia > 1, toa™ > 1,

(ii) jeslia < 1, toa" < 1.
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Definicja 4. Niech a € R\{0}. Potegg liczby a o wykfadniku
catkowitym ujemnym m nazywamy liczbe # tzn.
1
a"=—— dlaacR\{0}, meZ m<O.
a m
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Twierdzenie 1. Dla dowolnych a,b € R\ {0} oraz dla dowolnych
m,n € Z zachodzi

(i) a™ = ==,

(i) a™a™ = o™,
(i) %5 = a™™",
(iv) (a™)" = a™",
(v) a™b™ = (ab)™,
) g = ()"
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Dowdd (i)-(vi) dla takich m,n € Z, ze m -n = 0.
Zauwazmy, ze z definicji potegi o wyktadniku 0 otrzymamy, ze do-
wodzone wtasnosci sg prawdziwe, jesli m = 0 lub n = 0.
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Dowdd (1).
W definicji potegi o wyktadniku catkowitym ujemnym mamy réw-

nos¢é

a" =21 dlaacR\{0}, meZ m<O0,

a

ktéra w réwnowazny sposéb zapisa¢ mozna w postaci

am =21 dlaacR\{0}, m€Z m<O.

am

Réwnosci te facznie implikuja wtasnosé (i).
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Projekt wspifinansowany proes Unis Buropeisks w ramach Buropejskiego Fundusz Spolecsnego
Dowdéd (i1) dla liczb naturalnych.

Ustalmy dowolnie n € N i zauwazmy, ze réwnoéé a-a" = a'™*" jest
konsekwencja definicji potegi o wyktadniku naturalnym. Zatézmy
wiec dalej, ze dla pewnej liczby naturalnej m prawdziwa jest réwnosc

am-a" =a"m.

Woawczas, wykorzystujac zatozenie indukcyjne otrzymamy

am+1 ca"=a-a"-a"=q - am—l—n _ al—l—m%—n.
Na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzona wtasnos¢ jest
prawdziwa dla kazdego m € N. Wobec dowolnosci n € N dostaje-
my prawdziwos¢ tej rownosci dla wszystkich m,n € N.
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Dowdd (ii) dla mn € Z, m-n <0, m+n > 0.
Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze m,n € 7Z s takie, ze m >

n < 0. Poniewaz —n > 0, wiec

0 oraz

m+n _—n __ a(m+n)—n — g™

a ca = ,

Wykorzystujac udowodniong juz wtasnos¢ (i) otrzymamy wtedy

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Dowad (ii) dla m,n € Z, m-n <0, m+n < 0.
Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze m,n € 7Z sa takie, ze m > 0 oraz
n < 0. Poniewaz —m —n > 0 oraz m > 0, wiec

"L g — a(—m—n)+m —a "
Stad
a™ 1

n _ ,m 1 a™ _ 1 _ m+n
A =a .a—n_a—n_a—m—n_a’ .

m

a
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Dowdd (i) dla ujemnych liczb m,n € Z.
Poniewaz —n > 0 oraz m + n < 0, wiec

At g = a(m—i—n)—n — ™

Stad

To konczy dowdd wiasnosci (ii).
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Dowaéd (i)
Ustalmy dowolnie liczby catkowite m,n € Z. Wéwczas na podsta-
wie wiasnosci (ii) otrzymamy

m—-n n

co implikuje prawdziwos¢ (iii).
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Dowdd (iv) dla takich m,n € Z, Ze n > 1.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem n. Ustalmy wiec do-
wolnie liczbe catkowita m € Z. Zauwazmy, ze dowodzona réwnosc¢
jest oczywista dla n = 1. Zatézmy wiec prawdziwos¢ tej réwnosci
dla pewnej liczby naturalnej n. Wéwczas, wykorzystujac zatozenie
indukcyjne i udowodniong wtasno$¢ (ii) otrzymamy

m(n+1)

<am)n+1 _ <am>n ca™ = g™ . g = gt — g .

Na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzona réwnos¢ jest
prawdziwa dla kazdego n € N.
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowdd (iv) dla m,n € Z.

Zauwazmy, ze wtasnos¢ (iv) jest prawdziwa dla n = 0. Pozostaje
wiec rozwazy¢ przypadek n < 0. Zatézmy wiec, ze m,n € Z oraz
n < 0. Wtedy —n > 0. Stad wykorzystujac wtasnos¢ (i) otrzymamy

co nalezato udowodnic.
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Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowéd (v) dla m,n € N.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem m. Zauwazmy, ze
wtasnosé (v) jest oczywista dla m = 1. Zatézmy wiec, ze wtasnosé
ta pozostaje stuszna dla pewnego m € N. Wykorzystujac zatozenie
indukcyjne otrzymamy wéwczas

a" T = @M ab™b = a™b™ - ab = (ab)™ - (ab) = (ab)™ .

Na mocy zasady indukcji matematycznej dowodzona réwnos¢ jest
prawdziwa dla kazdego m € N.
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Dowdd (v) dla m € Z.
Zauwazmy, ze wihasnos¢ (v) jest prawdziwa dla m = 0. Rozwazmy

wiec jeszcze przypadek m < 0. Wtedy —m > 0. Stad wykorzystujac
wtasnos¢ (i) otrzymamy

mm _ 1 1 1 _ 1 _ m
a™b Ta™  bm T ambT™m  (ab)™™ —(CLb) )

co nalezato udowodnic.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI 3 £
£ M FUNDUSZ SPOLECZNY

E KAPITAL LUDZKI UNIA EUROPEISKA
g 2 EUROPEJSKI
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Dowdad (vi).
Niech m € Z. Wéwczas wykorzystujac udowodniong wtasnosé (v)
otrzymamy

co implikuje : )m ;
a __a
o) =

To konczy dowdd witasnosci (vi) i dowdd catego twierdzenia. O
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Cwiczenie 1.
(i) Oblicz:
293 (3)" 09~(02)
PN b — : 1 -
@ =pre P mrete
(ii) Przedstawi¢ wyrazenia w postaci potegi liczby a (a # 0):
@) ik () i (—a?)’

a—2-0-3 2-a-5°

(iii) Przedstawi¢ wyrazenie w postaci iloczynu poteg (x,y # 0):

@ (7?7 6) ()" 6))
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Odp. Poprawne odpowiedzi to:

() (a) & (b) —4

(i) (@) a® (b) —a L

(i) (a) 3712275 (b) 52705
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Lemat 2. Dla dowolnej nieujemnej liczby rzeczywistej a i dla kaz-
dej liczby naturalnej n € N\ {1}, réwnanie

ma dokfadnie jedno nieujemne rozwigzanie.
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Definicja 5. Pierwiastkiem arytmetycznym n-tego stopnia
(n € N\ {1}) z rzeczywistej liczby nieujemnej a nazywamy
taka nieujemna liczbe rzeczywista b, ze

b" = a.
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Uwaga 3. Na oznaczenie pierwiastka arytmetycznego n-tego stop-
nia z liczby a uzywa sie symboli \/a oraz a=. Z definicji wynika wiec,
ze liczba {/a jest jedynym nieujemnym rozwigzaniem réwnania

Oznacza to réwniez, ze
(Va)" = a.

Dla uproszczenia zapiséw przyjmuje sie réwniez konwencje \/a = a,
zas pierwiastek arytmetyczny stopnia 2 nazywa sie pierwiastkiem
kwadratowym i w miejsce %/ uzywa si¢ symbolu /.
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Uwaga 4. W definicji pierwiastka arytmetycznego istotna jest za-
ktadana nieujemnos$c liczb. Pomimo, ze, dla przykfadu, (—3)? =
9, to liczba —3 nie moze by¢ przyjeta jako /9, bo —3 < 0. Z drugie;]
strony, definicja pierwiastka arytmetycznego jest niekiedy uogdlnia-
na dla nieparzystych stopni i dla liczb ujemnych poprzez przyjecie

/—a = —+/a dla a >0 oraz n nieparzystego.

W wielu krajach (Austria, Niemcy) takie uogdlnienie jest niedo-
puszczalne i w tych materiatach nie bedziemy z tego uogdlnienia
korzystac!
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Twierdzenie 2. Dla dowolnych liczb naturalnych m,n oraz dla
wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych a, zachodzi:

(i) Vab = {/a- b,
(i) 7% = ‘[ dlab >0,
(ii) W/a:

() (a)" = y/am
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Dowdad ().
Musimy wykazaé, ze liczba {/a - /b jest rozwigzaniem réwnania

" = ab.
Istotnie, z wtasnosci poteg (por. Twierdzenie 1 (ii)) mamy

(va-vb)" = (¥a)"- (Vb) =a-b.
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Dowdéd (ii).

Wykazemy teraz, ze liczba }G//Z jest rozwigzaniem réwnania
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Dowdd (iii).
Wykazemy, ze liczba {/{/a jest rozwiazaniem réwnania

™" = a.
Z wtasnosci poteg (por. Twierdzenie 1 (iv)) mamy

(W)™ = (Vo)) = (v = a
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Dowdad (iv).

Udowodnimy, ze liczba ({/a)" jest rozwigzaniem réwnania
" =a

Z wtasnosci poteg (por. Twierdzenie (iv)) mamy

(Va)")" = (V)™ = (Va)™" = ((/a)")" = a"™
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Cwiczenie 2.
(i) Obliczy¢:
(a) V25135 (b) 5.
(ii) Obliczy¢:
() (V2= vB+v2+3)
(b) V7 —4v3-V2+ /3.
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Lemat 3. Niech a bedzie dodatnia liczba rzeczywista i niech n
bedzie liczba naturalng. Wéwczas /a > (. Ponadto,

(i) jeslia > 1, to /a > 1,
(ii) jesli a < 1, to /a < 1.
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Dowad.

Zauwazmy, ze dla kazdego a > 0 zachodzi /a > 0.

(i) Zatézmy, ze a > 1. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze
V/a < 1. Wykorzystujac Lemat 1 (ii) oraz Uwage 3 otrzymamy

a=(Va)" <1,

co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem, ze a > 1.
(i) W przypadku a € (0, 1) przypusémy, ze \/a > 1. Jak poprzed-
nio, podstawie Lematu 1 (i) oraz Uwagi 3 mamy

a=(Va)" >1,

co daje sprzeczno$¢ i konczy dowdd twierdzenia. O
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Lemat 4. Dla dowolnych takich liczb catkowitych k,[, m,n, ze
[>1,n>1 oraz% = " | dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a

zachodzi
Vak = v am.
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Dowad.
Z zatozenia wynika, ze kn = Im. Wtedy a*" = a/™, wiec na podsta-
wie wtasnosci poteg i pierwiastkdw z Twierdzen 1 oraz 2 otrzymamy

ak — 7(ak)n — C/akn — \”/alm.
Woéwczas, wykorzystujac jeszcze raz odpowiednie wtasnosci poteg
| pierwiastkow, dostajemy

VaF =\Vam =\ {(am) = \[(Vam) = am,

co nalezato udowodnié. ]
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Definicja 6. Potega dodatniej liczby rzeczywistej a o roz-
nym od zera wykftadniku wymiernym w nazywamy liczbe
va'™, gdzie m, n s takimi liczbami catkowitymi, ze w = % m # 0
oraz n > 1.
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Uwaga 5. Potege dodatniej liczby rzeczywistej a o niezerowym
wyktadniku wymiernym w oznaczamy symbolem a". Wprost z de-

finicji wynika wiec, ze
a® = am
daaeR, a>0 w=" mmné&Z m+#0,n> 1 Ponadto

av = a
daaeR,a>0o0razn e N\ {1}
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Twierdzenie 3. Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b
oraz dla wszystkich liczb wymiernych u,w zachodzg réwnosci:

(i) a* = L,
(i) a"a® = a"*"
(iii) & = g,
(iv) (a")" = a"”,
(v) a®b" = (ab)",
i) = (1"
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»

Cwiczenie 3.

(i) Oblicz:
(a) 876-16:-2

Ol
Wi

(b) 93-373.277.

(i) Przedstawi¢ wyrazenie w postaci potegi o podstawie a (a > 0):

(a) a®®aY7ai (b) %-a‘lﬁ.
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Lemat 5. Niech a bedzie dodatnia liczba rzeczywista i niech w
bedzie liczba wymierna. Wtedy a > 0. Jesli ponadto w > 0, to

(i) a® > 1 dlaa>1,
(i) a* <1 dlaa<1.
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Dowad.

Niech na poczatek w = *, gdzie m,n € Z sa takie, ze n > 1. Jesli
m > 0, to @ > 0 na podstawie Lematu 1. Oczywiécie a' = 1, za$
z Lematu 1 wynika a " = aim > (. Wéwczas, z Lematu 3,

a’ =ar = vam > 0.

Zatézmy teraz, ze a > 1 oraz w = > > 0, gdzie m,n € N s3

takie, ze n > 1. Wtedy, na mocy Lematu 1 (i) otrzymamy a™ > 1.
Nastepnie, Lemat 3 (i) implikuje

3

W przypadku a € (0, 1) dowdd jest analogiczny. O
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Ostatnim etapem naszej konstrukgcji jest potega o wyktadniku rze-
czywistym. Poprawne i kompletne zdefiniowanie potegi o wykfadni-
ku rzeczywistym jest zaawansowane matematycznie i wymaga zna-
jomosci faktéw dotyczacych ciggow liczbowych. Przypomnimy wiec
na poczatek elementarne fakty dotyczace ograniczonosci i monoto-
nicznosci ciggow.
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Definicja 7. Ciag liczbowy (a,) nazywamy ograniczonym z go-
ry, jesli istnieje taka liczba rzeczywista M, ze a, < M dla kazde;
liczby naturalnej n.

Definicja 8. Ciag liczbowy (a,) nazywamy ograniczonym z do-
fu, jesdli istnieje taka liczba rzeczywista m, ze a,, > m dla kazde;
liczby naturalnej n.

Definicja 9. Ciagg liczbowy (a,) nazywamy ograniczonym, jesli
(a,,) jest jednoczesnie ograniczony z géry i ograniczony z dotu. Jest
to rbwnowazne z istnieniem takiej nieujemnej liczby rzeczywistej M,
ze |a,| < M dla kazdej liczby naturalnej n.
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Definicja 10. Ciag (a,) nazywamy rosngcym, jesli kazdy jego
wyraz, poza wyrazem pierwszym, jest wiekszy od wyrazu poprzed-

niego, czyli

/\ Ap+1 = Qp.
neN

Definicja 11. Ciag (a,) nazywamy niemalejgcym, jesli kazdy
jego wyraz, poza wyrazem pierwszym, jest niemniejszy od wyrazu
poprzedniego, czyli

/\ Ap+1 > Ap,.
neN
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Definicja 12. Ciag (a,) nazywamy malejgcym, jesli kazdy jego
wyraz, poza wyrazem pierwszym, jest mniejszy od wyrazu poprzed-
niego, czyli

/\ Ap+1 < Qp.
neN

Definicja 13. Ciag (a,) nazywamy nierosngcym, jesli kazdy je-
go wyraz, poza wyrazem pierwszym, jest niewiekszy od wyrazu po-
przedniego, czyli

/\ Ap+1 < Ap,.
neN
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Definicja 14. Cigg (a,) nazywamy ciagiem monotonicznym,
jesli jest albo ciggiem nierosnacym albo ciggiem niemalejacym.
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Lemat 6. Niech (a,) bedzie ciagiem o wyrazach dodatnich.

(i) Ciag (a,) jest ciagiem rosngcym wtedy i tylko wtedy, gdy
dntl > 1,
Aan,
(ii) Ciag (a,) jest ciaggiem niemalejacym wtedy i tylko wtedy, gdy
Gt >
= 1.

a,) jest ciagiem nierosnagcym wtedy i tylko wtedy, gdy

a,) jest ciagiem malejacym wtedy i tylko wtedy, gdy
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Definicja 15. Méwimy, ze ciag (a,) o wyrazach rzeczywistych

jest zbiezny do liczby rzeczywistej g (co zapisujemy g =
Jim a, = g), jesli spetniony jest nastepujacy warunek

AV A la—gl<e

e>0 NeN neNn>N

Liczbe g nazywamy granicg ciagu (a,).

Definicja 16. Ciag liczbowy (a,,) nazywamy zbieznym, jesli jest
zbiezny do skonczonej granicy.
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Lemat 7.

(i) Kazdy niemalejacy ciag ograniczony z gory jest zbiezny do pew-
nej liczby rzeczywistej.

(ii) Kazdy nierosnacy ciag ograniczony z dotu jest zbiezny do pew-
nej liczby rzeczywistey.
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Twierdzenie 4. Ustalmy dodatnia liczbe rzeczywista a oraz do-
wolng liczbe niewymierna x. Niech (c,,) bedzie ciagiem jej kolejnych
dziesietnych przyblizen z niedomiarem, tzn. ¢y = x(, ¢y = X, X1,
C3 = Tg, T1T2, C4 = X, T1ToT3, ..., gdzie xg = |x] jest czescia
catkowita liczby x oraz x1,x9,x3,... s3 kolejnymi cyframi w roz-
winieciu dziesietnym liczby x. Wowczas istnieje skonczona granica

lim a“.
n—od

Ponadto, lim a“ > 0.
n—oo
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Dowéd w przypadku a > 1, krok 1.
Pokazemy, ze (a“) jest ciqgiem ograniczonym z géry. Niech M =
al”1. Zauwazmy, ze ¢, <[] + 1 dla n € N. Wéwczas

z|+1
al?] _ gl > 1

ar
stad atn
alzl+
Poniewaz na podstawie Lematu 5 mamy a/**! > 0, wiec

a < a1 = M dla kazdego n € N,

<L

co oznacza, ze ciag (a™) jest ograniczony z gory przez M = al**1,
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Dowéd w przypadku a > 1, krok 2.

Pokazemy, ze (a“) jest ciagiem niemalejacym. Ustalmy dowolnie
n € N. Poniewaz (c,,) jest ciagiem niemalejacym (dlaczego?), wiec
Chi1 — ¢y = 0 dlan € N. Ponadto ¢,.1 — ¢, € Q. Z Lematu 5
otrzymujemy wtedy

acn-l-l

— = a1 " >1 dla kazdego n € N.
a n

Na podstawie Lematu 6 (a“) jest ciagiem niemalejacym.
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Dowod w przypadku a > 1, krok 3.
W poprzednich krokach udowodniliSmy, ze (a“) jest ograniczonym
z gory ciggiem niemalejagcym. Na mocy Lematu 7 otrzymamy, ze
istnieje skonczona granica

lim a.

n—oo

Zauwazmy jeszcze, ze skoro (a™) jest ciagiem niemalejacym, to na
podstawie Lematu 5 (liczba catkowita jest liczbg wymierna!),

0<a¥ =a" <a™ dlakazdegon € N,

wiec lim a“ > 0.
n—oo
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Dowod w przypadku a < 1, krok 1.
Pokazemy teraz, ze (a™) jest ciqgiem ograniczonym z dotu. Niech
m = al”*1 i zaobserwujmy, ze ¢, < [#] + 1 dla n € N. Wéwczas

[z]4+1
O glt)e
a‘n
Zatem
ar _
qlzl+1 = =

Z Lematu 5 mamy a/**! > 0, wiec z powyzsza nieréwno$¢ implikuje

a > a1 = m  dla kazdego n € N,

co oznacza, ze ciag (a“) jest ograniczony z dotu przez m = al**!.
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Dowéd w przypadku a < 1, krok 2.

Pokazemy, ze (a™) jest ciggiem nierosngcym. Ustalmy n € N do-
wolnie. Cigg (c,) jest ciagiem niemalejacym, wiec ¢,1 1 — ¢, = 0
dla n € N. Jednoczesnie ¢, .1 — ¢, € Q. Na podstawie Lematu 5
otrzymujemy

acn-l-l

= a1 dla kazdego n € N.

a‘n

Z Lematu 6 wynika wtedy, ze (a“) jest ciagiem nierosnacym.
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Dowod w przypadku a < 1, krok 3.

W poprzednich dwéch krokach udowodnilismy, ze (a™) jest nie-
rosngcym ciggiem ograniczonym z dotu. Z Lematu 7 wynika, ze
istnieje skonczona granica

lim a“.
n—od
Poniewaz zas

a > a1 >0 dla kazdego n € N,

wiec rowniez lim a“ > 0. O
n—oo
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Definicja 17. Ustalmy dowolnie dodatnig liczbe rzeczywista a
oraz dowolng liczbe niewymierng . Niech (¢,,) bedzie ciagiem kolej-
nych dziesietnych przyblizen z niedomiarem liczby . Potegg licz-
by a o wyktadniku niewymiernym x nazywamy liczbe bedaca
granica ciagu (a“) i oznaczamy ja symbolem a”.
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Lemat 8. Ustalmy dowolnie dodatnia liczbe rzeczywista a i niech
(x,,) bedzie dowolnym ciagiem liczb wymiernych zbieznym do liczby
rzeczywistej x. Wowczas

lim a’ = a”.
n—oo

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

-~
"




KAPITAL LUDZKI g : UNIA EUROPEJSKA [IENERE
wim; runousz soreczns [T

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Unlwersytety,
H

oo

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




m s
KAPlTAL LU DZKI § é UNIA EUROPEJSKA
NARODOVIA STRATEGIA SFOINOSC! : 2

LS (W

EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Twierdzenie 5. Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b
oraz dla wszystkich liczb rzeczywistych x,vy zachodza réwnosci:

(i) a® = L,
(i) a®a¥ = oY
(i) & = a”,
(iv) (a")Y = a",
(v) a*b" = (ab)”,
(vi) 3= = (3)"-
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Lemat 9. Niech (z,) oraz (y,) beda ciagami zbieznymi i niech

lim @, = x oraz lim y, =y dla pewnych liczb rzeczywistych x, y.

Wowczas

(i) im0 (T + Yn) = T+ y,
(i) limy, oo (), — yn) = — v,
(iii) limy, oo (T - yn) = T - 9,

(iv) jesli y, # 0 dlan € N orazy # 0, to lim (Jm) _z

Yn
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Dowéd Twierdzenia 5 (i).
Ustalmy ciag (z,,) liczb wymiernych zbiezny do x. Z Twierdze-
nia 3 (i) wynika, ze a® = L. Wykorzystujac Lemat 8 oraz Le-

a=*n
mat 9 (iv) otrzymamy

.
a® = lim a" = lim = =
n—oo n—00 —Tn lun a " Tn
n— 00

Poniewaz lim 1 = 1 oraz lim (—x,) = —x, wiec z Lemat 8 do-
n—oo n—oo

staniemy
lim 1 1

s n—oo
CL —_— - o ;
lim a%» a %
n—od

co konczy dowdd wiasnosci (i).
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Dowdd Twierdzenia 5 (ii).

Niech (z,) oraz (y,) beda ciagami liczb wymiernych zbieznymi,
odpowiednio, do x oraz y. Z Twierdzenia 3 (ii) wynika, ze a"ra¥% =
a™ ¥ Wykorzystujac Lemat 8 oraz Lemat 9 (jii) dostajemy

a*a’ = lim @™ - lim ¢’ = lim (a™a) = lim a®™ ¥
n—oo n—oo n—oo n—oo

Poniewaz (por. Lemat 9 (i) lim (2, +y,) = x+y, wigc z Lematu 8
otrzymamy
TntYn ax+y

a’a’ = lim a
n—od

co nalezato udowodnié.
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Dowdd Twierdzenia 5 (iii).
Ustalmy ciagi (x,) oraz (y,) liczb wymiernych zbiezne, odpowied-
nio, do = oraz y. Z Twierdzenia 3 (iii) otrzymamy % = g% U,

Na podstawie Lematu 8 oraz Lematu 9 (iv) dostajemy wtedy

R L N
— =1 __— lim = lim a*™ ¥
ay lim q¥» "R g N0

n—oo

Poniewaz (por. Lemat 9 (ii)) lim (z, —y,) = = — y, na podstawie
Lematu 8 otrzymamy
al'
— = lim a™ " =a"7Y,
aV n=—>00

co nalezy udowodnic.
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Dowdéd Twierdzenia 5 (v).

Niech (z,) bedzie ciagiem liczb wymiernych zbieznym do =x.
Z Twierdzenia 3 (v) dostajemy a™"b"» = (ab)™. Wykorzystujac
Lemat 8 oraz Lemat 9 (iii) otrzymamy

' = Mg e - Ly B
= o (@) = g (@b = (@bl

co byto do udowodnienia.
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Dowdd Twierdzenia 5 (vi).
Ustalmy cigg (z,,) liczb wymiernych zbiezny do x. Z Twierdze-
nia3 (vi) dostaniemy % = (%)™". Z Lematu 8 oraz z Lematu 9 (iii)

wynika

a® _ Jim a™ im (& i (2 — (&)
B lim b —an%o(bxn) ~ (b) - (b) ’

n—oo

co konczy dowdd Twierdzenia 5. O
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Cwiczenie 4.

(i) Zapisa¢ w postaci potegi:
(a) 94-V3  9-3+2V3 (b) 3v5-5v2 | 32v2-2V5

5ﬁ—2\/§

2
(c) v (d) (3\/§+¢5) . gV5-v2
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Odp. Poprawne odpowiedzi to:
L (@) 23 (b) 3=V5-3v2
(i) (c) 5VI-3V3 (d) 925 — 315
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Lemat 10. Niech a bedzie dodatnia liczba rzeczywista i niech x
bedzie liczba rzeczywista. Wowczas a* > (. Ponadlto,

(i) jeslia > 1, toa® > 1,

(ii) jeslia < 1, to a® < 1.
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Zauwazmy, ze jesli x jest liczbg wymierng, to dowodzone wtasno-
Sci wynikaja z Lematu 5. Ponadto, dodatnio$¢ potegi o wyktadniku
niewymiernym wynika z Twierdzenia 4. Dlatego pozostaje przepro-
wadzi¢ dowod obu wtasnosci dla = niewymiernych. W tym celu wy-
korzystamy konstrukcje potegi o wyktadniku niewymiernym.
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Dowad ().
Niech (c¢,) bedzie ciagiem przyblizen dziesietnych z niedomiarem
dodatniej liczby niewymiernej x i niech ny € N bedzie takie, ze

c, >0 dlan>ng

Jesli wiec a > 1, to (a™) jest ciagiem niemalejacym (por. dowéd
Twierdzenia 4). Z monotonicznosci (a®) i z Lematu 5 dostaniemy

a» > a0 >1 dla n > ny.
Wykorzystujac jeszcze raz monotonicznos¢ ciagu (a"), otrzymamy

a® = lim,_ a®™ > 1.
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Dowad (ii).
Niech (c,) bedzie ciagiem przyblizen dziesietnych z niedomiarem
dodatniej liczby niewymiernej x i niech ny € N bedzie takie, ze

c, >0 dla n>ng.

Poniewaz a € (0,1), wiec (a™) jest ciagiem nierosnacym (por.
dowéd Twierdzenia 4). Z monotonicznosci (a“) i z Lematu 5 wynika
It Can L ao <1 dla n > nog.

Stad, wykorzystujac monotoniczno$¢ ciagu (a“), otrzymamy
0 < a™M < a® =lim, o a™ < 1.

[]
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Definicja 18. Funkcjg wyktadniczg o podstawie a, gdzie a
jest taka dodatnig liczba rzeczywista, ze a # 1, nazywamy funkcje
f R — (0,00) okreslong wzorem

f(z)=a" dla z €R.
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Uwaga 6. Poprawnos¢ okreslenia funkcji wykfadniczej wynika
z Lematu 10, gdyz

a® >0 dla kazdego = € R.

Ponadto, funkcji statej R > x +— 1 nie traktuje sie jako szcze-
golnego przypadku funkcji wyktadniczej, stad zatozenie a # 1.
Funkcje wyktadnicza o podstawie a oznacza sig¢ tez symbolem exp, .

Zatem
exp,(x) = a® dla kazdego = € R,

gdziea € R, a >0, a # 1.
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Uwaga 7. Dla funkcji wyktadniczej mozna sformutowaé i udowod-
ni¢ twierdzenie ogdlniejsze od Lematu 8.

Twierdzenie 6. Ustalmy dodatnig liczbe rzeczywista a. Dla do-
wolnie ustalonego x € R niech (x,,) bedzie dowolnym takim ciagiem
liczb rzeczywistych, ze x,, # x dla kazdegon € N oraz dim x, = .
Wtedy

x

lim a’ = a”.
n—oo

Twierdzenie 6 implikuje ciggtos¢ funkcji wykfadniczej exp, dla a €
R, a > 0, a # 1 (pojecie ciagtosci funkcji tematem oddzielnej
prezentacji).
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Definicja 19. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech
f X — Y bedzie funkcja odwzorowujaca zbior X w zbiér Y.
Funkcje f nazywamy roznowartosciowa, jesli spetniony jest wa-
runek

N (&1 # zp= f(z1) # f(22)).

T1,02€X

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




<

niwerseety
KAPITAL LUDZKI H H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI By 2 EUROPEJSKI
M g FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Warunek definicyjny pozwalajacy stwierdzi¢ lub wykluczy¢ rézno-
wartosciowos¢ funkgji jest bardzo intuicyjny. Stwierdza on, ze funk-
cja jest roznowartosciowa, jesli réznym argumentom przyporzadko-
wane s3 rozne wartosci. Pozwala on prosto stwierdzi¢, kiedy dana
funkcja nie jest réznowartosciowa (istniejg wéwczas dwa rézne ar-
gumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje réwne wartosci). Niemnie;
jednak, tak intuicyjnego warunku nie mozna wykorzystaé¢ do dowodu
roznowartosciowosci funkcji. W tym celu uzy¢ nalezy nastepujacego
lematu.
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Lemat 11. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech
f X — Y bedzie funkcja odwzorowujaca zbior X w zbior Y .
Funkcja f jest réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy spefniony
Jest warunek

A (f(x1) = f(x2) = 71 = 72) .

$1,$2€X
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Definicja 20. Niech X C R bedzie niepustym zbiorem i niech
funkcja f : X — R odwzorowuje zbior X w zbior liczb rzeczywi-
stych. Méwimy, ze funkcja f jest:

(i) rosngca w zbiorze X, jesli spetniony jest warunek

A (w1 <= flo1) < f(22));

1‘1,1’2€X

(i) malejgca w zbiorze X, jedli spetniony jest warunek

A (21 <32= flz1) > fl22)).

1‘17l‘2€X
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Lemat 12. Niech X C R bedzie niepustym zbiorem i niech f :
X — (0,00). Funkcja | jest

(i) rosngca w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy

A (a:1 < Ty = /) > 1);

$1,$2€X f(x1>

(ii) malejaca w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy

A (:cl < Ty = f(@2) < 1).

T1,72€X f(xl)
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Definicja 21. Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami i niech
f X — Y bedzie funkcja odwzorowujaca zbiér X w zbiér Y.
Zbiorem wartosci funkcji f nazywamy zbiér W; C Y,

Wf:{yEY1 V yzf(w)}-

reX
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Twierdzenie 7. Niecha € R, a >0, a # 1.
(i) Zbiorem wartosci funkgji exp,, jest przedziat (0, 00).
(ii) Dla a > 1 funkcja exp, jest rosnagca w R.

(iii) Dla a < 1 funkcja exp, jest malejaca w R.
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Dowdd pierwszej z wtasnosci tego twierdzenia nie jest prosty i wyko-
rzystuje m.in. wtasnos¢ Darboux przystugujaca funkcjom ciggtym.
Udowodnimy tutaj wiec jedynie monotoniczno$¢ funkcji wyktadni-
czej w poszczegolnych przypadkach. Jednoczesnie, funkcja wyktad-
nicza przyjmuje jedynie wartosci dodatnie, wiec w dowodzie jej mo-
notonicznosci wykorzystamy Twierdzenie.
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Dowdéd (ii) oraz (iii).
(i) Niech a > 1. Ustalmy dowolnie takie x1, 25 € R, ze x1 < x3.
Wéwczas x9 — x1 > 0 i z Lematu 10 (i) wynika
exp,(T2) _a
exp,(r1) a™

T2

— g s ]

Z Lematu 12 wiadomo, ze woéwczas funkcja exp, jest rosnaca w RR.
(i) Jesli a € (0,1) oraz x1,29 € R s3a takie, ze 11 < x9, to
w9 — x1 > 01z Lematu 10 (ii) otrzymamy

eXpa<$2> _ a™? _ ag:Q—ZEl < 1.
exp,(r1) a™
Z Lematu 12 wynika, ze funkcja exp, jest rosngca w R. O
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Whniosek 1. Niecha € R, a > 0, a # 1.

(i) Funkcja exp, jest funkcja réznowartosciows.

(ii) Jesli x1,x9 € R, to a™ = a™ <= x1 = 9.
(iii) Jeslia > 1 oraz x1, x5 € R, to a™ < a™ <= 11 < .
(iv) Jeslia > 1 oraz x1, x5 € R, to a™ < a™ <= 11 < 9.
(v) Jeslia < 1 oraz x1,z9 € R, to a™ < a™ <= x1 > .

(vi) Jesli a < 1 oraz x1, x5 € R, to ™ < a™ <= 11 > x5.
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Dowad.
(i) Réznowartosciowos$¢ funkcji exp, jest natychmiastowa konse-
kwencja jej monotonicznosci (por. Twierdzenie 7 (ii) oraz (iii)).

Warunek (ii) jest z kolei konsekwencja réznowartosciowosci funkcji
wyktadniczej oraz Lematu 11.

Na koniec, warunki (iii)—(vi) wynikaja z monotonicznosci funkgji
wyktadniczej (por. Twierdzenie 7 (ii) oraz (iii)). []
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Cwiczenie 5. Znalez¢ liczbe x spetniajaca réwnanie

2% = 32.
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Rozwigzanie. Nasze réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci

Wtedy, wykorzystujac Whniosek 1 (ii) otrzymamy x = 5.
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Cwiczenie 6. Wyznaczy¢ wszystkie liczby spetniajace nieréwnosé

N ey
3) 7
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Rozwigzanie. Nierownos¢ z ¢wiczenia zapisujemy w postaci

1,7 3=

3 3)

poniewaz za$ 5 < 1, wiec z Wniosku 1 (vi) wynika = > —2.
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Cwiczenie 7. Narysowaé wykres funkcji exp,.
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Rozwigzanie.
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Cwiczenie 8. Narysowac wykres funkgji exp1.
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Definicja 22. Krzywg wyktadniczg nazywamy wykres dowolnej
funkcji wyktadniczej.
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Zadanie 1. Opisac¢ zwigzek pomiedzy wykresami funkcji wyktad-
niczych z ¢wiczen 1 oraz 2.
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Rozwigzanie. Poréwnanie tabel wartosci funkcji exp, oraz exp1 i

ich wykresow sugeruje, ze krzywe wyktadnicze o réwnaniach y = or
1

oraz iy = (5) sg symetryczne wzgledem osi OY'. Jest to oczywiscie

konsekwencja odpowiedniej wiasnosci poteg oraz réwnosci

1\* z
exp1(z) = (2) = (271)" =27 = expy(—x) dla z €R.
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Whniosek 2. Niecha € R, a > 0 oraz a # 1. Krzywe wyktadnicze

y = a® orazy = ()" s3 symetryczne wzgledem osi OY .
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Zadanie 2. Naszkicowac wykresy nastepujacych funkc;ji:
1. fi(z) = expy(z),
2. fa(z) = expy(z),
3. f3(x) = expy(2x).
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Zadanie 3. Wykorzystujac wiadomosci dotyczace przeksztatcania
wykreséw funkcji naszkicowaé wykresy nastepujacych funkcji wy-

ktadniczych:
L. gi(z) = exps(—2),
2. g2(@) = expy(z) — 2,
3. g3(x) = expy(x + 1),
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Cwiczenie 9. Narysowa¢ krzywe wyktadnicze y = 2%, y = 3°*
w jednym ukfadzie wspdtrzednych. Jaka prawidtowos¢ mozna zaob-

serwowac?
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Rozwigzanie.

Mozna zauwazy¢, ze 3* < 2 dla z < 0 oraz 3" > 2" dla x > 0.
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Cwiczenie 10. Dla ustalonych liczb rzeczywistych b > a > 1 na-
rysowaé krzywe wykfadnicze y = a” oraz y = b oraz sformutowad
zaobserwowang prawidtowosc.
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Whniosek 3.

(i) Dla ustalonych liczb rzeczywistych 1 < a < b zachodzi

b* <a® dlax <0 oraz b*>a" dla x> 0.

(ii) Dla ustalonych liczb rzeczywistych 0 < a < b < 1 zachodzi

b* >a* dlax <0 oraz b'<a® dla xz>0.
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Zadanie 4.

(i) Wykorzystujac wtasnosci funkcji wyktadniczej poréwnaé liczby:
(a) (%)@ ) oraz (%)07333 (b) 2V2 oraz (ﬂ)
(c) (074)_3 oraz (0,4)4 (d) 27 oraz o

(e) (0,02)~% oraz 50%°  (f) (?)8 oraz (3)6.

(ii) Uporzadkowa¢ podane liczby od najwiekszej do najmniejszej:

(a) 10-37, (0,1)¥3, (0,0001)~5, 100¥2, (L)V17
\ﬁ V15 _1
B @G LG G
Prajeltliealizonanyipr el Uniwerey telnzeao e dpartneratn el AU ety teteml)aE (elloremlcraziC W ZhdChermie
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Odp. Prawid’rO\ive odpowiedzi to
(i) (a) (;)(3 ) _ (%)§ <2(5)0,333
(b) 2V2> 2! = (V2
() 097>
(d) 27>2%>2=42> 7
(
(
(

(0, 02)— (510) P = 50% > 5080

(B =5<5=0"
(0, 0001) — 1020 100v20 = 102v20,
(0

1)V3 = 10-V3, (L)Y = 10-v1T7, 1073,

_ 0 _1 2 V15 V7
(b) (%)7r =3 . 1=3). @ =667 @
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Pytanie 1. Funkcja wyktadnicza o podstawie 7 jest funkcja:

(a) rosnaca,
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Pytanie 2. Funkcja wyktadnicza o podstawie <\/§> jest funkcja:

a) rosnaca,
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Pytanie 3. Wykres funkcji wykfadniczej exp, dla pewnego a €
(0,1) jest przedstawiony na rysunku

(a) (b) (c) (d)
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Pytanie 4. Wykres funkgcji wykfadniczej exp, dla pewnego a € R,
a > 1 jest przedstawiony na rysunku

(2) (b) (c) (d)

N B B BESE B




H H
oo e s M —
ke e sl ' 3 ; EUROPEJSKI
Hi

FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Pytanie 5. Spoéréd liczb V1T (}l)_\/g’ (1—16)_1, 3v8-1 najwieksza
jest

(a) pierwsza,
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Pytanie 6. Spoéréd liczb 2V17, (i)_\/g, (1—16)_1, 3V8-1 najmniejsza
jest

(a) pierwsza,
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Pytanie 7. Réwnanie =2 = 9
(a) ma jedno rozwiazanie dodatnie,

(b) ma jedno rozwigzanie ujemne,

(c) ma dwa rozwigzania réznych znakéw,
(d)

d

nie ma rozwigzania.
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Pytanie 8. Rozwigzaniem nieréwnosci (%) > % jest przedziat
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Pytanie 9. Rozwiazaniem nieréwnosci (1, 6)%x < (23751 jest przedziat
(a) (=00, =9),
(b) , =9,
() ,5),
(d) ,5].

— 00
©.9)
©9
©.Q)

(_
(_
(_
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Pytanie 10. Jednym z rozwigzan réwnania ()" ' = 1 jest liczba

(a) 1,
(b) 0,

(c) -2,
(d) —1.
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Klucz odpowiedzi:

1(a), 2(c), 3(c), 4(b), 5(b), 6(d), 7(d), 8(b), 9(a), 10(c).
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