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1 Ptlaszczyzny i proste w przestrzeni. Rzut
prostokatny na ptaszczyzne. Kat dwuscien-

ny

Przypomnijmy niektére fakty geometrii przestrzennej zna-
ne z nauki szkolnej

Definicja. Prosta i ptaszczyzna sa do siebie prostopa-
dte, jesli prosta jest prostopadta do kazdej prostej lezacej
na plaszcezyznie i przecinajacej dana prosta (Rys.1).

Rysunek 1:



Twierdzenie. Prosta [ jest prostopadta do ptaszczy-
zny o wtedy i tylko wtedy, gdy jest protopadia do dwoch
roznych prostych lezacych na ptaszczyznie o 1 przecina-
jacych prostg [.

Definicja. Plaszczyzna oy jest prostopadta do plasz-
czyzny oo, jesli w plaszczyznie oy jest zawarta prosta pro-
stopadia do plaszezyzny oy (Rys.2.)

Rysunek 2:



Definicja. Katem miedzy prosta [ (przebijajaca plasz-
czyzne o i nieprostopadla do niej) a plaszczyzna o nazy-
wamy kgt miedzy prostg [ a jej rzutem prostokgtnym [’
na plaszezyzne o (Rys.3).

N\

Rysunek 3:



Twierdzenie. (0 trzech prostopadlych). Jezeli pro-
sta [ przebija plaszczyzne o w punkcie P i nie jest do
niej prostopadta, to prosta m lezaca w plaszczyznie o i
przechodzaca przez punkt P jest prostopadta do [ wtedy i
tylko wtedy, gdy jest prostopadta do rzutu prostokatnego
I' prostej [ na plaszezyzne o (Rys.4).

Rysunek 4:



Definicja. Katem liniowym kata dwusciennego na-
zywamy czes¢ wspolna kata dwusciennego i plaszezyzny
prostopadtej do jego krawedzi (Rys.5).

Rysunek 5:

Za miar¢ kata dwusciennego przyjmuje si¢ miare tego
kata liniowego. 7 twierdzenia o trzech prostopadtych wy-
nika, ze krawedz kata dwusciennego jest prostopadia do
ramion odpowiadajacego mu kata linowego.



ZADANTA

Zadanie 1. Dana jest plaszczyzna o oraz dwie proste
skosne [; i [o.Poprowadzi¢ prostg prostopadly do plasz-
czyzny o 1 przecinajaca proste Iy 1 lo.

klik] [Przypadek 1 - zadna z prostych Iy i [y nie jest
prostopadta do ptaszczyzny o. Wtedy przez proste [ i
loptaszezyzny o prowadzimy plaszczyzny prostopadie do
. Krawedz k przeciecia tych plaszezyzn jest szukana pro-
sta. Przypadek 2 - plaszczyzna o jest prostopadta do
jednej z danych prostych np. [y Lo. Postepujac tak jak
w przypadku 1 otrzymujemy krawedz k ktora jest row-
nolegta do [y. Zadanie w tym przypadku (w przestrzeni
euklidesowej) nie ma rozwiazania.|



Zadanie 2. Dane sg dwie proste skosne [y i [y oraz punkt
A nie nalezacy do zadnej z tych prostych. Przez punkt A
poprowadzi¢ prosta przecinajaca proste Iy 1 lo.

klik] [Przez punkt A i prostg [; prowadzimy jedng
plaszczyzne, a przez punkt A i prosta lo druga. Wtedy
krawedz k przecigcia tych dwoch plaszczyzn jest szukana
prosta.]



Zadanie 3. Zbudowaé sfer¢ przechodzaca przez dany
punkt A i styczna do danej plaszczyzny o w punkcie B
(oczywiscie A nie lezy na o).

klik] [Zalézmy, ze dana jest sfera ktora mamy skon-
struowa¢. W wyniku przekroju tej stery ptaszczyzna pro-
stopadly do plaszczyzny o i przechodzaca przez punkty
A1 B otrzymujemy krawedz [ przekroju z plaszezyzna
o styczna do okregu (wielkiego kota sfery) w punkcie B,
do ktorego to okregu nalezy réowniez punkt A (Rys.6).
Prosta m prostopadia do [ wystawiona w punkcie B i
symetrlana n odcinka AB przecinaja sie w punkcie O
bedacym srodkiem sfery:.

Rysunek 6:

Majac srodek O sfery i jej promien |OB| mamy réwniez
sfere jako ogot punktéw przestrzeni oddalonych od O o
stalg odleglod¢ réwna promieniowi |OB. |



Zadanie 4. Dana jest kula k(O, 1), plaszczyzna o roz-
taczna z dang kula oraz punkt A € o. Zbudowac kule
styczng do plaszezyzny o w punkcie A oraz do danej ku-
li.

[klik] | Wystarczy znalezé $rodek i promien szukane;
kuli. W tym celu przez punkty A i O prowadzimy plasz-
czyzne prostopadia do ptaszczyzny o. W wyniku przekro-
ju plaszczyzng prostopadla otrzymujemy okrag o(O,r)
oraz krawedz m na ktorej lezy punkt A roztaczng z okre-
giem (Rys. 7). Teraz zadanie sprowadza si¢ do znalezienia

Rysunek 7:

okregu stycznego do prostej m w punkcie A i do okregu
0(O,r). Srodek szukanego okregu bedzie lezal na pro-
ste] n prostopadlej do prostej] m wystawionej w punk-
cie A (styczna do okregu jest prostopadia do promie-
nia). Prowadzac przez punkt O érednice C'D rownolegly
do prostej n, nietrudno wykazac¢ ze prosta AC' przecina
dany okrag w punkcie P stycznosci zewnetrznej z szu-
kanym okregiem o(Oq, |O1A|) natomiast prosta AD w
punkcie () stycznosci wewnetrznej z szukanym okregiem

0(Os, |O5A|), gdzie O1 = n N prOP i Oy = n N prOQ
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(Rys 8). Istotnie, z réwnosci odpowiednich katow przy

NAPANY
=%

Rysunek 8:

prostych rownoleglych przecietych trzecig prosta wynika,
ze trojkaty COP 1 PO1 A sa podobne ($cilej jednoklad-
ne wzgledem $rodka P). Skoro |OC| = |OP| = r, wigc
|O1A] = |O1P] = Ry 1|00 = r + Ry. Analogicznie
jednoktadnymi sg trojkaty OQ D 1 OoQ) A a wiec warunek
|0Q| = |OD| = r pociaga réwnosé |O2Q| = |O2A| =
Ry przy czym |OOs| = Ry — 1.

Przy przyjetych zalozeniach istnieja zawsze dwie kule;
k(O1,|O1A]) styczna zewngetrznie z dana kulg k(O,r)
oraz k(Oq, |O2A|) styczna wewngetrznie z ta kula - przy
czym obydwie kule odpowiednio o srodkach Oy i O sa
jednoczesnie styczne do plaszezyzny o w punkcie A
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Zadanie 5. Dane sg dwie kule k(O1, R) 1 k(Os, ), gdzie
R > r, styczne zewnetrznie 1 wpisane w stozek. Znalezcé
promien x kuli stycznej zewnetrznie do mniejszej z kul
i stycznej do powierzchni bocznej stozka (wzdhuz calego
okregu).

klik] [Wezmy przekrdj osiowy rozwazanej figury (Rys.9).
Przujmujac oznaczenia jak na rysunku 9 - z podobienstwa

Rysunek 9:

trojkatow OM Oy 1 Oy NO1 mamy proporcje

r—ux R—r

r+x R+r

r2

Wyliczamy stad = = % ]

11



Zadanie 6. Prosta AB tworzy z plaszczyzng o kat mia-
ry 7, a prosta AC lezaca w plaszezyznie o, tworzy z rzu-
tem prostokatnym prostej AB na plaszczyzne o rowniez
kat miary 7. Oblicz miar¢ kata zawartego migdzy prosty-
mi AB 1 AC.

[klik] . [Poprowadzmy plaszczyzne prostopadia do rzu-
tu prostokatnego AB’ prostej AB na plaszczyzne o (Rys.
10). Wygodnie jest przyjac, ze B’ jest rowniez rzutem

Rysunek 10:

prostokatnym punktu C' (na rzut prostokatny prostej AB
w plaszezyznie o). Trzy trojkaty prostokatne AB'B, AB'C
i BB'C' tworzg naroze szeScianu, dla ktérego AB, BC' i
C A sg przekatnymi scian schodzacych sie w wierzchotku
B'. Tak wiec tréjkat ABC' jest réwnoboczny o katach
rownych 5 |
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Zadanie 7. Odcinek AB dlugosci 4 cm jest réwnole-
gty do plaszczyzny o i1 lezy w odleglosci 14 ecm od tej
ptaszczyzny. Punkty C,D leza na plaszczyznie o tak, ze
|AC| = |BD| = 16cm i odcinki AC, BD sa prostopadle
do AB lecz do siebie nie sa réwnolegte. Oblicz dlugosé
odcinka C'D.

klik] [Plaszczyzny prostopadle do plaszezyzny o po-
prowadzone odpowiednio przez punkty A i B oraz plasz-
czyzny ABC'1 ABD wraz z plaszczyzna o ograniczaja
graniastostup ktorego podstawami sg trojkaty réwnora-
mienne (Rys. 11). Nalezy obliczy¢ dtugos¢ przekatnej C' D

Rysunek 11:

Sciany bocznej graniastostupa (" podlogi namiotu” na ry-
sunku) lezacej w plaszczyznie 0. Wymiary tego prosto-

kata to 4 cm i 4v/15 em.

[stotnie, podstawa graniastostupa jest trojkat réownora-
mienny o wymiarach jak przedstawiono na rysunku 12.
Podstawa tego trojkata rownoramiennego wynosi 24/162 — 142 =
44/15. Szukana dlugoéé przekatnej C'D prostokata o po-

13



Rysunek 12:

danych wymiarach wyliczamy z twierdzenia Pitagorasa

ICD| =42 +42-15 cm =4 - V16 em = 16 cm.

Ten wynik jest odpowiedzia w postawionym zadaniu. |
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Zadanie 8. Plaszczyzny o1 1 09 przecinajg sie pod ka-
tem . Proste m i n sy rownolegle i zawieraja si¢ od-
powiednio w plaszczyznach o 1 09. Odleglosé prostej m
od krawedzi przeciecia tych plaszczyzn jest rowna 8 cm, a
odleglosé prostej n od tej krawedzi wynosi 6,3 cm. Oblicz
odleglos¢ miedzy prostymi m i n.

klik] [Przekréj plaszezyzna prostopadla do krawedzi
kata dwusciennego utworzonego przez plaszczyzny o i
09 przedstawia rysunek 13a 1 13b, gdzie M i N to punkty
przebicia ptaszezyzny przekroju odpowiednio prostymi m
1 n. Stosujac twierdzenie cosinusow do trojkata K M N

Rysunek 13:

Rysunek 14:

mamy
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a) |[MN|*=8+(6,3)—2-8-6,3- cosi = 53,29.
Zatem d = |MN| =17,3 cm,

b) [MN[]* =8+ (6,3)*4+2-8-6,3- cosk = 154,09
co daje

d = /154,00 cm. ]
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Zadanie 9. Wewnatrz wypuklego kata dwusciennego
dana jest prosta réwnolegla do krawedzi kata. Na jedne;
7z plaszczyzn kata dwusciennego wyznacz zbior punktow
réowno oddalonych od drugiej ptaszczyzny i od danej pro-
stej.

[klik] [Prowadzimy przekrdj plaszczyzna prostopadia
do krawedzi kata dwusciennego. Niech mq, ms bedg ra-
mionami kata liniowego o wierzchotku A tego kata dwu-
sciennego, B punktem przebicia plaszczyzny przekroju
dang prosta réwnolegla do krawedzi (Rys.14) Na ramie-

Rysunek 15:

niu my nalezy znalez¢ punkt P jednakowo odlegly od
punktu B i od ramienia ms. Wtedy rozwigzaniem zada-
nia bedzie prosta zawarta w plaszczyznie o1 kata dwu-
Sciennego rownolegla do krawedzi kata i odlegta o |AP|
od tej krawedzi.

By znalez¢ punkt P konstruujemy dowolny trojkat LK M
(co bardzo tatwo uczyni¢) taki by K € my, M € prAB,
L € my, KLLmy i |[KM| = |KL|. Niech s = 117

17



Szukany punkt P = J4(K) tzn. jest obrazem punktu K
w jednokladnosci o srodku A i skali s. ]
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Zadanie 10. Plaszczyzny o1 1 03 tworzg kat 7. Prosta
k lezy na plaszczyznie o9, jest rownolegla do plaszezyzny
01 1 jej odlegtosé od plaszczyzny oy jest rowna a. Prosta
m zawiera si¢ W plaszczyznie oo 1 tworzy z prostg k kat
7. Prosta m przecina prostg k w punkcie A, natomiast
ptaszczyzne oy przecina w punkcie B. Znajdz diugosc

odcinka AB.

[klik] [Przekr6j plaszezyzng prostopadla do krawedzi
kata dwusciennego i przechodzaca przez punkt A przed-
stawia rysunek 15 gdzie A’ jest rzutem prostokatnym
punktu A na plaszczyzne oq, natomiast K rzutem pro-
stokatnym punktu A na krawedz kata dwusciennego. Ry-

A An

I
-

a
A S m,
W

%

Rysunek 16:

sunek 16 przedstawia sytuacje na plaszczyznie oy. Prze-
katna kwadratu jest wieksza od boku w skali v/2 zatem
|AK| = av/2. Prosta k jest z kolei réwnolegla do krawe-
dzi kata dwusciennego, dwusciennego wiec prostopadta
do AK, zatem

|AB| = |AK| - V2 = 2a.
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Rysunek 17:

20
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2 Wielosciany. WieloSciany foremne

ZADANIA

Zadanie 11. W kazdym réwnolegtoscianie suma kwa-
dratow przekatnych rowna jest sumie kwadratow wszyst-
kich jego krawedzi.
klik] [Niech réwnolegloscian bedzie rozpiety na wekto-
H
rach @, b, ¢ wtedy jego cztery przekatne to (rys. 17)

— — — — — — — —
di=d+b+¢,dy=b—a+¢c,ds=a—-b+c,d=a+b—

Wykorzystujac wlasnosci iloczynu skalarnego widzimy;,

Rysunek 18:

ze
—
b

— — — —
|y |*4| do|* 4| ds|*+| dy|* = (@' +

co bylo do okazania. |
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Zadanie 12. Przez konce trzech krawedzi rownolegto-
scianu, spotykajacych sic w jednym wierzchotku, popro-
wadzono plaszczyzne. Wykaz, ze dzieli ona w stosunku
1 : 3 przekatng rownolegtoscianu wychodzaca z tego sa-
mego wierzchoitka.

[klik] [T Spos6b. Srodek ciezkodci tréjkata rozpictego na
— —
wektorach € 1 f wynosi 4(€ + f) (rys. 18). Istotnie

A5lTEh "
N —
IR 3 e
T e gt /
s_ <
) AL T2 )
l N,
3 z )

Rysunek 19:
— 2— 2 11— 1 —
BS=-BG=---BE=—-(¢ .
3 39 sle+ f)

M /7 / . . . H H H
Niech rownolegtoscian bedzie rozpicty na wektorach a’, b, ¢ .
Ptaszczyzna przekroju poprowadzona przez konce trzech
krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka przecina
ten rownolegtoscian wzdhuz trojkata rozpictego na wek-

e T S—
torach b — @ i ¢ — @ (rys. 19). Zatem

SN 1

5

—

AS = d+BS ="Ta-+

}
[klik] [IT Sposéb. Krawedzie AD i B1C} réwnoleglo-

Scianu (rys. 19) sa do siebie rownolegle. Prowadzimy przez

1
b-T+7T-7a)

22



Rysunek 20:

nie plaszczyzne przekroju tego rownolegtoscianu otrzy-
mujac rownolegtobok AB1C1D (rys. 20).
Sciana ABBA; (rys. 19) jest réwnoleglobokiem ktére-

Rysunek 21:

go przekatne przecinajg si¢ w punkcie K. Zatem K jest
srodkiem boku AB; naszego réwnolegloboku. Plaszezy-
zna przekroju rownolegtoscianu poprowadzona przez kon-
ce trzech krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka
przecina przekatng AC, réwnolegloscianu w punkcie S
(réwnolegtobok AB By A wzdtuz przekatnej Ay B ktora
wlasnie przecina si¢ z AB; w punkcie K).

W trojkacie AB1D srodkowe AO 1 DK dzielg sie w sto-
sunku 2 : 1 zatem

— 2 1

2a0-2 g 3w
340 = 3 5A0 =340



co bylo do okazania.
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Zadanie 13. W kotlo wielkie kuli o promieniu r wpisano
kwadrat. Wykaz, ze suma kwadratow odlegtosci dowolne-
go punktu P powierzchni kuli od wierzchotkéw kwadratu
réwna jest Sr2.

klik] [T Sposob. W tréjkatach APC i BPD (rys. 21)
—
srodkowa PO wynosi

— ] — — — 1
Punkt P lezy na sferze wiec obydwa trojkaty sa prosto-

Rysunek 22:

katne co pociaga, ze iloczyn skalarny
_ — - —
PAoPC =0 i PBoPD=0.

Podnoszac poprzednie réwnosci stronami do kwadratu, a
nastepnie dodajac, otrzymujemy

1
2PO? = 4(PA2 + PB2+ PC? + PD?).

Skoro PO? = r?, wiec PA*+ PB*+ PC?+ PD?* = 8r?.
)

25



klik] [IT.Sposob. Zauwazmy, ze obydwa trojkaty APC
i BPD sg wpisane w wielkie kola sfery o srednicach od-
powiednio AC' i BD, a wicc sa prostokatne. Ich prze-
ciwprostokatne AC' i BD, ktore sg srednicami, wobec
twierdzenia Pitagorasa, wynosza

4r* = AC? = PA>+ PC? i 4> = BD?> = PB*>+ PD?.

Dodajgc stronami ostatnie dwie réwnoéci mamy 8r? =

PA*+ PB*+ PC?+ PD* ]
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Zadanie 14. Najdluzsza przekatna prawidlowego gra-
niastostupa szesciokatnego jest rowna d i tworzy z krawe-
dzig boczna kat a. Znajdz objetos¢ tego graniastostupa.

klik] [Graniastostup jest prawidlowy szedciokatny za-
tem jego podstaws jest szesciokat foremnny. Przyjmijmy;,
ze diugosé krawedzi podstawy graniastostupa wynosi a
natomiast dlugos¢ jego bocznej krawedzi b. Rysunek 22
przedstawia ptaski przekrdj graniastostupa plaszezyzna
prostopadla do podstawy i zawierajacq najdiuzszg prze-
katng oraz osobno podstawe tego graniastostupa. Przy

Rysunek 23:

tak przyjetych oznaczeniach objetos¢ V' graniastostupa
wynsi

2
af-b - ?)\2/§a2b.

Teraz pozostaje wyrazi¢ wielkosci a 1 b w zaleznosci od

V="Pb=6-

danych w zadaniu; dtugosci d najdtuzszej przekatnej gra-
niastostupa i1 kata « jaki tworzy ta przekatna z krawedzig
boczng tegoz graniastostupa.

Zgodnie z oznaczeniami jak na rysunku 22 widzimy, ze

27



b=d-cosa, 20 = d-sina czyli a = %d - sina. Po
podstawieniu wyliczonych wielkosci a 1 b do wzoru na
objetos$¢ otrzymujemy ostatecznie

3v/3 d3

V o=
8

Sll’l Q- COS Y .

28



Zadanie 15. W prawidlowym ostrostupie trojkatnym
sciany boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod
katem a. Oblicz objetos¢ V' i pole powierzchni catkowitej
S tego ostrostupa, jezeli krawedz podstawy rowna jest a.

[klik] [Ostrostup jest prawidlowy trojkatny wiec je-
go podstawa jest trojkat rownoboczny, spodek wysokosci
ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na tym trojka-
cie, Sciany boczne sg trojkatami przystajacymi do siebie.
Oznaczmy wysokosé¢ podstawy ostrostupa, wysokosé jego
sciany bocznej i wysokos¢ samego ostrostupa odpowied-
nio przez h, w i H (rys. 23). W trojkacie rownobocz-

\ [ d i
& A

Rysunek 24:

av'3

nym o boku a wysokos¢ h = “¥= i srodkowe (tu zara-

zem wysokosci) dzielg sie w trojkacie w stosunku 2 : 1
zatem OF = %h = “‘6/3. W trojkacie BDE wysokos¢
H=0F tga = “\6/§tgoz . Stad objetos¢ V' ostrostupa
WYnosi

1 1 a?y/3 a\/g . a’

V — P.H — A
3P 34 g BT e

29



7 kolei w = ED = OE — a3 Tk wiec

cosae  6cosa
23 a®V/3 2\/3 1
a a a

S = Prapc+3-Paacp = + = (1+ ).

4 4 cos « 4 COS (v
Zauwaz ponadto, ze
1 1 cosa+1  cos? % — sin? % + cos? % + sin? % cos> %
2 2cos« 2cos o 2Ccos o COS

Wobec powyzszego catkowite pole

g a’\/3 COSZ%

2 COS (v
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Zadanie 16. W ostrostupie czworokatnym prawidtowym
znajduje si¢ pie¢ kul o promieniu dtugosci 1. Cztery z nich
sa styczne do podstawy, a kazda z tych czterech do dwu
scian bocznych 1 dwoch sposrod pozostatych trzech kul.
Piata jest styczna do tych czterech kul i wszystkich Scian
bocznych. Oblicz objetosé V' ostrostupa (Rys. 24).

[klik] [ Rozwazmy pomocniczo ostrostup wyznaczony

Rysunek 25:

przez srodki Oq, Oy, O3, Oy, Os tych pieciu wpisanych
w ostrostup kul(Rys. 25) Odleglosé srodkéw dwéch kul

Rysunek 26:

stycznych zewnetrznie réwna sie sumie ich promieni -
zatem pomocniczy ostrostup (prawidlowy czworokatny)
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ma wszystkie krawedzie dtugosci 2. Ponadto, wyjsciowy
ostrostup jest podobny do pomocniczego w skali k, gdzie
skale podobienstwa znajdziemy jako stosunek odpowiada-
jacych sobie wielkosci liniowych w obydwu ostrostupach
(np. wysokosci lub krawedzi).Z warunkéw zadania widaé
bowiem, ze tak podstawa jak i kazda Sciana wyjsciowe-
go ostrostupa jest rownolegla odpowiednio do podstawy i

)

stosownej Sciany ostrostupa pomocniczego bedac 7 odsu-
nieta” o 1. Jezeli Vj jest objetoscia ostrostupa pomocni-
czego, to V = k3 - Vj, gdzie skala podobienistwa k = ]Z) :
Wysoko$é hg ostrostupa pomocniczego wynosi v/2, pole

podstawy 4, zatem

1 1 4
V f— 7P .h f— —.4. 2: — 2.
0 510 o 5 V2 3\[

Aby znalez¢ wysokosé h wyjsciowego ostrostupa wezmy
jego przekroj ptaszezyzna prostopadty do podstawy wzdiuz
wysokosci przeciwleglych $cian bocznych ostrostupa (za-
wiera ona dwa punkty stycznosci dwu par z dolnych czte-
rech kul i §rodek Oj piatej kuli gornej). Polowe tego prze-
kroju przedstawia rysunek 26 Teraz tatwo zauwazy¢, ze
h =14 hy + x, gdzie z przystawania tréjkatéw prost-
skatnych NMOs 1 OsLK wynika iz 2 = /3. Zatem

R N - (RRVIVoL
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Rysunek 27:
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Zadanie 17. Dany jest szeScian o podstawie ABCD
i krawedzi AB = a. Oblicz odleglos¢ prostej BC' od
prostej przechodzacej przez punkt A i srodek S $ciany
przeciwlegtej do podstawy.

[klik] [Poniewaz prosta BC' jest réwnolegta do pro-
stej AD, wiec prosta BC' jest réwnolegta do plaszczyzny
ADS. Wezmy pod uwage przekroj AMN D szeScianu
plaszezyzng ADS (Rys. 27). Objetosé réwnolegloscianu

Va ,
A |
Jh gl

Rysunek 28:

o podstawic ABC' D i écianie AM N D wynosi a®. Niech x
bedzie odlegloscig krawedzi BC' od plaszezyzny AM N D

.Skoro MN = a, AM = \/(AA1)2 + (A M)? = \/aQ +(9)? =

av/'b

2
legtoscianu mamy rownanie

I 2a
a-—-x:a,czy1x:7.
5

. wiec porownujac dwojako wyrazong objetosé rowno-

2
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Zadanie 18. Znajdz promienie r kuli wpisanej 1 R kuli
opisanej na osmioscianie foremnym o krawedzi a.

klik] [Zauwazmy, ze przeciwlegle $ciany o$mioscianu
foremnego sa do siebie rownolegle, wiec ptaski przekro]
osiowy osmioscianu foremnego o krawedzi a wzdtuz wyso-
kosci réwnolegtych scian jest rombem o boku a\[ 1 prze-
katnych odpowiednio dluzszej réwnej av/2 oraz krotSZCJ

rownej a (rys.28 i rys.29). Istotnie, AA; jako przekat-

Rysunek 29:

¢
//'/N% \
/ t
T YA e
A R o *1

Rysunek 30:

na kwadratu o boku a ma dlugosé av/2, zatem promient
kuli opisanej na osmioscianie foremnnym o krawedzi a
wynosi R = “\f . Obliczmy zatem promien r kuli wpi-
sanej w ten osmioscian. AF' jest srodkowa w trojkacie
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rownobocznym o boku a, kula wpisana w oSmioscian jest
styczna do niej w punkcie M . Z podobienstwa trojkatow
prostokatnych OMF i FOA mamy proporcje

joM|  |AO|
[FO|  |AF|

Skoro |[AF| = @3 |AO| = %2 |FO| = 2 i |OM| =r,
wiec po podstawieniu do wypisanej proporcji tych danych
dostajemy réwnanie z niewiadomg r, mianowicie

2r av/2

a a\/g

Stad juz widzimy, ze promien r = 0 | [klik]? [Z
) 6 °

rozwiazania zadania bezposrednio wynika wniosek iz od-

legtos¢ réwnoleglych $cian osmioscianu foremnego o kra-

wedzi @ wynosi d = 2r = % oraz, ze srodki ciezkosci

Scian osmioscianu foremnego sg punktami stycznosci kuli

wpisanej w ten o$mioscian. | |
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Zadanie 19. Znajdz promien r kuli wpisanej w czwo-
roscian foremnny o krawedzi a

[klik] [Wykazemy najpierw, ze w czworoscianie foremn-
nym wysokosci przecinaja sie w stosunku 1:3 (Rys. 30).
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku 30. Spodki i G

Rysunek 31:

dwu wysokosci czworoscianu sa srodkami ciezkosci Scian
odpowiednio BCD i ABC' i leza w plaszczyznie AF D
dzielac odpowiednie srodkowe DF' 1 AF w stosunku 1:2,
tzn. EF' = %DF 1 GF = %AF. Whioskujemy stad, ze

1
pr.EG || pr.AD oraz EG = 3AD :

Z podobienstwa trojkatow OGE i AOD wynika iz réw-
niez OG = %DO czyli

oG 1

DO 3
jak chcielismy:.
Teraz, jedli bok AB = a, to DF = %3 i GF = !DF =
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a/\/g . / /
57 wige wysokose

av/3
2

DG = |(DF)? = (GF)? = J( = <af>2 - f

oraz

1 a\/é
- DG = 2
g 1 3
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3 Brytly obrotowe

ZADANIA

Zadanie 20. Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu
jest prostokatem, ktorego przekatna jest rowna d i tworzy
z podstawa kat a. ZnajdZ objctos¢ i pole powierzchni
catkowitej walca.

klik] [Niech r bedzie promieniem podstawy walca, h
jego wysokoscia. Z warunkow zadania wiemy, ze (rys. 31)

2mr =d-cosal h=d-sina. Zatem r = % - CcoS v 1
J\ At //7],n
L i |
Rysunek 32:
0k _
V = mr? - h = —cosla-sina
4
. d? , COS (v
S = 2r-h4-2-7112 = d? cos a-sin a+— cos® a = d? cos asin o+
2 2
T T

)
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Zadanie 21. Znajdz objetos¢ stozka wiedzac, ze jego
powierzchnia boczna po rozwinieciu jest potkolem o pro-
mieniu 7.

klik] [Niech R bedzie promieniem podstawy stozka,
wtedy (rys. 32) 2nR = mrezyliR = Srih = Vr? — R? =

&

Rysunek 33:

# . Ze wzoru na objetos¢ stozka obrotowego mamy

I /3
p— — h p— .
V 37TR 7
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Zadanie 22. Dany jest czworoscian foremny. Wierzchotek
tego czworoscianu jest wierzchotkiem dwoch stozkéw. Pod-
stawa jednego z nich jest wpisana w podstawe czworo-
scianu, a podstawa drugiego jest opisana na podstawie
czworoscianu. Oblicz stosunek pol powierzchni bocznych
1 stosunek objetosci tych stozkow.

[klik] [Przyjmijmy dlugos¢ krawedzi czworodcianu fo-
remnego réwna a. Wtedy, wobec oznaczen jak na rysunku

33, mamy AB = a, AF = #’ R, = AO = QAF a\/

Rysunek 34:

Ry = OF = 1AF = “\6/3. Ponadto |; = DA = a oraz
ly = DF = af

Stosunek pol povvlerzchni bocznych wynosi

P1 7TR1Z1 a2 3 CL2 4

FQIWRQZQZS'ZL_\/g’
natomiast stosunek objetosci stozkow

Vi Ry ? 36 4

Vo  Ry?2 9 1
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Zadanie 23. Stozek o wysokosci h wpisano w kule. Ob-
licz objetosc¢ kuli wiedzac, ze jest ona cztery razy wicksza
od objetosci stozka.

klik] [Przyjmijmy, ze stozek o wysokosci A i promieniu
podstawy R jest wpisany w kule o promieniu r. Przekrdj
osiowy tak uzyskanej bryly przedstawiamy na rysunku
34. Ze wzorow na objetos¢ kuli i stozka przy przyjetych

Rysunek 35:

oznaczeniach z warunku zadania wynika réwnoéé 2mr? =

3
4 - %WRQ - h czyli

= R*h .
W tréjkacie prostokatnym ADO (rys. 34) R* = r*—(h—
)% czyli R? = 2hr — h?, co po podstawieniu do réwnania
wezesnie] uzyskanego z warunku zadania daje rownanie

trzeciego stopnia na niewiadoma r w zaleznosci od statej
h, mianowicie

o2 r k=0 .
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Rozwiazujac ostatnie rownanie tatwo zauwazy¢, ze h jest
jednym z pierwiastkéw rownania (geometrycznie odpo-
wiada to sytuacji,gdy podstawa stozka jest wielkim kotem
- inacze] méwiac stozek owysokosci h jest wpisany w pol-
kule o promieniu 7). Tak wicc r = h lub r24+hr —h? = 0.
Rownanie to ma dwa pierwiaski algebraiczne, ktorego
ujemny nie spetnia warunkow geometrycznych zadania
(promien kuli winien by¢ dodatni) natomiast dodatni

r:‘/g_l-h .

pierwiastek wynosi
Jak tatwo sprawdzi¢ (‘/52_1)3 = /5 — 2 zatem odpowie-
dzig w zadaniu jest objetosc

4 4
Vo= 37rh3 lub V = Bw(\/é—z)h?’ .
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Zadanie 24. Wykazaé, ze stosunek objetosci stozka do
objetosci wpisanej wen kuli jest réwny stosunkowi pola
catkowitej powierzchni stozka do pola powierzchni kuli.

klik] [Przyjmujac oznaczenia jak na rysunku 35 mamy
wykazaé, ze

sTR?-h  mR(R+1)

%77“3 Amrr?

czyli
Rh = Rr+1Ir .

Zauwazmy, ze iloczyn Rh rowny jest polu trojkata ABC,

Rysunek 36:

iloczyn Rr polu trojkata ABO, natomiast iloczyn [r su-
mie pol trojkatéow ACO i BC'O. Poniewaz

poleABC' = poleABO + 2 - poleACO

wiec zadana réownosé jest prawdziwa, a to oznacza, ze
wymagana proporcja tez jest prawdziwa. |
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Zadanie 25. Znajdz objetos¢ walca opisanego na oSmio-
scianie foremnym o krawedzi a w ten sposob, ze dwie
przeciwlegte Sciany danego osmioscianu sg trojkatami wpi-
sanymi w podstawy walca.

[klik] [Promien r podstawy walca jest promieniem okre-
gu opisanego na trojkacie rownobocznym o boku a(rys.
36) a wigc r = “})/g (patrz a = rv/3, wicc r = 5= aé/g)
Wysokosé h walca rowna jest odleglosci Scian przeciwle-

Rysunek 37:

glych osmioscianu foremnego czyli Srednicy kuli wpisane;
w ten o$mioscian, tj. h = ‘“3/6. [klik]* [Poréwnaj zadanie
18 7z rozdzialu 2-go| Zatem

7Ta3\/6

V = mr*h = .
mwr 9
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Zadanie 26. W kat trojscienny o katach ptaskich row-
nych a wpisano dwie kule wzajemnie styczne. Znajdz sto-
sunek promieni tych kul.

klik] [Kule te mozemy przyjac¢ jako wpisane w prawi-
dlowe ostrostupy trojkatne A1 B1C1S 1 ABC'S styczne w
punkcie Op a ich $rodki znajdujg sie na prostej SO pro-
stopadlej do plaszezyzny trojkata ABC (rys.37) Jesli K

Rysunek 38:

jest Srodkiem kuli wpisanej w ostrostup ABC'S, to KD
jest dwusieczna kata ODS' i z twierdzenia o dwusieczne;
kata wewnetrznego w trojkacie ODS mamy

SK SD

KO — DO
W tréjkacie rownoramiennym ABC, OD = %AD =

BEVS stad BC' = 24/3DO .

Z kolei z trojkata BDS wyliczamy SD = BDctg 5 =
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DOV3 ctg 5 . Tak wige stosunek
SK o
= = tg— .
X0 V3 ctg 5

Ostrostupy ABCS 1 A1 B1C1.S sg podobne, wiec stosu-
nek promieni kul wpisanych w te ostrostupy réwny jest
stosunkowi wysokosci tych ostrostupéw, tzn.

R SO SK+KO 2541

T_TQ_SK—KO_%—

Znajac wezesnie] wyliczona wartosé stosunku f{—g , po

podstawieniu przeliczamy, ze

R \/§ctg%+1 B ctg3‘+jg _ ctg§ 4 ctg60°  sin(60° + §)

ro \/gctg% —1 Ctgg—\}g B ctg§ —ctg60°  sin(60° — 5

[klik]? [Zauwaz na koniec, Ze wyrazenie ostatnie zawsze
ma sens, tzn. % jest dodatnie, gdyz a € (0,120°) aby
trzy Sciany o katach o mogly tworzy¢ naroze ! | |
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4 Test

ZADANIA

Zadanie 27. Dane sg dwie réwnolegte plaszczyzny oy i
0y oddalone o a. Jaka figure tworzg punkty X takie, ze
w jednoktadnosci J%, gdzie s > 1, obrazem ptaszczyzny
01 jest plaszczyzna os.

[klik] [Odpowiedz: Szukang figura jest plaszezyzna row-

nolegta do danych ptaszczyzn oddalona od ptaszczyzny
a

o1 0 d = %5 1 potozona w stosunku do o9 po przeciw-
nej stronie plaszczyzny oy (patrz s > 1). [klik]? [Istotnie,
biorac przekréj ptaszezyzng prostopadia do danych ptasz-
czyzn widzimy, ze dowolny punkt X spetniajacy warunki
zadania - na prostej prostopadiej do mq i mo (Rys. 38)
- jest z definicji jednoktadnosci jednoznacznie okreslony
, . =2 pep— ..
rownaniem X () = s-X P, co uwzgledniajac uporzadko-

o

i
|

fk
4

| /

X

Rysunek 39:

atd
d

= sistad juz d = %=

wanie punktow X, P, () daje o=

]
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Zadanie 28. Znajdz zbior wszystkich punktéw prze-
strzeni rowno oddalonych od wierzchotkéw danego troj-
kata.

klik] [OdpowiedZ: Prosta prostopadia do plaszczyzny
trojkata przechodzaca przez srodek okregu opisanego na
tym trojkacie. |
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Zadanie 29. Znajdz zbior wszystkich punktéw prze-
strzeni rowno oddalonych od bokéw danego trojkata.

[klik] [OdpowiedZ: Prosta prostopadia do plaszczyzny
trojkata przechodzaca przez srodek okregu wpisanego w
ten trojkat. |
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Zadanie 30. Jedna z przyprostokatnych trojkata pro-
stokatnego réwnoramiennego lezy w plaszczyznie o, a
druga tworzy z plaszczyzng o kat o = 7 Znajdz mia-
re kata jaki tworzy przeciwprostokatna tego tréjkata z
plaszczyzng o.

[klik] [OdpowiedZ: 3 = T (rys. 39) . [klik]? [Przyjmij-

T
6

Rysunek 40:

my, ze przyprostokatne trojkata prostokatnego réwnora-
miennego ABC' o kacie prostym C' majg diugos¢ a oraz,
ze BC' lezy w plaszezyznie o. Jesli A’ jest rzutem prosto-

Rysunek 41:

katnym wierzcholka A na plaszezyzne o, to AB = av/2,
a

AA" = asinf = 5 1w trojkacie prostokatnym AA'B

maimy sinﬁz\%:a\/g:%.Sthﬁ =% .]]
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Zadanie 31. Oblicz objetos¢ V' czworoscianu ABC'D
majac dhugosé d krawedzi AB oraz pole S rzutu czworo-
Scianu na plaszczyzne prostopadta do prostej AB.

klik] [Odpowiedz: V' = £Sd (rys. 40) [klik]* [Popro-

Rysunek 42:

wadzmy przez wierzcholek A czworoscianu ABC'D plasz-
czyzne « prostopadia do krawedzi AB, a przez punkty
C'1 D poprowadzmy proste réwnolegte do prostej] AB az
do przeciecia z plaszezyzna o w punktach C' i D', Rzu-
tem prostokatnym czworoscianu ABC'D na plaszczyzne
« jest trojkat AC' D' (patrz rys. 40).

1) pr.DD" || pr.AB  wige pr.DD' || pt.ABC.
Czworosciany ABC'D i ABC D' maja te samg pod-
stawg ABC' i wobec 1) réwne wysokosci, zatem

obj, ABCD = obj.ABCD'" .
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Rysunek 43:

Analogicznie

2) pr.CC" || pr. AB  wiec pr.CC" || pt.ABD'.
Czworosciany ABC D" i ABC'D’ majg te samg pod-
stawe ABD’ i wobec 2) réwne wysokosci, zatem

obj. ABCD" = obj. ABC'D" .

Poniewaz pr.AB L o wiec obj, ABC'D" = %(poleAC”D’)-
AB = %Sd . Ostatecznie

1
V= -Sd .
3

|

Zadanie 32. Wykaz, ze dla kazdego wieloscianu opisa-
nego na kuli o promieniu R stosunek objetosci wieloscia-

53



nu do jego pola powierzchni jest wielkoscig stalg i rowna
R

3"

o4



Zadanie 33. Oblicz dlugosé¢ promienia podstawy walca

wiedzac, ze objetosé walca jest réwna 57 em?, a pole jego

powierzchni catkowitej réwna sie 137 em?.

klik| (Odpowiedz: R =2 cm lub R = VILZ2 oy Iys.
2

41) . [klik]* |Zapiszmy wzory na objeto$¢ walca i pole

Rysunek 44:

jego powierzchni catkowite]
V=7R*H i S =2tR-H + 2-1R?

(Rys. 41) Z pierwszego rownania wyliczamy wysoko$é

EEE
‘ | | U=brem?

| e
P ~|

Rysunek 45:

H = %, co po podstawieniu do drugiego i prostym

przeksztalceniu daje 2m R? — SR+2V = 0 . Uwzglednia-
jac dane V = 51 em? 1S = 137 em? z zadania mamy
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rownanie trzeciego stopnia z niewiadoma R (wyrazong w
centymetrach)

2R —13R+10 = 0 .

Jednym z jego pierwiastkow jest liczba 2, a dodatni pier-

wiastek réwnania 2R* + 4R — 5 = 0 to \/%_2 . Stad

odpowiedz R =2 cm lub R = \/1_;1_2 cm. | |
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