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1. Najmocniejsze twierdzenie geometrii

Je»eli w ramiona k¡ta wpiszemy okr¡g, to odcinki ª¡cz¡ce wierzchoªek z punktami styczno±ci
s¡ przystaj¡ce (rys.1). �aaa �

Rysunek 1

Dowód. Styczna jest prostopadªa do promienia okr¦gu, IB = IC = r, przeciwprostok¡tna
IA wspólna, zatem trójk¡ty prostok¡tne ABI i ACI s¡ przystaj¡ce. St¡d AB = AC.

Uwaga 1. Punkt P le»y na dwusiecznej k¡ta wtedy i tylko wtedy gdy jest jednakowo odlegªy
od ramion tego k¡ta.
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Niech w trójk¡cie ABC BC = a, CA = b, AB = c oraz promie« okr¦gu wpisanego w ten
trójk¡t wynosi r. Wtedy pole S trójk¡ta ABC wynosi

S =
1

2
ar +

1

2
br +

1

2
cr =

1

2
(a+ b+ c)r = sr,

gdzie parametr s = 1
2
(a+ b+ c) jest poªow¡ obwodu trójk¡ta. Tak wi¦c mo»emy napisa¢ wzór

na promie« okr¦gu wpisanego w trójk¡t o polu S jako

r =
S

s
.

Rysunek 2

Ponadto (rys.2) 2x+2y+2z = a+ b+c, czyli x+y+z = 1
2
(a+ b+c) = s. Tak wi¦c odlegªo±¢

wierzchoªka A od punktu styczno±ci okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABC wynosi

AD = x = s− (y + z) = s− a.

Wniosek 1. Pole trójk¡ta opisanego na okr¦gu jest równe poªowie obwodu razy promie« tego
okr¦gu.
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�wiczenie 1. Sprawd¹, »e tak jest dla ka»dego wielok¡ta opisanego na okr¦gu.

[Wskazówka] [Poª¡cz wierzchoªki wielok¡ta ze ±rodkiem okr¦gu wpisanego dziel¡c tym samym
�gur¦ na trójk¡ty, których podstawami s¡ boki wielok¡ta a wysoko±ciami opuszczonymi na te
podstawy odpowiednie promienie okr¦gu].
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Definicja 1. Okr¡g styczny do jednego z boków trójk¡ta i przedªu»e« dwu pozostaªych boków
nazywamy okr¦giem "dopisanym"do trójk¡ta.

Pytanie. Ile jest takich okr¦gów?

Korzystaj¡c z Uwagi 1 widzimy, »e ±rodek okr¦gu "dopisanego" do trójk¡ta le»y na prze-
ci¦ciu dwusiecznych dwu k¡tów zewn¦trznych trójk¡ta i dwusiecznej k¡ta wewn¦trznego przy
przeciwlegªym wierzchoªku(dlaczego?). [Wskazówka] [Odlegªo±ci ±rodka okr¦gu dopisanego od
wybranego boku i przedªu»e« pozostaªych dwu boków trójk¡ta powinny by¢ takie same.]
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Twierdzenie 1. Niech ra, rb, rc b¦d¡ promieniami trzech okr¦gów "dopisanych" do trójk¡ta
ABC o polu S(rys.3).Wtedy

ra =
S

s− a
, rb =

S

s− b
, rc =

S

s− c
.

Rysunek 3
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Dowód. Oznaczmy przez [F ] pole �gury F i niech Ia b¦dzie ±rodkiem okr¦gu dopisanego do
trójk¡ta stycznego do boku o dªugo±ci a (rys.3). Wtedy

S = [ABIa] + [ACIa]− [BCIa] =

=
1

2
cra +

1

2
bra −

1

2
ara =

1

2
(c+ b− a)ra =

=
1

2
(a+ b+ c− 2a)ra = (s− a)ra.

St¡d ra =
S

s−a
. Analogicznie dowodzimy, »e rb =

S
s−b

i rc = S
s−c

.

[Wskazówka] [Zauwa», »e dwusieczne k¡ta wewn¦trznego i zewn¦trznego trójk¡ta poprowa-
dzone z tego samego wierzchoªka trójk¡ta s¡ do siebie prostopadªe. Wynika st¡d natychmiast
i» wysoko±ci trójk¡ta IaIbIc zawieraj¡ si¦ w dwusiecznych odpowiednich k¡tów wewn¦trznych
trójk¡ta ABC - a co za tym idzie - ±rodek I okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABC pokrywa si¦ ze
±rodkiem ortycznym trójk¡ta IaIbIc (rys.3).]
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2. Promie« okr¦gu opisanego na trójk¡cie

Twierdzenie 2. Je»eli w trójk¡cie ABC a, b i c s¡ dªugo±ciami jego boków natomiast R
jest promieniem okr¦gu opisanego na tym trójk¡cie, to zachodzi zwi¡zek

R =
abc

4S
,

gdzie S oznacza pole rozwa»anego trójk¡ta.

Rysunek 4

Dowód. K¡t ±rodkowy BOC jest dwa razy wi¦kszy od k¡ta wpisanego BAC opartego na tym
samym ªuku(rys.4). W trójk¡cie równoramiennym BOC wysoko±¢ OD zawiera si¦ w dwusiecz-
nej k¡ta BOC wi¦c sinα = a

2R
. Z drugiej strony w trójk¡cie ABC sinα = hc

b
, gdzie hc jest

wysoko±ci¡ opuszczon¡ z wierzchoªka C na bok AB. Porównuj¡c strony prawe w ostatnich dwu
równo±ciach mamy a

2R
= hc

b
czyli R = ab

2hc
. Wobec wzoru S = c

2
· hc wyliczamy, »e 1

2hc
= c

4S
. Po

podstawieniu ostatniego zwi¡zku do wzoru na R ostatecznie dostajemy

R =
abc

4S
,

co ko«czy dowód twierdzenia.
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Uwaga 2. Na lekcjach geometrii poznali±cie wzór Herona

S =
√

s(s− a)(s− b)(s− c)

na pole S trójk¡ta w zale»no±ci od dªugo±ci a, b, c jego boków.

Teraz przez wymno»enie i redukcj¦ ªatwo sprawdzi¢, »e

s(s− b)(s− c) + s(s− a)(s− c) + s(s− a)(s− b)− (s− a)(s− b)(s− c) = abc.

Zatem

S · 4R = abc = s(s− b)(s− c) + s(s− a)(s− c) + s(s− a)(s− b)− (s− a)(s− b)(s− c) =

=
S2

s− a
+

S2

s− b
+

S2

s− c
− S2

s
= S(ra + rb + rc − r)

sk¡d po wykasowaniu pola S otrzymujemy pi¦kny wzór wi¡»¡cy rozwa»ane pi¦¢ promieni -
mianowicie

4R = (ra + rb + rc − r).
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3. Zadania

Zadanie 1. Wykaza¢, »e 1
ra

+ 1
rb
+ 1

rc
= 1

r
.
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Zadanie 2. Wykaza¢, »e dªugo±ci stycznych poprowadzonych z wierzchoªka A trójk¡ta ABC

do punktów styczno±ci okr¦gu wpisanego i trzech okr¦gów dopisanych do tego trójk¡ta wynosz¡
odpowiednio:

s− a, s, s− b, s− c.

[Wskazówka] [Wcze±niej wykazali±my ju», »e dªugo±¢ odcinka stycznej poprowadzonej z wierz-
choªka A do punktu styczno±ci z okr¦giem wpisanym wynosi s−a. Wzboga¢my zatem rysunek 3
o kolejne punkty styczno±ci prostych zawieraj¡cych boki trójk¡ta z trzema okr¦gami dopisanymi
do trójk¡ta (rys.5). Teraz na przykªad dla okr¦gu o ±rodku Ia mamy

Rysunek 5

BE = BD, DC = CF i AE = AF.

Zatem
2 · AE = AE + AF = (AB + BD) + (AC +DC) = a+ b+ c,

czyli

AE =
a+ b+ c

2
= s.

Startuj¡c z wierzchoªka B wzgl¦dnie C wykazujemy analogicznie i» BL = s oraz CH = s.

St¡d ju» ªatwo zauwa»y¢ pozostaªe zale»no±ci. I tak

AG = AH = CH − AC = s− b

oraz
AK = AL. = BL − AB = s− c.
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Zadanie zostaªo wi¦c rozwi¡zane.]
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Zadanie 3. Przez dany punkt A poprowadzi¢ prost¡ odcinaj¡c¡ od danego k¡ta trójk¡t o
danym obwodzie.

[Wskazówka] [Zauwa», »e maj¡c dany obwód, mo»esz skonstruowa¢ okr¡g dopisany do trój-
k¡ta styczny do boku przeciwlegªego wierzchoªkowi zadanego k¡ta (porównaj zadanie 2). Teraz
zadanie sprowadza si¦ do poprowadzenia przez punkt A prostej stycznej do wspomnianego
okr¦gu (ile takich prostych jest?, - i przy jakich zaªo»eniach?).]

Uwaga 3. Rozwa»my na pªaszczy¹nie cztery proste w poªo»eniu ogólnym.

(a) (b)

Rysunek 6

[Wskazówka] [Proste znajduj¡ si¦ w poªo»eniu ogólnym, je±li »adne trzy nie nale»¡ do jednego
p¦ku]. Proste te wyznaczaj¡ dwa rodzaje czworok¡tów: czworok¡t wypukªy ABCD (rys 6a) oraz
czworok¡t wkl¦sªy (rys6b). Ponadto proste te dziel¡ pªaszczyzn¦ na 11 obszarów, z których dwa
s¡ czworok¡tne - jeden ograniczony, drugi nieograniczony. Je»eli istnieje okr¡g zawarty w nie-
ograniczonej czworok¡tnej cz¦±ci i styczny do wszystkich czterech prostych, to mówimy, »e do
czworok¡ta ABCD mo»na dopisa¢ okr¡g.

Dla ustalenia uwagi oznaczmy wierzchoªki czworok¡ta (wypukªego lub wkl¦sªego) tak, jak po-
kazano na rysunkach 6a,6b, tzn. przyjmujemy, »e punkt C jest wspólnym wierzchoªkiem dwóch
czworok¡tnych obszarów.

Na lekcjach geometrii poznali±cie twierdzenie W czworok¡t mo»na wpisa¢ okr¡g wtedy i tylko
wtedy, gdy sumy dªugo±ci przeciwlegªych boków s¡ równe.
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Zadanie 4. Udowodni¢, »e do czworok¡ta ABCD (niezale»nie od tego, czy jest on wypukªy,
czy wkl¦sªy) mo»na dopisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) AB + BC = AD + DC.

[Wskazówka] [Dowód w obydwu przypadkach, tzn. czworok¡ta wypukªego lub wkl¦sªego jest
podobny, poprowadzimy go na przykªadzie czworok¡ta wkl¦sªego (rys.6b), drugi przypadek
czworok¡ta wypukªego pozostawiamy czytelnikowi do uzupeªnienia. Dowód (w prawo). Za-
ªó»my zatem,»e istnieje okr¡g dopisany do czworok¡ta wkl¦sªego ABCD styczny do prostych
AB, AD, CB, CD odpowiednio w punktach E, F, G, H (rys.7). Okr¡g ten jest wpisany

Rysunek 7

w ramiona k¡tów o wierzchoªkach C, B, D i A. Skoro CG = CH, to dowodzona równo±¢
(1) sprowadza si¦ do wykazania, »e AB + BG = AD + DH. Jednak»e BG = BE oraz
DH = DF, wi¦c wystarczy wykaza¢, »e AB + BE = AD + DF. Ostatnia równo±¢ jest
równowa»na warunkowi AE = AF, który jest speªniony jako, »e odcinki ª¡cz¡ce wierzchoªek
A z punktami styczno±ci okr¦gu wpisanego w ramiona k¡ta EAF s¡ przystaj¡ce.
Dowód (w lewo). Zªó»my, »e w czworok¡cie wkl¦sªym ABCD zachodzi równo±¢ (1). Na prostej
AB obieramy taki punkt E, »e BC = BE oraz punkt B le»y pomi¦dzy punktami A i E
(rys.8). Analogicznie na prostej AD znajdujemy taki punkt F, »e CD = DF oraz punkt D
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Rysunek 8

le»y pomi¦dzy punktami A i F. Wówczas z równo±ci (1) wynika, »e AE = AF. W ten sposób
otrzymali±my trzy trójk¡ty równoramienne CBE, CDF oraz EAF. Pami¦tamy, »e w trójk¡cie
równoramiennym dwusieczna k¡ta wierzchoªkowego jest jednocze±nie symetraln¡ podstawy tego
trójk¡ta. Zatem dwusieczne k¡tów CBE, CDF oraz EAF s¡ zarazem symetralnymi odcinków
CE, CF oraz EF. Symetralne trzech boków trójk¡ta ECF przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie
- oznaczmy go przez I. Jak zauwa»yli±my wy»ej punkt ten le»y jednocze±nie na dwusiecznych
k¡tów CBE, CDF oraz EAF wi¦c odlegªo±ci jego od prostych AB, AD, CB, CD s¡ równe.
Istnieje zatem okr¡g o ±rodku I styczny do wszystkich tych czterech prostych. Poniewa» punkt
I znajduje si¦ w nieograniczonej cz¦±ci czworok¡tnej, wi¦c jest on ±rodkiem okr¦gu dopisanego
do czworok¡ta ABCD.]
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Zadanie 5. ABCD jest czworok¡tem wypukªym. Okr¦gi wpisane w trójk¡ty ABC i ADC s¡
styczne do AC odpowiednio w punktach P i R. Wykaza¢, »e w czworok¡t ABCD mo»na wpisa¢
okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy P = R.
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Zadanie 6. Dany jest czworok¡t wypukªy ABCD. Wykaza¢, »e je»eli okr¦gi wpisane w trój-
k¡ty ABC i ADC s¡ styczne, to i okr¦gi wpisane w trójk¡ty BCD i BAD s¡ styczne.

[Wskazówka] [Wskazówka. Skorzystaj z Zadania 5].
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4. K¡ty w okr¦gu

K¡ty wpisane w dany okr¡g s¡ przystaj¡ce wtedy i tylko wtedy, gdy s¡ oparte na przystaj¡cych
ªukach.

Istotnie, je±li k¡t ±rodkowy okr¦gu o promieniu r ma miar¦ wyra»on¡ w radianach równ¡ α,

to dªugo±¢ d ªuku na którym jest oparty ten k¡t ±rodkowy wynosi

d = α · r,
czyli k¡ty ±rodkowe danego okr¦gu s¡ przystaj¡ce wtedy i tylko wtedy, gdy s¡ oparte na ªukach
przystaj¡cych. K¡t wpisany z kolei ma miar¦ równ¡ poªowie k¡ta ±rodkowego opartego na tym
samym ªuku - st¡d k¡ty wpisane w dany okr¡g s¡ przystaj¡ce wtedy i tylko wtedy, gdy s¡
oparte na przystaj¡cych ªukach.

Uwaga 4. Je»eli dane zadanie, rozwa»any problem nie zale»y od przyj¦tej jednostki (tak jest
dla miar k¡tów w ustalonym okr¦gu - patrz α = d

r
), to bardzo wygodnym jest mierzenie k¡tów,

ich porównywanie, wªa±nie dªugo±ci¡ ªuków.
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Przykªad 1. Dwie ci¦ciwy AB i CD okr¦gu (celowo pomijamy dªugo±¢ promienia tego
okr¦gu) przecinaj¡ si¦ w punkcie P wewn¡trz tego okr¦gu. Wtedy k¡t APC mierzy si¦ poªow¡
sumy ªuków AC (do którego nie nale»y punkt B) i BD (do którego nie nale»y punkt A) (rys.9).

Rysunek 9

Istotnie, je±li poª¡czymy punkty A i D ci¦ciw¡, to k¡t APC jako zewn¦trzny trójk¡ta APD

jest równy sumie k¡tów wewn¦trznych do niego nieprzylegªych. K¡t PDA mierzy si¦ poªow¡
ªuku AC (jako równy wpisanemu ADC), natomiast k¡t PAD poªow¡ ªuku BD (na potrzeby
niniejszego kursu ªuk b¦dziemy oznacza¢ symbolem ⌣). Zatem k¡t APC mo»emy mierzy¢
±redni¡ arytmetyczn¡

1

2
(⌣AC +⌣BD).

W szczególno±ci ∡APC jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy ⌣AC +⌣BD jest póªokr¦giem.
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Proponuj¦ zrobi¢ proste ¢wiczenie.

�wiczenie 2. Je±li ±rednica okr¦gu poªowi ci¦ciw¦ nie przechodz¡c¡ przez ±rodek okr¦gu,
to jest do« prostopadªa; odwrotnie, je±li ±rednica okr¦gu jest prostopadªa do ci¦ciwy nie b¦d¡cej
±rednic¡, to j¡ poªowi.
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Twierdzenie 3. Je»eli w trójk¡cie ABC bok AB jest ró»ny od boku BC, to dwusieczna
k¡ta przy wierzchoªku B przecina symetraln¡ boku AC w punkcie nale»¡cym do okr¦gu opisanego
na trójk¡cie ABC (rys.10).

Rysunek 10

Dowód. Wystarczy zauwa»y¢, »e zarówno symetralna boku AC (która jest zarazem ±rednic¡
okr¦gu) jak i dwusieczna k¡ta ABC dziel¡ ªuk AC okr¦gu na poªowy. Zatem ±rodek P ªuku
AC le»y na jednej i drugiej.
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Przykªad 2. Dwie ci¦ciwy okr¦gu s¡ równolegªe wtedy i tylko wtedy, gdy odcinaj¡ przysta-
j¡ce ªuki zawarte pomi¦dzy nimi (rys.11), tzn.

AB ‖ CD wtedy i tylko wtedy, gdy ⌣AC ≡ ⌣DB.

Rysunek 11

Istotnie, je±li proste AB i CD przetniemy trzeci¡ prost¡ AD, to proste AB i CD s¡ równolegªe
wtedy i tylko wtedy, gdy k¡ty naprzemianlegªe wewn¦trzne BAD i ADC s¡ przystaj¡ce. K¡ty
te jako wpisane w okr¡g s¡ przystaj¡ce wtedy i tylko wtedy, gdy przystaj¡cymi s¡ ªuki AC i
DB. W konsekwencji, na przykªad, na trapezie mo»na opisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy
trapez jest równoramienny. Istotnie, je±li czworok¡t ABCD jest wpisany w okr¡g, to odcinek
AB jest równolegªy do odcinka CD wtedy i tylko wtedy, gdy przystaj¡cymi s¡ ªuki: AD (do
którego nie nale»y punkt B) i BC (do którego nie nale»y punkt A). Z kolei przystaj¡ce ªuki
wyznaczaj¡ przystaj¡ce ci¦ciwy.
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5. Zadania

Zadanie 7. Dwa czworok¡ty o bokach odpowiednio równolegªych s¡ wpisane w ten sam okr¡g.
Wyka», »e przek¡tne jednego z tych czworok¡tów s¡ równe odpowiednim przek¡tnym drugiego
czworok¡ta.

[Wskazówka] [K¡ty ABC i A′B′C ′ s¡ przystaj¡ce, gdy» maj¡ parami równolegªe odpowiednie
ramiona. St¡d ªuki ADC i A′D′C ′ s¡ przystaj¡ce, a wi¦c odcinaj¡ przystaj¡ce ci¦ciwy (rys.12).]

Rysunek 12
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Zadanie 8. Prosta AD jest styczna do okr¦gu opisanego na trójk¡cie ABC. K¡t ABC jest
wpisany w ten okr¡g, oparty na ªuku zawartym w k¡cie CAD. Wyka», »e k¡ty ABC i CAD s¡
przystaj¡ce.

[Wskazówka] [Poprowad¹my w okr¦gu ±rednic¦ AE i oznaczmy dla przejrzysto±ci zapisu k¡ty
CAD, ABC i CAE odpowiednio przez α, β i γ (rys.13). Z zaªo»enia styczna AD jest prosto-

Rysunek 13

padªa do ±rednicy AE, wi¦c α∪ γ jest k¡tem prostym. Suma ªuków AC i CE jest póªokr¦giem,
wi¦c suma k¡tów wpisanych opartych na tych ªukach, czyli β ∪ γ, jest te» k¡tem prostym.
Okazaªo si¦, »e ka»dy z k¡tów α i β dopeªnia k¡t γ do k¡ta prostego. St¡d α ≡ β.] ]
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Zadanie 9. Trójk¡ty ostrok¡tne ABC i PQR s¡ wpisane w ten sam okr¡g. Wyka», »e proste
AP, BQ, CR zawieraj¡ wysoko±ci trójk¡ta ABC wtedy i tylko wtedy, gdy zawieraj¡ dwusieczne
k¡tów wewn¦trznych trójk¡ta PQR.

[Wskazówka] [Dowód (w lewo).Zaªó»my zatem, »e proste AP, BQ, CR zawieraj¡ dwusieczne
k¡tów wewn¦trznych trójk¡ta PQR. Wtedy nast¦puj¡ce ªuki s¡ parami przystaj¡ce(rys.14)

Rysunek 14

⌣QA ≡ ⌣AR oznaczmy ka»dy z nich przez x,

⌣RB ≡ ⌣BP oznaczmy ka»dy z nich przez y,

⌣PC ≡ ⌣CQ oznaczmy ka»dy z nich przez z,

zatem x ∪ y ∪ z jest póªokr¦giem. Teraz, na przykªad, CR jest prostopadªe do AB gdy» suma

ªuków RB i CA (zawieraj¡cego Q) jest póªokr¦giem. Analogicznie wykazujemy, »e BQ ⊥ AC

oraz AP ⊥ BC. Dowód (w prawo).Niech proste AP, BQ, CR zawieraj¡ wysoko±ci trójk¡ta

ABC. Wystarczy wykaza¢ przystawanie ªuków (rys.15);

⌣QA ≡ ⌣AR, ⌣RB ≡ ⌣BP, ⌣PC ≡ ⌣CQ.

I tak, suma ªuków RB i CQA jest póªokr¦giem, gdy» CR ⊥ AB oraz suma ªuków BP i CQA
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Rysunek 15

jest równie» póªokr¦giem, gdy» AP ⊥ BC. St¡d ⌣RB ≡ ⌣BP. Analogicznie wykazujemy
pozostaªe dwa warunki tzn., »e ⌣QA ≡ ⌣AR, i ⌣PC ≡ ⌣CQ.] ]
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Zadanie 10. Punkt I jest ±rodkiem okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABC. Prosta AI przecina
okr¡g opisany na ABC w punkcie D. Wykaza¢, »e DB = DI.

[Wskazówka] [Wystarczy wykaza¢, »e trójk¡t BDI jest równoramienny którego wierzchoªkiem
jest punkt D, tzn., »e k¡ty DBI i DIB s¡ przystaj¡ce (rys.16). Oznaczmy tym razem przez α

Rysunek 16

i β miary k¡tów wewn¦trznych trójk¡ta ABC odpowiednio przy wierzchoªku A i B. Jak wiemy,
±rodek I okr¦gu wpisanego le»y na przeci¦ciu dwusiecznych k¡tów wewn¦trznych trójk¡ta. Na
ªuku CD opieraj¡ si¦ przystaj¡ce k¡ty wpisane CAD i CBD o mierze α

2
. K¡t DBI ma zatem

miar¦ równ¡ α
2
+ beta

2
. Z kolei miara k¡ta DIB jako zewn¦trznego w trójk¡cie AIB równa si¦

sumie miar k¡tów wewn¦trznych do niego nieprzylegªych, czyli te» α
2
+ beta

2
. St¡d DB = DI.]
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Zadanie 11. Punkty A i B nale»¡ do okr¦gu o. Znale¹¢ zbiór ±rodków okr¦gów wpisanych w
takie trójk¡ty ABP, »e P nale»y do okr¦gu o.

[Wskazówka] [�rodek I okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABP le»y na dwusiecznej k¡ta APB.

Dwusieczna ta i symetralna boku AB przecinaj¡ si¦ w punkcie D nale»¡cym do okr¦gu o (patrz
tw. 3 ). Wobec zadania 10

DA = DI = DB.

Prowadzimy zatem symetraln¡ odcinka AB, która wyznacza zarazem ±rednic¦ DD′ okr¦gu o

Rysunek 17

(patrz przykªad 2 ). Z punktów D i D′ zakre±lamy ªuki okr¦gów odpowiednio o promieniu DA i
D′A. Suma ªuków tych okr¦gów zawarta we wn¦trzu okr¦gu o stanowi zbiór szukanych punktów
(rys.17).]
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Zadanie 12. Wpisa¢ w dany okr¡g o trójk¡t ABC maj¡c dane punkty A i B oraz promie«
r okr¦gu wpisanego w ten trójk¡t.

[Wskazówka] [[Wsk. Przy zadanym boku AB ogóª ±rodków okr¦gów wpisanych w trójk¡ty
ABC, gdzie C ∈ o zostaª znaleziony w zadaniu 11. Maj¡c dany promie« r okr¦gu wpisanego
wyznaczamy ogóª punktów odlegªych od prostej AB o r (dwie proste równolegªe).Przekrój tych
dwóch zbiorów daje ±rodki okr¦gów wpisanych w szukane trójk¡ty. Póªprosta o pocz¡tku w
punkcie D i przechodz¡ca przez I w przeci¦ciu z okr¦giem o wyznacza trzeci wierzchoªek C

trójk¡ta. Rozwa»y¢ wszystkie przypadki, tzn. przy jakich zaªo»eniach otrzymujemy:

� cztery trójk¡ty,
� trzy trójk¡ty,
� dwa trójk¡ty,
� jeden trójk¡t,
� brak rozwi¡zania.

Rysunek 18

Na rysunku 18 przedstawiono przypadek trzeci.]]
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6. �uki Talesa, czworok¡ty wpisywalne w okr¡g

Ci¦ciw¦ okr¦gu wida¢ pod tym samym k¡tem z ka»dego punktu jednego ªuku odci¦tego t¡
ci¦ciw¡
Na wst¦pie opiszemy konstrukcj¦ takich ªuków.

�wiczenie 3. Dane s¡ dwa ró»ne punkty A i B, oraz k¡t α. Skonstruowa¢ zbiór punktów,
z których odcinek AB wida¢ pod k¡tem α.

Przy jednym z ko«ców odcinkaAB (np.A) odkªadamy k¡tBAD równy k¡towi α i wystawiamy
z punktu A prostopadª¡ do ramienia AD odªo»onego k¡ta. Symetralna odcinka AB przecina
prostopadª¡ w punkcie O1, który jest ±rodkiem okr¦gu o promieniu O1A zawieraj¡cym szukany
ªuk.
Istotnie, je±li przedªu»ymy odcinek AO1 do punktu P przeci¦cia z okr¦giem, to zarówno k¡t
APB jak i DAB dopeªniaj¡ k¡t BAP do k¡ta prostego a wi¦c s¡ równe (zauwa», »e k¡t PBA

jako wpisany oparty na póªokr¦gu jest prosty). Symetryczny do O1 wzgl¦dem prostej AB punkt
O2 jest ±rodkiem okr¦gu zawieraj¡cego symetryczny ªuk do wcze±niej uzyskanego. Suma tych
dwu ªuków jest szukanym zbiorem punktów (rys.19). We¹my dowoln¡ ci¦ciw¦ AC okr¦gu oraz

Rysunek 19

punkty B i D na okr¦gu le»¡ce po przeciwnych stronach ci¦ciwy (rys.20). �uki ADC i ABC

dopeªniaj¡ si¦ do peªnego okr¦gu zatem k¡ty wpisane ABC i ADC oparte na tych ªukach
dopeªniaj¡ si¦ do k¡ta póªpeªnego (tzn. dwu k¡tów prostych).
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Rysunek 20

Uwaga 5. Je»eli na czworok¡cie mo»na opisa¢ okr¡g, to sumy k¡tów wewn¦trznych przy
przeciwlegªych wierzchoªkach s¡ równe (dwu k¡tom prostym).

Równie» na odwrót, je±li sumy k¡tów wewn¦trznych czworok¡ta wypukªego przy przeciwle-
gªych wierzchoªkach s¡ równe, to na tym czworok¡cie mo»na opisa¢ okr¡g.
Istotnie, niech w czworok¡cie wypukªym ABCD sumy k¡tów wewn¦trznych przy przeciwlegªych
wierzchoªkach b¦d¡ równe. Skonstruujmy ªuki o tej wªasno±ci, »e z ka»dego punktu tego zbioru
wida¢ ci¦ciw¦ AC pod k¡tem ADC. Wtedy punkt D le»y na jednym z nich. Jednak»e, z ka»dego
punktu ªuku dopeªniaj¡cego ªuk ADC do okr¦gu wida¢ ci¦ciw¦ AC pod k¡tem ABC. Skoro
czworok¡t ABCD jest wypukªy, to D i C le»¡ na ªukach dopeªniaj¡cych tego samego okr¦gu -
wi¦c na czworok¡cie ABCD mo»na opisa¢ okr¡g. Wykazali±my twierdzenie



31

Twierdzenie 4. Na czworok¡cie mo»na opisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy sumy k¡tów
wewn¦trznych przy przeciwlegªych wierzchoªkach s¡ równe.
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7. Zadania

Zadanie 13. Dany jest okr¡g o i punkt P. Znale¹¢ zbiór ±rodków ci¦ciw, wyznaczonych na
okr¦gu o przez proste przechodz¡ce przez punkt P (rozwa»y¢ wszystkie przypadki).

[Wskazówka] [Zgodnie z ¢wiczeniem 1 ±rednica poªowi ci¦ciw¦ nie przechodz¡c¡ przez ±rodek
okr¦gu wtedy i tylko wtedy, gdy jest do niej prostopadªa.
Na rysunkach 21 a), b), c) przedstawiono mo»liwe przypadki gdy punkt P le»y;

• a)na zewn¡trz okr¦gu o,
• b)wewn¡trz okr¦gu o (co b¦dzie szukanym zbiorem gdy P = O ?),
• c)na okr¦gu o.

Zauwa» ponadto, »e k¡t prosty OMP opiera si¦ na ±rednicy OP okr¦gu OMP.]

(a) (b)

(c)

Rysunek 21
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Zadanie 14. Wykaza¢, »e na czworok¡cie mo»na opisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy je-
den z k¡tów wewn¦trznych czworok¡ta przystaje do k¡ta zewn¦trznego przy przeciwlegªym wierz-
choªku.

[Wskazówka] [Zauwa», »e zarówno k¡t wewn¦trzny ABC jak i k¡t zewn¦trzny EDC dopeª-
niaj¡ k¡t ADC do póªpeªnego wtedy i tylko wtedy, gdy na czworok¡cie ABCD mo»na opisa¢
okr¡g (rys.22). ]

Rysunek 22
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Zadanie 15. Wyka», »e obraz ortocentrum trójk¡ta ABC przy symetrii wzgl¦dem prostej
AB nale»y do okr¦gu opisanego na trójk¡cie ABC.

[Wskazówka] [Oznaczmy przez H punkt przeci¦cia wysoko±ci trójk¡ta ABC. Niech H ′ b¦dzie
punktem przeci¦cia prostej CH z okr¦giem opisanym na trójk¡cie ABC (rys.23) Wystarczy

Rysunek 23

wykaza¢, »e k¡ty AHB i AH ′B s¡ przystaj¡ce, wtedy bowiem ze wzgl¦du na prostopadªo±¢
prostych AB i CH ′ przystaj¡cymi b¦d¡ trójk¡ty AHB i AH ′B i w konsekwencji H ′ b¦dzie
obrazem ortocentrum H przy symetrii wzgl¦dem prostej AB.

Równo±¢ wspomnianych k¡tów wynika st¡d, »e zarówno k¡t AH ′B jak i k¡t wierzchoªkowy
równy k¡towi AHB dopeªniaj¡ k¡t ACB do k¡ta póªpeªnego (patrz na czworok¡cie AH ′BC

mo»na opisa¢ okr¡g).
Rozwa»y¢ pozostaªe przypadki, gdy trójk¡t ABC jest prostok¡tny lub rozwartok¡tny.]
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Zadanie 16. Punkt H jest ortocentrum trójk¡ta ABC. Wyka», »e okr¦gi opisane na trójk¡-
tach ABH, BCH i CAH s¡ przystaj¡ce.

[Wskazówka] [Niech H ′, H ′′, H ′′′ b¦d¡ obrazami ortocentrum H trójk¡ta ABC w symetrii
odpowiednio wzgl¦dem prostych AB, BC i CA (rys.24) Wobec zadania 3 le»¡ one na okr¦gu

Rysunek 24

opisanym na trójk¡cie ABC. Tak wi¦c trójk¡ty AH ′B, BH ′′C i CH ′′′A maj¡ ten sam okr¡g
opisany co trójk¡t ABC. Przystaj¡ce trójk¡ty ABH, BCH i CAH odpowiednio do trójk¡tów
AH ′B, BH ′′C i CH ′′′A maj¡ zatem przystaj¡ce do okr¦gu ABC okr¦gi opisane.]
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Zadanie 17. Punkty A i B nale»¡ do okr¦gu o. Znale¹¢ zbiór ortocentrów takich trójk¡tów
ABP, »e P nale»y do okr¦gu o.

[Wskazówka] [Symetria osiowa jest inwolucj¡ [Wskazówka]2 [Odwzorowanie f ró»ne od iden-
tyczno±ci, którego zªo»enie samego z sob¡ jest identyczno±ci¡ (tzn. f 6= id i f◦f = id) nazywamy
inwolucj¡. Inwolucjami na pªaszczy¹nie s¡: symetria osiowa, symetria ±rodkowa (póªobrót), in-
wersja wzgl¦dem okr¦gu] wi¦c je±li - wobec zadania 3 - obraz ortocentrum trójk¡ta ABP wzgl¦-
dem prostej AB le»y na ªuku AQB, to sam ortocentr Hp le»y na obrazie symetrycznym tego
ªuku wzgl¦dem AB. Podobnie ortocentrum trójk¡ta ABQ le»y na obrazie symetrycznym wzgl¦-
dem prostej AB ªuku APB okr¦gu o.

Szukany zbiór zaznaczono na czerwono na rysunku 25 - jest to okr¡g, który jest obrazem okr¦gu

Rysunek 25

o w symetrii wzgl¦dem prostej AB.]
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Zadanie 18. Trzy okr¦gi o równych promieniach przecinaj¡ si¦ w punkcie H. Wyka», »e
punkt H jest ortocentrum trójk¡ta, którego wierzchoªkami s¡ drugie punkty przeci¦cia tych okr¦-
gów.

[Wskazówka] [Oznaczmy drugie punkty przeci¦cia okr¦gów przez A, B, C. �uki okr¦gów
przystaj¡cych symetryczne odpowiednio wzgl¦dem wspólnej ci¦ciwy AH, wzgl¦dnie BH, czy
te» CH s¡ przystaj¡ce; zatem przystaj¡cymi s¡ odpowiednie k¡ty wpisane w te okr¦gi oparte na
przystaj¡cych ªukach jak zaznaczono na rysunku 26. Dla trójk¡ta ABC suma 2x+2y+2z jest

Rysunek 26

k¡tem póªpeªnym, wi¦c suma x+ y+ z jest k¡tem prostym. Tak wi¦c np. w trójk¡cie ADC k¡t
ADC jest prosty, gdy» dopeªnia sum¦ x+ y+ z do k¡ta póªpeªnego. Analogicznie wykazujemy,
»e E i F s¡ spodkami wysoko±ci trójk¡ta ABC.]
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8. Twierdzenie Euklidesa. Figury podobne

Je»eli poprowadzimy lini¦ prost¡ równolegle do jednego boku trójk¡ta, to prosta ta przetnie
pozostaªe boki dziel¡c je na odcinki proporcjonalne; je»eli dwa boki trójk¡ta podzielimy propor-
cjonalnie, to prosta ª¡cz¡ca punkty podziaªu jest równolegªa do trzeciego boku.
W szczególno±ci jako wnioski z tego twierdzenia otrzymujemy znane z nauki szkolnej twierdze-
nia

Twierdzenie 5. Odcinek ª¡cz¡cy ±rodki boków trójk¡ta jest równolegªy do boku trzeciego
i równy jego poªowie.

Twierdzenie 6. Je»eli odpowiednie k¡ty dwóch trójk¡tów s¡ sobie równe, to odpowiednie
boki s¡ proporcjonalne.
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Przy zastosowaniach twierdzenia 6 trzeba by¢ uwa»nym, ukªadaj¡c proporcje nale»y jako
odpowiednie boki bra¢ boki le»¡ce naprzeciw równym k¡tom trójk¡tów.
Zilustrujemy to wyprowadzaj¡c wa»n¡ wªasno±¢ siecznych okr¦gu.

Twierdzenie 7. Je»eli sieczne AB i CD danego okr¦gu przecinaj¡ si¦ w punkcie P, to

AP · BP = CP ·DP.

Dowód. Przypadek I. Sieczne przecinaj¡ si¦ wewn¡trz okr¦gu (rys.27). Na ªuku AC opieraj¡

Rysunek 27

si¦ równe k¡ty wpisane ABC i ADC, równie» k¡ty BAD i BCD s¡ równe jako wpisane oparte
na ªuku BD. Z podobie«stwa trójk¡tów APD i BPC wynika proporcja AP

DP
= CP

BP
a z niej po

przeksztaªceniu AP ·BP = CP ·DP.
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Przypadek II. Sieczne przecinaj¡ si¦ na zewn¡trz okr¦gu (rys.28). Wizualnie, w tym przy-

Rysunek 28

padku, sytuacja wygl¡da inaczej jednak»e rozumowanie i formalny zapis (nie zmieniaj¡c ozna-
cze«) mo»na przeprowadzi¢ analogicznie jak w Przypadku I.
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Zauwa»my dodatkowo

Twierdzenie 8. Je»eli z punktu poza okr¦giem poprowadzimy sieczn¡ i styczn¡, to iloczyn
caªej ci¦ciwy razy jej cz¦±¢ zewn¦trzna równa si¦ kwadratowi stycznej (rys.28) tj.

BP · AP = PT 2.

Dowód. K¡t PTA mi¦dzy styczn¡ PT a ci¦ciw¡ AT równy jest k¡towi ABT wpisanemu w
okr¡g opartemu na tej ci¦ciwie o wierzchoªku B le»¡cym na ªuku zewn¦trznym k¡ta (patrz
zadanie 2). Tym samym k¡t PBT równy jest k¡towi PTA. Trójk¡ty PTA i PBT maj¡ dodat-
kowo wspólny k¡t przy wierzchoªku P zatem s¡ podobne. Z ich podobie«stwa wynika proporcja
PT
AP

= BP
PT

. Iloczyn wyrazów skrajnych równa si¦ iloczynowi ±rodkowych czyli AP ·BP = PT 2.
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9. Zadania

Zadanie 19. Wyka», »e je»eli BP i CQ s¡ wysoko±ciami trójk¡ta ABC, to trójk¡ty ABC i
APQ s¡ podobne.

[Wskazówka] [Na czworok¡cie BCPQ mo»na opisa¢ okr¡g o ±rednicy BC (patrz k¡ty BPC i
BQC s¡ proste). Na podstawie zadania 2 z poprzedniego rozdziaªu wnosimy, »e k¡t wewn¦trzny
przy wierzchoªku B przystaje do k¡ta zewn¦trznego przy wierzchoªku P oraz k¡t wewn¦trzny
przy wierzchoªku C przystaje do k¡ta zewn¦trznego przy wierzchoªku Q. St¡d podobie«stwo
trójk¡tów ABC i APQ (rys.29).]

Rysunek 29
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Zadanie 20. Czworok¡t ABCD jest wpisany w okr¡g o, a proste AD i BC przecinaj¡ si¦
w punkcie P. Dwusieczna k¡ta APB przecina odcinki AB i CD odpowiednio w punktach S i T.
Wyka», »e

BS · CT = AS ·DT.

[Wskazówka] [Wobec zadania 2 z poprzedniego rozdziaªu dla czworok¡ta ABCD wpisanego
w okr¡g k¡t wewn¦trzny przy wierzchoªku A przystaje do k¡ta zewn¦trznego przy wierzchoªku
C oraz k¡t wewn¦trzny przy wierzchoªku B przystaje do k¡ta zewn¦trznego przy wierzchoªku
D (rys.30). Z podobie«stwa trójk¡tów ABP i CDP mamy

Rysunek 30

AP

BP
=

CP

DP
.

Stosuj¡c twierdzenie o dwusiecznej k¡ta wewn¦trznego do obydwu trójk¡tów ABP i CDP

mamy wobec powy»szego równo±ci
AS

BS
=

AP

BP
=

CP

DP
=

CT

DT

czyli proporcj¦
AS

BS
=

CT

DT
.
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St¡d otrzymujemy tez¦ AS ·DT = BS · CT.]
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Zadanie 21. Skonstruowa¢ trójk¡t prostok¡tny maj¡c dan¡ dªugo±¢ przeciwprostok¡tnej i
sum¦ dªugo±ci przyprostok¡tnych.

[Wskazówka] [Wskazówka. Przeciwprostok¡tna jest ±rednic¡ okr¦gu opisanego na szukanym
trójk¡cie. Nale»y przy tym zauwa»y¢, »e w trójk¡cie prostok¡tnym suma dªugo±ci przyprosto-
k¡tnych równa jest sumie ±rednic okr¦gu wpisanego i opisanego (rys.31). Zatem a+ b = c+ 2r

Rysunek 31

czyli

r =
(a+ b)− c

2
,

gdzie wielko±ciami danymi s¡ przeciwprostok¡tna c oraz suma przyprostok¡tnych (a+ b).
Teraz znaj¡c promie« r okr¦gu wpisanego dalej post¦pujemy jak w zadaniu 6 poprzedniego
rozdziaªu ]
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Zadanie 22. Wykaza¢, »e je»eli czworok¡t ABCD jest wpisany w okr¡g, to

AB · CD +BC ·DA = AC ·BD.

[Wskazówka] [Na ci¦ciwie BC oparte s¡ równe k¡ty wpisane BAC i BDC. Obieramy na
przek¡tnej AC punkt E tak, by k¡t ABE przystawaª do k¡ta DBC (rys.32). Z podobie«stwa

Rysunek 32

trójk¡tów ABE i DBC mamy
AB

BD
=

AE

DC
=

BE

BC
,

wi¦c

(2) AB ·DC = BD · AE.

Zauwa»my równie», »e trójk¡ty BAD i BEC s¡ podobne, gdy» maj¡ równe k¡ty (∡DBA ≡
∡CBE) zawarte mi¦dzy proporcjonalnymi bokami (patrz AB

BD
= BE

BC
). Dlatego BC

BD
= EC

AD
czyli

(3) BC · AD = BD · EC.

Dodaj¡c stronami równo±ci (2) i (3) otrzymujemy

AB ·DC + BC · AD = BD(AE + EC)

czyli nasz¡ tez¦, gdy» AE + EC = AC.]
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Zadanie 23. Na zewn¡trz trójk¡ta prostok¡tnego ABC (o przyprostok¡tnych dªugo±ci a i
b), na przeciwprostok¡tnej zbudowano kwadrat ABDE. �rodkiem tego kwadratu jest punkt S.
Znajd¹ dªugo±¢ odcinka CS.

[Wskazówka] [Je»eli c jest dªugo±ci¡ przeciwprostok¡tnej AB, to przek¡tne kwadratu ABDE

wynosz¡ c
√
2. Zatem AS = BS = c

√
2

2
(rys.33). Na czworok¡cie ASBC mo»na opisa¢ okr¡g

Rysunek 33

wi¦c wobec zadania 4

CS · c = (a+ b) · c
√
2

2
.

St¡d CS = a+b√
2
.]
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Zadanie 24. Na zewn¡trz trójk¡ta prostok¡tnego ABC (o przyprostok¡tnych dªugo±ci a i
b), na przeciwprostok¡tnej zbudowano kwadrat ABDE. Prosta prostopadªa do AB, przecho-
dz¡ca przez C, przecina AB i DE odpowiednio w punktach P i Q. Wyka», »e pola prostok¡tów
APQE i BPQD s¡ równe odpowiednio polom kwadratów zbudowanych na przyprostok¡tnych
tego trójk¡ta.

[Wskazówka] [Z podobie«stwa trójk¡tów prostok¡tnych ABC i ACP mamy AB
b

= b
AP

(rys.34).
St¡d

Rysunek 34

(4) AB · AP = b2.

Z kolei z podobie«stwa trójk¡tów prostok¡tnych ABC i CBP mamy AB
a

= a
PB

. St¡d

(5) AB · PB = a2.

Skoro AB = AE = BD wi¦c (4) i (5) stanowi¡ rozwi¡zanie zadania. Zauwa», »e dodaj¡c
stronami (4) i (5) otrzymujemy tez¦ twierdzenia Pitagorasa. Istotnie AB · (AP +PB) = a2+ b2

czyli AB2 = a2 + b2.]
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10. Wªasno±¢ pola

Stosunek pól trójk¡tów (ogólnie mierzalnych �gur) podobnych równy jest kwadratowi skali
podobie«stwa
Oto pierwsze z zastosowa« tej wªasno±ci

Twierdzenie 9. (PITAGORASA). W trójk¡cie prostok¡tnym kwadrat przeciwprostok¡t-
nej jest równy sumie kwadratów przyprostok¡tnych.

Dowód. W trójk¡cie ABC, o k¡cie prostym C, poprowad¹my prostopadª¡ CD do przeciwpro-
stok¡tnej AB, jak na rysunku 35. Tym samym otrzymali±my trzy podobne trójk¡ty prostok¡tne

Rysunek 35

ABC, ACD i CBD o przeciwprostok¡tnych odpowiednio AB, AC i CB. Z wªasno±ci pola wy-
nika zwi¡zek

[ABC]

AB2
=

[ACD]

AC2
=

[CBD]

CB2
.

Skoro [ABC] = [ACD] + [CBD], to AB2 = AC2 + CB2.
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10.1. Zadania.

Zadanie 25. Prosta równolegªa do boku trójk¡ta, dzieli ten trójk¡t na dwie �gury o równych
polach. Wyka», »e stosunek odcinków wyznaczonych przez t¦ prost¡ na jednym lub drugim z
pozostaªych boków wynosi

√
2 + 1.

[Wskazówka] [Niech prosta DE równolegªa do boku BC dzieli trójk¡t ABC na dwie �gury
o równych polach (rys.36). Trójk¡t ADE jest podobny do trójk¡ta ABC. Z tre±ci zadania i z

Rysunek 36

wªasno±ci pola wynika, »e
k2 = frac[ABC][ADE] = 2,

tzn. skala podobie«stwa k =
√
2. Zatem

√
2 = AB

AD
= AD+DB

AD
= 1+ DB

AD
. Tak wi¦c DB

AD
=

√
2− 1

i w konsekwencji AD
DB

= 1√
2−1

=
√
2 + 1.]
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Zadanie 26. Wysoko±¢ trójk¡ta prostok¡tnego ABC, poprowadzona z wierzchoªka k¡ta pro-
stego, dzieli ten trójk¡t na dwa trójk¡ty o obwodach 2p i 2q. Znajd¹ obwód trójk¡ta ABC.

[Wskazówka] [W trójk¡cie ABC, o k¡cie prostym C, poprowad¹my wysoko±¢ CD, jak na
rysunku 35. Oznaczaj¡c obwód trójk¡ta ABC przez 2s, wobec podobie«stwa trójk¡tów prosto-
k¡tnych ABC, ACD i CBD oraz wªasno±ci pola mamy

[ACD]

[ABC]
= (

p

s
)2 i

[CBD]

[ABC]
= (

q

s
)2.

Dodaj¡c stronami te równo±ci i wiedz¡c, »e pole trójk¡ta ABC jest sum¡ pól trójk¡tów ACD

i CBD mamy

1 =
p2 + q2

s2
czyli 2s = 2

√

p2 + q2.

]
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Zadanie 27. Przek¡tne trapezu dziel¡ ten trapez na cztery trójk¡ty. Oblicz pole S trapezu
maj¡c dane pola Sa i Sb trójk¡tów, których bokami s¡ podstawy trapezu.

[Wskazówka] [Oznaczmy pola tych czterech trójk¡tów przez Sa, Sb, Sc i Sd jak na rysunku
37. Z podobie«stwa trójk¡tów AOB i COD mamy

Rysunek 37

Sa

Sb

= (
AO

OC
)2 czyli

√
Sa√
Sb

=
AO

OC
.

Zauwa»my równie», »e trójk¡ty AOD i DOC maj¡ wspóln¡ wysoko±¢, zatem
Sd

Sb

=
AO

OC
.

St¡d √
Sa√
Sb

=
Sd

Sb

czyli Sd =
√

SaSb.

Analogicznie Sc =
√
SaSb,wi¦c

S = Sa + Sb + 2
√

SaSb = (
√

Sa +
√

Sb)
2.

]
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10.2. Twierdzenie G e r g o n n e` a. Matematyk francuski Gergonne udowodniª w roku
1818 nast¦puj¡ce twierdzenie

Twierdzenie 10. (GERGONNE`A).Je»eli proste AD, BE, CF przechodz¡ce przez wierz-
choªki trójk¡ta ABC, przecinaj¡ si¦ w punkcie O wewn¡trz trójk¡ta (rys.39), to

OD

AD
+

OE

BE
+

OF

CF
= 1 textrmi

AO

AD
+

BO

BE
+

CO

CF
= 2.

Rysunek 38
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Rysunek 39

Dowód. Zauwa»my, »e stosunek pól trójk¡tów BOC i BAC jest równy stosunkowi ich wy-
soko±ci opuszczonych na wspólny bok BC, a ten stosunek równy jest z kolei stosunkowi OD

do AD (gdy» opuszczaj¡c wysoko±ci OO‘ i AA‘ na bok BC otrzymujemy podobne trójk¡ty
prostok¡tne OO‘D i AA‘D), wi¦c

[BOC]

[BAC]
=

OD

AD
.

Analogicznie stwierdzamy, »e [AOC]
[ABC]

= OE
BE

i [AOB]
[ACB]

= OF
CF

. Dodaj¡c stronami te trzy równo±ci
otrzymujemy

OD

AD
+

OE

BE
+

OF

CF
=

[BOC] + [AOC] + [AOB]

[ABC]
= 1.

Pierwsza cz¦±¢ twierdzenia zostaªa udowodniona. Teraz
AO

AD
=

AD −OD

AD
= 1− OD

AD
,
BO

BE
= 1− OE

BE
,
CO

CF
= 1− OF

CF
,

wi¦c
AO

AD
+

BO

BE
+

CO

CF
= 3− (

OD

AD
+

OE

BE
+

OF

CF
) = 2.

Twierdzenie Gergonne`a pozostaje sªuszne równie», gdy O le»y na boku trójk¡ta ABC (rys.40).
Faktycznie, uwa»aj¡c AC raz jako prost¡ poprowadzon¡ z wierzchoªka A, a drugi raz - jako
prost¡ poprowadzon¡ z wierzchoªka C, dostajemy

OC

AC
+

OA

CA
= 1.

Trzeci skªadnik jest równy zeru.
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Rysunek 40

Pami¦taj¡c, »e proste poprowadzone równolegle do boków trójk¡ta odcinaj¡ trójk¡ty podobne
do danego mo»emy wykaza¢

Twierdzenie 11. Je»eli przez ±rodki odcinków ª¡cz¡cych wierzchoªki danego trójk¡ta z
dowolnym punktem le»¡cym wewn¡trz niego lub na jego obwodzie poprowadzimy proste równo-
legªe do jego boków, to suma odpowiednich elementów liniowych otrzymanych trzech trójk¡tów
równa jest odpowiedniemu elementowi danego trójk¡ta.

Rysunek 41
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Rysunek 42

Dowód. We¹my dowolny punkt O wewn¡trz trójk¡ta ABC (rys.42) lub na jego obwodzie
(rys.40) przez który przechodz¡ proste AD, BE i CF. Niech D‘, E‘, F ‘ b¦d¡ ±rodkami odcinków
OA, OB, OC. Przez te punkty prowadzimy proste równolegªe odpowiednio do boków BC, CA,

AB. Stosunki odpowiednich elementów liniowych par trójk¡tów LAK i BAC, MBN i ABC,

PCQ i BCA oznaczmy odpowiednio przez kA, kB, kC . Mamy

kA =
AD‘

AD
=

1

2

AO

AD
, kB =

1

2

BO

BE
, kC =

1

2

CO

CF

i dalej

kA + kB + kC =
1

2
(
AO

AD
+

BO

BE
+

CO

CF
) = 1.

Mno»¡c obydwie strony otrzymanej równo±ci przez dªugo±¢ d odpowiedniego elementu liniowego
trójk¡ta ABC, otrzymujemy

kA · d+ kB · d+ kC · d = d

czyli
dA + dB + dC = d,

gdzie dA, dB, dC oznaczaj¡ dªugo±ci odpowiednich elementów liniowych w trójk¡tach LAK,

MBN i PCQ.

Przyjmuj¡c d równe np. obwodowi trójk¡ta ABC, promieniowi r okr¦gu wpisanego, promieniowi
R okr¦gu opisanego, ect. . . otrzymujemy wnioski:

1) suma obwodów odci¦tych trójk¡tów równa jest obwodowi danego trójk¡ta,
2) suma promieni okr¦gów wpisanych w odci¦te trójk¡ty równa jest promieniowi okr¦gu

wpisanego w dany trójk¡t,
3) suma promieni okr¦gów opisanych na odci¦tych trójk¡tach równa jest promieniowi

okr¦gu opisanego na danym trójk¡cie
etc. . .



57

10.3. Zadania.

Zadanie 28. Oznaczmy pola powierzchni trójk¡tów LAK, MBN i PCQ (rys.40 i 42) od-
powiednio przez SA, SB, SC . Udowodni¢, »e

√

SA +
√

SB +
√

SC =
√
S.

[Wskazówka] [Z wªasno±ci pola wiemy, »e SA

S
= k2

A,
SB

S
= k2

B,
SC

S
= k2

C . Zatem√
SA√
S

+

√
SB√
S

+

√
SC√
S

= kA + kB + kC = 1.

St¡d ju»
√

SA +
√

SB +
√

SC =
√
S.

]
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Zadanie 29. Znale¹¢ wewn¡trz trójk¡ta punkt O taki, »eby suma pól powierzchni trójk¡tów
LAK, MBN i PCQ (rys.42) byªa najmniejsza.

[Wskazówka] [Z zadania 4 wiemy, »e
√
SA +

√
SB +

√
SC =

√
S. Zatem

SA + SB + SC + 2
√

SASB + 2
√

SASC + 2
√

SBSC = S.

Poniewa» 2
√
SASB ≤≤ SA + SB (nierówno±¢ mi¦dzy ±rednimi - geometryczn¡ a arytmetyczn¡)

2
√
SASC ≤≤ SA + SC i 2

√
SBSC ≤≤ SB + SC wi¦c

S ≤≤ SA + SB + SC + (SA + SB) + (SA + SC) + (SB + SC) = 3(SA + SB + SC)

czyli SA + SB + SC ≥≥ S
3
.

Suma SA+SB+SC nie jest nigdy mniejsza ni» S
3
; warto±¢ t¦ osi¡ga dla SA = SB = SC , gdy» dla

tych warto±ci ±rednie geometryczne s¡ równe ±rednim arytmetycznym. Tak wi¦c w przypadku
minimum

SA = SB = SC =
S

9
.

Widzimy zatem, »e w przypadku minimum kA = kB = kC = 1
3
co oznacza, »e

AO

AD
=

BO

BE
=

CO

CF
=

2

3
.

Ten warunek speªnia punkt przeci¦cia ±rodkowych, a wi¦c w przypadku »¡danego minimum O

jest ±rodkiem ci¦»ko±ci trójk¡ta ABC. Z rozwi¡zania zadania wynika, »e pole powierzchni sze-
±ciok¡ta KLMNPQ (rys.42) jest nie wi¦ksze od 2

3
pola powierzchni trójk¡ta ABC; maksimum

osi¡ga wtedy, gdy punkt O przeci¦cia prostych AD, BE i CF jest ±rodkiem ci¦»ko±ci trójk¡ta
ABC.]
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Zadanie 30. Wyka», »e równolegªe boki sze±ciok¡ta KLMNPQ (rys.40 i 42) s¡ równe.

[Wskazówka] [Przy oznaczeniach jak na rysunku 42, wobec kA + kB + kC = 1 mamy

KL = kA · BC = (1− kB − kC) ·BC = BC − kB ·BCkC · BC = BC − BN − PC = NP.

co byªo do okazania. Analogicznie dowodzimy, »e MN = QK i PQ = LM.

Warto przy okazji zauwa»y¢, »e sze±ciok¡t KLMNPQ jest �gur¡ ±rodkowo symetryczn¡, jego
trzy przek¡tne KN, LP i MQ przechodz¡ przez ±rodek symetrii �gury.]
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11. Test

Zadanie 31. Wyka», »e w dowolnym trójk¡cie zachodzi zale»no±¢
1

ha

+
1

hb

+
1

hc

=
1

r
,

gdzie ha , hb , hc s¡ trzema wysoko±ciami trójk¡ta opuszczonymi odpowiednio na boki o dªugo±ci
a, b i c, natomiast r jest promieniem okr¦gu wpisanego w ten trójk¡t.
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Zadanie 32. Okr¦gi, których ±rednicami s¡ ramiona trapezu, s¡ styczne zewn¦trznie. Wyka»,
»e w ten trapez mo»na wpisa¢ okr¡g.
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Zadanie 33. Sze±ciok¡t ABCDEF jest wpisany w okr¡g, odcinki AC i BD przecinaj¡ si¦
w punkcie P. Wyka», »e ∡AFB + ∡CED = ∡APD.
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Zadanie 34. Wyka», »e w dwunastok¡cie foremnym A1A2 . . . A12 przek¡tne A1A5, A3A8 i
A4A11 przecinaj¡ si¦, w jednym punkcie.
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Zadanie 35. Punkty P, Q, R nale»¡ odpowiednio do boków AB, BC i CA trójk¡ta
ABC, okr¦gi opisane na trójk¡tach PBQ i QCR przecinaj¡ si¦ w punktach Q i S. Wyka», »e
na czworok¡cie APSR mo»na opisa¢ okr¡g.
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Zadanie 36. �rodki kolejnych boków czworok¡ta wypukªego poª¡czono odcinkami. Wyka», »e
suma pól powstaªych czterech trójk¡tów jest równa polu powstaªego czworok¡ta.
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Zadanie 37. W trójk¡cie prostok¡tnym przyprostok¡tne maj¡ dªugo±ci a i b. Na krótszej
przyprostok¡tnej jako na ±rednicy zbudowano okr¡g. Oblicz dªugo±ci odcinków na jakie ten okr¡g
podzieliª przeciwprostok¡tn¡.
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Zadanie 38. W okr¦gu o promieniu 5 poprowadzono dwie wzajemnie prostopadªe ci¦ciwy
AB i CD. Oblicz CD je±li wiadomo, »e AB = 8, a ±rednice poprowadzone z punktów A i B
dziel¡ ci¦ciw¦ CD na trzy równe cz¦±ci.

[Wskazówka] [Odp. x = CD = 90√
97
.]
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Zadanie 39. Prostopadªe opuszczone z dwóch wierzchoªków prostok¡ta na jego przek¡tn¡
dziel¡ j¡ na trzy równe cz¦±ci. Oblicz dªugo±¢ krótszego boku prostok¡ta je±li dªu»szy ma dªugo±¢
2
√
2.

[Wskazówka] [Odp. Krótszy bok ma dªugo±¢ 2.]
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Zadanie 40. Kwadrat ABCD wpisano w okr¡g o promieniu R. Wyka», »e dla dowolnego
punktu P le»¡cego na tym okr¦gu

PA2 + PB2 + PC2 + PD2 = 8R2.


