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1. NAJMOCNIEJSZE TWIERDZENIE GEOMETRII

Jezeli w ramiona kgta wpiszemy okrag, to odcinki tgczqce wierzchotek z punktami stycznosci
sq przystajgce (rys.l). jaaa”

RYSUNEK 1

Dowdéd. Styczna jest prostopadta do promienia okregu, IB = IC = r, przeciwprostokatna
I A wspolna, zatem trojkaty prostokatne ABI i ACT sg przystajace. Stad AB = AC.

UWAGA 1. Punkt P lezy na dwusiecznej kgta wtedy i tylko wtedy gdy jest jednakowo odlegty
od ramion tego kqgta.



Niech w trojkacie ABC' BC =a, CA=b, AB = c oraz promien okregu wpisanego w ten

trojkat wynosi 7. Wtedy pole S trojkata ABC' wynosi

1 1 1 1
S—§ar+§br+§cr—§(a+b+c)r—sr,

gdzie parametr s = %(a—l— b+ c) jest potowa obwodu trojkata. Tak wiec mozemy napisa¢ wzor
na promieri okregu wpisanego w trojkat o polu S jako
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RYSUNEK 2

Ponadto (rys.2) 2z+2y+2z = a+b+c, czyliz+y+2z = (a+b+c) = s. Tak wiec odleglogé
wierzcholtka A od punktu stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC' wynosi

AD=z=s—(y+z2)=s—a.
WNIOSEK 1. Pole tréjkgta opisanego na okrequ jest réwne potowie obwodu razy promieri tego
okregu.



CWICZENIE 1. Sprawdz, ze tak jest dla kazdego wielokgta opisanego na okregu.

[Wskazowka| [Polacz wierzchotki wielokata ze Srodkiem okregu wpisanego dzielac tym samym
figure na trojkaty, ktorych podstawami sa boki wielokata a wysoko$ciami opuszczonymi na te
podstawy odpowiednie promienie okregul.
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DEFINICIA 1. Okrqg styczny do jednego z bokéw trdjkqta i przedtuzen dwu pozostatych bokéw
nazywamy okregiem "dopisanym"do trojkqgta.

Pytanie. Ile jest takich okregow?

Korzystajac z Uwagi 1 widzimy, ze $rodek okregu "dopisanego” do trojkata lezy na prze-
cieciu dwusiecznych dwu katéw zewnetrznych trojkata i dwusiecznej kata wewnetrznego przy
przeciwleglym wierzchotku(dlaczego?). |Wskazowka| |Odleglosci srodka okregu dopisanego od
wybranego boku i przedtuzen pozostalych dwu bokow trojkata powinny by¢ takie same.]
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TWIERDZENIE 1. Niech rq, 1y, 7. bedg promieniami trzech okregéw "dopisanych” do tréjkgta
ABC o polu S (rys.3). Wtedy
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RYSUNEK 3



Dowod. Oznaczmy przez [F| pole figury F' i niech I, bedzie srodkiem okregu dopisanego do
trojkata stycznego do boku o dtugosci a (rys.3). Wtedy

S = [ABL] + [ACT,] — [BCL,] =

1 1
= 5CTa + ibra — 5. = 5(0 +b—a)r, =
1
= §(a—|—b—|—c— 2a)r, = (s — a)r,.
Stad r, = Sfa. Analogicznie dowodzimy, ze r, = s%b ir, = S%C

|Wskazowka| [Zauwaz, ze dwusieczne kata wewnetrznego i zewnetrznego trojkata poprowa-
dzone z tego samego wierzchotka trojkata sa do siebie prostopadte. Wynika stad natychmiast
iz wysokosci trojkata I,1,1. zawieraja sie w dwusiecznych odpowiednich katéw wewnetrznych
trojkata ABC' - a co za tym idzie - $rodek I okregu wpisanego w trojkat ABC pokrywa sie ze
srodkiem ortycznym trojkata [,1,1. (rys.3).|



2. PROMIEN OKREGU OPISANEGO NA TROJKACIE

TWIERDZENIE 2. Jezeli w tréjkgcie ABC a, b i c sq dltugosciami jego bokéw natomiast R
jest promieniem okregu opisanego na tym trdajkqcie, to zachodzi zwigzek

abe
=75

gdzie S oznacza pole rozwazanego trojkqgta.

RYSUNEK 4

Dowdd. Kat srodkowy BOC' jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego BAC' opartego na tym
samym tuku(rys.4). W trojkacie rownoramiennym BOC wysokos¢ OD zawiera sie¢ w dwusiecz-
nej kata BOC wiec sina = 5. Z drugiej strony w trojkacie ABC sina = %, gdzie h. jest
wysoko$cia opuszczona z wierzchotka C' na bok AB. Poréownujac strony prawe w ostatnich dwu

4 40 a _ he i R — ab — C. i o L — ¢
rownosm.ac}} mamy 55 = .czyh R = 5;-. Wobec wzoru S.— 5 hc. wyliczamy, ze z- = ;5. Po
podstawieniu ostatniego zwigzku do wzoru na R ostatecznie dostajemy

R abc
45’

co konczy dowdd twierdzenia.
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UWAGA 2. Na lekcjach geometrii poznaliscie wzér Herona

S =+/s(s—a)(s —b)(s — ¢

na pole S trojkgta w zalezno$ci od dtugosci a, b, c jego bokdw.

Teraz przez wymnozenie i redukcje tatwo sprawdzié, ze
s(s—b)(s—c)+s(s—a)(s—c)+s(s—a)(s—b) —(s—a)(s—b)(s — c) = abc.
Zatem
S 4R =abc=s(s—b)(s—c)+s(s—a)(s—c)+s(s—a)(s—b) —(s—a)(s—b)(s—c) =
S? S? S? S?
= -+ + ——=S(ro+rp+r.—71)
s—a s—b s—c s
skad po wykasowaniu pola S otrzymujemy piekny wzor wigzacy rozwazane pie¢ promieni -
mianowicie

AR = (ro+ry+1.—1).



3. ZADANIA

Z ADANIE 1. Wykazaé, ze i + % + r—lc = 1

T
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ZADANIE 2. Wykazaé, ze dtugosci stycznych poprowadzonych z wierzchotka A trojkgta ABC
do punktow styczno$ci okrequ wpisanego i trzech okregow dopisanych do tego trojkata wynoszq
odpowiednio:

s—a, s, s—b, s—c.

[Wskazowka| [Wezesniej wykazalismy juz, ze dlugosé odcinka stycznej poprowadzonej z wierz-
chotka A do punktu stycznosci z okregiem wpisanym wynosi s —a. Wzboga¢my zatem rysunek 3
o kolejne punkty stycznosci prostych zawierajacych boki trojkata z trzema okregami dopisanymi
do trojkata (rys.5). Teraz na przyklad dla okregu o srodku I, mamy

%
L | ,
A
/5{
M
‘g
RYSUNEK 5

BE = BD, DC = CF i AE = AF.

Zatem
2-AE =AE+ AF = (AB+ BD)+ (AC+DC)=a+b+c,
czyli
AE = %b—i_c =5
Startujac z wierzchotka B wzglednie C' wykazujemy analogicznie iz BL. = s oraz CH = s.

Stad juz tatwo zauwazy¢ pozostate zaleznosci. I tak
AG = AH = CH — AC = s—1b

oraz

AK = AL. = BL — AB = s—c.



Zadanie zostalo wiec rozwiazane. |

11
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Z ADANIE 3. Przez dany punkt A poprowadzié prostg odcinajgcg od danego kgta trojkat o
danym obwodzie.

[Wskazowka| [Zauwaz, ze majac dany obwod, mozesz skonstruowaé okrag dopisany do troj-
kata styczny do boku przeciwleglego wierzchotkowi zadanego kata (poréwnaj zadanie 2). Teraz
zadanie sprowadza sie do poprowadzenia przez punkt A prostej stycznej do wspomnianego
okregu (ile takich prostych jest?, - i przy jakich zatozeniach?).]|

UWAGA 3. Rozwazmy na plaszezyinie cztery proste w potozeniu ogdlnym.

RYSUNEK 6

[Wskazowka] [Proste znajdujq sie w potozZeniu ogdlnym, jesli Zadne trzy nie nalezg do jednego
peku/. Proste te wyznaczajg dwa rodzaje czworokgtow: czworokat wypukty ABCD (rys 6a) oraz
czworokqt wklesty (rys6b). Ponadto proste te dzielg ptaszczyzne na 11 obszardw, z ktorych dwa
sq czworokgtne - jeden ograniczony, drugi nieograniczony. Jezeli istnieje okrqg zawarty w nie-
ograniczonej czworokgtnej czesci i styczny do wszystkich czterech prostych, to mowimy, Ze do
czworokgta ABC'D mozna dopisaé okrqg.

Dla ustalenia uwagi oznaczmy wierzchotki czworokata (wypuktego lub wklestego) tak, jak po-
kazano na rysunkach 6a,6b, tzn. przyjmujemy, ze punkt C' jest wspolnym wierzchotkiem dwdch
czworokgtnych obszarow.

Na lekcjach geometrii poznaliscie tuierdzenie W czworokqt mozna wpisaé okrgg wtedy 1 tylko
wtedy, gdy sumy diugosci przeciwlegtych bokow sqg rowne.
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Z ADANIE 4. Udowodnié, ze do czworokgta ABCD (niezaleinie od tego, czy jest on wypukly,
czy wklesty) mozna dopisaé okrqg wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) AB + BC = AD + DC.

|Wskazowka| [Dowod w obydwu przypadkach, tzn. czworokata wypuklego lub wklestego jest
podobny, poprowadzimy go na przykladzie czworokata wklestego (rys.6b), drugi przypadek
czworokata wypuktego pozostawiamy czytelnikowi do uzupelnienia. Dowod (w prawo). Za-
lozmy zatem,ze istnieje okrag dopisany do czworokata wklestego ABC D styczny do prostych
AB, AD, CB, CD odpowiednio w punktach F, F, G, H (rys.7). Okrag ten jest wpisany

RYSUNEK 7

w ramiona katéw o wierzchotkach C, B, D i A. Skoro CG = CH, to dowodzona rownos¢
(1) sprowadza sie do wykazania, ze AB + BG = AD + DH. Jednakze BG = BE oraz
DH = DF, wiec wystarczy wykazaé, ze AB + BE = AD + DF. Ostatnia ré6wnosé¢ jest
rownowazna warunkowi AE = AF, ktory jest spelniony jako, ze odcinki taczace wierzchotek
A z punktami stycznosci okregu wpisanego w ramiona kata FAF' sg przystajace.

Dowod (w lewo). Ztozmy, ze w czworokacie wklestym ABC'D zachodzi rownosé (1). Na proste;
AB obieramy taki punkt E, ze BC' = BE oraz punkt B lezy pomiedzy punktami A i F
(rys.8). Analogicznie na prostej AD znajdujemy taki punkt F, ze CD = DF oraz punkt D



14

e
©

IR R

d

RYSUNEK 8

lezy pomiedzy punktami A i F. Wowczas z rownosei (1) wynika, ze AE = AF. W ten sposob
otrzymaliSmy trzy trojkaty rownoramienne C BE, CDF oraz EAF. Pamietamy, ze w trojkacie
rOwnoramiennym dwusieczna kata wierzchotkowego jest jednocze$nie symetralng podstawy tego
trojkata. Zatem dwusieczne katow CBE, CDF oraz EAF sy zarazem symetralnymi odcinkow
CE, CF oraz EF. Symetralne trzech bokéow trojkata EC'F przecinaja sie w jednym punkcie
- oznaczmy go przez I. Jak zauwazyliémy wyzej punkt ten lezy jednoczesnie na dwusiecznych
katow CBE, CDF oraz FAF wiec odleglosci jego od prostych AB, AD, CB, C'D sa rowne.
Istnieje zatem okrag o srodku I styczny do wszystkich tych czterech prostych. Poniewaz punkt

I znajduje sie w nieograniczonej czesci czworokatnej, wiec jest on srodkiem okregu dopisanego
do czworokata ABCD.|
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ZADANIE 5. ABCD jest czworokgtem wypuktym. Okregi wpisane w trojkgty ABC i ADC' sq
styczne do AC' odpowiednio w punktach P i R. Wykazaé, ze w czworokgt ABC'D mozna wpisaé
okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy P = R.
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ZADANIE 6. Dany jest czworokgt wypukty ABCD. Wykazaé, ze jezeli okregi wpisane w trdj-
katy ABC i ADC' sq styczne, to i okregi wpisane w trojkgty BCD i BAD sq styczne.

[Wskazowka| [Wskazowka. Skorzystaj z Zadania 5].
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4. KATY W OKREGU

Kqty wpisane w dany okrgg sq przystajgce wtedy i tylko wtedy, gdy sq oparte na przystajgcych
tukach.

Istotnie, jesli kat srodkowy okregu o promieniu 7 ma miare wyrazong w radianach réwna o,
to dtugosé¢ d tuku na ktérym jest oparty ten kat srodkowy wynosi

d=a-r,

czyli katy srodkowe danego okregu sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy sa oparte na tukach
przystajacych. Kat wpisany z kolei ma miare réwna potowie kata srodkowego opartego na tym
samym tuku - stad katy wpisane w dany okrag sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy sa
oparte na przystajacych tukach.

UWAGA 4. Jezeli dane zadanie, rozwazany problem nie zalezy od przyjetej jednostki (tak jest

dla miar kgtow w ustalonym okregu - patrz o = % ), to bardzo wygodnym jest mierzenie kqtow,
ich porownywanie, wtasnie dlugoSciqg tukow.



18

PRZYKLAD 1. Dwie cicciwy AB i CD okregu (celowo pomijamy diugosé promienia tego
okregu) przecinajq sie w punkcie P wewngtrz tego okrequ. Wtedy kgt APC' mierzy sie potowq
sumy tukow AC (do ktérego nie nalezy punkt B) i BD (do ktdrego nie nalezy punkt A) (rys.9).

RYSUNEK 9

Istotnie, jesli potaczymy punkty A i D cieciwg, to kat APC' jako zewnetrzny trojkata APD
jest rowny sumie katow wewnetrznych do niego nieprzylegtych. Kat PDA mierzy sie potowa
tuku AC' (jako rowny wpisanemu ADC'), natomiast kat PAD polowa tuku BD (na potrzeby
niniejszego kursu tuk bedziemy oznacza¢ symbolem —). Zatem kat APC mozemy mierzy¢

Srednig arytmetyczna

1

W szcezegolnosci L APC' jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy — AC' + —BD jest potokregiem.
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Proponuje zrobi¢ proste ¢wiczenie.

CWICZENIE 2. Jesli srednica okrequ polowi cieciwe nie przechodzgcq przez Srodek okrequ,
to jest don prostopadta; odwrotnie, jesli Srednica okrequ jest prostopadta do cieciwy nie bedgcej
Srednicq, to jg potow:.
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TWIERDZENIE 3. Jezeli w trojkgcie ABC bok AB jest rézny od boku BC, to dwusieczna
kata przy wierzchotku B przecina symetralng boku AC w punkcie nalezgcym do okregu opisanego
na tréjkgcie ABC' (rys.10).

RYSUNEK 10

Dowod. Wystarczy zauwazy¢, ze zarowno symetralna boku AC' (ktora jest zarazem s$rednica
okregu) jak i dwusieczna kata ABC dziela tuk AC' okregu na polowy. Zatem srodek P tuku
AC' lezy na jednej i drugiej.
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PRZYKLEAD 2. Duwie cieciwy okregu sqg réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy odcinajg przysta-
jace tuki zawarte pomiedzy nimi (rys.11), tzn.

AB || CD wtedy i tylko wtedy, gdy —AC = —DB.

RYSUNEK 11

Istotnie, jesli proste AB i C'D przetniemy trzecia prosta AD, to proste AB i C'D s rownolegte
wtedy i tylko wtedy, gdy katy naprzemianlegle wewnetrzne BAD i ADC' sa przystajace. Katy
te jako wpisane w okrag sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy przystajacymi sa tuki AC i
DB. W konsekwencji, na przyktad, na trapezie mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy
trapez jest rownoramienny. Istotnie, jesli czworokat ABC' D jest wpisany w okrag, to odcinek
AB jest rownolegly do odcinka CD wtedy i tylko wtedy, gdy przystajacymi sa tuki: AD (do
ktorego nie nalezy punkt B) i BC' (do ktoérego nie nalezy punkt A). Z kolei przystajace tuki
wyznaczaja przystajace cieciwy.
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5. ZADANIA
Z ADANIE 7. Dwa czworokgty o bokach odpowiednio réwnolegltych sq wpisane w ten sam okrgg.
Wykaz, Ze przekgtne jednego z tych czworokqtow sqg réwne odpowiednim przekgtnym drugiego
czworokgta.
|Wskazowka| [Katy ABC' i A'B'C" sa przystajace, gdyz maja parami rownoleglte odpowiednie
ramiona. Stad tuki ADC' i A'D'C" sa przystajace, a wiec odcinaja przystajace cieciwy (rys.12).]

RYSUNEK 12
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ZADANIE 8. Prosta AD jest styczna do okregu opisanego na tréjkgcie ABC. Kgt ABC jest
wpisany w ten okrag, oparty na tuku zawartym w kgcie CAD. Wykaz, ze kqty ABC i CAD sq
przystajgce.

|Wskazowka| [Poprowadzmy w okregu srednice AFE i oznaczmy dla przejrzystosci zapisu katy
CAD, ABC i CAFE odpowiednio przez «, § 1 (rys.13). Z zalozenia styczna AD jest prosto-

RYSUNEK 13

padla do $rednicy AFE, wiec o U~y jest katem prostym. Suma tukow AC i C'E jest potokregiem,
wiec suma katow wpisanych opartych na tych tukach, czyli § U v, jest tez katem prostym.
Okazalo sie, ze kazdy z katow a i 8 dopelnia kat v do kata prostego. Stad av = (.| |
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ZADANIE 9. Trdjkaty ostrokgtne ABC i PQR sq wpisane w ten sam okrqg. Wykaz, ze proste
AP, BQ, CR zawierajqg wysoko$ci trojkgta ABC wtedy i tylko wtedy, gdy zawierajg dwusieczne
katow wewnetrznych trojkgta PQR.

[Wskazowka| [Dowod (w lewo).Zalozmy zatem, ze proste AP, BQ, C'R zawieraja dwusieczne
katow wewnetrznych trojkata PQR. Wtedy nastepujace tuki sa parami przystajace(rys.14)

RYSUNEK 14

—QA=—AR oznaczmy kazdy z nich przez =,

—RB = —BP oznaczmy kazdy z nich przez vy,

—PC =-CQ oznaczmy kazdy z nich przez z,
zatem x Uy U 2 jest polokregiem. Teraz, na przyktad, C'R jest prostopadle do AB gdyz suma

tukow RB i C'A (zawierajacego Q) jest potokregiem. Analogicznie wykazujemy, ze BQ L AC
oraz AP L BC. Dowdd (w prawo).Niech proste AP, BQ), C'R zawieraja wysokosci trojkata

ABC. Wystarczy wykaza¢ przystawanie tukow (rys.15);
—QA=—AR, —RB=—BP, —PC=—CQ.
I tak, suma tukow RB i CQA jest polokregiem, gdyz CR 1. AB oraz suma tukéow BP i CQA
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RYSUNEK 15

jest rowniez potokregiem, gdyz AP 1 BC. Stad — RB = —BP. Analogicznie wykazujemy
pozostale dwa warunki tzn., ze —QA = — AR, 1 —PC = —CQ.| |
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Z ADANIE 10. Punkt I jest srodkiem okrequ wpisanego w tréjkgt ABC. Prosta Al przecina
okrgg opisany na ABC' w punkcie D. Wykazaé, ze DB = DI.

[Wskazowka| [Wystarczy wykazaé, ze trojkat BDI jest rownoramienny ktorego wierzchotkiem
jest punkt D, tzn., ze katy DBI i DIB sa przystajace (rys.16). Oznaczmy tym razem przez «

RYSUNEK 16

i 0 miary katow wewnetrznych trojkata ABC odpowiednio przy wierzchotku A i B. Jak wiemy,
srodek I okregu wpisanego lezy na przecieciu dwusiecznych katéw wewnetrznych trojkata. Na
tuku C'D opieraja si¢ przystajace katy wpisane CAD i CBD o mierze §. Kat DB ma zatem
miar¢ rOwng 5 + be% Z kolei miara kata DIB jako zewnetrznego w trojkacie AIB rowna sie

sumie miar katow wewnetrznych do niego nieprzylegtych, czyli tez 5 + % Stad DB = DI |
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ZADANIE 11. Punkty A i B nalezq do okregu o. Znalezé zbior $rodkéw okregow wpisanych w
takie trojkgty ABP, ze P nalezy do okregu o.

[Wskazowka] [Srodek I okregu wpisanego w trojkat ABP lezy na dwusiecznej kata APB.
Dwusieczna ta i symetralna boku AB przecinaja si¢ w punkcie D nalezacym do okregu o (patrz
tw. 3 ). Wobec zadania 10

DA = DI = DB.

Prowadzimy zatem symetralng odcinka AB, ktora wyznacza zarazem Srednice DD’ okregu o

RYSUNEK 17

(patrz przyklad 2 ). Z punktow D i D’ zakreslamy tuki okregow odpowiednio o promieniu DA i
D’ A. Suma hukow tych okregow zawarta we wnetrzu okregu o stanowi zbiér szukanych punktow

(rys.17).|
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ZADANIE 12. Wpisaé w dany okrgg o tréjkgt ABC majgc dane punkty A i B oraz promien
r okrequ wpisanego w ten trojkqt.

[Wskazowka| [[Wsk. Przy zadanym boku AB ogot srodkow okregow wpisanych w trojkaty
ABC, gdzie C € o zostal znaleziony w zadaniu 11. Majac dany promien r okregu wpisanego
wyznaczamy ogol punktow odleglych od prostej AB o r (dwie proste rownolegte).Przekroj tych
dwoch zbiorow daje §rodki okregéw wpisanych w szukane trojkaty. Potprosta o poczatku w
punkcie D i przechodzaca przez I w przecieciu z okregiem o wyznacza trzeci wierzchotek C
trojkata. Rozwazy¢ wszystkie przypadki, tzn. przy jakich zatozeniach otrzymujemy:

— cztery trojkaty,

— trzy trojkaty,

— dwa trojkaty,

— jeden trojkat,

— brak rozwiazania.

RYSUNEK 18

Na rysunku 18 przedstawiono przypadek trzeci.||
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6. LUKI TALESA, CZWOROKATY WPISYWALNE W OKRAG

Cieciwe okregu widaé pod tym samym kgtem z kazdego punktu jednego tuku odcietego tq
cieciwg
Na wstepie opiszemy konstrukcje takich tukow.

CWICZENIE 3. Dane sq dwa rozne punkty A i B, oraz kqt o. Skonstruowaé zbior punktow,
z ktorych odcinek AB widaé pod kgtem c.

Przy jednym 7 konicow odcinka AB (np.A) odktadamy kat BAD rowny katowi o i wystawiamy
z punktu A prostopadla do ramienia AD odlozonego kata. Symetralna odcinka AB przecina
prostopadla w punkcie Oy, ktory jest srodkiem okregu o promieniu O; A zawierajacym szukany
tuk.
Istotnie, jesli przedtuzymy odcinek AO; do punktu P przeciecia z okregiem, to zar6wno kat
APB jak i DAB dopelniaja kat BAP do kata prostego a wiec sa rowne (zauwaz, ze kat PBA
jako wpisany oparty na potokregu jest prosty). Symetryczny do Oy wzgledem prostej AB punkt
O, jest $rodkiem okregu zawierajacego symetryczny tuk do wceze$niej uzyskanego. Suma tych
dwu tukéw jest szukanym zbiorem punktow (rys.19). Wezmy dowolna cieciwe AC' okregu oraz
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RYSUNEK 19

punkty B i D na okregu lezace po przeciwnych stronach cieciwy (rys.20). buki ADC i ABC
dopelniaja sie do pelnego okregu zatem katy wpisane ABC i ADC oparte na tych tukach
dopetniaja sie do kata potpelego (tzn. dwu katow prostych).
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RYSUNEK 20

UWAGA 5. Jezeli na czworokgcie mozna opisaé okrqg, to sumy kqetow wewnetrznych przy
przeciwleglych wierzchotkach sq réwne (dwu kgtom prostym).

Roéwniez na odwrot, jesli sumy katow wewnetrznych czworokata wypuktego przy przeciwle-
glych wierzchotkach sa réwne, to na tym czworokacie mozna opisaé¢ okrag.
Istotnie, niech w czworokacie wypuklym ABC D sumy katow wewnetrznych przy przeciwleglych
wierzchotkach beda réwne. Skonstruujmy tuki o tej wlasnosci, ze z kazdego punktu tego zbioru
wida¢ cieciwe AC pod katem ADC. Wtedy punkt D lezy na jednym z nich. Jednakze, z kazdego
punktu tuku dopetniajacego tuk ADC' do okregu widaé cieciwe AC pod katem ABC. Skoro
czworokat ABC'D jest wypukty, to D i C lezg na tukach dopelniajacych tego samego okregu -
wiec na czworokgcie ABC'D mozna opisa¢ okrag. WykazaliSmy twierdzenie
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TWIERDZENIE 4. Na czworokgcie mozna opisaé okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy sumy kqtow
wewnetrznych przy przeciwlegtych wierzchotkach sqg rowne.
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7. ZADANIA

Z ADANIE 13. Dany jest okrgg o i punkt P. Znaleé zbior srodkéw cieciw, wyznaczonych na
okregu o przez proste przechodzqce przez punkt P (rozwazyé wszystkie przypadki).

|Wskazowka| |Zgodnie z ¢wiczeniem 1 $rednica potowi cieciwe nie przechodzaca przez srodek
okregu wtedy i tylko wtedy, gdy jest do niej prostopadta.
Na rysunkach 21 a), b), ¢) przedstawiono mozliwe przypadki gdy punkt P lezy;

e a)na zewnatrz okregu o,
e h)wewnatrz okregu o (co bedzie szukanym zbiorem gdy P = O ?),

e ¢)na okregu o.

Zauwaz ponadto, ze kat prosty OM P opiera si¢ na $rednicy OP okregu OM P.|

RYSUNEK 21
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ZADANIE 14. Wykazaé, Ze na czworokgcie mozna opisaé okrqg wtedy i tylko wtedy, gdy je-
den z kgtow wewnetrznych czworokqgta przystaje do kqgta zewnetrznego przy przeciwlegltym wierz-

chotku.

|Wskazowka| |Zauwaz, ze zaréwno kat wewnetrzny ABC jak i kat zewnetrzny EDC' dopel-
niaja kat ADC' do potpetnego wtedy i tylko wtedy, gdy na czworokacie ABC'D mozna opisac

okrag (rys.22). |

RYSUNEK 22
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Z ADANIE 15. Wykaz, ze obraz ortocentrum tréjkgta ABC przy symetrii wzgledem prostej
AB nalezy do okregu opisanego na trojkgcie ABC.

[Wskazowka| [Oznaczmy przez H punkt przeciecia wysokosci trojkata ABC. Niech H' bedzie
punktem przeciecia prostej CH z okregiem opisanym na trojkacie ABC (rys.23) Wystarczy

RYSUNEK 23

wykazaé, ze katy AHB 1 AH'B sa przystajace, wtedy bowiem ze wzgledu na prostopadlosé
prostych AB i C'H' przystajacymi beda trojkaty AHB i AH'B i w konsekwencji H' bedzie
obrazem ortocentrum H przy symetrii wzgledem prostej AB.

Rownos$é wspomnianych katow wynika stad, ze zarowno kat AH'B jak i kat wierzcholkowy
rowny katowi AHB dopehiaja kat ACB do kata polpetnego (patrz na czworokacie AH'BC
mozna opisa¢ okrag).

Rozwazy¢ pozostalte przypadki, gdy trojkat ABC' jest prostokatny lub rozwartokatny.|
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Z ADANIE 16. Punkt H jest ortocentrum tréjkgta ABC. Wykaz, ze okregi opisane na trojkq-
tach ABH, BCH i CAH sq przystajgce.

[Wskazowka| [Niech H', H”, H" beda obrazami ortocentrum H trojkata ABC w symetrii
odpowiednio wzgledem prostych AB, BC' i CA (rys.24) Wobec zadania 3 leza one na okregu
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RYSUNEK 24

opisanym na trojkacie ABC. Tak wiec trojkaty AH'B, BH"C i CH" A maja ten sam okrag
opisany co trojkat ABC. Przystajace trojkaty ABH, BCH i CAH odpowiednio do trojkatow
AH'B, BH"C i CH" A maja zatem przystajace do okregu ABC okregi opisane.]
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ZADANIE 17. Punkty A i B nalezq do okregu o. Znalezé zbior ortocentrow takich trdéjkatow
ABP, ze P nalezy do okregu o.

[Wskazowka| [Symetria osiowa jest inwolucjg [Wskazowkal? [Odwzorowanie f rézne od iden-
tycznosci, ktorego zlozenie samego z soba jest identycznoscia (tzn. f # idi fof = id) nazywamy
inwolucja. Inwolucjami na ptaszczyznie sa: symetria osiowa, symetria srodkowa (potobrot), in-
wersja wzgledem okregu| wiec jesli - wobec zadania 3 - obraz ortocentrum trojkata ABP wzgle-
dem prostej AB lezy na tuku AQ DB, to sam ortocentr H, lezy na obrazie symetrycznym tego
tuku wzgledem AB. Podobnie ortocentrum trojkata ABQ lezy na obrazie symetrycznym wzgle-
dem prostej AB tuku APB okregu o.

Szukany zbior zaznaczono na czerwono na rysunku 25 - jest to okrag, ktory jest obrazem okregu

RYSUNEK 25

o w symetrii wzgledem prostej AB.|
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Z ADANIE 18. Trzy okregi o réwnych promieniach przecinajg sie w punkcie H. Wykaz, ze
punkt H jest ortocentrum trojkgta, ktorego wierzchotkami sq drugie punkty przeciecia tych okre-
gow.

|Wskazowka| |Oznaczmy drugie punkty przeciecia okregow przez A, B, C. Luki okregow
przystajacych symetryczne odpowiednio wzgledem wspoélnej cieciwy AH, wzglednie BH, czy
tez C'H sa przystajace; zatem przystajacymi sa odpowiednie katy wpisane w te okregi oparte na
przystajacych hukach jak zaznaczono na rysunku 26. Dla trojkata ABC suma 2x + 2y + 2z jest

RYSUNEK 26

katem potpelnym, wiec suma x + y + z jest katem prostym. Tak wiec np. w trojkacie ADC kat
ADC jest prosty, gdyz dopelnia sume x + y + 2 do kata polpelnego. Analogicznie wykazujemy,
ze F i F sa spodkami wysokosci trojkata ABC.|
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8. TWIERDZENIE EUKLIDESA. FIGURY PODOBNE

Jezeli poprowadzimy linie prostqg rownolegle do jednego boku trojkgta, to prosta ta przetnie
pozostate boki dzielgc je na odcinki proporcjonalne; jezeli dwa boki trojkata podzielimy propor-
cjonalnie, to prosta tgczqca punkty podziatu jest rownolegta do trzeciego boku.

W szczegodlnosei jako wnioski z tego twierdzenia otrzymujemy znane z nauki szkolnej twierdze-
nia

TWIERDZENIE 5. Odcinek tgczqcy srodki bokéw trdjkgta jest réwnolegty do boku trzeciego
1 rowny jego potowie.

TWIERDZENIE 6. Jezeli odpowiednie kqty dwdch tréjkqgtow sq sobie rowne, to odpowiednie
boki sq proporcjonalne.
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Przy zastosowaniach twierdzenia 6 trzeba by¢ uwaznym, ukladajac proporcje nalezy jako
odpowiednie boki bra¢ boki lezace naprzeciw réwnym katom trojkatow.
Zilustrujemy to wyprowadzajac wazna wlasnosé¢ siecznych okregu.

TWIERDZENIE 7. Jezeli sieczne AB i CD danego okregu przecinajq sie w punkcie P, to
AP-BP = CP-DP.
Dowod. Przypadek 1. Sieczne przecinaja sie wewnatrz okregu (rys.27). Na tuku AC opieraja

RYSUNEK 27

sie rowne katy wpisane ABC' i ADC, réwniez katy BAD i BC'D s rowne jako wpisane oparte

na tluku BD. Z podobienstwa trojkatow APD i BPC wynika proporcja 42 = L 3 7 niej po

DP — BP
przeksztalceniu AP- BP = CP-DP.
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Przypadek II. Sieczne przecinaja sie na zewnatrz okregu (rys.28). Wizualnie, w tym przy-

RYSUNEK 28

padku, sytuacja wyglada inaczej jednakze rozumowanie i formalny zapis (nie zmieniajac ozna-
czen) mozna przeprowadzi¢ analogicznie jak w Przypadku I.
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Zauwazmy dodatkowo

TWIERDZENIE 8. Jezeli z punktu poza okregiem poprowadzimy sieczng i styczng, to iloczyn
calej cieciwy razy jej cze$é zewnetrzna réwna sie kwadratowi stycznej (rys.28) tj.

BP-AP = PT?

Dowdd. Kat PT'A miedzy styczng PT a cieciwg AT rowny jest katowi ABT wpisanemu w
okrag opartemu na tej cieciwie o wierzchotku B lezacym na tuku zewnetrznym kata (patrz
zadanie 2). Tym samym kat PBT rowny jest katowi PT A. Trojkaty PT A i PBT maja dodat-
kowo wspolny kat przy wierzchotku P zatem sa podobne. Z ich podobienstwa wynika proporcja

% = %. Tlloczyn wyrazéw skrajnych réwna sie iloczynowi érodkowych czyli AP-BP = PT>.
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9. ZADANIA

Z ADANIE 19. Wykaz, ze jezeli BP i CQ sq wysokoSciami trdjkgta ABC, to trdjkgty ABC i
APQ sq podobne.

|Wskazowka| [Na czworokacie BC' P(Q) mozna opisaé okrag o srednicy BC' (patrz katy BPC'i
BQC sa proste). Na podstawie zadania 2 z poprzedniego rozdziatu wnosimy, ze kat wewnetrzny
przy wierzchotku B przystaje do kata zewnetrznego przy wierzchotku P oraz kat wewnetrzny
przy wierzchotku C' przystaje do kata zewnetrznego przy wierzchotku ). Stad podobienstwo
trojkatow ABC i APQ (rys.29).|

RYSUNEK 29
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Z ADANIE 20. Czworokgt ABCD jest wpisany w okrag o, a proste AD i BC przecinajg sie
w punkcie P. Dwusieczna kgta APB przecina odcinki AB 1 C'D odpowiednio w punktach S i T.
Wykaz, ze

BS-CT = AS-DT.

[Wskazowka| [Wobec zadania 2 z poprzedniego rozdziatu dla czworokata ABC D wpisanego
w okrag kat wewnetrzny przy wierzchotku A przystaje do kata zewnetrznego przy wierzchotku
C oraz kat wewnetrzny przy wierzchotku B przystaje do kata zewnetrznego przy wierzchotku
D (rys.30). Z podobienstwa trojkatow ABP i C'DP mamy

RYSUNEK 30

AP CP

BP  DP’
Stosujac twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego do obydwu trojkatow ABP i CDP
mamy wobec powyzszego roéwnosci

AS AP _CP _CT
BS BP DP DT

czyli proporcje
AS CT

BS DT
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Stad otrzymujemy teze AS - DT = BS-CT\]
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ZADANIE 21. Skonstruowaé trdjkqt prostokgtny majgc dang diugosé przeciwprostokgtnej i
sume dtugoSci przyprostokatnych.

[Wskazowka| [Wskazowka. Przeciwprostokatna jest srednica okregu opisanego na szukanym

trojkacie. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze w trojkacie prostokatnym suma dlugosci przyprosto-
katnych rowna jest sumie $rednic okregu wpisanego i opisanego (rys.31). Zatem a +b = ¢+ 2r
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RYSUNEK 31
czyli
(a+0b)—c

2 Y
gdzie wielkosciami danymi sa przeciwprostokatna ¢ oraz suma przyprostokatnych (a + b).
Teraz znajac promien r okregu wpisanego dalej postepujemy jak w zadaniu 6 poprzedniego
rozdziatu |
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Z ADANIE 22. Wykazaé, ze jezeli czworokqt ABCD jest wpisany w okrgg, to
AB-CD+ BC-DA=AC-BD.

[Wskazowka| [Na cieciwie BC' oparte sa rowne katy wpisane BAC i BDC. Obieramy na
przekatnej AC punkt E tak, by kat ABE przystawal do kata DBC' (rys.32). Z podobienstwa

D

RYSUNEK 32

trojkatow ABE i DBC mamy
AB AE BE

BD  DC  BC’

wiec

(2) AB-DC = BD - AFE.

Zauwazmy rowniez, ze trojkaty BAD i BEC sa podobne, gdyz maja rowne katy ({DBA =
£CBE) zawarte miedzy proporcjonalnymi bokami (patrz g—g = g—g). Dlatego g—g = % czyli
(3) BC-AD = BD - EC.

Dodajac stronami rownosci (2) 1 (3) otrzymujemy
AB-DC + BC-AD = BD(AE + EC)
czyli nasza teze, gdyz AE + EC = AC|
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Z ADANIE 23. Na zewngtrz trdjkata prostokatnego ABC (o przyprostokgtnych dlugosci a i
b), na przeciwprostokgtnej zbudowano kwadrat ABDE. Srodkiem tego kwadratu jest punkt S.
Znagdz dlugo$é odcinka C'S.

|Wskazowka| [Jezeli ¢ jest dtugoscia przeciwprostokatnej AB, to przekatne kwadratu ABDE

wynosza cv/2. Zatem AS = BS = Czﬁ (rys.33). Na czworokacie ASBC mozna opisaé okrag

m
ul

RYSUNEK 33

wiec wobec zadania 4
/2
CS-c = ((L+b)-c\2f.

__ atb
Stad C'S = =2 ]
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Z ADANIE 24. Na zewngtrz trdjkgta prostokatnego ABC (o przyprostokgtnych dlugosci a i
b), na przeciwprostokgtnej zbudowano kwadrat ABDE. Prosta prostopadta do AB, przecho-
dzqca przez C, przecina AB i DE odpowiednio w punktach P i QQ. Wykaz, Ze pola prostokgtow
APQFE i BPQD sq rowne odpowiednio polom kwadratow zbudowanych na przyprostokgtnych
tego trojkqgta.

skazowka| |4 podobienstwa trojkatow prostokatnyc 1 mamy == = S5 (rys.34).
Wskazowkal |Z podobier 6jkata katnych ABC'i ACP a8 — b 34

AP
Stad
RYSUNEK 34
(4) AB - AP = b
. . , . P . AB __ a
Z kolei z podobienstwa trojkatow prostokatnych ABC i C'BP mamy TB = 55 Stad
(5) AB - PB = a”.

Skoro AB = AE = BD wiec (4) i (5) stanowia rozwiazanie zadania. Zauwaz, ze dodajac
stronami (4) i (5) otrzymujemy teze twierdzenia Pitagorasa. Istotnie AB- (AP + PB) = a* +b?
czyli AB% = a® + 1? ]
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10. WLASNOSC POLA

Stosunek pdl trajkgtow (ogdlnie mierzalnych figur) podobnych réwny jest kwadratowi skali
podobieristwa
Oto pierwsze z zastosowan tej whasnosci

TWIERDZENIE 9. (PITAGORASA). W trajkacie prostokgtnym kwadrat przeciwprostokqt-
nej jest rowny sumie kwadratow przyprostokagtnych.

Dowod. W trojkacie ABC, o kacie prostym C, poprowadzmy prostopadta C'D do przeciwpro-
stokatnej AB, jak na rysunku 35. Tym samym otrzymalismy trzy podobne trojkaty prostokatne
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RYSUNEK 35

ABC, ACD i CBD o przeciwprostokatnych odpowiednio AB, AC' i C'B. Z wtasno$ci pola wy-
nika zwiazek

[ABC]  [ACD]  [CBD]

AB? ~ ACT OB
Skoro [ABC] = [ACD] + [CBD], to AB? = AC®+ CB?.
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10.1. Zadania.

Z. ADANIE 25. Prosta réwnolegta do boku trdjkata, dzieli ten tréjkat na dwie figury o réwnych
polach. Wykaz, ze stosunek odcinkow wyznaczonych przez te prostqg na jednym lub drugim z
pozostatych bokéw wynosi /2 + 1.

|Wskazowka| [Niech prosta DE rownolegta do boku BC' dzieli trojkat ABC' na dwie figury
o rownych polach (rys.36). Trojkat ADE jest podobny do trojkata ABC. Z tresci zadania i z

RYSUNEK 36

wlasnosci pola wynika, ze
k* = frac|/ABC|[ADE] = 2,

tzn. skala podobiefistwa k = v/2. Zatem /2 = Q—g = A%T% =1+ %. Tak wiec % =v2-1

: CAD 1 _
i w konsekwencji 55 = 5 = V241



51

Z ADANIE 26. Wysokosé tréjkgta prostokgtnego ABC, poprowadzona z wierzchotka kqta pro-
stego, dzieli ten trdjkqt na dwa tréjkgty o obwodach 2p i 2q. Znajdz obwod trojkgta ABC.

[Wskazowka| [W trojkacie ABC, o kacie prostym C| poprowadzmy wysokosé C'D, jak na
rysunku 35. Oznaczajac obwod trojkata ABC przez 2s, wobec podobieristwa trojkatow prosto-
katnych ABC, AC'D i CBD oraz wlasnosci pola mamy

[ACD] B (2)2 ; [(CBD] : (2)2

[ABC]| s [ABC] s’
Dodajac stronami te rownosci i wiedzac, ze pole trojkata ABC' jest suma pol trojkatow AC' D
i C BD mamy

P+

1 2

czyli 2s = 24/p? + ¢>.
s
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ZADANIE 27. Przekgtne trapezu dzielg ten trapez na cztery trdjkgty. Oblicz pole S trapezu
majgc dane pola S, i Sy trojkgtow, ktorych bokami sq podstawy trapezu.

[Wskazowka| [Oznaczmy pola tych czterech trojkatow przez S,, Sy, S. i Sq jak na rysunku
37. Z podobienstwa trojkatow AOB i COD mamy

) ad @
¥ ==
// \ ‘é/ il ‘\\
t{}’ ’ %; ™ (p\\\\\;‘éf \\\ £
A T < " \
o 4 .
///; N
A a 5
RYSUNEK 37
Sa AO VS, A0
— = (==)* czyli = —.
Sy ocC VS, OC
Zauwazmy rowniez, ze trojkaty AOD i DOC maja wspolng wysokosé, zatem
Sq A0
S,  oC’

Stad

VSs S :
o = ?j czyli Sq = /SaSs.

Analogicznie S, = /5,5y, wiec

S = Sa+ S+ 259 = (\/Sa + /S,
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10.2. Twierdzenie G e r g 0 n n e‘ a. Matematyk francuski Gergonne udowodnit w roku
1818 nastepujace twierdzenie

TWIERDZENIE 10. (GERGONNE‘A).Jezeli proste AD, BE, CF przechodzqce przez wierz-
chotki trdjkgta ABC, przecinajq sie w punkcie O wewngtrz trojkata (rys.39), to
oD OFE OF AO BO CO

Ap T BE Top - Lttertrmi st gt arn

RYSUNEK 38
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RYSUNEK 39

Dowo6d. Zauwazmy, ze stosunek pol trojkatow BOC' i BAC jest réwny stosunkowi ich wy-
sokosci opuszczonych na wspolny bok BC, a ten stosunek réowny jest z kolei stosunkowi OD
do AD (gdyz opuszczajac wysokosci OO‘ 1 AA‘ na bok BC' otrzymujemy podobne trojkaty
prostokatne OO‘D i AA‘D), wiec

[BOC] oD
[BAC]  AD’
Analogicznie stwierdzamy, ze {ﬁgg} = % i {igg} = g—g. Dodajac stronami te trzy réwnosci

otrzymujemy
OD N OF N OF  [BOC]+ [AOC] + [AOB]
AD  BE CF [ABC)|
Pierwsza cze$¢ twierdzenia zostata udowodniona. Teraz

A0 _AD-OD 0D BO _ OE CO . OF

AD AD ~° AD’ BE ~ BE' CF = CF

=1.

wiec
AO+BO+CO_3_(OD+OE+OF)
AD  BE CF AD BE CF

Twierdzenie Gergonne‘a pozostaje stuszne rowniez, gdy O lezy na boku trojkata ABC' (rys.40).
Faktycznie, uwazajac AC raz jako prosta poprowadzong z wierzchotka A, a drugi raz - jako

prosta poprowadzona z wierzchotka C| dostajemy
ocC N OA ]
AC  CA T

Trzeci sktadnik jest rowny zeru.
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RYSUNEK 40

Pamietajac, ze proste poprowadzone rownolegle do bokow trojkata odcinaja trojkaty podobne
do danego mozemy wykazaé

TWIERDZENIE 11. Jezeli przez srodki odcinkéw tgczqeych wierzchotki danego tréjkgta z
dowolnym punktem lezgcym wewngtrz niego lub na jego obwodzie poprowadzimy proste rowno-
legte do jego bokow, to suma odpowiednich elementow liniowych otrzymanych trzech trojkgtow
rowna jest odpowiedniemu elementow: danego trojkgta.

RYSUNEK 41
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RYSUNEK 42

Dowod. Wezmy dowolny punkt O wewnatrz trojkata ABC (rys.42) lub na jego obwodzie
(rys.40) przez ktory przechodza proste AD, BE i C'F. Niech D*, E*, F* beda srodkami odcinkow
OA, OB, OC. Przez te punkty prowadzimy proste rownoleglte odpowiednio do bokow BC', C'A,
AB. Stosunki odpowiednich elementéow liniowych par trojkatow LAK i BAC, MBN i ABC,
PCQ i BCA oznaczmy odpowiednio przez k4, kg, kc. Mamy

L _AD'_ 140 _1BO _1c0
ATAD T 24D’ BT 2BE YT 2CF
i dalej
1. A0 BO CO
kot kp+ ko=~ —1.
AT fp+fc 2<AD+BE+CF)

Mnozac obydwie strony otrzymanej rownoéci przez dtugosé d odpowiedniego elementu liniowego
trojkata ABC, otrzymujemy
ka-d+kp-d+kc-d=d
czyli
dy+dg + de =d,
gdzie du, dg, dc oznaczaja dlugosci odpowiednich elementéw liniowych w trojkatach LAK,
MBN i PCQ.
Przyjmujac d rowne np. obwodowi trojkata ABC, promieniowi r okregu wpisanego, promieniowi
R okregu opisanego, ect... otrzymujemy wnioski:
1) suma obwodow odcietych trojkatow rowna jest obwodowi danego trojkata,
2) suma promieni okregow wpisanych w odciete trojkaty rowna jest promieniowi okregu
wpisanego w dany trojkat,
3) suma promieni okregéw opisanych na odcietych trojkatach réwna jest promieniowi
okregu opisanego na danym trojkacie
etc. ..
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10.3. Zadania.

Z ADANIE 28. Oznaczmy pola powierzchni tréjkgtéw LAK, MBN i PCQ (rys.40 i 42) od-
powiednio przez Sa, Sg, Sc. Udowodnié, ze

VSa + VS5 + VS = VS

[Wskazowkal [Z wlasnodci pola wiemy, ze 24 = k3, 22 = k3, 3¢ = k2. Zatem

VSa  VSs | VSc

+ +

Vs "5 Ts
VSa + V/Sg + VSe = V8.

=ka+kg+kc=1.

Stad juz

|
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ZADANIE 29. Znaleié wewngtrz trojkata punkt O taki, zZeby suma pol powierzchni tréjkatow
LAK, MBN i PCQ (rys.42) byta najmniejsza.

[Wskazowka| [Z zadania 4 wiemy, ze /Sx + v/Sp + /Sc = V/S. Zatem

Sa+ S+ Sc+ 2S4S + 2/ SaSc + 2/ SpSc = 5.
Poniewaz 24/54Sp << S4 + Sp (nieréwnos$é¢ miedzy $rednimi - geometryczna a arytmetyczna)
25450 << Sa+ 5S¢ 124/ SpSc << S+ Sc wiec
S<<Ss+Sp+Sc+ (Sa+Sg)+ (Sa+Se)+ (Sg+Sc) =3(54+ Sg + Sc¢)

Czyli SA + SB + SC ZZ %
Suma S4+Sp+ Sc nie jest nigdy mniejsza niz %; wartosé te osiaga dla Sy = Sp = S¢, gdyz dla
tych wartosci srednie geometryczne sa rowne Srednim arytmetycznym. Tak wiec w przypadku
minimum
S
Sa=Sp=5c= 9"

Widzimy zatem, ze w przypadku minimum kg = kg = k¢ = % CO oznacza, ze

AO BO CO 2

AD  BE CF 3
Ten warunek spelnia punkt przeciecia §rodkowych, a wiec w przypadku zadanego minimum O
jest srodkiem ciezkosci trojkata ABC'. Z rozwiazania zadania wynika, ze pole powierzchni sze-
Sciokata K LM N PQ (rys.42) jest nie wicksze od 2 pola powierzchni trojkata ABC; maksimum
osigga wtedy, gdy punkt O przeciecia prostych AD, BE i C'F jest srodkiem ciezkosci trojkata
ABC]
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Z ADANIE 30. Wykaz, Ze réwnolegle boki szesciokgta K LM NPQ (rys.40 i 42) sq réwne.
[Wskazowka| [Przy oznaczeniach jak na rysunku 42, wobec ka + kg + ko = 1 mamy
KL=ky -BC=(1—-kp—ke)-BC=BC—kp-BCkc-BC=BC—-BN—PC=NP.

co bylo do okazania. Analogicznie dowodzimy, ze MN = QK i PQ) = LM.
Warto przy okazji zauwazy¢, ze szesciokat K LM N P(Q) jest figura srodkowo symetryczng, jego
trzy przekatne KN, LP i M@ przechodza przez §rodek symetrii figury.|
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11. TEST

Z ADANIE 31. Wykaz, ze w dowolnym tréjkqcie zachodzi zaleznosé

1 1 1

PR
gdzie hy , hy , he sq trzema wysokoSciami trojkgta opuszczonymi odpowiednio na boki o dlugosci
a, b 1ic, natomiast r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkgt.
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Z ADANIE 32. Okregi, ktorych $rednicami sq ramiona trapezu, sq styczne zewnetrznie. Wykaz,
ze w ten trapez mozna wpisac okrqg.
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Z ADANIE 33. Szesciokgt ABCDEF jest wpisany w okrag, odcinki AC i BD przecinajq sie
w punkcie P. Wykaz, ze LAFB + £LCED = LAPD.
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ZADANIE 34. Wykaz, ze w dwunastokqgcie foremnym A1 As ... Ayg przekgtne AyAs, AsAg i
A4Aq przecinajq sie, w jednym punkcie.
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ZADANIE 35. Punkty P, Q, R nalezqg odpowiednio do bokow AB, BC i CA tréjkgta
ABC, okregi opisane na trojkgtach PBQ i QCR przecinajg sie w punktach Q 1 S. Wykaz, ze
na czworokgcie APSR mozna opisaé okrqg.



65

Z ADANIE 36. Srodki kolejnych bokéw czworokgta wypuktego potgczono odcinkami. Wykaz, ze
suma pol powstatych czterech trojkgtow jest rowna polu powstatego czworokgta.
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ZADANIE 37. W trdjkqcie prostokgtnym przyprostokgtne majq diugosci a i b. Na krotszej
przyprostokagtnej jako na Srednicy zbudowano okrgg. Oblicz dltugosci odecinkow na jakie ten okrgg
podzielit przeciwprostokgtng.
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ZADANIE 38. W okregu o promieniu 5 poprowadzono dwie wzajemnie prostopadie cieciwy
AB i CD. Oblicz CD jesli wiadomo, ze AB = 8, a Srednice poprowadzone z punktow A i B
dzielg cieciwe C'D na trzy rowne czesci.

[Wskazowka| [Odp. & = CD = 22 |
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ZADANIE 39. Prostopadte opuszczone z dwdch wierzchotkow prostokgta na jego przekgtng
dzielg jq na trzy rowne czeSci. Oblicz dtugosé krotszego boku prostokqgta jesl diuzszy ma dlugosé

2v/2.
[Wskazowka| [Odp. Krotszy bok ma diugosé 2.
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Z ADANIE 40. Kwadrat ABCD wpisano w okrgg o promieniu R. Wykaz, ze dla dowolnego
punktu P lezgcego na tym okregu

PA? + PB?> + PC? + PD? = 8R?.



