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Mierzenie i pojecia z mierzeniem zwigzane zajmuja wiele miejsca w szkol-
nej matematyce. Odlegtosé (dtugosé) i pole (miara plaska) to wielkosci, kto-
rymi postugiwano si¢ w starozytnym Babilonie i Egipcie. Pierwsi matematycy
byli przede wszystkim praktykami, w Egipcie - urzednikami panujacego fara-
ona. Kazdego roku mieli oni do rozwigzania takie samo zadanie. Wylewajacy
Nil niszezyt granice poletek uprawianych przez fellachow (egipskich rolnikéw -
poddanych faraona). Nalezalo wiec na nowo wytyczy¢ dziatki i drogi do nich
prowadzace. Wazne byto, by drogi prowadzace do pél umozliwialy szybkie do-
tarcie do celu, a wiec byly mozliwie najkrétsze (chodzimy na skréty i dzisiaj,
co wida¢ szczegdlnie zima, gdy ludzie wydeptuja Sciezki niezgodne z wytyczo-
nymi, bo tak jest blizej). Aby unikna¢ sporéw urzednicy faraona musieli zadbaé
o to, zeby dziatki réznych rolnikéw nie zachodzity na siebie i mozna je byto w
jakis sposéb poréwnywaé ( od wielkosci dziatki zalezaly na ogét plony , a wiec
i zyski). Dziatki, podobnie jak i w naszych czasach, mialy ksztalt wielokata (
najczesciej trojkata lub czworokata). Wymyslono wiec metody poréwnywania
wielokatow.

Pytanie. Czy potrafisz podzieli¢ obszar w ksztalcie trojkgta na dziewieé troj-
katnych dziatek o rownych polach?



Od czaséw Talesa i Pitagorasa matematycy wiedzg o tym, ze odkryte twier-
dzenia ( wtasnosci) nalezy uzasadni¢ (udowodnic).

Pytanie. Czy nastepujgce rozumowanie mozemy uznac za dowod twierdze-
nia: Suma kgtow wewnetrznych w trojkgcie ma 180° ¢

W trojkacie ABC' poprowadzmy odcinek C'D .




Oznaczmy sume katoéow wewnetrznych trojkata przez x. Wowcezas mamy

at+f+y=u,
ate+p=ur,
B+6+¢=ux.
Zatem
at+e+p+d+pG+¢ =2z
Ale

o= i e+08=180°
(€16 sa katami przylegtymi). Stad
x4+ 180° = 2x.

Zatem
x = 180°.



Twierdzenia moga by¢ stosowane do rozwiazywania zadan badz wykorzysty-
wane przy dowodzeniu innych twierdzen. Przypomnimy np. jak wykorzystac
wlasnosci pola przy wyprowadzaniu wzorow na pole trojkata, réwnolegtobo-
ku, trapezu. Wykorzystamy te wiadomosci dowodzac twierdzenia Pitagorasa, a
przy uzasadnianiu twierdzenia Talesa wykorzystamy wtasnosci pola i twierdze-
nie Pitagorasa. Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie Talesa sg znane z gimna-
zjum, jednak ze wzgledu na ich zastosowania warto do tych twierdzen wrocic.
Udowodnimy twierdzenia Carnota i Stewarta i wykorzystamy je do wyznacze-
nia dhugosci wysokosci trojkata, dtugosci srodkowych i dtugosci odcinkéw dwu-
siecznych trojkata. Uzasadnimy wzér Herona. Przypomnimy wiele zwiazkow
miarowych dla wielkosci zwiazanych z trojkatem ( dlugosé promienia okregu
wpisanego w trojkat, dhugosci promieni okregéw dopisanych do trojkata, dtu-
gos¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie). Poznamy twierdzenia Menelaosa
i Cevy.



Przed studiowaniem tych zagadnien spréobuj rozwigza¢ nastepujace zadanie:

Na srodkowym szczeblu drabiny (o nieparzystej liczbie szczebli) opartej o $cia-
ne 1t sliskq posadzke siedzi mucha. Drabina zeslizquje sie po posadzce w dol.
Wzdluz jakiej krzywej bedzie poruszac sie mucha?



Stosunek podziatu odcinka punktem

Na plaszczyznie jest okreslona odleglosé, ktora kazdej parze punktéw A
i B przyporzadkowuje doktadnie jedna liczbe |AB)| i przyporzadkowanie to ma
nastepujace wtasnosci:

1.

AR el B

|AB| > 0,

|AB| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A = B,

|AB| = |BA|

dla kazdych punktéow A, B, C zachodzi |AC| < |AB| + |BC/|,

dla kazdych punktéw A, B i C punkty te sa wspotliniowe wtedy i tylko
wtedy, gdy |AB| = |AC| + |CB| lub |AC| = |AB| + |BC| lub |BC| =
|BA| + |AC.

Definicja. Niech punkty A, B beda rézne. Mdéwimy, ze punkt C,
C # A, C # B, lezy miedzy punktami A i B , gdy |AB| = |AC|+ |CB].




Definicja. Odcinkiem AB, gdzie A # B, nazywamy zbidér utworzony
ze wszystkich punktow lezacych miedzy punktami A i B oraz punktéow
A, B. Punkty A, B nazywamy koncami odcinka. Odcinek AB bedziemy
oznaczaé¢ symbolem AB.

Uwaga. Jezeli A = B, to zbiér AA = {A} bedziemy nazywali odcinkiem
zerowym (trywialnym).

Definicja. Dlugoscia odcinka AB nazywamy odlegtosé jego koncow.

Definicja. Punkt S nazywamy $rodkiem odcinka AB, gdy |AS| =
SB| = }|ABI.

Twierdzenie. Kazdy odcinek ma doktadnie jeden sSrodek.



Niech A i B beda réznymi punktami. Dla kazdego punktu P odcinka AB,
: |AP|
P # B, rozwazmy stosunek B[

Uméwmy sie, ze bedziemy ten stosunek oznaczaé symbolem k(P).
Latwo zauwazy¢, ze

1. k(P)>0,dla Pe ABi P # B,

2. k(A) =0,

3. k(S) =1,

4. jezeli P lezy miedzy punktami A i S, to k(P) < 1,
5. jezeli P lezy miedzy punktami S i B, to k(P) > 1.



Twierdzenie. Jezeli dowolne punkty K, L naleza do odcinka AB,
sg rézne od punktu B i K # L, to k(K) # k(L).

Dowé6d. Poniewaz punkty K i L naleza do odcinka AB, to
|AK|+ |KB| =|AB| i |AL|+|LB|=|AB].

Stad
|AK| - |AB| . |AL| - |AB|
\xB|  |kB| ' |LB| "~ |LB|
Gdyby dla pewnych punktéw K, L byto
|AK|  |AL
|KL|  |LBJ
to
|AB| B |AB|
|KB|  |LB]

i mielibySmy |K B| = |LB|. Zatem K = L, co nie jest mozliwe.
Pojecie stosunku mozemy okresli¢ takze dla punktéw prostej AB nie nale-
zacych do odcinka AB. Jednak wtedy nie bedziemy mie¢ réznowartos$ciowosci.



Przyktad. Na odcinku AB o dtugosci 3 wybierzmy punkt 7" taki, ze |AT| =
2, |TB| = 1.

Oczywiscie
AT]
e
Na poétprostej o poczatku A, do ktorej nalezy punkt B, wybierzmy punkt U
taki, ze |AU| = 2|AB|.

2.

A B
Mamy wiec
[AUT _
uB|
|AT| AU
Zatem T — =
atem 7éU1|TA| 0B
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Pytanie. Na odcinku AB o dlugosci 3 wybierzmy punkt Q taki, Ze |AQ| = 1,
‘avi Aol 1,
VBl |QB| 2

|QB| = 2. Czy na prostej AB znajdziemy taki punkt V', Ze

Pytanie. Dla jakiego punktu prostej AB stosunek dtugosci odcinkow nie jest
okreslony?

Pytanie. Czy na prostej AB istnieje punkt L rézny od srodka odcinka AB,

AL
dla ktorego ||LB|| =17
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Definicja. Stosunkiem podziatu niezerowego odcinka AB punktem
P prostej AB, P # B, nazywamy liczbe (AB; P) okres$long w nastepu-
jacy sposéb

AP -
AP peam (),

DY _ |PB]
28 p B\ AB.
pp| D EprAB)

Wtasnosci stosunku podziatu odcinka punktem:

1. Dla kazdego punktu P, P € pr AB \ {B},

_ AP

2. Dla kazdych punktéw P, @, P,QQ € pr AB \ {B}, jezeli P # @, to
(AB; P) # (AB; Q).
3. Dla kazdego punktu P, P € pr AB\ {B},
(AB; P) # —1.

4. Dla kazdej liczby rzeczywistej v, v # —1 istnieje doktadnie jeden punkt
P, P epr AB\ {B} dla ktorego

(AB; P) = v.

12



Pole wielokata

Rozwazmy zbiér wszystkich wielokatow zawartych w ptaszezyznie .

Definicja. Méwimy ze wielokaty na siebie nie zachodza, gdy nie
maja one wspolnych punktéw wewnetrznych.

Wielokaty zachodzg na siebie
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)

Wielokaty nie zachodzg na siebie
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Kazdemu wielokatowi w jest przyporzadkowana doktadnie jedna liczba do-
datnia P(w), zwana jego polem (miara plaska).
To przyporzadkowanie ma nastepujace wtasnosci:

1. kazde dwa wielokaty przystajace maja rowne pola,

2. pole kazdego wielokata, ktory jest sumg mnogosciowsg dwoch wielokgtow
nie zachodzacych na siebie, jest sumag pol tych dwoch wielokatow,

3. pole kwadratu , ktérego bok ma dtugosc¢ 1, jest réwne 1.

Twierdzenie. Jezeli boki prostokata p majg dlugosci a i b, to

P(p) = ab.
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Przyklad. Kwadrat podzielono na cztery figury - dwa przystajace trapezy
i dwa przystajace trojkaty prostokatne. Z tych figur ztozono prostokat tak jak
na rysunku.

13 8

T

13-13=169 21-8=168

Gdzie podziat sie taki kwadracik Il ?

Pytanie. Dlaczego kwadrat © prostokqt majg rézne pola?
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Whiosek. Jezeli t jest trojkatem prostokatnym, ktérego przyprostokatne
maja dtugosci a i b, to

1
Dowébd.

p=tUt, t przystaje do t' i te trojkaty nie zachodzg na siebie. Zatem
ab= P(p) = P(tUt') = P(t) + P(t') = 2P(t).

Stad
P(t) = —ab.
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Niech ¢ bedzie dowolnym trojkatem o wierzchotkach A, B, C'. Z wierzchotka
C poprowadzmy wysokos¢ C'D. Mozliwe sg trzy przypadki:

1. D=Alub D =B,
2. D lezy miedzy punktami A i B,
3. D lezy na prostej AB poza odcinkiem AB.

A D=B A D B A
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W pierwszym przypadku AABC jest prostokatny, wiec na podstawie po-
przednich rozwazan

1
P(AABC) = S| AB|[CD.

W drugim AABC jest suma dwbch nie zachodzacych na siebie trojkatow
prostokatnych, wiec

1 1 1
P(AABC) = P(AADC)+P(ADBC) = £|AD||CD|+5|DBI|CD| = 5|AB||CD|.

W trzecim przypadku trojkat prostokatny ADC' jest sumg trojkata ABC' i
trojkata prostokatnego BDC'. Poniewaz te trojkaty na siebie nie zachodza, to

1 1
SIAD|ICD| = P(AABC) + 5|BD||CD.

Stad
1 1 1
P(AABC) = §|AD||C’D| — i\BDHCD| = i\ABHOD\.

Przyjmijmy, ze h. = |CD| i ¢ = |AB|. Wéwczas

P(AABC) = ;chc.
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Przeprowadzajac analogiczne rozumowania dla pozostatych bokow tréjkata

ABC' otrzymamy

P(AABC) = %aha,

P(AABC) = %bhb.

Twierdzenie. Jezeli boki trdjkata ¢t majg dtugosci a, b, ¢, a opusz-
czone na te boki wysokosci maja dtugosci h,, hy, he, to

1 1 1
P(t) = —ah, = =bh, = =ch,.
2 2 2

Whiosek. Jezeli trojkaty ABC' 1 A'B'C’ maja réwne dtugosci wysokosci
opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw C' i C7, to
|AB|  P(AABC)
|A'B|  P(AA'B'CY

20



Twierdzenie. Pole réwnolegloboku jest rowne iloczynowi dlugosci
jego boku i dlugosci wysoko$ci opuszczonej na ten bok.

Jezeli dtugos$é boku réwnolegltoboku jest rowna a, wysokos¢ opuszczona na
ten bok ma dtugos¢ h, to jego pole

P = ah.

Twierdzenie. Pole trapezu jest ré6wne iloczynowi potowy sumy dtu-
godci jego podstaw ( bokéw réwnoleglych) i dtugosci wysokoéci tra-
pezu (odleglosci podstaw).

Jezeli dtugosci podstaw trapezu sg rowne a, b, zas wysokos¢ ma dtugosé h,
to jego pole
1

Polecenie. Udowodnij twierdzenia o polu réwnolegtoboku @ polu trapezu.

21



Zadanie. Punkt P nalezy do wnetrza trojkata ABC'. Jezeli w,, wy, w,. ozna-
czaja odlegtosci punktu P odpowiednio od bokéw BC', AC, AB, to
Wy Wy W,
ey by e
ha * hb * hc

( ha, hp, he sa dtugosciami wysokosci poprowadzonych odpowiednio z wierz-
chotkéw A, B, C.

Rozwigzanie.

22



Poniewaz trojkaty ABP, BC P, C AP nie zachodza na siebie oraz AABC =
ANABPUABCPUACAP, to

P(AABC) = P(AABP) + P(ABCP) + P(ACAP).

Stad, oznaczajac krotko trojkat ABC' literg ¢, otrzymujemy

Ale

wiec

Zatem

1
P(t) = 5 (aw, + bwy + cw,) .
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Uwaga. Jezeli punkt P jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC i r
jest dlugoscia promienia tego okregu, to

Wy = Wy = W, = T

Stad

24



Zadanie ( twierdzenie o podziale boku trojkata dwusieczng kata wewnetrz-
nego). Dwusieczna kata wewnetrznego tréjkata dzieli bok przeciwlegly na od-
cinki proporcjonalne do bokéw przylegtych.

Rozwigzanie. W trojkacie ABC poprowadzmy dwusieczng kata wewnetrzne-
go o wierzchotku C. Ta dwusieczna przecina bok AB w punkcie D.

A

25



Trojkaty ADC' i BDC maja wspolng wysokos¢ opuszczong z wierzchotka C'
dlatego
|AD|  P(AADC)
\DB|  P(ABDC)’
Punkt D lezy na dwusiecznej kata wewnetrznego o wierzchotku C', wiec jego
odlegtosci od ramion C'A i C'B sa réwne. Te odlegtosci sa réwne dlugosciom
wysokosci opuszezonych w trojkatach ADC' i BDC' z wierzchotka D. Stad

|AC|  P(AADC)
|BC|  P(ABDO)

Zatem
|AD| B |AC|

|DB| — |BC|
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Twierdzenia Pitagorasa, Carnota i Stewarta

Pitagorasowi przypisuje sie udowodnienie twierdzenia

Twierdzenie (Pitagorasa). Jezeli w trojkacie ABC kat ACB jest
prosty, to

|AB|? = |BC|? + |AC|?.

Twierdzenie Pitagorasa bywa wypowiadane na wiele sposobéw. W podrecz-
nikach szkolnych spotykamy np. takie sformutowania:
7 Jezeli trojkat jest prostokatny, to pole kwadratu zbudowanego na przeciwpro-
stokatnej jest réwne sumie p6l kwadratow zbudowanych na przyprostokatnych.”
"Kwadrat dtugosci przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego jest réwny su-
mie kwadratow jego przyprostokatnych.”

27



Istnieje bardzo duzo réznych dowodow tego twierdzenia, a wsroéd nich sg
dowody , w ktorych wykorzystuje si¢ wlasnosci pola.

Dowodd 1.
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Dowéd II.

Uogolnieniem twierdzenia Pitagorasa jest twierdzenie Carnota.
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Twierdzenie (Carnota). Jezeli w tréjkacie ABC kat AC'B jest ostry
i punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka A, to

|AB|* = |BC|? + |AC|* — 2|BC||DC.

Jezeli w tréjkacie ABC kat ACB jest rozwarty i punkt D jest spodkiem
wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka A, to

|ABJ* = |BC|* + |AC? + 2|BC||DC).
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Dowdd. Zatézmy, ze kat AC'B jest ostry. Odcinek AD jest wysokoscig tego
trojkata. Przyjmijmy, ze h, = |AD|, p = |CD| i tradycyjnie a = |BC|, b =
|AC|, c = |AB].

Poniewaz trojkaty ADC i ADB sa trojkatami prostokatnymi, to

he =b"+p°
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Stad
= (a—p)?=b0"—p°

a po prostych rachunkach mamy
& =a®+ b — 2ap.

Zatem
|AB|* = |BC|? + |AC|?* — 2| BC||DC.

Cwiczenie. Udowodnij ( w analogiczny sposob), ze gdy kat AC'B jest roz-
warty, to przy takich samych oznaczeniach mamy

& = a® + b* + 2ap,

czyli
|ABJ? = |BC|* + |AC|? + 2|BC||DC].
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Dlugosci wysokosci trojkata i wzér Herona

Rozwazmy trojkat ABC, w ktérym kat wewnetrzny AC'B jest ostry lub roz-
warty. Na mocy twierdzenia Carnota mozemy napisac, ze

A =a*+b* — 2eap,
gdzie e = 1, gdy LACB jest ostry, a ¢ = —1, gdy £LACB jest rozwarty. Stad

a? + b — 2
p=

2ea
Poniewaz wiemy, ze
hQ — b? _ p2’
to po wstawieniu za p otrzymamy
h? =b? — L(a2 + b — )2 = 1 (4(121)2 - [aQ + b — 02r> =
“ 4a? 4a?
1 2,12 2 2,12 2
=12 {2ab+(a +b°—c )} [Qab—(a +b0°—c )} =
1
= 1 e+ =] [ = (a—0)%] =
1
= 4—a2(a—|—b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b).
Przyjmujac, ze 2s = a+b—+c (s jest potowa obwodu tréjkata ABC') otrzymamy
2
he = — — —b)(s —c).
a\/s(s a)(s—0b)(s—c)
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Zauwazmy, ze gdy kat AC'B jest prosty, to po pierwsze ¢ = a? + b? i po
drugie h, = b. Wtedy rowniez

(21\/8<S —a)(s=Db)(s—c) =

:Z\/llei(a—i—anc)(a—irb—c)(b+c—a)(c—|—a—b):

1 1
= — b)?2 — 2] [c? — (a — b)?] = —V4a?b? = b.
s l@t 0P = [ — (a— b)) = 5 Via
Zatem, niezaleznie od tego czy kat AC'B jest ostry, prosty badz rozwarty otrzy-
mamy

h, = z\/s(s —a)(s—=b)(s—c).

Uwaga. Dla dwéch pozostatych wysokosci mamy

hy = Z\/s(s —a)(s—="0b)(s—c),

2
he=— — —b)(s —c¢).
C\/s(s a)(s—b)(s—c)
Whiosek. (wzér Herona). Jezeli P jest polem tréjkata, ktérego boki maja
dhugosci a, b, ¢, a s jest polowa jego obwodu, to

P = \/s(s —a)(s—b)(s—c).

34



Uwaga. Z twierdzenia Pitagorasa i twierdzenia Carnota wynikaja nastepu-
jace wnioski:

1. Jezeli kat AC'B jest ostry, to
|AB> < |BC|* + |AC%.

2. Jezeli kat AC'B jest prosty, to
|AB* = |BC|* + |AC%.

3. Jezeli kat ACB jest rozwarty, to
|AB* > |BC|* + |AC%.

Zauwazmy, ze zalozenia tych wnioskow wyczerpuja wszystkie mozliwosci i
nawzajem si¢ wykluczaja. Podobnie i tezy tych wnioskéw wyczerpuja wszyst-
kie mozliwosci, i nawzajem sie wykluczaja. Dlatego prawdziwe sg nastepujace
twierdzenia:

1. Jezeli |AB|? < |BC|* + |AC|?, to kat AC'B jest ostry.
2. Jezeli |AB|*> = |BC|*> + |ACJ?, to kat AC'B jest prosty.
3. Jezeli |ABJ]* > |BC|? 4+ |AC|? , to kat ACB jest rozwarty.

Polecenie. Uzasadnij te twierdzenia, dowodzgc je mie wprost.
Prawdziwe jest wiec twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenie ( odwrotne do twierdzenia Pitagorasa). Jezeli w tréjkacie
ABC jest |AB|* = |[BC|* + |AC|* , to kat ACB jest prosty.
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Twierdzenie Stewarta

Twierdzenie (Stewarta). Jezeli w tréjkacie ABC' punkt D nalezy do
boku AB, to

|CD|*|AB| = |BC]?|AD| + |AC’|DB| — |AB||AD||DB].
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Dowéd. Zatozymy, ze D # A, D # B, poniewaz w przeciwnym razie teza
twierdzenia jest oczywista. Jezeli kat BAC' jest katem prostym,

B

to, stosujac twierdzenie Pitagorasa, otrzymujemy
[CD|* = |ACJ* +|ADJ?,
|BC|? = |AB|? + |AC%.
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Stad
|BC*|AD| + |AC*|DB| — |AB||AD||DB| =

= |ABP’|AD| + |AC*|AD| + |AC|?| DB| — |AB||AD||DB| =
= |ACP* (|AD| + |DBJ) + |AB||AD| (|AB| - |DB|) =
— |AC||AB| + |AD]?|AB| = |CD|*| AB|.

Jezeli punkt D jest spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C

C

to korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy

|BC|* = |CDJ* + |DBJ?,
|AC|> = |CD|* + |ADJ%.
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Stad
|BC|*|AD| + |AC|*|DB| — |AB||AD||DB| =

= (IcDP + |DBJ?) |AD| + (ICDJ* + |AD[?) |DB| — |AB||AD|DB| =
= |CD*(||AD| + |DB|) + |AD||DB| (|AD| + |DB| — |AB|) =
= |CDJ?|AB].

Pozostaje rozpatrzy¢ przypadek, gdy kat BAC nie jest prosty i odcinek C'D
nie jest wysokoscig trojkata ABC.
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Jeden z katéw LADC lub £BDC jest katem ostrym. Przyjmijmy (bez
zmniejszania ogblnosci rozwazan), ze L ADC jest katem ostrym. Wéwczas kat
£BDC jest katem rozwartym jako kat przylegly do kata ostrego. Do trojkatow
ADC' i BDC stosujemy twierdzenie Carnota i otrzymujemy réwnosci

|AC|? = |AD* + |CDJ* — 2|AD||ED],
|BC|? = |BD|?* + |CD* - 2|DB||ED|.

Pierwsza z tych rownosci mnozymy przez |DB|, a druga przez |AD)| i tak otrzy-
mane rownoéci dodajemy stronami. Po prostych rachunkach otrzymujemy teze
twierdzenia.

Twierdzenie Stewarta mozemy wykorzysta¢ rozwigzujac nastepujace zada-
nia.
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Zadanie. Wyznacz dtugosci srodkowych trojkata ABC, ktérego boki maja
dhugosci a, b, c.

Oznaczmy przez mg, my, m. dtugosci srodkowych, ktorych jednym koncem
jest odpowiednio wierzchotek A,B, C.

Niech odcinek C'D bedzie §rodkowa o dtugosci m.. Wowcezas |[AD| = DB| =

c . . .
51 na mocy twierdzenia Stewarta mamy
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Po skréceniu przez c i wyltaczeniu przed nawias utamka i otrzymujemy

m? = ! (2@2 + 20 — 02) .

4
Oczywiscie
1
2 _ 1 (972 2 _ 2
ma—4<2b + 2c a),
1
2 _ L (o 2 2 _ ;2
mb—4(2a + 2c b).
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Zadanie. Wyznacz dtugosci odcinkéw dwusiecznych katéw wewnetrznych
trojkata ABC' | ktorego boki maja dtugosci a, b, c.

Oznaczmy przez dg, dp, d. dhugosci odcinkéw dwusiecznych o poczatku od-
powiednio w punkcie A, B, C.

(STE
R
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Niech odcinek C'D bedzie odcinkiem dwusiecznej o dtugosci d.. Wowczas

b
z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego w trojkacie |AD| = %,
a
|DB| = R mocy twierdzenia Stewarta
a+b
ac be ac  be
dPc=1b + a® — .
€ a+b aa+b a—i—ba—i—bc
otrzymujemy

Po skroceniu przez c i wytaczeniu przed nawias czynnika 0
a

b c?
2=""1 b— .
‘ a+b<a+ a+b>

Oczywiscie
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Twierdzenie Talesa

Twierdzenie (Talesa). Jezeli ramiona kata przetniemy dwiema pro-
stymi réwnoleglymi, to stosunek dlugosci odcinkéw wyznaczonych
przez wierzcholek kata i te proste na jednym ramieniu kata jest row-
ny stosunkowi dlugosci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez
wierzchotek kata i te proste na drugim ramieniu.
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Dowéd. Zaltézmy najpierw, ze proste k i | sa prostopadle do jednego z
ramion kata.

B’/

Poniewaz tréjkat OAA’ i trapez ABB’A’ nie zachodzg na siebie, a ich suma
jest trojkatem OBB’, to

1 1
§|BB’||OB| = - (|BB'| + |AA]) |AB| + §|AA’||OA|.

N | —
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Po prostych rachunkach otrzymamy
|BB'||OA] = |AA'|OB,

a wiec

|BB'|  |OB]
|AA'|  |OA|
Oznaczajac ten stosunek przez v mamy réwnosci
|BB'| = v|AA/|
i
|OB| = v|OA].

Z twierdzenia Pitagorasa (trojkaty OAA’ , OBB’ sa prostokatne)

(OB'| = \/|BBJ? + |OB[? = \/v? (|AA']2 + |OA]2) = v|OA/|.

Zatem
|OB| B |OB’|

|OA] — |OA|
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Niechaj teraz zadne z ramion kata nie bedzie prostopadte do prostych £ i [.
Woéwcezas kreslimy z wierzchotka O prosta prostopadta do prostych réwnolegltych
k il. Przecina ona te proste odpowiednio w punktach A” i B”.

AN A8

AT — AT~
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Na podstawie poprzednich rozwazan mamy

0B| 0B
|OA| — |OA”
: 0B 0B
0A| — [0A"|"

Stad
(OB| OB
0A] ~ [0A]

Whiosek. Jezeli proste k i [ sa rownolegte i przecinaja ramiona kata odpo-
wiednio w punktach A, B oraz A’, B’, to
|OA]  |OA'| |OA|  |AA| |OA]  |OA|
|OB|  |OB'|" |OB| |BB|" |AB| |A'BY

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.
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Twierdzenie. Jezeli ramiona kata przeciete sa dwiema prostymi i
stosunek dlugosci odcinkéw wyznaczonych przez wierzcholek kata i te
dwie proste na jednym ramieniu kata jest réwny stosunkowi dltugosci
odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez wierzchotek i te proste
na drugim ramieniu, to te proste sg réwnolegte.

/

Dowéd. (nie wprost). Przypusémy, ze proste k il nie sa réwnolegle. Popro-
wadzmy przez punkt B’ prosta [* rownolegta do prostej k. Przetnie ona ramie
OB w punkcie B*. Z twierdzenia Talesa ( zastosowanego do ramion danego
kata i prostych ki [* ) otrzymamy

OB*|  |OB'|
|OA| oA
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Stad i z zalozenia musi by¢ |OB| = |OB*| i w konsekwencji B = B*. Proste
[ il* sa identyczne, a wiec k||l. Dwie proste k i [ nie moga by¢ jednoczesnie
réwnolegte i nierownolegte. Otrzymana sprzecznosé koncezy dowod twierdzenia.

Whioski z twierdzenia Talesa i twierdzenia don odwrotnego przydatne w
geometrii trojkata.

Whiosek. Jezeli w trojkacie ABC punkt D nalezy do boku AC, punkt E
nalezy do boku BC'i odcinek DFE jest réwnoleglty do boku AB, to

|CA| |CB|
ICD|  |CE|
C
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Whiosek. Jezeli punkt D nalezy do boku AC, a punkt E nalezy do boku

BC trojkata ABC' oraz
|CA| _ |OB|

|ICD|  |CE|
to odcinek DF jest rownolegty do boku AB.

Whiosek. Jezeli katy wewnetrzne tréjkata ABC sa rowne katom wewnetrz-
nym trojkata JKL: LA = 4J, LB = LK, £C = L, to dtugosci bokow troj-
kata ABC' sa proporcjonalne do dtugosci odpowiednich bokéw trojkata JK L:

|BC|  [CA|  |AB]
KL~ L7~ |TK|
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Dowéd. Jezeli np. |AB| = |JK]|, to tréjkaty ABC i JKL sa przystajace
(kbk) 1 wszystkie stosunki dtugosci odpowiednich bokéw sa réwne 1. Przyjmijmy
(bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan), ze |AB| > |JK]| i na boku AB trdjkata
ABC odlézmy odcinek AU taki, ze |AU| = |JK|. Przez punkt U poprowadzmy
prosta réwnolegla do prostej BC'. Prosta ta przetnie bok AC' w punkcie V.

Z twierdzenia Talesa (i odpowiednich wnioskow) wynika, ze

|AB|  |AC| |BC|
|AU| — |AV| |UV]

Ale trojkaty AUV i JK L sg przystajace, wiec

|BC| |CA|  |AB]
|KL|  |LJ] |JK|
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Whiosek. Jezeli proste k£ i [ przecinajg ramiona katow wierzchotkowych o
wierzchotku O odpowiednio w punktach A, A’ oraz B, B’ i sg rownolegte, to

OB |OB'|

|OA| — |0A|

. Wniosek. Jezeli proste k i [ przecinaja ramiona katéow wierzchotkowych o
wierzchotku O odpowiednio w punktach A, A’ oraz B, B’ i
OB  |OB'|
[0A] — [0A

to proste k i [ sa réwnolegte.
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Whiosek.. Jezeli proste rownolegle k, [, m przecinaja ramiona kata odpo-
wiednio w punktach A, B, C'i A', B, (', to

|AB|  |A'B|

BC| ~ |BO|
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Przyktad. Udowodnij, ze jezeli sieczne okregu poprowadzone z punktu P,
nie nalezacego do tego okregu, przecinaja okrag odpowiednio w punktach A,
A"i B, B, to |PA||PA'| = |PB||PB'|.

Trojkaty PBA' i PAB' maja takie same katy wewnetrzne, zatem dlugosci
ich odpowiednich bokow sg proporcjonalne
|PA|  |PB|
PB| ~ [PA]

Stad |PA||PA| = |PB||PB/|.
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Wazne zwigzki miarowe w tréjkacie

Tréjkat bedziemy ABC' oznaczaé symbolem AABC'. Dhugosci bokéw BC', AC,
AB oznaczamy odpowiednio literami a, b, ¢ zas rozwartosci katéw wewnetrz-
nych o wierzchotkach A, B, C' odpowiednio literami «, 3, .

Przypomnimy teraz podstawowe twierdzenia geometrii trojkata.

Twierdzenie. Jezeli o, 3, 7 sa rozwartosciami katow wewnetrznych
tréojkata, to o + 8+ v = 180°.

Twierdzenie. Jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw trdjkata, to a <
b+c,b<a-+c, c<a+b.
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Umawiamy sie ponadto, ze

1.

NS 9t

wysokosci opuszczone na boki o dtugosciach a, b lub ¢ maja odpowiednio
dtugosci hg, hy, he,

. srodkowe, ktorych jednym koricem jest wierzchotek A, B lub C, maja

odpowiednio dtugosci m,, my, me,

odcinki dwusiecznych, ktérych jednym konicem jest wierzchotek A, B lub
C, maja odpowiednio dtugosci d,, dy, d.,

promien okregu opisanego na tym tréjkacie ma dtugosé¢ R,
promien okregu wpisanego w ten trojkat ma dtugosé r,
polowa obwodu tego trojkata jest rowna s,

pole tego trojkata jest rowne P.

Whiosek. Jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokow tréjkata, to

b—c|<a<b+e,

la—c| <b<a+ec,
la—b] <c<a+b.

Polecenie. Udowodnij wniosek.
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Whiosek. Jezeli a, b, ¢ sa dhugosciami bokow trojkata, to

Va2 —(b—c)’<a,
V02— (c—a)” <D,

2—(a-b’<ec

N\

Polecenie. Udowodnij wniosek.
Whiosek. Jezeli a, b, ¢ sa dhugosciami bokow trdjkata, to

(a+b—c)(b+c—a)(c+a—>b) <abe.
Dowéd. Zauwazmy (patrz poprzedni wniosek), ze
{aQ —(b— 0)2} {62 —(c— a)Q] [02 —(a— b)2] < a*b*c’.

Rozktadajac lewa strone tej nierownosci na czynniki i korzystajac z prze-
miennosci iloczynu otrzymamy

(b+c—a)(a+c—0b)*a+b—c) <ab’c

Stad
(a+b—c)b+c—a)(c+a—10) < abe.
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Uwaga. Nierownos¢
(a+b—c)(b+c—a)(c+a—>b) <abe.

mozna zapisa¢ w postaci

1
1) (s—a)(s—0b)(s—c) < gabc

lub ) .
2) s(s—a)(s—0b)(s—c) < Lape
5 8
lub
2 1
3) — < éabc

Polecenie. Uzasadnij 1), 2) i 3).

Whiosek. Jezeli a, b, ¢ sa dhugosciami bokow trojkata, to

gb_bc_ca_abc

he h, hy 2P

. . . . . _ ., abc
Pytanie. Czy wiesz jakq interpretacje geometryczng ma wielko$¢ 5P ¢
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Whiosek. Jezeli a, b, ¢ sa dhugosciami bokow trojkata, to

r=—.
s

Dowéd. W dowodzie wykorzystamy wtasnosci pola.

Trojkaty ABW, BCW i ACW nie zachodza na siebie i w sumie daja trojkat
ABC. Pole P trojkata ABC' jest réwne sumie poél trojkatow ABW, BCW i

ACW . Stad

P 1 —i—lb +1 a+b+c
=35 5 —Cr = ———7"1 = 8r.
5ar + 5br+ ger 5

Zatem
P
.

r =
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Whiosek. Jezeli a, b, ¢ sa dtugosciami bokow trojkata, to
_abc
4P

Pytanie. Czy potrafisz uzasadnié ten wniosek? Jesli nie, poszukaj odpowiedzi
w uzupetnieniach na koncu kursu.
Whiosek. Jezeli a, b, ¢ sa dhugosciami bokow trojkata, to

R

2r < R.

Polecenie. Udowodnij ten wniosek.
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Punkty charakterystyczne tréjkata

Niech bedzie dany trojkat ABC. Punktami charakterystycznymi tego tréjkata
nazywamy nastepujace punkty:

1. Punkt O - érodek okregu opisanego na tym trojkacie, czyli punkt, w ktérym
przecinaja sie symetralne trzech bokéw trojkata;

2. Punkt W - $rodek okregu wpisanego w ten tréjkat, czyli punkt, w ktérym
przecinaja sie dwusieczne trzech katow wewnetrznych trojkata;

3. Punkt M - $rodek barycentryczny ( barycentrum) tego trojkata, czyli
punkt, w ktorym przecinaja sie trzy srodkowe trojkata;

4. Punkt H - érodek ortyczny ( ortocentrum) tego tréjkata, czyli punkt, w
ktorym przecinaja sie trzy proste zawierajace wysokosci trojkata.

Whiosek. Jezeli tréjkat ABC' jest rownoboczny, to O =W =W =M = H
Whiosek. Jezeli w trojkacie ABC' zachodzi O = W lub O = M lub O = H

lub W =M lub W = H lub M = H, to tréjkat jest réwnoboczny.
Polecenie. Wybierz jeden z warunkow i uzasadnij wniosek.
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Jezeli trojkat jest rownoramienny ale nie jest réwnoboczny, to punkty O,
W, M, H sa rézne i naleza do jednej prostej (sa wspo6tliniowe). Ta prosta jest
symetralna podstawy trojkata rownoramiennego.
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Twierdzenie (Eulera). W kazdym tréjkacie ABC punkty O, M, H
sg wspolliniowe.

Dowéd. Zatézmy, ze trojkat ABC' nie jest rOwnoramienny.

Na prostej OM (O # M) wybieramy punkt X taki, ze
|OX| = 3[OM],
IOM| + |MX| = |0X].
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Stad
|IMX| =2|OM]|.

7 twierdzenia o srodkowych wynika, ze
|MC| = 2|MD|.

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze prosta OD jest
réwnolegta do prostej C'X. Ale prosta OD jest symetralng boku AB jest wiec do
prostej AB prostopadta. W takim razie prosta C'X jest prostopadta do prostej
AB. Rozumujac analogicznie udowodnimy, ze prosta BX jest prostopadta do
prostej AC' oraz prosta AX jest prostopadia do prostejBC'. Proste AX, BX,
CX zawieraja wysokosci trojkata ABC', zatem X = H. Punkt H nalezy wiec
do prostej OM. Punkty O, M, H sa wspotiniowe.

Uwaga. Prosta, wyznaczong przez punkty O i M w trojkacie nieréwnobocz-
nym, nazywamy prostg Fulera.
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Twierdzenie Menelaosa

Definicja. Moéwimy, ze prosta przecina bok tréjkata lub jego prze-
dluzenie, gdy ma doktadnie jeden punkt wspodlny z prostg zawierajaca
ten bok i punkt ten jest r6zny od wierzchotkéw tréjkata.

Polecenie. Zbadaj wzajemne potozenie trojkata i prostej na plaszczyinie.

68



Twierdzenie. Jezeli prosta przecina boki BC', CA, AB tréjkata ABC
lub ich przedluzenia odpowiednio w punktach D, E, F, to
|AF||BD||CE|
|[FB||DC| |[EA|

Dowdd. Zalézmy, ze prosta k przecina dwa boki trojkata i przedtuzenie
trzeciego boku.
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Wybierzmy na ptaszczyznie prosta [, ktora nie jest rownolegta do prostej k
ani do zadnego boku trojkata i nie ma z tym tréjkatem punktow wspoélnych.
Przez wierzchotki tréjkata poprowadzmy proste réwnolegle do prostej k. Sto-
sujac odpowiedni wniosek z twierdzenia Talesa otrzymujemy

|AF| _|TU| |BD| |VT| |CE| |WT|
\FB| |TV|]" |DC| |TW| |EA| |TU|’

Mnozac te réwnosci stronami otrzymujemy

|AF||BD||CE| |TU| |VT| |WT| _
|\FB||DC||EA|  |TV||TW||TU|
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Podobnie postepujemy, gdy prosta przecina przedtuzenia trzech bokow tréj-
kata.

Polecenie. Przeprowadz dowod w tym przypadku.
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Twierdzenie odwrotne do udowodnionego nie jest prawdziwe.

Poniewaz

|AF|  |AF'|

|\FB| |F'BJ’

to
|AF'| |[BD||CE| B

|[F'B||DC| |EA|
lecz punkty D, E, F' nie sg wspotliniowe.

L,
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. . . |AF| |BD| |CE . . .
Rozwazmy zamiast stosunkow :FB“, I DC||’ I & A|| stosunki podzialu odcinka

punktem (AB;F), (BC;D), (CA;E). W zaleznosci od polozenia prostej k
wzgledem trojkata dwa sposrod tych stosunkéw sg dodatnie, a jeden ujemny
lub wszystkie trzy sa ujemne. Zatem

(AB; F)(BC; D)(CA; E) = —1.
Mamy wigc takie twierdzenie

Twierdzenie (Menelaosa). Jezeli prosta przecina boki BC, C'A, AB
trojkata ABC' lub ich przedluzenia odpowiednio w punktach D, E, F,
to

(AB; F)(BC;D)(CA; E) = —1.

Pokazemy, ze twierdzenie odwrotne do tego twierdzenia jest prawdziwe.

Twierdzenie (odwrotne do twierdzenia Menelaosa). Jezeli punkty
D, F, F naleza odpowiednio do bokéw BC, C' A, AB tréjkata ABC lub
ich przedtuzen, sa rézne od wierzcholtkéw i (AB; F)(BC;D)(CAE) =
—1, to punkty D, E, F' sg wspo6tliniowe.
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Dowéd (nie wprost). Przypusémy, ze punkty D, E, F' nie sa wspolliniowe.
Zatem D ¢ pr EF lub E ¢ pr DF lub F' ¢ pr DE. Przyjmijmy, ze E ¢ pr DF.
Pokazemy najpierw, ze prosta DF przecina bok AC lub jego przedtuzenie.
Gdyby prosta DF' byta réwnolegta do prostej AC,

to z wnioskéw z twierdzenia Talesa wynika, ze we wszystkich przypadkach
mamy

|AF| _ |CD|
|FB|  |DBJ|
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Ponadto w pierwszym przypadku

|AF| |BD|
AB;F) = —— BC; D) = ———
(AB; F) |FB|’ (BC; D) |DC|’
a w drugim i trzecim
|AF| |BD|
AB;F) = ——— BC; D) = ———.

Zatem we wszystkich przypadkach
(AB; F)(BC; D) = 1.

Mielibysmy wiec
(CA;E) = —1,

co jest niemozliwe.

(6]



Niech E’ bedzie punktem, w ktérym prosta DF' przecina bok AC' lub jego
przedtuzenie. Poniewaz punkty D, E’, F' sg wspétliniowe, to

(AB; F)(BC; D)(CA; E") = —1.
Stad i z zatozenia twierdzenia otrzymujemy
(CAE) = (CA EY),

wiec £ = E'. Punkt E nalezy do prostej DF', co nie jest mozliwe.
Polecenie. Uzasadnij pozostate dwa przypadki.
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Twierdzenie Cevy

Rozwazmy tréjkat ABC, dla utatwienia ostrokatny i przyjmijmy, ze punkty D,
E F sa
1. $rodkami odpowiednio bokéw BC', C'A, AB,

2. punktami, w ktorych dwusieczne katow wewnetrznych odpowiednio przy
wierzchotkach A, B, C' przecinajg boki przeciwlegte tym wierzchotkom,

3. spodkami wysokosci opuszczonych odpowiednio z wierzchotkéw A, B, C
na boki przeciwlegte tym wierzchotkom.

W kazdym przypadku mamy trzy proste, ktore przechodzg przez wierzchotki
trojkata i przecinaja sie w punkcie nalezacym do jego wnetrza.

Zadanie. Uzasadnij, ze w kazdym przypadku

|AF| |BD||CE|

=1.
|FB||DC| |EA|
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ad 1. Poniewaz punkty D, E, F' sa srodkami bokéw trdojkata, to |AF| = |F'B|,
|BD| = |DC|, |CE| = |EA]|. Stad
|AF||BD||CE|

=1
|FB| |DC||EA|

ad 2. Z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego trojkata otrzymujemy
kolejno

[AF|  |AC|
[FB| OB
|BD| _ |AB|
[DC|  lACT
(CE|  |BC|
|[EA]  [AB|

Stad
|AF|[BD||CE| |AC||AB||BC|

= =1.
|FB||DC||EA| |CB||AC||AB|
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ad 3. Niech punkty D, E, F beda spodkami wysokosci trojkata ABC. Za-
uwazmy, ze jesli zatoczymy okrag , ktorego $rednica bedzie bok BC, to przetnie
on pozostale boki w punktach E i F'. Podobnie okrag, ktorego srednica jest bok
AC przecina pozostate boki w punktach D i F', a okrag o srednicy AB przetnie
pozostate boki w punktach E i D. Z wtasnosci siecznych okregu o $rednicy BC'
poprowadzonych z punktu A otrzymujemy

|AF||AB| = |AE||AC|.

Analogiczne rownosci mamy dla siecznych okregéw o $rednicach AC' i AB
poprowadzonych odpowiednio z punktéw B i C'

|BD||BC| = |BF||AB|,
|CE||AC| = |CD||BC].
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Przeksztatcajac uzyskane réwnosci dostaniemy

AF|  |AC|
JAE] ~ [AB[’
\BD| _ |AB|
[BF| ~ [BC|’
CE| |BC]|
||~ JACT

Stad

|AF||BD||CE| |AF||BD||CE|
|FB||DC| |EA|  |AE||BF||CD|
_ |AC|[|AB[|BC| _
~ |AB||BC||AC|
Uwaga. Latwo zauwazy¢, ze rozwazania prowadzone w punktach 1 i 2 nie

wymagaja zalozenia ostrokatnosci trojkata ABC.
W rozwazanych przyktadach iloczyn trzech stosunkéw jest rowny 1. Okazuje
sie, ze nie jest to przypadek. Tak jest zawsze, gdy trzy rozne proste przechodzace
przez wierzchotki trojkata przecinajg sie w punkcie wewnetrznym tego trojkata.

1.
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Twierdzenie (Cevy). Jezeli punkt P nalezy do wnetrza tréjkata
ABC, a proste AP, BP, C'P przecinaja boki BC, AC, AB trdjkata
odpowiednio w punktach D, E, F, to

|AF||BD||CE|
[FB||DC| |EA| ~

1.

Dowéd. W dowodzie wykorzystamy wtasnosci pola i pewne wtasnosci pro-
porcji.
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Zauwazmy, ze trojkaty AFP i BF P maja identyczne wysokosci opuszczone
z wierzchotka P. Podobnie, trojkaty AFC i BFC maja identyczne wysokosci
opuszczone z wierzchotka C'. Stad

|AF|  P(AAFP)  P(AAFC)
|FB|  P(ABFP) P(ABFC)’

Trojkaty AFP i APC nie zachodza na siebie, wiec
P(AAPC) = P(AAFC) — P(AAFP).
Trojkaty BFP i BPC' takze nie zachodza na siebie, wobec tego
P(ABPC) = P(ABFC)— P(ABFP).
Zatem
|AF|  P(AAFP)— P(AAFC)  P(AAPC)
|FB|  P(ABFP)— P(ABFC) P(ABPC’
W podobny sposéb mozna pokazac, ze

|BD|  P(ABPA)
|DC| ~ P(ACPA"

|CE|  P(ACPB)
|EA|  P(AAPB)’
|AF| |BD| |CE|
[FB|" |DC|" |EA]

lloczyn trzech stosunkéw jest rowny 1 .
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Twierdzenie (odwrotne do twierdzenia Cevy). Jezeli punkty D, £,
F' naleza odpowiednio do bokéw BC', C'A, AB trgjkata ABC', sa rézne
od jego wierzchotkéow i

|AF||BD||CE| _
|FB||DC||EA|

L,

to proste AD, BE, C'F przecinaja sie w punkcie nalezacym do wnetrza
tréjkata ABC.

Dowdd. Proste AD i BE przecinaja sie w punkcie P nalezacym do wnetrza
trojkata ABC'. Prosta C'P przetnie bok AB w punkcie F”. Na mocy twierdzenia

Cevy mamy
|AF'||BD||CE|

|[F'B||DC| |EA|
Stad i z zatozenia otrzymujemy
|AF'|  |AF
|\F'B|  |FB|

1.

Poniewaz punkty F'i F’ nalezg do odcinka AB, to F = F’. Zatem proste AD,
BE, C'F przecinaja w punkcie nalezacym do wnetrza trojkata ABC.
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Uwaga. 7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy i rozwigzanego
wczesniej zadania wynika, ze w kazdym trojkacie proste zawierajace $rodko-
we przecinajg si¢ w jednym punkcie, proste zawierajace dwusieczne katoéw we-
wnetrznych przecinaja sie w jednym punkcie, a jesli trojkat jest ostrokatny, to
proste zawierajace wysokosci przecinaja sie w jednym punkcie.

Mozna teraz postawié¢ nastepujace pytanie: Czy w twierdzeniu Cevy musimy
zaktadac, ze proste przechodzace przez wierzchotki tréjkata przecinaja sie w
punkcie wewnetrznym tego trojkata? Okazuje sie, ze:

1. punkt, w ktérym przecinaja sie trzy proste przechodzace przez wierzchotki
trojkata nie musi by¢ punktem wewnetrznym tego trojkata,

2. trzy proste przechodzace przez wierzchotki trojkata moga by¢ rownolegte.

Niektore proste przecinaja wéwcezas przedtuzenia bokéw trojkata.

Pytanie. Jak myslisz, ile przediuzen bokow i ile bokow te trzy proste prze-
cinajg (zrob rysunek!)?
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Pytanie. Czy twierdzenie odwrotne (w tej nowej sytuacji) bedzie prawdziwe?
Jesli nie, to jak zmieni¢ teze
|AF||BD||CE|
|FB||DC| |EA|

aby prawdziwe bylo twierdzenie odwrotne?
Polecenie. Wroc do twierdzenia Menelaosa i pomysl.

Zadanie. Punkt F' nalezy do odcinka AB, jest rézny od srodka tego odcinka
i jego koncéw. Skonstruuj punkt @) nalezacy do prostej AB, Q) # F taki, ze

AQ| _ |AF|
QB ~ |FB]

Opis konstrukeji
1. Wybieramy punkt C', ktory nie nalezy do prostej AB.

2. Prowadzimy prosta F'C' i na niej wybieramy punkt P nalezacy do wnetrza
trojkata ABC.

3. Kreslimy proste AP i BP, ktore przecinaja boki BC'i AC' odpowiednio w
punktach D i E.

4. Prosta DFE przecina prostag AB w szukanym punkcie Q).

Polecenie. Uzasadnij, stosujgc twierdzenia Menelaosa i Cevy, poprawnosc tej
konstrukcyi.
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Zadania

1. Dane sa trzy punkty A, B, C takie, ze |AB| =4, |BC| =6, |AC| = 8. Czy
te punkty sa wspotliniowe?

2. Czy na plaszczyznie znajdziemy takie punkty A, B, C, dla ktérych
|AB| =4, |BC| =3, |AC| =17

3. Korzystajac z wtasnosci pola udowodnij twierdzenie o dwusiecznej kata
zewnetrznego w trojkacie.
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4. Wyznacz zbiér wszystkich punktéw P nalezacych do wnetrza trojkata
ABC, dla ktérych
P(AAPC) = P(ABCP).

5. Definicja. Okregiem dopisanym do tréjkata nazywamy okrag, do
ktorego sg styczne boki trojkata, a jego Srodek nie nalezy do wnetrza
tego tréjkata.

Tas Th, Te to dtugosci promieni okregéw dopisanych do trojkata ABC, ktérych
srodki lezg po przeciwnej stronie bokéw przeciwlegltych odpowiednio wierzchot-
kom A, B, C. Udowodnij (korzystajac z whasnosci pola), ze
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6. Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw trojkata, to
a® < 2% + 262,
b’ < 2¢% + 2a?,
& < 2a* + 2b*.

7. Udowodnij, ze jezeli a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw trojkata, to

abc

rR= ———.
a+b+c

8. Wykaz, ze

Lo(Lplibyly Loyl Loy 1 Loy
P2 \h, h, h. h, hy he h, hy he he hy h.)’

9. Wyraz dlugosci a, b, ¢ bokow trojkata przez dtugosci h,, hy, h. jego
wysokosci.
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10. Czy odcinki o dtugoéciach h—la, hib, hi

Jesli tak, to oblicz pole tego trojkata.

11. Wyraz dlugosci a, b, ¢ bokéw trojkata przez dtugosci m,, my, m. jego
srodkowych.

12. Wyraz dlugosci a, b, ¢ bokéw trojkata przez dtugosci d,, dy, d. odcinkow
dwusiecznych jego katow wewnetrznych przy zatozeniu, ze trojkat jest rowno-
ramienny.

13. Dane sg dlugosci b, ¢ bokéw trojkata i b < ¢ . Udowodnij, ze

moga by¢ bokami pewnego trojkata?

1 1
5(6_6) <my < §(c+b),

2bc
b+c

14. Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym wierzchotek kata prostego, spodek
wysokosci opuszczonej z tego wierzchotka, srodki bokéw trojkata lezg na jednym
okregu. Udowodnij, ze promien tego okregu nie zalezy od dlugosci przyprosto-
katnych trojkata.

0<d, <
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15. Prosta réwnolegta do podstaw trapezu przechodzi przez punkt przecie-
cia przekatnych tego trapezu. Udowodnij, ze ten punkt jest srodkiem odcinka
wyznaczonego na tej prostej przez ramiona trapezu.

16. Dane sg pola P, i P, dwoch tréjkatow, ktorych podstawami sg podsta-
wy trapezu, a wspolnym wierzchotkiem tych tréjkatow jest punkt przeciecia
przekatnych trapezu. Oblicz pole tego trapezu.

17. Punkty a, B, C, D sa srodkami bokéw czworokata. Udowodnij, ze

(1) czworokat ABCD jest réwnoleglobokiem.

( II ) stosunek pola danego czworokata do pola tego réwnolegtoboku jest
rowny 2.

18. Punkty F i F' sg $rodkami odpowiednio bokéw AB i BC' prostokata
ABCD, a punkt G jest wspolnym punktem odcinkéw AF' i C'E. Oblicz stosunek
pol czworokatow AGCD i EBFG.

19. Punkty D i E naleza odpowiednio do bokéw BC' i AC' trojkata ABC.
Odcinki AD i BE przecinaja sie w punkcie U nalezacym do wnetrza tego
trojkata, a prosta C'U przecina bok AB w punkcie D. Udowodnij nastepujace
twierdzenia:

(1) Jezeli prosta ED jest réwnolegta do prostej AB, to punkt D jest srod-
kiem boku AB. ( II ) Jezeli punkt D jest $rodkiem boku AB, to prosta ED
jest rownolegta do prostej AB.
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20. Udowodnij twierdzenie Cevy : Jezeli punkt P nalezy do wnetrza trojkata
ABC, aproste AP, BP, CP przecinaja boki BC', AC', AB tréjkata odpowied-
nio w punktach D, E, F, to

|AF||BD||CE|
[FB||DC| [EA| ~

1.

W dowodzie zastosuj twierdzenie Menelaosa do trojkata AF'C' i prostej BE
oraz trojkata F'BC i prostej AD.
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Test

1. Na ptaszczyznie dane sa cztery punkty, z ktorych zadne trzy nie sa wspot-
liniowe. Przez kazda pare réznych punktéw prowadzimy prosta. Czy proste te
przecinaja si¢ w pieciu lub szesciu, lub siedmiu punktach?

O TAK O NIE
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Prawidlowa odpowiedz to TAK
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9. L. . .
Czy trojkaty nieprzystajace moga mie¢ réwne pola?

O TAK O NIE
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Prawidlowa odpowiedz to TAK
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3. Czy pole rombu jest réwne iloczynowi dtugosci jego przekatnych?

O TAK O NIE
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Jednak NIE
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4. Czy wielokaty nie zachodzace na siebie moga mie¢ wspolny bok?

O TAK O NIE
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Jak narysujesz, to zobaczysz, ze TAK
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5. Czy prawda jest, ze jezeli w trojkacie ABC
|AB|* < |BC* + |AC|,

to kat AC'B jest rozwarty?

O TAK (O NIE
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NIE! Zobacz twierdzenie Carnota.
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6. Czy w trojkacie rownoramiennym o ramionach dlugoséci a i podstawie

dhugosci ¢
o 2
—Ja2—(Z) 7
Me =\ (2>

O TAK (O NIE
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NIE

103



7. Czy $rednica okregu wpisanego w trojkat moze byé¢ rowna promieniowi
okregu opisanego na tym trojkacie?

O TAK O NIE
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TAK. To byl wniosek
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8. Czy trojka O, M, H punktéw charakterystycznych trojkata jest wspotli-
niowa?

O TAK (O NIE
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TAK, to jest twierdzenie Eulera
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9. Czy w kazdym tréjkacie punkty charakterystyczne naleza do jego wne-
trza?

O TAK (O NIE
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Prawidlowa odpowiedz to NIE
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10. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do twierdzenia Menelaosa?

O TAK O NIE
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Prawidlowa odpowiedz to TAK
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Uzupelnienia i wskazowki

Tales z Miletu (640;546 p.n.e.) - filozof, matematyk i astronom grecki
Pitagoras z Samos (572;497 p.n.e.) - matematyk i filozof grecki
Heron z Aleksandrii ( I w. p.n.e.) - matematyk i wynalazca grecki
Menelaos z Aleksandrii ( I w.) - matematyk i astronom grecki
Giovanni Tomasso Ceva (1648:1734) - wtoski inzynier i geometra
Matthew Stewart (1717;1785) - matematyk szkocki
Lazare Nicolas Carnot (1753;1823) - francuski matematyk i maz stanu
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I. Przez srodek ciezkosci M trojkata ABC' poprowadz proste réwnolegte do
jego bokow.

Co mozesz powiedzie¢ o polach otrzymanych figur?
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IT. Pole réwnolegtoboku

Trojkaty ABD i BC'D nie zachodza na siebie i sa przystajace. Zatem

P(ABCD) = P(ANABDUABCD) = P(AABD)+P(ABCD) = 2P(AABD) = 2%|AB||DE| — |AB|
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III. Pole trapezu

Czworokat ABED i tréjkat EC' D nie zachodza na siebie. Trojkaty ECD i
BFE sg przystajace. Zatem

P(ABCD) = P(ABED U AECD) =
= P(ABED) + P(AECD) =
= P(ABED) + P(ABFE) = P(ABED U ABFE) =

_ P(AAFD) — %|AF||DK| _

=5 ([AB[ +[BF|)) |IDK| = 5 (|AB| + |DC|) | DK].

(NN
NN
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IV. Rozwazmy trojkat ostrokatny ABC' i okrag o srodku O na nim opisany.
Opusémy z wierzchotka B wysokos¢ i jej spodek oznaczmy literg K. W tréjkacie
ABO opu$émy wysokosé z wierzchotka O i jej spodek oznaczmy litera L.
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Trojkaty prostokatne BCK i ALO maja jednakowe katy:
LOAL = L KBC,
£LALO = LCKB,

LCLB = LOLA.
Odpowiednie boki tych trojkatéw sa proporcjonalne. Stad
|BC|  |AO|
|BK| — |AL|’

Przy oznaczeniach przyjetych dla trojkata ABC mamy
a 2R

hy  c
Analogiczne rozumowania mozna przeprowadzi¢ dla tréjkata prostokatnego
i trojkata rozwartokatnego.
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V. Tréjkat i prosta na ptaszczyznie

Zadna prosta nie przecina trzech bokéw tréjkata. Jezeli prosta przecina jeden
bok tréjkata, to przecina i drugi. Jezeli prosta przecina dwa boki trojkata , to
przecina przedtuzenie trzeciego lub jest do trzeciego boku réownolegta. Jezeli
prosta przecina przedtuzenia dwéch bokéw trojkata, to przecina przedtuzenie
trzeciego lub jest do trzeciego boku réwnolegta.

VI. Teze twierdzenia Cevy mozna zapisa¢ w postaci

(AB; F)(BC;D)(CA; E) = 1.
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