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1 Wstep

Druga czes¢ opracowania tematu “Funkcje trygonome-
tryczne” skierowana jest do uczniow, ktorzy wybrali roz-
szerzong mature z matematyki, lub po prostu sg zaintere-
sowani tym tematem i chca samodzielnie go zgtebiac¢. Dla
jednych i dla drugich z przyjemnoscig stuzymy pomoca.

Na poczatku zamiescimy podstawowe wzory i defini-
cje, z ktorych bedziemy korzystali w czasie rozwigzywa-
nia przykltadéw, zamieszczonych w opracowaniu. Nastep-
nie przejdziemy do szczegotowego omowienia technik roz-
wigzywania zadan z dziedziny trygonometrii. Prosze si¢
przygotowa¢ na bardziej skomplikowane przyktady, niz
te, z ktérymi mielismy do czynienia w pierwszej czesci
opracowania. Mamy nadzieje¢, ze wspolnie podotamy te-
mu zadaniu, a w przysziosci stowo “trygonometria” nie
bedzie wywolywac negatywnych emocji.



2 Podstawowe wzory, definicje i twierdzenia

2.1 Funkcje trygonometryczne w trojkacie
prostokatnym

a, (3 — katy ostre w tréjkacie prostokatnym;

c — przeciwprostokatna;

a — przyprostokatna przeciwlegla katowi o, (przylegla (3);
b — przyprostokatna przeciwlegta katowi 3, (przylegla «v).

b

Rysunek 1: Wprowadzenie funkcji cos z, sinz w trojkacie prostokatnym

: a b
sin v = —, COS (@ = —,
& &
a
tg a = ctg v =—, ctga=—.

b’ a tg a



2.2 Twierdzenie cosinusow

W dowolnym tréjkacie kwadrat dtugosci trzeciego boku
réwny jest sumie kwadratow dwoch pozostatych bokdow
pomniejszonej o podwojony iloczyn diugosci tych bokdéw
1 cosinusa kata zawartego miedzy nimi:

Y

Rysunek 2: Rysunek do twierdzenia cosinusow

¢ =a*+b*—2ab-cos,

b =a’+ ¢ —2ac-cosf,

a?=b+c —2bc- cosa.



2.3 Twierdzenie sinusow

W dowolnym trojkacie iloraz dtugosci dowolnego boku 1
sinusa kata naprzeciw tego boku jest staly i rowny diu-
gosci srednicy okregu opisanego na trojkacie.

Zaleznosé te mozna zapisac¢ nastepujaco:

a b c
sina  sinf3  sinvy

= 2R.

V

v

Rysunek 3: Rysunek do twierdzenia sinuséw



2.4 Wzory na pole tréjkata

Przyjmujac dla trojkata ABC nastepujace oznaczenia:
a, b, ¢ — dtugosci bokow:;

ha, hy, h. — wysokoSci opuszczone na boki odpowiednio
a, b, c;

a, 3, v — katy lezace naprzeciw bokow odpowiednio
a, b, c;

S — pole powierzchni;

R — promien okregu opisanego;

r — promien okregu wpisanego;
a+b+c
2 I

mozemy korzystac z nastepujacych wzoréw na pole po-

p — potowa obwodu; p =

wierzchni trojkata:

1. S:%ah;

2.5 =5absinvy;

3.5 =pr;
__abc.
4.5 =%




2.5 Zadania geometryczne

Teraz przejdzmy do zadan geometrycznych, przy rozwia-
zywaniu ktorych bedziemy korzystali z przedstawionych
powyzej twierdzen sinuséw 1 kosinusow. W zadaniach te-
go typu bardzo waznym jest przygotowanie odpowiednie-
go rysunku, znajomos¢ podstawowych wlasnosci funkeji
trygonometrycznych, zwigzkow pomiedzy nimi, etc.



Przyktad 2.1.

Strony trojkata réwnobocznego ABC' podzielono na 3
rowne czesci. Punkty podziatu potaczono w sposdb, przed-
stawiony na rysunku 4. Wiadomo, ze promien okregu,
wpisanego w trojkat MNP, r = 6. Wyznaczy¢ strony
AB i1 MN tréjkatow.



Rozwigzanie

Udowodnijmy, ze trojkat MNP jest trojkatem réwno-
bocznym. Z rysunku mozemy odczytac, ze trojkaty AM P,
PCN, NBM sa réwne: majg one po 2 jednakowe stro-
ny i kat miedzy nimi, stad wynika, ze wszystkie strony
trojkata M N P sa réwne, czyli trojkat jest réwnoboczny.

A X X P C

Rysunek 4: Rysunek pomocniczy do przyktadu 2.1.



Znajdzmy zwigzek pomiedzy promieniem okregu, wpi-
sanego w trojkat M N P, a jego strong. Rozpatrzmy Sro-
dek okregu, potaczmy go z wierzchotkiem M i1 opusémy
wysokos¢ na strone M P. 7 otrzymanego trojkata wy-
znaczmy:




Niech AM = z, z tresci zadania wynika, ze AP = 2x.
Stosujac twierdzenie cosinuséw do trojkata AMP wy-
znaczamy

AM? + AP? —2AM - AP - cos60" = M P?,
2 +42° =227 - cos60” = M P?,

32° = MP?

MP
T = —— =
V3

2.

Wyznaczmy strony tréjkatow:

AB =3x =6r = 36,

MN = P = 2rv/3 = 12V3.

Odpowiedz: 12+/3, 36.

10



Przyktad 2.2.

W réwnoramiennym trojkacie ABC dana jest diugosé
podstawy AC = 4+/2. Z wierzcholka A na strone BC
poprowadzono srodkowa AK = 5. Wyznaczy¢ diugosé
boku danego tréjkata.

11



Rozwigzanie.

Przyjmijmy, ze BK = x, wtedy AB = 2xz. Dla troj-
katow ABK i ABC zapiszmy twierdzenie cosinusow:

25 =4dx? + 2 —2-2x -2 - cos G,

32 =42’ +42>—2-2x -2z cosf3,

Rysunek 5: Rysunek do zadania 2.2.

12



Po uproszczeniu wyrazen wyznaczamy x:

522 —4z%cos f = 25,

8% — 8z%cos B = 32.

Po dalszym uproszczeniu:

—21% = —18, 2> = 0.

Stad x =3, AB=2-3=6.

Odpowiedz: AB =6.

13



Przyktad 2.3.

Wartosci sinuséw dwoch ostrych katéw w tréjkacie wyno-
szg sina = £ isinf = 3,

na nim R = 32,5. Obliczy¢ pole powierzchni trojkata S.

a promien okregu, opisanego

14



Rozwigzanie.

Korzystajac z twierdzenia sinusow:

a b c

=2R

sina sin 3 B sin 7y
wyznaczamy diugosci bokow trojkata:

a=39,b=25

Pole powierzchni tréjkata obliczymy ze wzoru:

1
S =—-absiny.
5 @b siny

Wyznaczmy sin -y :

siny = sin(r — (o + 3)) = sin(a + 3) =

312 5 456
5 13 13 5 65
Stad pole powierzchni wynosi:
1 56
S =--39-25.-— =420.
2 65

Odpowiedz. S = 420.

15



Przyktad 2.4.

Wyznaczy¢ dhugos¢ mediany (Srodkowej) trojkata ABC),
poprowadzonej z wierzchotka C' jezeli dlugosci bokow,
lezacych na przeciwko wierzchotkow A, B, i C, wynosza
odpowiednio a, b, c.

16



Rozwigzanie.

Niech C'M - mediana trojkata ABC' (rys.6).

Rysunek 6: Rysunek do przyktadu 2.4

Zaznaczmy m = |CM|, ¢ = LCM A, stad
ZCMB = 180" — .

17



Z trojkatow ACM i CM B

zgodnie z twierdzeniem cosinuséw, mamy:

18



2
b2:m2+c4—2m; COS (p,
2
a? :m2+c4—2m; cos (180" — ¢).

Dodajac stronami i uwzgledniajac, ze

cos (180" — ) = — cos o,

otrzymujemy:
2
a2—|—b2:2m2—|—2,
stad
, a’ N e
m-=—+4+—— —.
2 2 A4
Ostatecznie

Odpowiedz. m = [CM| = % + ¥ — <

19



Przyktad 2.5.

Pole powierzchni trojkata ABC wynosi 16 cm?. Wyzna-
czy¢ dlugosé boku AB tréjkata, jezeli |AC| = 5em,
|BC| =8cm, a ZC jest katem rozwartym (rys.7).

C

Rysunek 7: Rysunek do przyktadu 2.5

20



Rozwigzanie.

Skorzystajmy ze wzoru na pole trojkata:

S = ;ab sin(Z£ C).

Dla danego trojkata ABC' z tego wzoru wyznaczamy:
2-85 4

a-b 5
Poniewaz kat C' jest katem rozwartym, jego cosinus jest
ujemny:

sin(£ C) =

cos(£LC) = —\/1 —sin?(£0) = 3

5
Teraz z twierdzenia cosinusow wyznaczamy:

|AB|> = a®> + b —2ab cos (£ C) = 137.
Odpowiedz. |AB| = v/137.

21



Przyktad 2.6.

W réwnoramiennym tréjkacie ABC dlugosci bokéw AB
i AC sa rowne b, kat przy wierzchotku A réowny jest
2 . Prosta, przechodzaca przez wierzchotek B trojkata i
punkt O - srodek okregu, opisanego na trojkacie ABC,
przecina bok AC' tréjkata w punkcie D (rys.8). Wyzna-
czy¢ diugosé odcinka BD.

B K C

Rysunek 8: Rysunek do przyktadu 2.6
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Rozwigzanie.

Wiadomo, ze srodek okregu, opisanego na trojkacie ABC,
lezy na dwusiecznej AK (poniewaz AK 1 BC' i

|BK| =|KC|), wtedy L ABD = ZOAB = «. Stad w
trojkacie BAD znane sg wartosci dwoch katéw; poniewaz
suma katow w tréjkacie wynosi 180", wyznaczymy war-
tos¢ i trzeciego kata: £ BDA = 180" — 3 av. Zastosujmy
do trojkata BAD twierdzenie sinuséw:

|BD| |AB|
sin 2o sin (1800 — 3 )’

Uwzgledniajac, ze
sin (180" — 3 ) = sin 3 a,

ostatecznie wyznaczamy

sin 2 o

b.

|BD| =

sin 3«

Odpowiedz. |BD| = 8222 . p,

sin 3«
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Przyktad 2.7.

Punkt K znajduje sie na boku AC' réwnobocznego troj-
kata ABC' (rys.9). Wyznaczy¢ stosunek promieni okre-
gow Ry : Ry, opisanych na tréjkatach ABK i ABC' od-
powiednio, jezeli stosunek |AK | : |AC| = n.

Rysunek 9: Rysunek do przyktadu 2.7

24



Rozwigzanie.

Niech dlugos¢ boku réwnobocznego trojkata ABC wy-
nosi a, wtedy |[AK| = n-a. Dlugosé¢ boku | BK| trojkata
ABK wyznaczymy stosujac twierdzenie cosinusow:

IBK| = |AB[* + |AK|* — 2 |AB| |AK]| cos 600 =

—vV1+n2—n-a.

Wyznaczmy pola powierzchni trojkatow ABK i1 ABC,
korzystajac najpierw ze wzoru, w ktorym wystepuje pro-
mien okregu opisanego, a nastepnie ze wzoru z wyko-
rzystaniem potowy iloczynu wysokosci 1 dtugosci boku
trojkata. Otrzymujemy nastepujace wzory i zwigzki:

nv1i+n2—n-a’

g _ :
ABK 4 Rl )

CL3

Sapc = ——
ABC = TR

25



Poniewaz trojkaty ABK i ABC wysokos$¢ majg wspol-
ng, stosunek ich pol powierzchni jest taki sam, jak stosu-
nek podstaw:

Sapx = nSapc.

Po podstawieniu do ostatniego wzoru wezesniej otrzyma-
nych, wyznaczamy:

nv1+n?—n-a’ a’
= N —-
4 Ry 4 Ry’
nastepnie:
Ry
—=V14+n?—n
Ry v

Odpowiedz. R2 =V1+n2—n.

26



3 Tozsamosci trygonometryczne

3.1 Jedynka trygonometryczna

Jest to jeden z najbardziej znanych wzorow trygonome-
trycznych, jest prawdziwy dla dowolnej liczby rzeczywi-
stej. Ten wzor czesto jest wykorzystywany przy rozwia-
zywaniu réwnan, nierownosci oraz w celu uproszczenia
matematycznych wyrazen, zawierajacych funkcje trygo-
nometryczne:

2

sin? + cos“x = 1.

27



3.2 Okresowos¢ funkcji

Funkcje trygonometryczne sg funkcjami okresowymi:
sinz = sin(x 4 2km),

cos x = cos(x + 2km),

tgxr = tg(x + k),

ctgx = ctg(z + kn),

odzie k = 0,41, 42, 43...

28



3.3 Funkcje wielokrotnosci katow

Najczescie] w zadaniach wykorzystywane sg wzory ka-
ta podwdjnego, te wzory nalezy zna¢ na pamiec, reszte
wzorOw wystarczy kojarzy¢, a w razie potrzeby siegnac
do tablic matematycznych.

sin(2x) = 2sinx cosx

2 2

cos(2x) = cos’x —sin*x =1 — 2sin*x = 2cos’ x — 1
tg(2x) =2 tgx /(1 — tg*x)
ctg(2x) = (ctgx —tgx)/2 = (ctg?x — 1)/(2ctg x)

sin(3x) = 3 sinx — 4sin’ z

cos(3x) =4 cos®x — 3cosx

tg(3x) = (3 tgx —tegdx)/(1 — 3 tg? )
ctg(3x) = (ctg’x — 3 ctgw)/ (3 ctg*x — 1)

sin(4x) =8 cos®x sinx — 4 cosx sinz

cos(4z) = 8costw — 8cos?w + 1

tg(4x) = (4 tgx —4tgdx)/(1 — 6 tg?x + tg' 2)
ctg(4x) = (ctgtax — 6 ctg?z + 1)/(4 ctg®x — 4 ctgx)

29



3.4 Wzory redukcyjne

Zestawienie wzoréw redukcyjnych przedstawmy
w postaci tabel.

sin COS T
sin(—a)) = —sin« cos(—a) = cos
Sin(2m — ) = —sin« | cos(2m — ) = cos

(=

n (
sin(2r + ) =sina | cos(2m + a) = cos
sin(m — ) = sin« cos(m — ) = —cos
sin(m 4+ ) = —sina | cos(m + ) = — cosa
sin(; — a) = cos o cos(y —a) =sina
sin( + a) = cos a cos(y + ) = —sina
sin(*f — a) = —cosa | cos(F — a) = —sina
sin(*f + a) = —cosa | cos(¥ + a) = sina
tgx ctgx
tg(—a) = —tga ctg(—a) = —ctga
tg(m —a) = —tga |ctg(m —a) = —ctga
tg(m + ) =tga ctg(m + o) = ctg o
tg(5 —a) = —ctga|ctg(; —a) = —tga
tg(5 +a) =ctga | ctg(] +a)=tga

30




3.5 Funkcje sumy i r6znicy katow
sin(x + y) =sinx - cosy £ cosx - siny,
cos(x £ y) = cosx - cosy Fsinx - siny,
ta(e ) = (55

T 1Ftgatgy’

_ ctgz-ctgyFl
Ctg(fl? + y) - ctgytctgx

31



3.6 Suma i réznica funkcji

sinz 4 siny = 2sin %24 - cos L34

2 2
cosx + cosy = 2 cos Y - cos Y
cosx — cosy = —2sin ¥ - sin ¢
_ sin(zty)
tg + tgy ~ CoSTCOSY
t 4ot _ cos(z—y)
gr T CgY = cos T sin y
_ sin(y£x)
ctgr £ctgy = Snrsny
cos(z+y)

Ctg.% o tgy - sin x cos y

1 — cosz = 2sin?

N8

1—|—COS£U:2€OSZ%

1 —sing = 2sin? (iﬂ—
1+ sinxz = 2cos (

32



3.7 Wartosci funcji trygonometrycznych wybranych
argumentow

Korzystajac z okregu o promieniu = 1, odczytamy war-
tosci funkeji sin o, cos @ wybranych katéw. Odczytane i
obliczone wartosci zestawimy w tabeli.

s

B

N
IS

ol

Rysunek 10: Okrag trygonometryczny z zaznaczonymi warto$ciami
sin a i cos v dla wybranych katow.

z |05 | 57135 |5| ™ |27

0% 30" | 45% 1 60" | 90" | 180° | 360"
smz |0 L 210 |0
cosx | 1 \ég \f % 0| -1 1
tgr |0 2] 1 V3 - 00
ctgx | — V3| 1 \ég 0| — —

33



3.8 Tozsamosciowe przeksztalcenie wyrazen
trygonometrycznych

Przejdzmy do zadan, w ktorych powyzej zamieszczone
wzory beda podstawowym narzedziem do rozwigzania. Sa
to zadania typu “Oblicz wartos¢ wyrazenia” badz “Upro-
sci¢ wyrazenie” . Te ¢wiczenia przydadzg sie réwniez przy
rozwiazywaniu rownan - bardzo czesto takiego typu dzia-
lania poprzedzaja wyznaczenie pierwiastkow rownania.

34



Przyktad 3.1.

Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia:

227 994 679
6tg67r+4sin 7T—QCOS t

35




Rozwigzanie.

Funkcja y =tgx jest funkcjg nieparzystq, a jej okres
wynosi  mw.  Stad po podzieleniu 227 na 6 z reszta,
otrzymamy:

tg —— =1tg

227w B ( 57r) B
: —

36



Analogicznie, stosujac wiasciwosci funkeji y = cosx i
y = sin x 1 procedure dzielenia liczb naturalnych z reszta,
otrzymujemy:

4
sin 2227 _ i (3317r + g) _
= sin (3327T — 27T) = sin (—%) = —\/g,
3 3 2
679
COS 67T = COS (11371' + g) =
5 3
— COS (1147r — W) — COS <W> — —\[.
6 6 2

Ostatecznie:

4\f+2ﬁ:—2\/§—2¢§+¢§:—3¢§.

6
_\/§_

Odpowiedz: 6 tg %771'4—4 sin %W—Q COS %ﬂ' = —3/3.

37



Przyktad 3.2.

Uprosci¢ wyrazenie:

J 1 + sin 2600
1 + sin 1000

38



Rozwigzanie.

Jezeli widzimy w tresci zadania wyrazenie typu 1 plus
sinus lub cosinus - najczesciej jest to sugestia do zastoso-
wania wzorow:

5 1 + cos2x

cos"r = ————,
2

. 9 1 —cos2x

SN = ————

Nastepnie stosujac wzory redukcyjne dazymy do tego,
aby argumenty funkcji trygonometrycznych trafity do I
¢wiartki, a z sinusow otrzymac cosinusy:

sin 260" = sin (270" — 10%) = — cos 10,
sin 100° = sin (90° + 10°) = cos 10,

Po podstawieniu otrzymanych wyrazen do pierwotnego,
otrzymamy:

J L +5n260°  sin5” o5

1 +sin1000  coshY

Odpowiedz: /L2600 _ 4550,

39



Przyktad 3.3.

Uprosci¢ wyrazenie: \/(1 + tg 250 - tg 500)2 — 1.

40



Rozwigzanie.

Wystepujace w zadaniach iloczyny badz sumy funkeji
tangens 1 cotangens nalezy zamienia¢ na ilorazy sinuséw
i cosinusow. W naszym przyktadzie:

in250  sin 500\
\/(1+tg250-tg500)2—1:J(lJrsm s )—1:

cos 250 cos 500

_[(eos(20 =500\
A\ \cos 259 - cos 500 N

1 0
oZr00 1 =tgh0".

Odpowiedz: /(1 +tg25° - tg500)2 — 1 = g 50",

41



Przyktad 3.4.

Obliczyé¢ wartoéé wyrazenia tg® z + ctg® z,
jezeli tgx 4+ ctgxr = 3.

42



Rozwigzanie.

Zastosujmy wzor skroconego mnozenia na sume
szescianow:

a’+0° = (a+b)(a* —ab+b*) = (a+b)((a+0b)* —3ab).
W naszym przyktadzie:
a=tgx,b=ctgr,ab=1, (tgx-ctgr =1).
Stad:
tg’ v+ ctg’ v = (tgz + ctgx)((tgw + ctgx)® — 3) =
=3-(3*=3) =18

Odpowiedz: Jezeli tgx + ctga = 3,
to tgdx +ctg’x = 18.

43



Przyktad 3.5.

Udowodni¢ tozsamos$é:

sin7x - tg3,5r + cos7x =1, cos3,bx # 0.

44



Rozwigzanie.

L =sin7z-tg3,5x + cos7x =

sin 3, bx
» 4 cos? 3,5 —sin® 3, b =

2sn 3, bx - cos 3, OF -
sin 3, O - cOS 3, OF cos 3. 5

2sin? 3, 5z + cos? 3, 5hx — sin® 3, 5 =

= sin®3, 5z + cos’3,5x = 1 = P.

45



Przyktad 3.6.

Udowodni¢ tozsamos$é:

6 3

6 <2
Tr = Sl 22

sin” x -+ cos

46



Rozwigzanie.

L =sin’z 4+ cos®z =

— (sin®z +cos® x)® — 3 sin® 2 - cos® & — 3 sin® - cos* & =

—1—3sin’z- COSQx(SiHQerCOSsz) =
3 . 2
:1—4(2 sinx - cosx)” =

3
:1—4sin2x:P.
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Przyktad 3.7.

Udowodni¢ tozsamos$é:
Sin 2x

————— = tgx, (cos2x £+ —1).
1 + cos 2z g, ( 7 1)

48



Rozwigzanie.

B sin 2x _QSinx-cosx_
 1+4cos2x 1+ cos2x

2SINT - COST

cos2 x + sin®x + cos? x — sin’ x

2SN -CcosSx

2 cosx
sinx
= =tgx =P.
COS T

Warto uswiadomic¢ sobie, ze tozsamosci trygonometrycz-
ne sg podobnymi wzorami, co wzory trygonometryczne,
z tym ze maja mniejsze zastosowanie. W czasie rozwia-
zywania zadan takiego typu najczesciej siggamy do tych
podstawowych wzorow.
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Przyktad 3.8.

Przedstawi¢ w postaci iloczynowej: sinx + cos .

50



Rozwigzanie.

. : . T
sinx 4 cosx = s1n:c+81n(2 —x) =

_ 94" ( 7T)_
=2sin 7 -cos (- ) =

m
— V2cos (z — 0.
cos (x 4)

Warto zapamiectac, ze sprowadzanie wyrazen trygonome-
trycznych do postaci iloczynowej czesto jest jednym z
etapOw rozwigzywania rownan i nierownosci trygonome-
trycznych.
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Przyktad 3.9.

Udowodni¢ tozsamos$é:

(1 4+ cos 2z +tg22)(1 — cos ' 22 4 tg 2z) = 2 tg 2.
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Rozwigzanie.

L= (14cos 2z +1tg2x)(1 —cos ' 2z +tg2z) =

_<1+ 1 +sin2x) (1 1 +sin2x)_
N cos2x  cos2x cos2r  cos2x)

B cos2x +1+sin2x cos2x — 1+ sin2x B

COS 2% COS 21

cos 2x + sin 2x)? — 1
(

cos? 2x

B cos? 2z 4+ 2 sin 2z cos 2x + sin? 2z — 1 B

cos? 2x

B 14+ 2sin2xcos2x — 1 B 2 sin 2x cos 2x B

cos? 2x cos? 2x
2 sin 2

= S x:2tg2x:P.
COS 22
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Przyktad 3.10.

Udowodni¢ tozsamos$é:

5 5
(cos_1 22 + ctg (; + 235)) ctg (I — a:) = 1.

o4



Rozwigzanie.

5 5
L= (cos_1 2x + ctg (;T + 2:5)) ctg (Z — g;) =

1 4T+ 7 4T + 7
:( +ctg< —|—2:1:))ctg( —x):
COS 2 2 4

- (kg o (0o (5 ) -

1 T T
= | 12, T C8 (2‘1‘295) ctg <4 —CU) =

1+tg?x

1 +tg?x s s
- (T e ) () -
(1—tg2x+cg2+ :U)cg4 x

1+ tg? 1
= (w—i-ctg <72T+2x>) —

1 —tg*x tg (T — )
1 + tg’ I +tght
_(Lrtele o ) Ltieie
l —tg*x tgl —tgx

(14t 2 tgx )1+tgw_

1—tg2x_1—tg2x 1 —tgx
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B 1+tg?z—2tger 1+tgw B
- 1 —tg’x 1 —tga

1—-2tgx +tg?x 1+tga

T (I—tga)(l+tgr) 1—tgw

(1 —tgx)? l+tgx
(1—tgx)(l+tgzr) 1—tga

=1=P.
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Przyktad 3.11.

Wyznaczy¢ wartosé tg (a — 3”), jezeli sin a = —0,8

4
i e (270% 360 .

o7



Rozwigzanie.

Znajac wartos¢ sinusa kata i korzystajac z jedynki try-
gonometrycznej, wyznaczamy wartos¢ cosinusa tegoz ka-
ta (przed pierwiastkiem wpisujemy znak +, poniewaz kat
lezy w IV ¢wiartce):

Cos v = —I—\/l — (—0,8)? = +0, 6.

Stad:
—0,8 4
tg a = = —;
+0, 6 3
3 tgoz—tg%7T —%—l—l 1
4 1 —tg a-tg < 1+3 7

Odpowiedz: tg (a — ?jf) = —%.
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Przyktad 3.12.
Obliczy¢ wartos¢ sin g, jezeli wiadomo ze tg a = ‘ég,
a a € (90"; 360").
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Rozwigzanie.

Zgodnie 7 tredcia zadania tg o > 0, a a € (90%; 360°).
Stad wynika, ze kat o znajduje sie w III ¢éwiartce, czyli
a € (180%; 270%) . Teraz wyznaczmy warto$¢ cos a:

1 2
S =—|——5— = ——;
1+ tg? a 3

Q 1+ cos « 1
CcoS — = — =

2 2 Vb
Minusy przed pierwiastkami wpisalismy z tego wzgledu,

ze kat a lezy w III ¢wiartee, a kgt § - w IL.

sad e a _ 1
Odpowiedz: cos § = 7
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Przyktad 3.13.

Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia:

2

sin v — 4 cos? v

2 sin?a + 3 cos? o’

jezeli tg o = 7.

61



Rozwigzanie.

Przeanalizujmy zadanie: w liczniku 1 mianowniku wy-

stepuja funkcje sinus i cosinus w 2 potedze. W takich

przypadkach licznik i mianownik dzielimy przez cos? o,

w wyniku otrzymamy:

tgfa—4 -4 9-64 5

2t?a+3 D437 18448 6

Odpowiedz: —%
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Przyktad 3.14.
Obliczy¢:

a)sin (—720%); b) cos (—405); ¢)cos (=780Y); d) ctg (—1110°).
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Rozwigzanie.
W tym zadaniu trzeba jednocze$nie uwzgledni¢ okreso-
wosC 1 parzystosé/nieparzystosé funkeji trygonometrycz-

nych. Dla przyktadu a) wyglada to nastepujaco:

sin(—720%) = — sin 720" = —sin(2-360"4-0°) = —sin 0% = 0.

Odpowiedz: sin (—720") = 0.

7, reszta zadan na pewno poradzicie sobie samodzielnie.
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Przyktad 3.15.
Uprosci¢ wyrazenia;

a) cos* a(1 + tg? a) + sin’ a;

) th a—sin? o |

ctg2 a—cosZ a’

C) 1—2cos? o
cos v—sin a°
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Rozwigzanie.

Rozwiazmy przyklad a). Dokonajmy prostych przeksztal-
cen:

9 1
l+tg"a=—5—.
COs® (v
Podstawiajac do przeksztalcanego wyrazenia, otrzymuje-
my:
4 1 .92 2 .9
cos” Q- +sin“ a = cos” a +sin” «a = 1.

cos? oy

Odpowiedz: a)l; b)tga; c)—(cos a+sin «).
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Przyktad 3.16.
Obliczy¢:

a) cos 79" - cos 34% + sin 79" - sin 34°;

b) 2sin 170%4-cos 40V |
cos 1300 !

c)4sin 25° - sin 35" - sin 85Y;

d) ctg 709 - ctg 50V - ctg 10°.
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Rozwigzanie.

a) Dane wyrazenie jest prawa strong wzoru na réznice
kosinusow dwoch katow:

cos 79" - cos 34° + sin 79° - sin 34Y =

2
= cos(79" — 34") = cos 45" = \2[

¢) Po wielokrotnym zastosowaniu wzoréw na przedstawie-
nie iloczynu funkcji trygonometrycznych w postaci sumy
oraz wzorow redukcyjnych, otrzymujemy:
4sin 25" - sin 35" - sin 85" =
1

=4 5 (cos 10 — cos 60%) - sin 85" =

= 2cos 10" - sin 85" — sin 85" =
= sin (85" — 10") + sin (85" + 10") — sin 85" =
= sin 75" + sin 95" — sin 85° =
— sin 75" = cos 15° = cos(45” — 30") =
— cos 45" - cos 30" + sin 45" - sin 30" =

V2 V3 V2 1 VE+V2
T Ty Ty

Odpowiedz: a)¥%2; b)—v/3; o Yov2, )3,



Przyktad 3.17.

Udowodni¢ tozsamos$é:

V1 =t (F+a);

b) sin(a+0) =t a+tg 3:

cos « cos 3

¢)sin a + sin G + sin 7 = 4085 cos 5 Cos 5,

a+0B+y=m «a B,v>0.
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Rozwigzanie.

Mamy nadzieje¢, ze nie przestraszyliscie si¢ czasownika
“udowodni¢” w tresci zadania. Ogolna uwaga, dotycza-
ca rozwigzywania takiego typu zadan, jest nastepujaca:
przed rozpoczeciem zadania przeanalizujcie, przeksztal-
cenie ktorej ze stron tozsamosci do postaci drugiej jest ta-
twiejsze! Czasami korzystniejsze jest przeksztalcenie pra-
wej strony i sprowadzenie jej do wyrazenia, znajdujacego
sic po lewej stronie.
Wspdlnie rozwiazemy tylko trudniejsze zadanie c).

¢) Zacznijmy od przeksztalcenia sumy dwoch pierwszych
sinuséw po lewej stronie:

sin « + sin 3 = 2sin 5 COS =

— 2sin ! COS =
2 2

: a— [
2 sn < — ) COS
2 2 2
(po zastosowaniu wzoréw redukeyjnych mamy)
9oL e P
= 2C0S = COs :
2 2

T Y
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Do przeksztatcenia sin v zastosujemy wzory na sinus
podwojnego argumentu:

: P Y
sin v = 2sin 5(3085,

sin oz+sinﬂ+sin”y:2cosg(cos&;ﬁ+sin ;)

Rozpatrzmy osobno wyrazenie w nawiasach i przeksztalc-

my go do postaci illoczynowej. Zacznijmy od zastosowania

wzoréw redukcyjnych, przeksztatcajac sinus w kosinus:
a—f gl

2 +Slﬂ§:

COS

a—B+m+y a—[B—m+ry
i COS I =

= 2 COoS

= QCOSQCOS—.
2 2

Podstawiajac otrzymane wyrazenie w miejsce nawiasu,
otrzymamy pozadany wynik.
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4 Roéwnania trygonometryczne

W drugiej czesci prezentacji temu trudnemu tematowi
poswiccimy wigce] uwagi. Na przyktadach przedstawimy
przeksztatcenia, najczesciej stosowane podczas rozwigzy-
wania rownan trygonometrycznych roznych typow, kto-
rych celem jest sprowadzenie danych rownan do réwnan
w takiej postaci, rozwiazania ktorych sa nam dobrze zna-
ne. Aby utatwi¢ prace, zamiescimy znane juz czytelnikowi
z | czedci prezentacji rozwigzania najprostszych réwnan
z odpowiednimi rysunkami.
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4.1 Ogoblne rozwigzania najprostszych réwnan
trygonometrycznych

4.1.1 Ogodlne rozwigzanie réwnania sinx = a

sinx =a, J|a| <1

Ay: sin x

/

/e

_ o e vﬂ X
_17

Rysunek 11: Wizualizacja pierwiastkéw réwnania sinz = a.

r1 = X9 + 27N,
To =T — To + 27N,

lub taczac obydwa wzory w jeden:

r=(—=1)"xg+mn,n =0, £1, +2...
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4.1.2 Ogodlne rozwigzanie réwnania cosx = a
cos T =a, |al <1,

Cos(X)

Rysunek 12: Wizualizacja pierwiastkéw rownania cosx = a.

r=*+x9+2mn, n=0, £1, £2...
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4.1.3 Ogodlne rozwigzanie réwnania tgz = a

tgxr = a.
6‘ y=tgx
al
y=a
‘ / ) 3 / X
3r b L Xo bis B
=z o -— , - g B
2 L 2

2+

_al

gl

Rysunek 13: Wizualizacja rozwigzania rOwnania tgz = a.

r = x9+7n, gdzie —5 < x9 < 3, n=0, £1, £2...
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4.1.4 Ogodlne rozwigzanie réwnania ctgz = a

ctgxr = a.
®Lly = ctg x
4F

N

<
1
o

Rysunek 14: Wizualizacja rozwigzania rOwnania ctgz = a.

r=xy+7mn, gdzie 0 < g < m, n=0, &1, £2...
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4.2 Zadania do tematu

Po krotkim powtérzeniu rozwiazan podstawowych row-
nan trygonometrycznych i przedstawieniu sposobéw na
uproszczenie wyrazen, zawierajacych funkcje trygonome-
tryczne, rozwigzywanie rownan nie powinno sprawia¢ wiek-
szych problemow.
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Przyktad 4.1.

Wyznaczy¢ sume pierwiastkow rownania (w stopniach)

cos? (az — W) — sin’ (:c — 37T) :
4 2

nalezacych do przedziatu [— 900, 250V].
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Rozwigzanie.

Sg rozne sposoby na rozwigzanie tego dosy¢ prostego za-
dania, jeden z nich polega na przeniesieniu wyrazenia z
prawej strony na lewa, nastepnie po skorzystaniu ze wzo-
ru na roznice kwadratow, nalezy zastosowac¢ wzory na su-
me/roznice kosinuséw (warto samodzielnie tym sposobem
rozwiaza¢ rownanie). My natomiast podczas rozwiazania
wyprébujemy inng metode.
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Metoda polega na obnizeniu stopnia rownania przez
wprowadzenie funkcji trygonometrycznych podwojnego
argumentu. W tym celu skorzystamy ze wzoru:

5 1 + cos 2z
cos” T = 5 :

Po obustronnym wymnozeniu réwnania przez 2 i zredu-

kowaniu 1 (przeprowadzcie samodzielnie wszystkie prze-
ksztalcenia), otrzymamy takie réwnanie:

cos (2z — ;T) = cos (2x — 3m).

Ze wzorow redukcyjnych wynika, ze
sin 2x = — cos 2.

Jest tez oczywiste, ze cos 2x # 0 (prosze zastanowié sie,
dlaczego?!). Ostatecznie otrzymujemy réwnanie:

tg 20 = — 1,

14k
x:w§:—22,50+900k, ke Z
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Aby nie szuka¢ odpowiadajacych tresci zadania pier-
wiastkow poprzez nadawanie k roznych wartosci, doko-
namy tego rozwigzujac podwojng nierownosé wzgledem
k:

—90° < —22,5° +90° k < 250°.

Stad
—0,75° < k < 3,02.

Czyli k przyjmuje wartosci 0, 1, 2, 3, a suma pierwiast-
kow, speliajacych dany warunek, wynosi:

4-22,5° 4+ 90° (0 +1+2+3) = —90" + 540" = 450°.

Odpowiedz: Suma pierwiastkow, nalezacych do prze-
dziatu [—90°, 250%], wynosi 450°.
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Przyktad 4.2.

Wyznaczy¢ sume pierwiastkow rownania (w stopniach)
cos 2x-cos 3xr =sin 3z -sin 4,

nalezacych do przedziatu [— 45°, 90
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Rozwigzanie.

Przeksztaté¢my iloczyn w sume:

; (cos © + cos bx) = 5 (cos (—x) —cos Tx).
Po elementarnych przeksztalceniach, otrzymamy:
cos Ox +cos 7x = 0.
Zamieniamy sume cosinusow na iloczyn:
2 cos 6z - cos(—z) =0,

korzystajac z parzystosci cosinusa:

2cos 6x-cosx=0.
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Pierwiastkami réwnania cos x = 0 sg,
z=90"+180"-n, n=0,+1,+2, ..

do przedziatu [—45°, 90°] nalezy tylko pierwiastek 90°.
Pierwiastkami réwnania cos 6 x = 0 sg

z=15"+30"n, n=0,+1,+2, ..
do przedziatu [— 45°, 90"] nalezy 5 pierwiastkdw:
{—45°, —15°, 15°, 45, 75%},

przy czym kazdy z nich wystepuje jednokrotnie. Suma
wszystkich pierwiastkéw wynosi 165°.

Odpowiedz: Suma wszystkich pierwiastkow, nalezacych
do przedziatu [— 45°, 90Y], wynosi 165°.
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Przyktad 4.3.

Wyznaczy¢ ilos¢ pierwiastkéw réwnania
(3T .2 2
cos 4x — 3sin 2+2$ +2sin” 3x+2 cos” 3x =0,

nalezacych do przedziatu [—90°, 180Y].
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Rozwigzanie.

To zadanie bez problemu rozwiazecie samodzielnie!
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Odpowiedz: W przedziale [—90°, 180"] znajduje sie
5 pierwiastkéw rownania.
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Przyktad 4.4.

Wyznaczy¢ ilos¢ pierwiastkéw réwnania

2

6 sinx +sin2x — cos’x — 2 cos2x = 0,

nalezacych do przedziatu [0, 450°].
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Rozwigzanie.

Korzystajac ze wzoréw na sin 2x 1 cos 2z, otrzymamy:

2

Gsin?z+2sinz cosx — cos®  — 2 cos? 2z +2sin? 2z = 0.

Nastepnie po podzieleniu réwnania obustronnie przez cos? x

(z tredci réwnania wynika, ze cos x # 0), otrzymamy:
Stg?x+2tgxr —3 = 0.

Dalsza czeS¢ rozwigzania proponujemy wykonaé¢ samo-
dzielnie. Aby ulatwié¢ znalezienie poprawnej odpowiedzi,
radzimy wykorzysta¢ sposob graficzny. Podamy odpo-
wiedz do sprawdzenia.

Odpowiedz: W przedziale [0°, 450°] znajduje sie 5 pier-
wiastkow réwnania.
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Przyktad 4.5.

Wyznaczy¢ ilos¢ pierwiastkéw réwnania

coS & + sin 2x

cos 3x ’

nalezacych do przedziatu [0; 27].
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Rozwigzanie.

Rozwigzanie tego réwnania rozpoczynamy od wyznacze-
nia jego dziedziny:
mk

cos3x # 0, x 7476T—|—3, k=041, £2...

W przedziale [0, 27] znajduje sie 6 wylaczonych z dzie-
dziny wartosci:
{77. w o Im 3w 117r}
6’266 2 6

Nastepnie mnozac rownanie obustronnie przez cos 3z, otrzy-

mamy:
coS T + sin 2o = cos 3,

SIN 2 = COS 3T — COS T,

SIn 2x = —2sin 2x sin .
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Zbadajmy mozliwe rozwigzania.

L. sin2z =0,z =2, k=0,%1,£2...

W przedziale [0; 27| znajduje sie 5 z wyznaczonych
pierwiastkow: {0; 5 T 37”; 27}, po uwzglednieniu dzie-

dziny rownania pozostaja trzy: {0; m; 27} .

2. sinz = —0,5, v = (—1)"" T4 7k, k=0,+£1,£2...

W przedziale [0; 27| znajduja sie 2 pierwiastki: {7(?; 1?}7

obydwa nalezy odrzuci¢ ze wzgledu na dziedzine.

Odpowiedz: W przedziale |0; 27] znajduja sie 3
pierwiastki réwnania.
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Przyktad 4.6.

Wyznaczy¢ catkowite wartodci parametru a € [—3;7],
dla ktoérych réownanie:

a - (3sin 2z — 4 cos 2x)* = 100

nie ma pierwiastkow. W przedziale [0, 27] znajduje sie 5 z

wyznaczonych pierwiastkow: {O; 5

. . 3.
T, 9

277} rownania
(3T -2 2
cos 4x — 3sin 2+2x +2sin” 3x+2 cos” 3x =0,

nalezacych do przedziatu [—90°, 180Y].

93



Rozwigzanie.

To zadanie bez problemu rozwiazecie samodzielnie!
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Odpowiedz: W przedziale [—90°, 180"] znajduje sie
5 pierwiastkéw rownania.
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Przyktad 4.7.

Wyznaczy¢ sume pierwiastkéw rownania

5
cos” (2:13 — Z) + cos” (; + Z) =1,

nalezacych do przedziatu [0Y; 180°] .
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Rozwigzanie.

Obnizmy stopien réwnania, korzystajac ze wzorow po-
dwojnego argumentu; po prostych przeksztatceniach, otrzy-
maimy:

sin bx =sin 4.

Zastosujmy nietypowa metode:
Sr=(=1)"-42+180"-n, n=0, £1, £2...
1. Jezeli n = 2k - jest liczbg parzysta, to x = 360° - k,
k=0, +1, £2...
W danym przedziale znajduje si¢ tylko jeden pier-
wiastek - = 0V,

2. Jezelin = 2k + 1 - jest liczbg nieparzysta, to
9x =180 + 360" - k; =20 + 40" - k,
k=0, 41, £2...

W danym przedziale znajduje si¢ pieé¢ pierwiastkow:
20Y, 60°, 100, 140°, 180°.

Odpowiedz: Suma pierwiastkow réwnania wynosi 500V.
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Przyktad 4.8.

Wyznaczy¢ sume pierwiastkéw rownania

7
cos 7x _

sin 2 x ’

nalezacych do przedziatu [70°; 150°] .
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Rozwigzanie.

Dane réwnanie jest rownowazne z nastepujacym:
cos 7Tx —sin 2x = 0,

pod warunkiem ze sin 2x # 0. Korzystajac ze wzoréw
redukcyjnych, zamienimy w réwnaniu sinus na cosinus,
otrzymamy w wyniku:

cos 7 = cos (90" — 2).
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Nastepnie skorzystajmy z metody, przedstawionej w
poprzednim przyktadzie:

Tox=24(90"—22) +360" - n, n=0,%1, £2..
Rozpatrzmy 2 mozliwe przypadki:

1. 72 =90"—22+360"-n, z=100+40n,
n=0, 1, £2...
W przedziale [70%;150°] znajduja si¢ 2 pierwiastki:
90" i 130°, ale pierwsze z nich nie spelnia warunku
sin 2x # 0.

2. 7Tx=—(90" —22)+360" - n, x=—18"4+720.n,
n=0, 41, +2..
W przedziale [70%; 150Y] znajduje si¢ tylko 1 pierwia-
stek: = 126V,

Odpowiedz: Suma pierwiastkow réwnania wynosi 256°.
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5 Zakonczenie

Mamy nadzieje, ze przedstawiona lektura przyda sie czy-
telnikowi nie tylko w czasie przygotowania do matury.
Jezeli wybierzecie studia techniczne, to z calg odpowie-
dzialnoscig mozemy stwierdzi¢, ze otrzymane nawyki be-
dg bardzo przydatne!
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