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E-learning - matematyka - poziom rozszerzony

Krzywe stozkowe

Materiaty merytoryczne do kursu
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Powstanie geometrii analitycznej jako dziatu matematyki oparte
jest na pomysle przypisania kazdemu punktowi ptaszczyzny pary
liczb zwanej wspdtrzednymi tego punktu. Takie przyporzadkowa-
nie umozliwia powigzanie twordéw geometrycznych takich jak pro-
ste, okregi czy tez inne krzywe, z odpowiadajagcymi im zaleznoscia-
mi miedzy wspotrzednymi punktéw tych tworéow. Mimo, iz pomyst
wprowadzenia uktadu wspotrzednych przypisuje sie Kartezjuszowi,
to prekursorem metody wspotrzednych w geometrii byt Fermat, kto-
ry pierwszy opisat rownaniami algebraicznymi proste i krzywe po-
wstate z przeciecia ptaszczyznami powierzchni stozka. Miedzy inny-
mi, opisem wiasnie tych krzywych zajmiemy sie w tym kursie.
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Przyjmiemy, ze uzytkownik tego kursu zaznajomiony jest z podsta-
wowymi pojeciami geometrii ptaskiej i pierwsza czescig tego kur-
su dotyczacg podstaw geometrii analitycznej i rdwnan prostej na
ptaszczyznie. Prezentacja ta jest kontynuacja tamtej. Wyjdziemy
od przypomnienia, w jaki sposéb mierzy sie odlegtos¢ w uktadzie
wspoétrzednych. Uzasadnienie tego twierdzenia zawarte jest w za-
prezentowanym ponizej rysunku.
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Twierdzenie 1. Odlegtos¢ d(A, B) punktow A = (z1,11)
oraz B = (x9,1s) jest rowna

A(A, B) = /(w2 — 21)* + (y2 = 2)*.

B = (x2,12)
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Definicja 1. Okregiem o $rodku S i promieniu 7 dtugosci r >
0 nazywamy zbiér O(S'; 1) wszystkich punktéw X na ptaszczyznie,
ktorych odlegtos¢ od punktu S jest rowna r, tzn.

O(S;r)={X:|SX|=r}.
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Definicja 2. Kotem o $rodku S i promieniu 7 dtugosci r > 0
nazywamy zbiér K (S;r) wszystkich punktéw X na ptaszczyznie,
ktorych odlegtos¢ od punktu S jest nie wieksza od 7, tzn.

K(S;r)={X:|SX|<r}.
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Problem 1. Zapisa¢ réwnanie okregu o srodku w punkcie S =
(—2,1) i promieniu dtugosci r = 2.
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Rozwigzanie. Niech punkt X nalezacy do okregu ma wspodt-
rzedne (z,y). Wéwczas, z definicji okregu, odlegtos¢ X od srodka
S = (—2,1) réwna jest dtugosci promienia r = 2. Stad

Ve —(-2)P+E-17=2

| po podniesieniu stronami do kwadratu otrzymamy

(z+2)%*+ (y—1)?* =4

Mozemy jeszcze wykonaé potegowania (cho¢ nie jest to najkorzyst-
niejsze) i otrzymamy

o+ 4r+y? —2y+1=0.
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Odp. Okrag o srodku w punkcie S = (—2,1) i promieniu dtugo-
Sci 7 = 2 ma réwnanie

(z+27°+(y—1)7°=4
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Twierdzenie 2. Okrag o srodku w punkcie S = (a, b) i promieniu
dtugosci r ma réwnanie

(z — a)® + (y — b)* = r°.
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Uwaga 1. Réwnanie okregu zapisane w postaci
(x—a)*+ (y —b)*=r>
nazywamy rownaniem kanonicznym okregu. Z tej postaci tatwo

mozna odczytaé wspétrzedne srodka S = (a, b) okregu oraz dtugos¢

promienia 7.

Okrag mozna w sposob réownowazny opisa¢ rownaniem ogoélnym
22+ y>+ Az + By+C =0,

przy czym musi zachodzi¢ A% + B? —4C > 0. W tym przypadku

wspotrzedne Srodka S = (a, b) okregu oraz dtugosé r jego promie-

nia wyrazaj sie nastepujacymi zaleznosciami:

a=—4, b=-8 r=1/A2+ B2—4C.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Cwiczenie 1.

1. Napisac réwnanie okregu

a) o $rodku S; = (0,0) i promieniu dtugosci 1 = 1,

b) o srodku S5 = (2, —3) i promieniu dtugosci 79 =

c) o érodku S3 = (—1,2) i promieniu dtugosci 5 =

2. Sprawdzi¢, czy podane réwnania opisujg okrag. Jesli tak, to
wyznaczy¢ jego Srodek i dtugos¢ promienia:

a) v +y? — 4z + 2y =0,
b) 22 + y% 4 22 — 6y + 12 =0,
)’ +y*+x—3y—2=0.
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a) Sl — (27 _1)1 r = \/51
b) réwnanie nie przedstawia okregu,

c) S3= (272) 3\/_
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Problem 2. Opisa¢ analitycznie koto o $rodku S = (2,1) i pro-
mieniu dtugosci r = 3.
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Rozwigzanie. Niech punkt X nalezacy do kota ma wspotrzed-
ne (z,y). Z definicji kofa, odlegtos¢ X od érodka S = (2,1) nie
przekracza dtugosci promienia r = 3. Zatem

V@ =22+ (y—1)2<2.
Podnoszac stronami do kwadratu otrzymamy

(x—2%+(y—1)?<09.

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Koto o $rodku w punkcie S = (2, 1) i promieniu dtugosci r =
3 mozna opisa¢ nierébwnoscia

(x—2)*+ (y—1)?<09.
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Twierdzenie 3. Kofo o srodku w punkcie S = (a, b) i promieniu
dtugosci r ma analityczny opis w postaci nieréwnosci:

(x —a)* + (y — b)* < r.
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Uwaga 2. Podobnie, jak w przypadku okregu, rowniez koto mozna
w sposob réwnowazny opisaé nieréwnoscia

> +y>+ Az + By + C <0,
przy dodatkowym zatozeniu A?+ B? —4C > 0. Wtedy wspdtrzedne

srodka S = (a,b) kota oraz dtugo$¢ r jego promienia wyrazaja sie
zaleznosciami (jak w przypadku okregu):

polin

: b:—g, r=3VA2+ B2 —4C.

o — —
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Cwiczenie 2. Napisaé nieréwnoéé opisujaca koto
a) o $rodku S; = (2, —2) i promieniu dtugosci 7 = 3,
b) o érodku Sy = (0, —1) i promieniu dtugosci 7o = /3,
2.

c) o érodku S5 = (—3, 1) i promieniu dtugosci r3 =

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 1. Napisa¢ réwnanie okregu o srodku S = (—1,0),
stycznego do prostej k @y = 2z — 3.
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Rozwigzanie.
D: §=(-1,0) Sz: réwnanie okregu
prosta k : y =2z — 3 o $rodku S = (—1,0)
stycznego do prostej k.

kiy=2x-3
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Musimy opracowaé plan rozwigzania zadania okreslajac co, i w ja-
kiej kolejnosci nalezy obliczy¢. W celu napisania rownania okregu
musimy znaé wspétrzedne jego $rodka i dtugo$é promienia. Srodek
poszukiwanego okregu jest dany, wiec musimy jedynie wyznaczyc
dtugosc¢ promienia tego okregu. Jak widac¢ z rysunku, dtugosc pro-
mienia rowna jest odlegtosci Srodka okregu od zadanej prostej k.
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Plan rozwigzania:

1. wyznaczy¢ odlegtos¢ srodka S okregu od prostej k,

2. napisac réwnanie okregu O(S;7) o $rodku S i promieniu dtu-
gosci 1.
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Twierdzenie 4. Odlegtos¢ punktu (xq, 1) od prostej
l: Ax+ By+ C =0,

gdzie A? + B? > 0, wyraza sie wzorem
B |A$0 + By0+C’|

d((o,y0); 1) JA2 1 B2

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Krok 1. Wyznaczymy dtugos¢ r promienia poszukiwanego okregu.
W celu skorzystania z Twierdzenia 4, napiszemy réwnanie ogdlne

prostej k. Mamy wiec
k:2x—y—3=0.
Wtedy

2e(=1-0-3 5 _
224 (-1)2 _ﬁ_ﬁ'

d((=1,0); k)
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Krok 2. Napiszemy teraz réwnanie okregu o srodku S = (—1,0)
i promieniu dtugoéci = /5. Otrzymamy wiec

(¢ — (=) +(y— 02 = (v5) .

czyli
(x+1)?2+y° =5
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Odp . Okrag o srodku w punkcie A i styczny do prostej k ma

rébwnanie
(z +1)* +y* = 5.
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Problem 3. Napisa¢ rownanie prostej stycznej do okregu
z’+y* =5

w punkcie A = (1, —2).

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




Universytety
]
KAPITAL LUDZKI g M £ UNIA EUROPEJSKA [
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI IV EUROPEJSKI RS
g FUNDUSZ SPOLECZNY [

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie.
D: A=(1,-2) Sz: rdwnanie prostej styczne;
O:3°+y*=5 do okregu O w punkcie A.
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Zadanie to mozna rozwigzaé na rézne sposoby. Podamy tu dwa
z nich. Wyjdziemy od trywialnej obserwacji, ze prosta styczna do
okregu ma doktadnie jeden punkt wspdlny z okregiem. Oznacza to,
ze stosowny uktad réwnan powinien mie¢ dokfadnie jedno rozwigza-
nie, ktorym oczywiscie bedg wspdtrzedne punktu stycznosci. Mamy
zatem
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Rozwigzanie.
D: A=(1,-2) Sz: réwnanie prostej styczne;
O:22+y*=5 do okregu O w punkcie A.

Poniewaz punkt A nie lezy na osi OX, wiec poszukiwang prosta
mozemy zapisa¢ rownaniem kierunkowym

k: y=ax+b,
gdzie a,b € R s3 poszukiwane. Oczywiscie prosta k przechodzi
przez punkt A, wiec podstawiajac jego wspotrzedne do réwnania
prostej k otrzymamy

—2=a+b.
Wyznaczajac z tej rébwnosci niewiadoma b otrzymamy b = —a — 2,
wiec poszukiwana prosta ma réwnanie
k:y=axr—a—2.
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Prosta £ ma doktadnie jeden punkt wspdlny z okregiem, stad tez
uktad rownan
2 +y*=5
{ Yy—ar —a— 2
musi mie¢ doktadnie jedno rozwigzanie (a jest w tym uktadzie réw-
nan parametrem). Podstawiajac niewiadoma y wyznaczong w dru-
gim rownaniu do réwnania pierwszego otrzymamy

2+ (ax —a—2)2 = 5.
Zadanie sprowadza sie zatem do wyznaczenia takiego parametru a,

dla ktorego powyzsze réwnanie ma dokfadnie jedno rozwigzanie
(wtedy réwniez uktad réwnan bedzie miat jedno rozwigzanie).
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Po uporzadkowaniu otrzymanego réwnanie kwadratowego otrzyma-
my

(14 a®)z? — 2a(a+2)z + (@ +2)* — 5= 0. (1)

Obliczajac wyrdznik tego réwnania otrzymamy

A =4a*(a+2)* —4(1+a*) [(a+2)* = 5] = 4(1 — 2a)*.

Stad réwnanie (1) (a wiec i rozpatrywany ukfad réwnan) bedzie
miato doktadnie jedno rozwiazanie dla a = % Poszukiwang prosta
mozna wiec opisa¢ rownaniem
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Odp. Prosta styczna do okregu 2+ 3> = 5 w punkcie (1, —2) ma
rownanie
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Problem 4. Napisa¢ rownanie prostej stycznej do okregu o Srod-
ku w punkcie (0,0) i promieniu dtugosci » w dowolnie ustalonym

punkcie (xg, yo) tego okregu.
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Rozwigzanie.
D: A= (x0,y) Sz: réwnanie prostej styczne;
O:z°+y? =12 do okregu O w punkcie A.

o = [iEano]

A= (mﬂa yO)
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Poszukiwana prosta jest prostopadta do wektora v = [0, yo] | prze-
chodzi przez punkt A = (g, yy), wiec ma ona réwnanie
k: xo(x — x0) + yo(y — yo) = 0.
Jednoczesnie punkt A(x,yy) nalezy do okregu, wiec
ZE(Q) =+ y% = r?.
Ostatecznie otrzymamy réwnanie proste;

k: zox + yoy = r°.
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2

Odp. Prosta styczna do okregu 2 + 3> = 7? w punkcie (2, )

nalezacym do tego okregu ma réwnanie

Tox + Yoy = 2.
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Twierdzenie 5. Styczng do okregu (z — a)? + (y

z nastepujacych, i sobie rownowaznych, réwnan
(0 — a)(z — o) + (Yo — b)(y — yo) =0,
(o — a)(xz — a) + (yo — b)(y — b) = r?.

2

a2’ Ly =7

—b)2 — 7“2

w punkcie (¢, o) nalezacym do tego okregu mozna opisaé jednym

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

%

e [



KAPITAL LUDZKI H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI Wil EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowod. Zauwazmy, ze pierwsze z réwnan opisuje prosta przecho-
dzaca przez punkt A = (z0,%9) i prostopadta do wektora v =
[z — a,yo — b], co oczywiscie opisuje prosta styczna do okregu O
w punkcie A. Zauwazmy jeszcze, ze réwnanie to mozna zapisal
nastepujaco:
(o —a)(x —a+a—x9)+ (yo—b)(y —b+b—yo) =0,
skad otrzymamy
(30— a)(w — @) + (3 — D)y — b) =
= (0 — a)* + (yo — b)* =7~

[]
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»

Cwiczenie 3. Napisaé réwnania prostych stycznych do zadanych
okregéw w podanych punktach stycznosci:

(0,0),

a) O1: 22 +y?+6x—4y=0, A
b) Oy : 2°+1y? — 22+ 2y =2, Ay = (3,—1),
c) Oz: 224192 +4x+2y=38, A3 =(1,1).
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Odp. Proste styczne do podanych okregdw w zadanych punktach
styczno$ci maja réwnania:

a) ki : y:%x,

b) ]{2: 27:3,
c) ks: 3x+2y—5=0.
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Zadanie 1. Napisa¢ rownania stycznych do okregu
O:z?+y*—8zx+4y+11=0

przechodzacych przez poczatek uktadu wspdtrzednych.
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Rozwigzanie.
D: A=(0,0) Sz: réwnania stycznych
O:22+y>—8x+4y+11=0 do okregu O

przechodzacych
przez punkt A.
Zauwazmy, ze rownanie okregu O mozna przeksztatci¢ do postaci

22— 8+ 16— 16+ 9> +4y+4—4+11 =0,
co mozna zapisa¢ w postaci
(x—4)* =16+ (y+2)* —4+ 11 =0,
Po prostych przeksztatceniach otrzymamy
(z —4)*+ (y+2)? = 3%
Zatem S = (4, —2) oraz = 3. Mozemy wiec wykona¢ rysunek:
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Zastanowmy sie teraz, jak wyznaczyc réwnania prostych stycznych
do tego okregu przechodzacych przez punkt A. Oczywiscie bedzie-
my potrafili napisa¢ réwnania poszukiwanych prostych, jesli wyzna-
czymy wspdtrzedne punktdw stycznosci. Zastandwmy sie zatem, jak
wyznaczy¢ te punkty. Dorysujmy zatem stosowne obiekty na wyko-
nanym juz rysunku. Otrzymamy wtedy:
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Plan rozwigzania zadania — sposéb pierwszy:

Dorysujmy odcinek AS. Otrzymamy dwa
trojkaty prostokatne: AASC oraz AADS.
Wierzchotki C' oraz D leza wiec na okregu
o Srodku bedacym Srodkiem przeciwprosto-
katnej AS i promieniu dtugosci rownej po-
towie dtugosci tej przeciwprostokatnej. Wy-
Znaczymy wiec:

1. dtugos¢ d odcinka AS oraz wspotrzedne jego srodka Si;
2. rownanie okregu Op o $rodku Sy i promieniu r| = %d;

3. punkty wspoélne okregdéw O oraz O;.
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Plan rozwigzania zadania — sposéb drugi:

N /<’< Zauwazamy, ze wektory AC oraz SC

jak tez AD oraz SD sg prostopadte.
Wyznaczymy wiec takich punktéw X =

(950, ?Jo)v ZAS

1. X lezy na okregu O,
— —
2. wektory AX oraz SX s3 prostopadte.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Plan rozwigzania zadania — sposéb trzeci:

C Na okregu O poszukujemy takich punk-

. N\__  téw C oraz D, ze proste styczne do okre-
gu O poprowadzone w tych punktach prze-

5 chodza przez poczatek uktadu wspdtrzed-
nych. Poszukujemy zatem takich punktéw
X = (xo, 1), ze:

1. X lezy na okregu O,

2. prosta styczna do okregu w punkcie X przechodzi przez po-
czatek uktadu wspotrzednych.
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Projelt wspifinansowany praes Unie Buropejsks w ramach Buropejskiego Funduszn Spolecznego
Rozwigzanie.
D: A=(0,0) Sz: réwnania stycznych
O:x>+y>—8x+4y+11=0 do okregu O
przechodzacych
przez punkt A.

Krok 1. Srodek S; odcinka AS ma wspét-
rzedne

S1= (%2, %52) = (2, -1),

za$ odcinek AS ma dtugosé

|AS| = /(4 —0)2+ (—2—0)?
= /20 = 24/5.
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Krok 2. Réwnanie okregu O; o $rodku S; = (2, —1) i promieniu
dtugosci r = v/5 ma postaé
(z —2)*+ (y+1)* =b.

Krok 3. Zatem punkty C' oraz D, jako punkty wspdlne okregéw O
oraz (1, spetniaja ukfad réownan
x4 y? — 8z + 4y + 11
{ (z=2+(y+1)? =
Wykonujac potegowanie otrzymamy
w2 +y? —8r+4y+11 = 0,
{ ?+y? —4dz+2y = 0.
Wyznaczymy rozwigzania tego uktadu (punkty przeciecia sie obu
okregéw).

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Projekt wspélfinansowany przez UHIQ Europcjskq w ramach Europejskiego Funduszu Spolcczncgo

Odejmujac od drugiego réwnania pierwsze réwnanie, otrzymany
ukfad réwnan zredukujemy do nastepujacego:
dr — 2y — 11 = 0,
{ o’ +y? —4z+2y = 0.

Obliczajac z pierwszego rownania zmiennq y otrzymamy
U= —
co po podstawieniu do drugiego z réwnaﬁ uktadu prowadzi do réw-
nania kwadratowego
5x2—|—22$+%=0.
Rozwiazujac rownanie kwadratowe otrzymamy

T — 22—130\/11’ Ty — 22+130\/11.
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Ostatecznie wiec rozwigzanie uktad réwnan jest postaci

_ 22+43V/11 _ 22-3/11
o1 P70 pD-drT 10
' _ 114611 ' _ —11-6V11
¥y="1 ¥y="1
Piszac rownania prostych przechodzacych przez punkty A i C' oraz
A i D otrzymamy

3v11 —8 8 + 311
S _—

X oraz =S
J 7 J 7
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego
. .
Rozwigzanie.

Niech punkt stycznosci ma wspétrzedne X = (¢, yo).
Krok 1. Mamy X € O, wiec

T3 + 5 — 8xo + 4yo + 11 = 0.
— —
Krok 2. Wektory AX = [z, yo] oraz SX =
[zg — 4, yo + 2| sa prostopadte, wiec
— =
0 = AXoSX

= |z0,%0] © [r0 — 4, yo + 2]
= 3 — 4x0 + Y2 + 2u0.

Prowadzi to do otrzymanego poprzednio uktadu réwnan
T3+ Y2 — 8xog +4yp + 11 = 0,
:1:(2)+y8—4x0+2y0 = 0.
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie. Niech X = (zg, o).
Krok 1. Mamy X € O, wiec

T3 + Y2 — 8o+ 4yy + 11 = 0.
Krok 2. Rownanie prostej stycznej do okregu O
(opisanego réwnaniem (x — 4)? + (y + 2)* = 3?)
w punkcie X ma postaé (por. Twierdzenie 5)
(o — 4)(z —4) + (yo +2)(y +2) = 3
Prosta ta przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych, wiec
—4(xo — 4) + 2(yo + 2) = 32
Prowadzi to do rozpatrywanego juz ukfadu réwnan

T+ y5 — 8xo+ 4y + 11 = 0,
4560—2y0—11 = 0.
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Odp. Proste styczne do okregu
r?+y? —8x+4y+11=0,
i przechodzace przez poczatek uktadu wspétrzednych maja réwnania

_ 3y/11-8
Yy=——7—2

_ 84311
y = -2
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Cwiczenie 4. Wykonujac odpowiednie rysunki wskaz wszystkie
mozliwe potozenia okregu wzgledem prostej na ptaszczyznie .
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Problem 5. W jaki sposéb mozna bada¢ wzajemne potfozenie pro-
stej i okregu?
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Problem 6. Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy odlegtoscia srodka od
prostej a dtugoscig promienia okregu na rysunkach:
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Projekt wspélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Twierdzenie 6. Niech bedzie dany okrag O(S;r) o srodku S
i promieniu dfugosci r oraz niech k bedzie prosta.

(i) Jeslid(S; k) > r, to okrag O(S;r) i prosta k nie maja punktéw
wspdlnych (sa roztaczne).

(ii) Jesli d(S; k) = r, to okrag O(S;r) i prosta k maja doktadnie
jeden punkt wspdlny (sa styczne).

(iii) Jesli d(S; k) < r, to okrag O(S;r) i prosta k maja dokfadnie
dwa punkty wspdlne (przecinaja sie).
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Przyktad 2. Zbadaé wzajemne potozenie okregu
O:zg—4z+y* +2y+1=0

| proste;
1
k:y= 1" + 1.
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Rozwigzanie.
D: okrag O o réwnaniu Sz: wzajemne potozenie

P —4dx+y?+2y+1=0 okregu O i prostej k.
prosta k:y:ierl

Ponizszy rysunek wykonany zostat w programie Geogebra ©:
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Plan rozwigzania:
1. wyznaczy¢ srodek S okregu,
2. obliczy¢ odlegtos¢ srodka S okregu od prostej £,

3. poréwnac obliczong odlegtos¢ srodka S okregu z dtugoscia jego
promienia 7.
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Krok 1. Z réwnania okregu odczytamy jego Srodek oraz promien
sprowadzajac je do postaci kanonicznej. Mamy

0=2*—dz+y’+2y+1=
2 —dr+4—4+9y 42+ 1=
(z =2+ (y +1)* — 4,
wiec
(z =272+ (y+1)7° =4
Zatem S = (2, —1) oraz r = 2.
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Krok 2. Obliczamy odlegtos¢ punktu S = (2, —1) od prostej k.
W tym celu przeksztatcamy réwnanie kierunkowe tej prostej do na-
stepujacego réwnania ogodlnego:

k: z—4y+4=0.

Wtedy
2-4-(-1)+4 10 10

N ey vy A T

Krok 3. Na koniec mamy

17.

1
d(S: k) = 12\/ﬁ > 2.
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Odp. Okrag O : (z —2)*+ (y+1)> =4 iprosta k : y = 3o + 1
nie maja punktéw wspolnych.
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Cwiczenie 5. Zbadaé wzajemne pofozenia podanych par prostych
i okregdw:

ki:y=—-5x—2, O;:z°>+y?>—6x+4y=0,
ko : :§x+4, 02:x2+y2—3x—2y—5:0,
ks :x = —2, Oz : 22 4+y*>—2x+4y —4=0,
ky:iy=—2, Oy: 2?4+ y?+ Tz — 4y =0,

k5:y:—%x+§, Os: 2?2+ y*+ 5z +3y—3=0.

(o))

o 0O T
S— N ' —

0}
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Odp.
a) prosta kp i okrag O maja dwa punkty wspdlne,

b) prosta ks i okrag O sa roztaczne,

)

)
c) prosta k3 jest styczna do okregu Os,
d) prosta k, i okrag O4 maja dwa punkty wspdlne,
)

e) prosta ks i okrag O5 s3 roztaczne.
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Cwiczenie 6. Przedstawi¢ na rysunkach wszystkie mozliwe poto-
zenia dwdch okregdw.
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Problem 7. W jaki sposéb zbada¢ mozna wzajemne potozenie
dwodch okregéw na ptaszczyznie.
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Twierdzenie 7. Niech O1(S1,71), O2(S2,12) beda okregami.
(i) Jesli Sy = Sy oraz ri = ry, to okregi sa identyczne.

(ii) Jesli Sy = Sy oraz r1 # ry, to okregi sa wspdtsrodkowe.

(iii) Jesli 0 < [S1.S:| < |r1 — 19|, to jeden z okregow lezy we
wnetrzu kofa ograniczonego przez drugi z okregow.

(IV) Jesli |5152| = ‘7“1 — T9

(v) Jesli |r1 — ro| < [S19] <11+ 1o

, to okregi sa styczne wewnetrznie.

, to okregi przecinaja sie.
(vi) Jesli | S155| = 11 + 19, to okregi sa styczne zewnetrznie.

(vii) Jesli |S155| > ri + ro, to kazdy z okregow lezy na zewnatrz
kofa ograniczonego drugim z okregow.
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Przyktad 3. Zbadaé wzajemne pofozenie okregéw

w4y’ —4dr—2y—1=0 oraz z°+y*>+8x —6y+16=0.
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Rozwigzanie.
D: okrag O; o réwnaniu Sz: wzajemne potfozenie
2 +y? —4x—2y—1=0 okregéw O1 i Os.

okrag O3 o réwnaniu
2 +y%+ 8z — 6y + 16 = 0.
Przeksztatcajac rownania okregéw do postaci kangnicznej mamy
O1: (x—=27%+(y—1)>*= <\/6) :
Oy : (x+4)*+ (y —3)* =3

Stad S; = (2,1), r1 = V6, Sy = (—4,3), ro = 3. Jednoczesénie
S152] = /(2 = (—4))2 + (1 — 3)2 = v/40 = 2V/10.

Poniewaz 1 +75 = 3+/6 < 2¢/10 = |SS5|, wiec kazdy z okregéw
lezy na zewnatrz kota ograniczonego przez drugi z okregdw.
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Odp. Okregi O oraz Oy s3 wzajemnie zewnetrzne, tzn. kazdy z
nich lezy na zewnatrz kota ograniczonego przez drugi z okregéw.
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Cwiczenie 7. Zbadaé wzajemne potozenia podanych par okre-
gow:

a) O1: 2°+y*>—do —4y —17=0,
O : 22 +9y>—-22+2y—1=0,

b) Oy : x2+y2+5x—4y+§:0,
Oy o +y’ +bz+ =0,

c) Os: x2+y2—3x+4y—%20,
g : x2+y2—9x—4y+%20,

d) Oy: 22+ 9y* -2z +5y—3=0,
Oy: 22 +y*+z2—3y=0.
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Odp.

a) okregi s3 wewnetrzne, tzn. O} lezy wewnatrz kofa ograniczo-
nego przez O1,

b) okregi sa styczne wewnetrznie,
c) okregi sa styczne zewnetrznie,

d) okregi przecinaja sie (maja doktadnie dwa punkty wspélne).
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Zajmiemy sie dalej szeroka i ciekawa klasg krzywych ptaskich. Krzy-
we te pojawiaja sie nie tylko w geometrii. Miaty one w przesztosci,
I maja nadal, szerokie zastosowanie w fizyce, astronomii, architek-
turze. Zbadanie wtasnosci tych krzywych pozwolito m.in. Keplerowi
opisa¢ orbity planet. Mozliwa tez byta budowa teleskopéw pozwa-
lajacych "podgladac” kresy znanego nam wszechswiata. Choc nie
zawsze w przesztosci aktualny stan rozwoju technicznego byt wy-
starczajacy do budowy odpowiednio doskonatych urzadzen (tele-
skopéw), to jednak wiedza teoretyczna o tych krzywych pozwalata
minimalizacje pojawiajacych sie niedoskonatosci.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie




U

H

rsytoty,

KAPITAL LUDZKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

SI=<e

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Miodziezouwe,
et

Krzywe stozkowe
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Historia krzywych stozkowych siega starozytnej Grecji, gdzie byty
one badane, m.in. przez Apoloniusza z Pergii, jako krzywe bedace
przekrojem powierzchni bocznej stozka odpowiednio nachylonymi
ptaszczyznami. Rozwazenie tych krzywych, a w szczegolnosci zba-
danie paraboli, pozwolito Menaechmosowi na rozwigzanie zadania
z Delos, bardziej znanego w historii matematyki jako problem po-
dwojenia szeScianu.
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Krzywe stozkowe rozpatrywac mozna na ptaszczyznie, niezaleznie
od ich powstania w wyniku przeciecia powierzchni stozka ptasz-
czyznami. Wykorzystujac odkrycia Pappusa z Aleksandrii stozkowe
opisa¢ mozna jako " miejsce geometryczne” punktow na ptaszczyz-
nie. Odkrycia starozytnych Grekéw na dtugi czas wiekéw srednich
zostaty zapomniane. Dorobek ten zostat odkryty na nowo i docenio-
ny przez matematykow arabskich, ktorzy ttumaczac dzieta Grekéw
wzbogacili je o nowe wyniki dotyczace konstrukcji stozkowych.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagiellofiskim oraz PWSZ w Chelmie

S %
‘,Nv




Unlwersytety,
H

oo

UNIA EUROPEJSKA: >
EUROPEJSKI [

KAPITAL LUDZKI 3 2
M |V|‘ FUNDUSZ SPOLECZNY Lo

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

/
.

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




mmmmmmmmm
H H
KAPITAL LUDZKI M| ¢ UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI By 2 EUROPEJSKI
M g FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Powstata w Grecji i rozwijana przez Arabow teoria krzywych stozko-
wych swoje praktyczne zastosowanie w astronomii, gdy kontynuuja-
cy badania Mikotaja Kopernika Johannes Kepler, ze planety kraza
wokoét Stonca po orbitach eliptycznych, zas samo Stonce jest jednym
z ognisk tych orbit. Poczyniona przez Keplera obserwacja zostata
pOzniej teoretycznie wyprowadzona z praw grawitacji przez lzaaka
Newtona. Intensywne badania nad tymi krzywymi doprowadzity do
powstania m.in. geometrii analitycznej, co zawdzieczamy gtéwnie
pracom Fermata i Kartezjusza. Réwniez dzi$ stozkowe sg wykorzy-
stywane do rozwigzywania probleméw dotyczacych lotow kosmicz-
nych czy tez konstrukcji architektonicznych.
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Wyjdziemy od geometrycznych definicji elipsy. Z jednej strony zdefi-
niujemy elipse jako krzywa powstata z przeciecia powierzchni bocz-
nej stozka odpowiednia ptaszczyzna, z drugiej strony podamy defi-
nicje odwotujaca sie do czysto metrycznych wiasnosci tej krzywej.
Wykorzystujac druga z tych definicji wyprowadzimy postaé kano-
niczna jej rownania w ukfadzie wspotrzednych.
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Projekt wapélfinansowany pres Unie Buropejsky w ramach Buropejskiego Fundussu Spolecsnego
Definicja 3. Elipsg nazywamy krzywa
otrzymana w przecieciu stozka taka ptasz-
czyzny, ze kat pomiedzy ptaszczyzng prze-
cinajaca a osig stozka jest wiekszy od kata
miedzy tworzacg a osig stozka.

Definicja 4. Elipsg nazywamy krzywa
bedaca zbiorem wszystkich takich punktow

X ptaszczyzny, ktorych suma odlegtosci od

dwu ustalonych punktéw F oraz F5 zwa- :
nych ogniskami elipsy, jest stata. Odcin-

ki £1X oraz F5, X nazywamy promienia-

mi wodzgcymi punktu X.
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Uwaga 3. Jeli przyjmiemy |F} Fy| = 2¢ > 0 i ustalimy a > ¢, to
elipsa jest zbiorem wszystkich punktéow X ptaszczyzny, dla ktérych

|F1X|—|—|XF2| :T1+T2:2a.

B,

@] Ay

=
2
|FiX|+ | XFy| = 2q

Odcinek A;A; o dtugosci |A1As| = 2a nazywamy osig wielka
elipsy, zas odcinek BB, — jej osig mata.
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Przyktad 4. Napisaé réwnanie elipsy o ogniskach 7 = (—1,0)
i Iy = (1,0) oraz osi wielkiej dtugosci 2a = 4.
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Rozwigzanie.
D: Fy=(—1,0) Sz: réwnanie elipsy.
Fy = (17 0)

20 =711 +19 =4
Niech X = (z,y) bedzie punktem poszukiwane;
elipsy. Z definicji elipsy wynika zatem, ze

Ve+12+2+ /(- 12442 =
Po podniesieniu stronami do kwadratu i przeniesieniu na prawa stro-
ne wyrazen nie zawierajacych pierwiastkow otrzymamy

Vi + 12+ 92/(z —1)2+y2=7— 2% — %
Podnoszac powtornie stronami do kwadratu i redukujac dostaniemy
3z2 4 4y? = 12.
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Odp. Poszukiwana elipsa ma réwnanie

3z + 4y? = 12.
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Uwaga 4. Majac ogniska F7 oraz F5 elipsy E' uktad wspotrzed-
nych umieszczamy tak, by 0§ OX przechodzita przez te ogniska i
jednoczesnie poczatek ukfadu wspétrzednych byt srodkiem odcin-
ka taczacego ogniska. Wtedy mozna przyja¢ F; = (—c¢,0) oraz
Fy = (¢,0) dla pewnego ¢ > 0.
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Twierdzenie 8. Ustalmy liczby rzeczywiste a > ¢ > 0. Elipsa
o ogniskach I} = (—c,0) oraz I, = (c,0) i osi wielkiej dtugosci
| A1 Ay| = 2a, ma réwnanie

.7}2 y2

gdzie b = v/a? — 2.
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Uwaga 5. Réwnanie (2) nazywamy réwnaniem kanonicznym
elipsy badz tez rownaniem osiowym elipsy. Zauwazmy ponad-
to, ze w szczegdlnym przypadku, gdy ¢ = 0 (wtedy b = a) elipsa
jest okregiem o promieniu dtugosci a.
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Dowdd Twierdzenia 8. Jesli X = (x,y) bedzie punktem elipsy,
to

Ja+e)2+ 92+ /(x — ) +y? = 2a.
Po podniesieniu stronami do kwadratu, przen|e5|en|u na prawa stro-
ne wyrazen nie zawierajacych pierwiastkow i podzieleniu stronami
przez 2 otrzymamy

Jae+ 2+ — )2+ 12 =2a2 — 2 — 22 — %,

Podnoszac powtdrnie stronami do kwadratu i redukujac dostaniemy
(a® — ?)a? + a*y? = a®(a® — ).

Przyjmujac b = Va2 — c? i dzielac stronami przez a’b* otrzyma-

my (2). ]
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Definicja 5. Jesli a > b > 0 s3 liczbami rzeczywistymi,
2 2
E: 2 +2 =1
a’> b2

jest réwnaniem elipsy E oraz ¢ = v/a? — b?, to liczbe

nazywamy mimosrodem elipsy F.

Uwaga 6. Mimos$rdd elipsy charakteryzuje jej sptaszczenie. Oczy-
wiscie 0 < e < 1. Warto$¢ mimosrodu bliska liczbie 0 informu-
je o ksztatcie "prawie” kolistym. Im warto$¢ mimosrodu jest bliz-
sza 1, tym elipsa jest bardziej "sptaszczona”. Mozna to zaobserwo-
waé w nastepujacej prezentacji
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Definicja 6. Jesli a > b > 0 s3 liczbami rzeczywistymi oraz

2 2
Y
E: —top=1

jest réwnaniem elipsy E/, to proste

a’ a a a
r=——|=—— oraz r=—|=—
c e c e

nazywamy kierownicami elipsy F.

ki
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Twierdzenie 9. Niech a > b > 0 beda liczbami rzeczywistymi.

Stosunek odlegtosci dowolnego punktu X elipsy
2 2
T A
E: =+ i
od jej ogniska do odlegfosci tego punktu od odpowiedniej kierownicy

Jest staty i ro(wny mimosrodowi e.




KAPlTAl LU DZKI ; UNIA EUROPEJSKA
/A STRATEGIA SPOINOSCI Wil EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowdéd. Ustalmy punkt X = (z,1o) lezacy na elipsie E i niech
X' = (=%, y) bedzie rzutem prostopa-

dtym punktu X na kierownice, powiedz- | //_\W
my ky : o = —2. Wéwczas - i
a—+ ex \;‘1:2:6
A S
e

Z drugiej strony zachodzi (zo+c¢)*+y3 = (a+exg)?* (pozostawiamy
do samodzielnego przeliczenia!), wiec

r = |FiX|=(zo+c)?+y5 = (a+ex)? = |a+ex.

Zatem 2—1 = e. Roéwnos¢ ;—2 = e dowodzi sie w ten sam sposéb. [
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Cwiczenie 8. Z podanych réwnan elips odczytaé wspotrzedne ich
ognisk oraz réwnania kierownic:
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Odp.
a)F1:<—30) FQI( )kl:x —%—5,162:33:@
(Wskazowka: elipsa ma réwnanie 52 + % =1, c=3);
b) F1:<—2 O) FQZ( ) kl .CI?——6 ]{?2 51326; (Wska—
zowka: elipsa ma réwnanie (2\5”[) (2\[) =1, c=2);

C) F1 = (—\/5,0), F2 = (\/5,0>, /431 T = —%\/5, /{2 X = %\/5

(Wskazéwka: elipsa ma réwnanie ”?f—i + g—z = — \/5)

d) Fi = (—2v/3,0), F> = (2v3,0), k1 : 2 = =3, ky 1 z =
%\/5 (Wskazéwka: elipsa ma réwnanie VTP + v

c=23).
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Zadanie 2. Napisaé réwnanie elipsy o ogniskach F; = (—1,1),
Fy = (2, —1) oraz osi wielkiej dtugosci 2a = 5.
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Odp. Poszukiwana elipsa ma réwnanie

1622 + 122y + 21y* — 162 — 6y — 71 = 0.
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Cwiczenie 9. Jak wzgledem siebie moga byé potozone prosta
i elipsa. Potencjalne mozliwosci zobrazuj rysunkami.
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Twierdzenie 10. Ustalmy liczby rzeczywiste a > b > 0 | ta-
kie liczby rzeczywiste A, B oraz C, ze A?> + B* > 0. Wzajemne

pofozenie prostej

k: Ax+By+C=0 (3)
oraz elipsy ; 5
Y
E-g*ﬁ—l (4)

zalezy od wartosci wyrazenia Wy = A%a? + B?*b* — C?, przy czym
a) prosta i elipsa sa roztaczne, jesli W, < 0,
b) prosta i elipsa maja jeden punkt wspdlny, gdy W1 =0,
c) prosta i elipsa przecinaja sie w dwéch punktach, gdy Wi > 0.
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Dowdd.Rozwigzemy uktad réwnan (3)-(4). Zatézmy na poczatek,
ze B # 0. Pomnozymy obie strony réwnania (4) przez B? i podsta-

wimy wyznaczong z réwnania (3) wartos¢ By = —Ax — C. Zatem
B2:2  (—Ax — O)2
g (c4e—C) _
a b?

skad po przeksztatceniach i uporzadkowaniu otrzymamy
(A%a® + B**)2® + 2ACa’z + (C* — B*%)a*=0. (5

Rozwigzania tego rownania s3 odcietymi punktéw przeciecia sie pro-
stej k z elipsa £. Zatem zbiory rozwiazan uktadu (3)-(4) oraz réw-
nania (5) sa réwnoliczne.
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Réwnanie (5) jest réwnaniem kwadratowym (przy zatozeniach twier-
dzenia mamy A%a”+ B?b* > (), wiec istnienie i liczba jego rozwia-
zan zalezy od wartosci wyrdznika

A = (2ACa?)? — 4(A%a? + B?b?)(C? — B?*b?)a?
= 4a*V’B*(A%*a® + B*b* — C?).
Zatem réwnanie (5), a wiec rowniez uktad réwnan (3)-(4)
a) nie beda miaty rozwigzan dla wartosci wyréznika A < 0,
b) beda miaty doktadnie jedno rozwiazanie dla wyréznika A = 0,
c) beda miaty dokfadnie dwa rozwiazania dla wyréznika A > 0.

Poniewaz a?b>B? > 0, wiec otrzymamy w tym przypadku teze.
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Zatézmy teraz, ze B = 0. Wtedy A # 0, wiec na mocy (3) mamy

C

r=——

A?
co po podstawieniu do réwnania elipsy E' i przeksztatceniach daje
Aa’y? = b*(A%a® — O7). (6)

Istnienie i liczba rozwigzan réwnania (6), a wiec i uktadu (3)-(4),
zalezy od wartosci wyrazenia

Wi = A%a? — O2 = A%a® + 022 — C2, (B =0),

co réwniez w tym przypadku implikuje teze i konczy dowdd twier-

dzenia.
(]
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Twierdzenie 11. Ustalmy liczby rzeczywiste a > b > 0. Jesli
punkt X = (x0,vo) lezy na elipsie

X = (x0,%0)

2 2
to prosta a b

wte=t 0

Jest styczna do elipsy E w punkcie X .
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Dowdd. Niech X = (xq, o) nalezy do elipsy E (zatem X spetnia
réwnanie opisujace t3 elipse). Wykazemy, ze
1. X €k,

2. prosta k ma doktadnie jeden punkt wspdlny z elipsg F.

Krok 1. Podstawiajac wspétrzedne punktu X do réownania prostej k£
otrzymamy réwnos¢ réwnowazng warunkowi X € F' (jesli punkt X
spetnia réwnanie prostej k, to X spetnia réwnanie elipsy F).
Krok 2. Wykorzystamy Twierdzenie 10. Zauwaimy, ze

T0\? Yo\? 9 yo _

(5) o+ () B -1- f+bf2—1_o,

wiec prosta £ ma doktadnie jeden punkt wspdlny z elipsg F.
Zatem prosta k jest styczna do elipsy £/ w punkcie X. ]
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Przyktad 5. Napisa¢ réwnanie stycznych do elipsy

Ll
94

przechodzacych przez punkt A = (6,4).
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Rozwigzanie.
D: A=(6,4) Sz: rdwnania stycznych do elipsy
E : %2 + yZQ — 1l przechodzacych przez punkt A.
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Znalezienie na elipsie ' takich punktéw X = (xg,yg), ze styczna
do elipsy wystawiona w tych punktach przechodzi przez punkt A.

Tym samym mamy

Plan rozwigzania zadania
Znalez¢ takie punkty X = (xq, o), ze:

1. X € E,

2. A € k, gdzie k jest prosta styczng
do I/ wystawiong w punkcie X.
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Rozwigzanie.

D: A= ( ) Sz: rdwnania stycznych do elipsy
E . g + y = przechodzacych przez punkt A.

X = (x0, %) E E. Wéwczas

Niech

yo
— 4+ = =1.
9+4

Jednoczesnie prosta k styczna do elipsy £ wystawiona w punkcie

X ma réwnanie 0t oy
Ee 00 G0 g
9 * 4

Podstawiajac wspétrzedne punktu A do réwnania prostej k£ otrzy-
mamy

- + 1
—r ey .
310 Yo
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Musimy wiec rozwigza¢ uktad réwnan
oo _
) T+ =1
320 +1yo = 1.
Wyznaczajac z drugiego z réwnan ukfadu yyp = 1 — %xo, | podsta-
wiajac do pierwszego z rownan otrzymamy

75, A=3%) _

9 4
Po wykonaniu dziatan i uporzadkowaniu dostaniemy réwnanie

8z2 — 122 — 27 = 0,
ktérego rozwigzaniami sa liczby

Ty = %(1 o \/?), To = %(1+\/7>
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Ostatecznie otrzymamy wiec rozwigzanie uktadu réwnan postaci

£I}0=i(1—\/?) 5130:3(14—\/7)
w=3(1+v7), (w=3(1-V7).

Wracajac do réwnania prostej k mam

ke 5 (1-VT) o+ <1+\/_>y—1
ke 5(1+vVT)z+i(1-VT)y=1,

wiec po redukcjach otrzymamy poszukiwane réwnania prostych:

ki 2(1-VT)z+3(1+vT)y—24=0,
ky: 2(1+V7)z+3(1—VT)y—24=0.

ekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Poszukiwane proste maja réwnania
ki 2(1— V7)o +3(1+VT)y—24=0,
ky: 2(1+V7)z+3(1-VT)y—24=0.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

&~
"




KAPITAL LUDZKI g : UNIA EUROPEJSKA [IENERE
wim; runousz soreczns [T

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Unlwersytety,
H

oo

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




niuersytety_
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA
] £ EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Twierdzenie 12. Niech Fy oraz F, beda ogniskami elipsy E (nie
bedacej okregiem!) i niech X € E. Woéwczas styczna do elipsy E
pofowi kazdy z katow zewnetrznych trojkata /N Fy X Fy przy wierz-
chotku X.

)/

ay=ay= 1=
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Projekct wep6ifinansowany proes Unic Buropeisks w ramach Buropeiskiego Funduszu Spolecsnego
Twierdzenie 13. Niech I oraz I, beda ogniskami elipsy E (nie
bedacej okregiem) i niech X € E. Wtedy katy przedstawione na
rysunku maja parami réwne miary.

\

B1= B ;= Oz

Wynika stad, ze promien swietlny wychodzacy z jednego z ognisk
elipsy po odbiciu od zwierciadfa eliptycznego przechodzi przez dru-

gie z ognisk.
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Przykltad 6. Rozwazmy zwierciadto bedace prawa potowa elipsy

o réwnaniu

2 y2

P + -

25 16
Z prawego ogniska F5 tej elipsy wychodzi promien swietlny nachy-
lony do osi OX pod katem 45°. Wyznaczy¢ punkt, w ktérym pro-
mien ten, po odbiciu od wewnetrznej strony zwierciadta, przetnie

lewa kierownice elipsy F.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




KAPITAL LUDZKI g : UNIA EUROPEJSKA [IENERE
wim; runousz soreczns [T

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Unlwersytety,
H

oo

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




KAPITAL LUDZKI g : UNIA EUROPEJSKA [IENERE
wim; runousz soreczns [T

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Unlwersytety,
H

oo

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




vvvvvvvvvvvv
H g
KAPITAL LUDZKI §M 4 UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i M( EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie.
2
D: E: % %e =1 Sz: punkt na lewej kierownicy elipsy F.
a = 45°

Z roéwnania elipsy E odczytamy a = 5 oraz b = 4. Stad ¢ =
V52 — 42 = 3. Zatem ogniska elipsy I/ maja wspé6trzedne

Fy = (=3,0), F=(3,0).

Jednoczesnie lewa kierownica elipsy &/ ma réwnanie

Mozemy wiec wykonac nastepujacy rysunek

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




oo

Universytety
KAPITAL LUDZKI M £ UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI §3{_‘ Mg EUROPEJSKI
E H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




KAPITAL LUDZKI g : UNIA EUROPEJSKA [IENERE
wim; runousz soreczns [T

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Unlwersytety,
H

oo

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




KAPITAL LUDZKI g : UNIA EUROPEJSKA [IENERE
wim; runousz soreczns [T

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Unlwersytety,
H

oo

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




vvvvvvvvvvvv
s 5
KAPITAt LUDZKI Mg UNIA EUROPEISKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i I 2 EUROPEJSKI
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY
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Plan rozwigzania zadania — wyznaczymy:

1. rébwnanie prostej k prze-
chodzacej przez F5 i na-
chylonej do osi OX pod
katem a = 45°,

2. wspotrzedne punktu X
przeciecia sie prostej k
z elipsa F,

3. rownanie prostej [ przechodzacej przez X i F5,

4. wspotrzedne punktu Y przeciecia sie prostej [ kierownica k;.
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Rozwigzanie.
2
D: E: % Js =1 Sz: punkt na lewej kierownicy elipsy F.
a = 45°

Krok 1. Prosta k przechodzaca przez F’ i nachylona do osi OX
pod katem o = 45° ma réwnanie
k: y=x—23.
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Krok 2. Wspétrzedne punktu X (przeciecia sie prostej k i elipsy F)
spetniaja ukfad réwnan

2 2
z Y
—_— —:1
25+16 ’

Yy=x — 37
przy warunku x > 0 (rozwazamy jedynie prawa potowe elipsy F).
Podstawiajac do pierwszego z rownan y = x — 3 wyznaczone z dru-
giego otrzymamy réwnanie
41x* — 150z + 225 = 0,
ktérego jedynym rozwigzanie dodatnim jest x = %(15 + 16v/2).
Wtedy y = o — 3 = %(—3 + 5v/2). Zatem
X = (515 +16v/2), £(-3 + 5v/2)).
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Krok 3. Prosta [ przechodzaca przez punkty F’ oraz X ma réwnanie

8
Krok 4. Wspétrzedne punktu Y (przeciecia sie prostej [ i kierowni-

cy k1) spetniaja uktad réwnan

8

y = 161( 17 4+ 15v2)(x + 3),

wige Y = (=%, —18(-17 + 15v/2)).
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Odp. Promien swietlny przetnie lewa kierownice elipsy EF w punkcie
o rzednej — 125 (=17 + 15v/2).
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Przejdziemy teraz do kolejnej stozkowej: paraboli. Podamy geome-
tryczne definicje tej krzywej. Z jednej strony parabola jest krzy-
wa powstatg z przeciecia powierzchni bocznej stozka odpowiednia
ptaszczyzna, z drugiej strony przytoczymy definicje wykorzystujaca
metryczne witasnosci tej krzywej na ptaszczyznie. W oparciu o dru-
g3 z tych definicji wyprowadzimy postac¢ kanoniczna jej rownania w
kartezjanskim ukfadzie wspotrzednych.
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Definicja 7. Parabolg nazywamy krzywa
otrzymana w przecieciu stozka taka ptaszczyzna
nie zawierajaca tworzacej, ze kat pomiedzy ptasz-
Czyzng przecinajaca a osig stozka jest réwny ka-
towi miedzy tworzaca a osig stozka (tworzaca jest
rownolegta do ptaszczyzny tnacej, ale nie jest w
niej zawarta).

Definicja 8. Parabolg nazywamy krzywa be-
daca zbiorem wszystkich punktéw X ptaszczyzny,
ktérych odlegtos¢ ustalonego punktu F' (ogniska
paraboli) réwna jest ich odlegtosci oraz ustalone;
prostej k (kierownica paraboli) nie przechodzs-
cej przez F'.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 7. Napisa¢ réwnanie paraboli o ognisku F' = (0,1)
i kierownicy opisanej rownaniem y = —1.

ojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




—
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI i I M( EUROPEJSKI
2 FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Rozwigzanie.
D: ognisko F' = (0,1) Sz: réwnanie paraboli.
kierownica k : y = —1

Niech X = (z,y) bedzie punktem po-
szukiwanej paraboli. Z jej definicji wynika
wiec, ze :

Va2 (y =172 = |y +1]. 7
Po podniesieniu stronami do kwadratu o=

-3 -2 -1

otrzymamy
2 =4y,
wiec
2

y:Z7

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie
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Odp. Poszukiwana parabola ma réwnanie
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Uwaga 7. Majac ognisko F' oraz kierownice £k paraboli P, uktad
wspotrzednych umieszczamy tak, by o§ OX byfa prostopadta do
kierownicy k, przechodzita przez ognisko F' i jednoczesnie pocza-
tek uktadu wspotrzednych byt srodkiem odcinka t3aczacego ogni-
sko i jego rzut prostopadty na kierownice. Wtedy mozna przyjac
F = (%p, O) oraz k: x = —%p dla pewnego p > 0.

k . P
J
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Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Twierdzenie 14. Ustalmy liczbe rzeczywista p > (0. Parabola
o ognisku F' = (3p,0) oraz kierownicy k : x = —5p ma réwnanie
y? = 2pa. (8)
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Uwaga 8. Réwnanie (8) nazywamy réwnaniem kanonicznym
paraboli lub tez rownaniem wierzchotkowym paraboli. Os

OX nazywamy osig paraboli.
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Dowdd Twierdzenia 14. Jesli X = (z,y) jest punktem elipsy, to
2
V@ —39)" +v2 =|z + o).
Ponoszac stronami do kwadratu mamy
2 2
(o= 3+ = (ot o)
Wykonujac potegowanie i redukujac otrzymamy (8). O
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Uwaga 9. Jesli p > 0 jest liczba rzeczywista,
P y?=2px
jest rébwnaniem paraboli P, to
e=1

jest mimosrodem paraboli P.
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Cwiczenie 10. Z podanych réwnah paraboli odczytaé wspétrzed-
ne ich ogniska oraz réwnanie kierownicy:

a) y* = 6,
b) v* = 9.
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Zadanie 3. Napisaé réwnanie paraboli o ognisku ' = (2, 1) i kie-
rownicy danej rdbwnaniem k : y = —2x.
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Odp. Poszukiwang parabole mozna opisa¢ rownaniem

z? — dzy + 4y* — 20z — 10y + 25 = 0.
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Cwiczenie 11. Jak wzgledem siebie moga by¢ potozone prosta
i parabola. Mozliwe przypadki przedstaw na rysunkach.
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Twierdzenie 15. Ustalmy p > 0 i takie liczby rzeczywiste A, B
oraz C, ze A% + B? > 0. Wzajemne pofozenie prostej
l: Ar+By+C =0 (9)

oraz paraboli )
P y*=2px (10)

zalezy od parametru A i wartosci Wy = B?p — 2AC, przy czym:
a) dla A = 0 prosta | przecina parabole P w jednym punkcie,
b) dla A # 0 prosta | (nieréwnolegta do osi OX ):
(i) jest roztaczna z parabola P, gdy W5 < 0,
(ii) ma jeden punkt wspéiny z parabola P, gdy W5 = 0,
(iii) ma dwa punkty wspdlne z parabola P, gdy W5 > 0.
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Dowdd.Rozwigzemy uktad réwnan (9)-(10). Niech B # 0. Mno-
z3c obie strony réwnania (10) przez B? i podstawimy wyznaczona
z réwnania (9) wartos¢ By = —Ax — C' otrzymamy
(—Az — C)?* = 2B?pz,

skad po przeksztatceniach i uporzadkowaniu mamy

A?x? —2(B*p — AC)z + C* = 0. (11)
Rozwigzania tego réwnania s3 odcietymi punktéw przeciecia sie pro-
stej [ z parabola P, wiec liczba rozwiazan uktadu (9)-(10) jest réwna
liczbie rozwigzan réwnania (11).
Jesli A = 0 (U jest réwnolegta do osi OX oraz B # 0), to (11) jest
rownaniem liniowym postaci

2B?’pr = C?

i ma doktadnie jedno rozwigzanie.
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Dla A # 0 réwnanie (11) jest réwnaniem kwadratowym i istnienie
oraz liczba jego rozwigzan zalezy od wartosci wyréinika

A = 4(B%*p — AC)? — 4A%C? = 4B?*p(B?*p — 2AQC).
Zatem réwnanie (11), a wiec réwniez uktad réwnan (9)-(10):
a) nie beda miaty rozwigzan dla wartosci wyréznika A < 0,
b) beda miaty doktadnie jedno rozwiazanie dla wyréznika A = 0,
c) beda miaty dokfadnie dwa rozwigzania dla wyréznika A > 0.

Poniewaz B?p > 0, wiec otrzymamy w tym przypadku teze.
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Niech dalej B = 0. Wtedy A # 0, wiec na mocy (9) mamy
TE R

co po podstawieniu do réwnania paraboli P i przeksztatceniach daje

P (02— 240). (12)

2 _ 2
Yy A2< 2AC") = yE

Istnienie i liczba rozwigzan réwnania (12), a wiec i uktadu (9)-(10),
zalezy od wartosci wyrazenia

Ws = 0%p — 24C, (B =0),

co réwniez w tym przypadku implikuje teze i konczy dowdd twier-

dzenia.
]
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Twierdzenie 16. Ustalmy p > 0. Jesli punkt X = (x,yo) lezy
na paraboli

P y? =2z,

to prosta

L yoy = p(x + o) (13)

Jest styczna do paraboli P w punkcie X .
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réwnanie opisujace ta parabole). Wykazemy, ze
1. X €,

2. prosta [ nie jest rownolegta do osi OX i ma dokfadnie jeden
punkt wspolny z parabolg P

Krok 1. Podstawiajac wspdtrzedne punktu X do réownania prostej [
otrzymamy réwnos¢ réwnowazng warunkowi X € P (jesli punkt X
spetnia réwnanie prostej [, to X spetnia réwnanie paraboli P).
Krok 2. Wykorzystamy Twierdzenie 15. Zauwazmy, ze prosta [ nie
jest réwnolegta do osi OX (p > 0) oraz

W = yip — 2p - pxo = p(yj — 2pzo) = 0.
Stqd [ ma jeden punkt wspolny z parabolq P, a ponlewaz [ nie jest
relaghba Ao o N A d-
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Przykiad 8. NapisaC réwnanie stycznej do paraboli
y® = bz

| prostopadtej do prostej [ : y = —2x + 5.
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Rozwigzanie.
D: prostal;: y= —2x+5 Sz: réwnanie stycznej lo
parabola P : y? = 5z do paraboli P
| prostopadtej do prostej ;.

o
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znalezienie na paraboli P takiego punktu X = (xq, o), ze styczna [y
do paraboli wystawiona w tym punkcie jest prostopadta do prostej Is.
Zatem:

Plan rozwigzania zadania
Znalez¢ taki punkt X = (z9, o), ze:
1. X e P,

2. 1y L [y, gdzie [y jest prosty styczna
do P wystawiong w punkcie X.
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Rozwigzanie.
D: prostal;: y=—2x+5 Sz: rdwnanie stycznej [s
parabola P : y? = 5z do paraboli P

| prostopadtej do prostej ;.
Niech X = (20, y0) € P. Wowczas
yg = 5:170. (14)

Prosta [y styczna do paraboli P w punkcie X ma réwnanie

5
[y : Yoy = 5(56‘ 4 513’()).

Z warunkéw zadania wynika, ze vy, # 0, gdyz prosta prostopadta do

prostej [ nie moze by¢ réwnolegta do osi OY . Zatem
/ 5 4 5{EQ
2 Y= X o
290 2o
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Poniewaz [y 1 [, wiec 2%0 = 5, czyli yo = 5. Wowezas z (14)
otrzymamy xy = 5. Ostatecznie wiec rownanie poszukiwanej proste;
[ ma postac 1 5

12: y=§x+§

Odp. Poszukiwana prosta ma réwnanie
1 5

Z2y:§x+§
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Twierdzenie 17. Niech F' bedzie ogniskiem paraboli P, k — jej
kierownica i niech X € E. Wowczas styczna do paraboli P pofowi
kat miedzy promieniem wodzacym punktu X oraz prosta prostopa-
dfa do kierownicy k przechodzaca przez punkt X.

L I
d
. D,
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Twierdzenie 18. Niech I' bedzie ogniskiem paraboli P, k — jej
kierownicg i niech X € P. Wtedy katy przedstawione na rysunku

maja parami réwne miary.

Wynika stad, ze promien Swietlny wychodzacy z nieskonczonosci
(obiekt wysytajacy swiatfo z bardzo duzej odlegtosci) w kierunku
osi zwierciadta parabolicznego po odbiciu od tego zwierciadfa prze-
chodzi przez ognisko paraboli.
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Na koniec zbadamy hiperbole. Podamy jej geometryczne definicje. Z
jednej strony jest to krzywa powstata z przeciecia powierzchni bocz-
nej stozka odpowiednia ptaszczyzna, z drugiej strony przytoczymy
definicje wykorzystujagca metryczne wiasnosci hiperboli na ptasz-
czyznie. W oparciu o druga z tych definicji wyprowadzimy postaé
kanoniczna jej réwnania w kartezjanskim uktadzie wspdtrzednych.
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Definicja 9. Hiperbola nazywamy krzywa
otrzymanga w przecieciu stozka taka ptaszczy-
zng, ze kat pomiedzy ptaszczyzng przecinaja-
c3 a osig stozka jest mniejszy od kata miedzy
tworzaca a osig stozka.

Definicja 10. Hiperbolg nazywamy krzy-
w3 bedaca zbiorem wszystkich takich punk-
tow X ptaszczyzny, ktorych warto$¢ bez-
wzgledna réznicy odlegtosci od dwu ustalo-
nych punktéw F oraz F, zwanych ogniska-
mi hiperboli, jest stata. Odcinki F1.X oraz
F5X nazywamy promieniami wodzacymi
punktu X.

-7 =2a
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Uwaga 10. Jesli przyjmiemy |FyF5| = 2¢ > 0 i ustalimy a < ¢,
to hiperbola jest zbiorem wszystkich punktéw X ptaszczyzny, dla

ktorych FLX| = (X Fy|| = |1 — ] = 2a.

T — 72| =2a 0

Odcinek A;As o dtugosci |A1 As| = 2a nazywamy osig rzeczywi-
stg hiperboli, zas odcinek B, B; — jej osig urojong.
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Przyktad 9. Napisa¢ réwnanie hiperboli o ogniskach

Fi=(—V2,-V2) oraz F=(v2,V2)

i osi wielkiej dtugosci 2a = 21/2.
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Rozwiagzanie.
D: Fy=(—v2,—v2) Sz réwnanie elipsy.
B = (v2,v/2)
2a = |r1 — ro| = 2v/2
Niech X = (x,y) bedzie punktem poszukiwa-
nej hiperboli. Z jej definicji wynika, ze

‘\/(x +V2)2+ (y + V2)?
NN ﬂ)?\ N

5
<
Il
-
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Po podniesieniu stronami do kwadratu i przeniesieniu na prawg stro-
ne wyrazen nie zawierajacych pierwiastkéw otrzymamy

V@ + V22 + (y + V22 (x — V22 + (y — V2)?

— x2+y2.

Podnoszac powtornie stronami do kwadratu i redukujac dostaniemy

xy = 1.
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Odp. Poszukiwana hiperbola ma réwnanie

ry = 1.
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Uwaga 11. Majac ogniska F' oraz F5 hiperboli H uktad wspot-
rzednych umieszczamy tak, by 0§ O X przechodzifa przez te ogniska
| jednoczesnie poczatek uktadu wspdtrzednych byt srodkiem odcin-
ka taczacego ogniska. Wtedy mozna przyja¢ F; = (—c,0) oraz
Fy = (c,0) dla pewnego ¢ > 0.

. — 72| = 2q,
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Twierdzenie 19. Ustalmy liczby rzeczywiste ¢ > a > (. Hiper-
bola o ogniskach Fy = (—c¢,0) oraz F5, = (¢,0) i osi rzeczywistej
dtugosci | A1 As| = 2a, ma réwnanie

- =1 (15)

gdzie b = \/c? — a?.

@ g
a? b2
B,

B
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Uwaga 12. Réwnanie (15) nazywamy réwnaniem kanonicz-
nym hiperboli badZz tez rGwnaniem osiowym hiperboli. W
szczegdlnym przypadku, gdy a = b, hiperbole H nazywamy row-
noosiowa

Proste o réwnaniach

b
ly:y=——=x
a

nazywamy asymptotami hiperboli H.
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Dowdéd Twierdzenia 19. Jesli X = (z,y) jest punktem na hiper-
boli H, to

V(@ + ) +y? — /(z — c)? + ¥ = 2a.

Po podniesieniu stronami do kwadratu, przeniesieniu na prawa stro-
ne wyrazen nie zawierajacych pierwiastkow i podzieleniu stronami
przez 2 otrzymamy

J@+o)2+y3/(x — )2 +y?2 = —2a* + 2 + 2.

Podnoszac powtornie stronami do kwadratu i redukujac dostaniemy
(2 — a®)z? — a®y? = a*(c? — a?).

Przyjmujac b = v/c2 — a? i dzielac stronami przez a’b? otrzyma-

my (15). []
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Definicja 11. Niech a,b > 0 beda liczbami rzeczywistymi,
2 2
H: 2 Y

a’> b
niech bedzie hiperbolg oraz ¢ = v a? + b?. Liczbe
b2
a a

nazywamy mimosrodem hiperboli H.

Uwaga 13. Mimosrdd hiperboli spetnia nieréwnosc e > 1 i cha-
rakteryzuje jej ksztatt, co mozna to zaobserwowaé w nastepujace;
prezentacji
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Definicja 12. Niech a,b > 0 beda liczbami rzeczywistymi oraz

22y
niech bedzie hiperbola. Hiperbole

H : — po) + i 1 /
nazywamy hiperbolg sprzezong z H.
Uwaga 14. Niech ¢ = /a2 + b2. Ogniska hiperboli H maja
wspoditrzedne
Fy =(—¢,0) oraz Fy=(c,0),
za$ ogniska hiperboli sprzezonej H' -
Fl=(0,—c) oraz F;=(0,c¢).

. / . 7
Hiperbole H oraz H—maj3 wspdlne asymptoty
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Definicja 13. Jesli a,b > 0 s3 liczbami rzeczywistymi oraz
22 g2
jest réwnaniem hiperboli H, to proste
2

a a a? a
r=—""\=— oraz = —|=
C e &

nazywamy kierownicami hiperboli H.

I3 k2

a
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Uwaga 15. Niech a,b > 0 beda liczbami rzeczywistymi oraz

niech bedzie hiperbolg. Oznaczymy promienie wodzace punktu na
hiperboli w zaleznosci jego potozenia: X1 = (x1,y1) na lewej gatezi
oraz Xy = (2, y2) na prawej gatezi.
Mozna tez pokazac, ze

1 = —a— exy, 7“12=CL—|—€$2,
o1 = a — exq, 99 — a — €X9.
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Twierdzenie 20. Niech a,b > 0 beda liczbami rzeczywistymi.

Stosunek odlegtosci dowolnego punktu X hiperboli

2 2
B L
a2 b2

od jej ogniska do odlegfosci tego punktu od odpowiedniej kierownicy

Jest staty i ro(wny mimosrodowi e.

Ve
T11 T12 721 T22
— === _=—e
din  dig| doai | da2

-~
"
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Dowdéd. Ustalmy punkt X = (x1,y1) na lewej gatezi hiperboli H
i niech X’ = (—¢, 1) bedzie rzutem prosto-
padtym punktu X na kierownice, powiedz-
my ky o = —7. Wéwczas

la + ex()]
e

Z drugiej strony (x7 + ¢)> + 32 = (a + ex;)? (pozostawiamy do

samodzielnego przeliczenial), wiec

dll — ’XX ‘ = ‘— —|—{E0'

ri1 = |FiX| = /(o1 + )2 +yf = /(a+ex1)? = |a+ex].

Zatem Z—ﬁ = e. Pozostate rownosci dowodzimy analogicznie. O

jekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie




KAPITAL LUDZKI g : UNIA EUROPEJSKA [IENERE
wim; runousz soreczns [T

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Unlwersytety,
H

oo

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




vvvvvvvvvvvv

H H
oo e s M —
NARODOWA SIA SPOINOSCI = 3

gf M EUROPEJSKI

FUNDUSZ SPOLECZNY
Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Cwiczenie 12. Z podanych réwnan hiperboli odczytaé wspdtrzed-
ne ich ognisk oraz rownania kierownic oraz asymptot:

2 2

? oy

9 16

2 2

b) = — L —1,
238
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Odp.
a)Flz(—SO),ng( 0), k1 : z = g,k’gi ll
Yy = %x lo :y = —f:c (Wskazéwka: hiperbola ma rownanle
‘g—; — & =1,c=5)

b) Fi = (=2v/5,0), F» = (2v/5,0), k1 : © = —2V/b, ky 1 @ =
6\/_ l:y= \fx ly 1y = \f (Wskazowka: hiperbola ma
réwnanie (2\”3/3) (2;1//5)2 =1, c = 2V5);

C)Fl—(40> (,O) Zl’z—lkzix:lll
= gx lr 1y = 3 (Wskazowka hiperbola ma réwnanie
JJQ —
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Cwiczenie 13. Jak wzgledem siebie moga by¢ potozone prosta
i hiperbola. Mozliwe przypadki przedstaw na rysunkach.
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Twierdzenie 21. Ustalmy takie liczby rzeczywiste a, b, A, B
oraz C, ze a,b > 0 oraz A’ + B? > 0. Wzajemne pofozenie prostej

oraz hiperboli e s +2ng _'2_ o=t (16)
Ep 17
g 02 o b2 — ( )

zalezy od V3 = A%a? — B?b? oraz Wy = V3 — C?, przy czym:
a) dla V3 =0 oraz C =0 zachodzi pN H = {0},

b) dla V5 =0 oraz C' # 0 zbiér p N H ma jeden element,
c) dla V5 # 0 oraz W3 > 0 zachodzip N H = {0},

d) dla V3 # 0 oraz W3 = 0 zbiér p N\ H ma jeden element,
e) dla V5 # 0 oraz W3 < 0 zbior p N\ H ma dwa elementy.

ekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie

eV

A




KAPITAL LUDZKI g : UNIA EUROPEJSKA [IENERE
wim; runousz soreczns [T

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

Unlwersytety,
H

oo

Projekt wspoélfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

rojekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloniskim oraz PWSZ w Chelmie




H g
KAPITAL LUDZKI i H UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI v EUROPEJSKI
H FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Uwaga 16. Przy zatozeniach Twierdzenia 21, z warunku
Vs = A%a® — B =0
wynika A, B # (. Ponadto, mamy wtedy
(Aa — Bb)(Aa + Bb) =0, (18)

wiec % = g lub % = —g, co oznacza, ze prosta p jest przypadku
V3 = 0 réwnolegta do jednej z asymptot hiperboli H, zas dla C' = 0

nawet sie z nig pokrywa.
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Dowéd Twierdzenia 21.Rozwigzemy ukfad réwnan (16)-(17). Za-
t6zmy na poczatek, ze B # (. Pomnozymy obie strony réwna-
nia (17) przez B? i podstawimy wyznaczona z réwnania (16) wartoéé
By = —Ax — C. Zatem

B*x? (—Ax — C)?

a2 b2 =5

skad po przeksztatceniach i uporzadkowaniu otrzymamy

(A%a® — B**)x? + 2ACa*s + (C* + B**)a*=0. (19

Rozwigzania tego rownania s3 odcietymi punktéw przeciecia sie pro-
stej p z hiperbolg H. Zatem zbiory rozwigzan uktadu (16)-(17) oraz
réwnania (19) sa réwnoliczne.
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Dla V53 = 0 (wtedy A, B # 0) réwnanie (19) jest réwnaniem linio-
wym, ktére dla C' = 0 jest réwnaniem sprzecznym (B?ab* # 0),
za$ dla C' # 0 ma doktadnie jedno rozwiazanie.
Zatézmy wiec dalej, ze V3 # 0. Istnienie i liczba rozwigzan réwna-
nia (19) zalezy od wartosci wyr6znika
A = (2ACa?)? — 4(A%a® — B?b?)(C? + B%*h?)a?

= —4a’b’B%(A%a® — B** — (C?).

Mamy a’b” B* > 0, wiec réwnanie (19), jak tez uktad (16)-(17):

a) nie beda miaty rozwigzan dla wartosci wyréznika A < 0,
b) beda miaty doktadnie jedno rozwiazanie dla wyréznika A = 0,

c) beda miaty doktadnie dwa rozwiazania dla wyréznika A > 0.
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Zatézmy na koniec, ze B = 0. Wtedy A # 0, wiec z (16) mamy
C

€r — —Z,
co po podstawieniu do réwnania hiperboli H i przeksztatceniach
daje

A%a*y? = —b* (A% — C?). (20)

Istnienie i liczba rozwigzan réwnania (20), a wiec i uktadu (16)-(17),
zalezy od wartosci wyrazenia

W; = A%a — O2 = A% — 0202 — C2, (B = 0),

co réwniez w tym przypadku implikuje teze i konczy dowdd twier-

dzenia.
]
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Twierdzenie 22. Ustalmy liczby rzeczywiste a, b > 0. Jesli punkt
X = (z0,y0) lezy na hiperboli

L — -2 =1 21
/ P2 b2 (21)
Jest styczna do hiperboli H w punkcie X .
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Dowdéd. Niech X = (z,yo) nalezy do hiperboli H (zatem X spet-
nia réwnanie opisujace H). Wykazemy, ze:
1. X ep,

2. prosta p nie jest rownolegta do zadnej z asymptot hiperboli H
i ma z nig doktadnie jeden punkt wspdlny.
Krok 1. Podstawiajac wspotrzedne punktu X do réwnania prostej p
otrzymamy réownos¢ rownowazng warunkowi X € H.
Krok 2. Wykorzystamy Twierdzenie 21. Zauwazmy, ze prosta p nie
jest rownolegta do zadnej z asymptot, a ponadto

(:,;g>za2_ (%>2bz_ 1% _ ¥ _q_q

a b2 a? b2

co oznacza, ze prosta p ma doktadnie jeden punkt wspdlny z hiper-
bolg H, wiec musi by¢ do niej styczna. O]

12 Jekt redhzowany przez Uniwersytet Rzeszowski w pdrtnerbtww z Uniwersytetem Jagiellonskim oraz PWSZ w Chelmie
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Przyktad 10. Napisaé rownanie stycznych do hiperboli

1'2 y2

= 17
9 16

rownolegtych do prostej y = —3x.
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Rozwigzanie.
2

2 , .
D: H: 5 — Y =1 Sz réwnania stycznych m;, my

m:y=—3z do hiperboli H réwnolegtych
do prostej m.

m:y = —3
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Znalezienie na hiperboli ipsie H takich punktéw X = (¢, 1), ze
styczna do hiperboli poprowadzona przez te punkty jest rownolegta
do prostej m. Tym samym mamy

Plan rozwigzania zadania
Znalez¢ takie punkty X = (¢, o), ze:
1. X € H,

2. 1y || lo, gdzie 5 jest prosta styczna
do H wystawiong w punkcie X.
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Rozwigzanie.
: A Ny :
D: H: % —{; =1 Sz: réwnania stycznych m1, m;

m:y=—3x do hiperboli H réwnolegtych
do prostej m.

Niech X = (20, y0) € H. Wbwczas
2

2
Yo% (22)
9 16
Styczna do hiperboli H poprowadzona przez punkt X ma réwnanie

I moxr Yoy _
mo=5 16—1.

Z warunkéw zadania wynika, ze 1y # 0, gdyz prosta réwnolegta do
prostej m nie moze by¢ réwnolegta do osi OY. Zatem

/. _ 16xg . m
m oy 79yox "
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Poniewaz m/ || m, wiec
16560

Yo
czyli yo = —13;50. Podstawiajac ta wartos¢ do (22) otrzymamy
2 1620 2
E . <_ 2?]) — 1.
9 16
Po wykonaniu dziatan i uporzadkowaniu dostaniemy

6522 — 729 = 0,

_3,

ktérego rozwigzaniami sa liczby

T = —%\/@, 9 — % 65.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

|

-~
"




NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI oa L
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

niuersytety_
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA
g £ EUROPEJSKI

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Ostatecznie wiec
zg = —265 [ xo= 265
16

Yo = g V65, Yo = —5oV/65.

Wracajac do réwnania prostej m’ mamy

. 365, 65, _
mq 5L 65y—1,

mo

wiec po redukcjach otrzymamy poszuklwane rownania prostych:

my . 3x+y:—\/@,

ko : 3x+y:\/@.
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Odp. Poszukiwane proste majg rownania
my: 3x +y = —+05,

mo 3x+y:\/@.
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Twierdzenie 23. Styczna do hiperboli pofowi kat miedzy promie-
niami wodzgcymi punktu stycznosci. Oznacza to, ze jesli Fy oraz F5
sa ogniskami hiperboli H oraz X € H, to styczna do hiperboli w
punkcie X pofowi kat wewnetrzny tréjkata ANF1 X Fy przy wierz-
chotku X.

A
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Twierdzenie 24. Niech F oraz F, beda ogniskami hiperboli H
i niech X € E. Wtedy katy przedstawione na rysunku maja parami
rowne miary.

)

/

\ F
Wynika stad, ze promien swietlny biegnacy w kierunku jednego
z ognisk hiperboli po odbiciu od hiperboli biegnie tak, by przejs¢
przez drugie z ognisk.
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Powrdcimy jeszcze do wtasnosci punktow stozkowych zwigzanych
z ich odlegtosciami od kierownic i ognisk. Stosowne wtasnosci zo-
staty sformutowane w Twierdzeniu 9 dla elipsy oraz w Twierdze-
niu 20 dla hiperboli. Pokazemy, ze wtasnosci sformutowane w tych
twierdzeniach w petni charakteryzuja stozkowe w rozpatrywanych
przypadkach. Pozwala to na unifikacje definicji wszystkich trzech
stozkowych przy uzyciu analogicznych wtasnosci.
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Twierdzenie 25. Miejscem geometrycznym wszystkich punktow
X, dla ktorych stosunek ich odlegtosci od statego punktu (ogniska)
do odlegfosci od ustalonej prostej (kierownicy) nie przechodzacej
przez ten punkt jest staty i rowny e > (0, jest krzywa stozkowa, przy
czym Jest to:

1) elipsa, gdy e < 1,
2) parabola, gdy e = 1,
3) hiperbola, gdy e > 1.
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Dowdod. Charakteryzacja paraboli jest oczywista. Niech e # 1.
Przyjmijmy, ze uktad wspdtrzednych umieszczono tak, by ognisko

F, miato wspétrzedne F5 = (c,0), za$ kierownica ko — réwna-
nie ky : v = ¢, gdzie e = £. Niech X' bedzie rzutem prostokatnym

punktu X = (x,y) krzywej na kierownice ky. Wéwczas
BbX| =/(x—c)2+y? oraz |XX'|=|%—2.

Zatem

2 2 2,.2

(z—c)?+y* =€’ (¢ —x)” =a® — 2aex + e’z°.

Wykorzystujac zaleznosci ae = ¢ oraz e = ¢ otrzymamy réwnanie
(a? — )2 + a2 = a¥(a? — &),

ktére dla a > ¢ (e = £ < 1) opisuje elipse, zas dlaa < c (e = ¢ >

1) — hiperbole. []
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Definicja 14. Linig drugiego stopnia nazywamy krzywa opi-
sang na ptaszczyznie rownaniem

az® + 2bzy + cy* + 2dx + 2ey + f =0,

gdzie liczby a, b, c,d, e, f spetniaja warunek a® + b* + ¢ > 0 (tzn.
a, b, ¢ nie sa jednoczesnie réwne zero).
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Uwaga 17. Ksztatt krzywej drugiego stopnia

ax® 4 2bxy + cy? +2dx +2ey + f =0 (23)
zalezy od wyznacznikéw
0 b a b d
w = bc‘ oraz W=|0b c e
d e f

nazywanych matym i wielkim wyréznikiem réwnania (23). Ana-
liza tych wyréznikéw i ich wptyw na ksztatt krzywej (23) ze wzgle-
du na uzycie wyznacznikéw zostanie tu pominieta. Zainteresowany
uzytkownik tego kursu moze ja znalez¢ w kazdym podreczniku aka-
demickim z geometrii analityczne;j.
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planety poruszaja sie po torach eliptycznych

tzn. trajektorie ruchu planet wokoét stonca s3 elipsami.
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Pierwszy formalny dowdd tego faktu zostat wyprowadzony z praw
ruchu i praw grawitacji przez Izaaka Newtona, co stanowito ukorono-
wanie jego catej teorii pozwalajacej na opis ruchu ciat posiadajacych
mase. Pdzniejsze odkrycia zarébwno w dziedzinie fizyki jak i matema-
tyki pozwolity znacznie uprosci¢ ten dowdd, jednak za cene wpro-
wadzenia bardzo skomplikowanych i zaawansowanych konstrukcji z
pogranicza matematyki i fizyki.
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Istnieje wiele sposobdw przedstawiania krzywych za pomocg row-
nan w roznych uktadach wspotrzednych. Korzystng bytaby mozli-
wosC sprowadzenia opisu ruchu planety po orbicie analizy pewnej
krzywej w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych uzywajac jedynie
wspotrzednych = oraz y. Niestety, w opisie ruchu wykorzystuje sie
momentu pedu, a tutaj istotna odlegtos¢ r od osi obrotu oraz kat
¢ pomiedzy wektorem predkoéci v i wektorem promienia wodza-
—
cego 1.
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Uwaga 18. Wygodnie jest opisac ruch planet w ukfadzie wspot-
rzednych r — ¢, gdzie r jest odlegtoscig poruszajacego sie punktu X
od punktu F’ ($rodka masy), za$ ¢ jest katem pomiedzy promieniem
wodzacym punktu X oraz wektorem predkosci v':
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Twierdzenie 26. Jesli planeta o masie m porusza sie wokét sfon-
ca o masie M pod wptywem grawitacji, to trajektoria ruchu planety
w ukfadzie r — o spetnia rownanie

: +1
sin ¢ = :
N EET
gdzie p oraz q sg statymi zalezacymi jedynie od energii i pedu tej
planety.
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Dowdéd. Z zasady zachowania momentu pedu wynika, ze
L = mrvsinp = const.

Ponadto, z zasady zachowania energii

1 GM
= 2m112 _ const.
r

Wyznaczajac z pierwszego rownania v mamy ——=— mmmp , skad po pod-
stawieniu do drugiego z warunkéw otrzymamy réwnanie

e L7 GMm
4mr2sin® ¢ ro
ktérego rozwigzania wzgledem sin ¢ maja postac:
+L +1

sin = —
VAEm™ + 4Gm2Mr ¢_L2 72 4 AGnaM .
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Uwaga 19. Jesli planeta porusza sie w polu grawitacyjnym stonca
Z energia mniejsza niz energia potrzebna do opuszczenia uktadu sto-
necznego, to F < 0 (catkowita energia ukfadu planeta-stonce jest
ujemna) i wowczas przyjmiemy réwnanie ruchu planety w ukfadzie
r — @ postaci

' 1
sin @ = :
14 vV —pr+qr

gdzie p,q > 0.
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Twierdzenie 27. Elipse mozna opisa¢ w uktadzie wspétrzednych

r — ¢ réwnaniem
1

sin @ = :
T

gdzie p,q > 0 sg statymi.

Projekt realizowany przez Uniwersytet Rzeszowski w partnerstwie z Uniwersytetem Jagielloriskim oraz PWSZ w Chelmie

r
v




NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI oa L
#HIMs FUNDUSZ SPOLECZNY

niuersytety_
E KAPITAL LUDZKI §M H UNIA EUROPEJSKA
g EUROPEJSKI

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Dowdod. Zdefiniujmy «, @, d, r oraz s jak na rysunku.
Z twierdzenia cosinuséw otrzymamy T~

d?> = r? + s® — 2rscosa. 7
Jednoczesnie o« = 180° — 2¢ oraz '
cos(180° — x) = — cos x, /

cos2z = 1 — 2sin’z,

wiec
d? = r? + 52 — 2rs(2sin p — 1),
Stad

(r+s2—d [@RaP—-d 1

S 4rs “\dr2a—r) —prZtqr

ze statymi p = 5 oraz ¢ = %> ]
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Twierdzenie 28. Trajektorie planet poruszajacych sie w polu gra-
witacyjnym sfonca sa elipsami.
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Uwaga 20. Mozna pokaza¢, ze w przypadku E = 0 trajekto-
ria planety (komety) poruszajacej sie w polu grawitacyjnym stonca
bedzie parabolg, zas dla £ > 0 — hiperbola.
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Pytanie 1. Réwnanie 2> + 4% — 4z + 2y — 4 = 0 opisuje okrag
(a) o srodku (2, —1) i promieniu r =9,

(b) o $rodku (—2,1) i promieniu r = 3,
(c) o srodku (—2,1) i promieniu 7 =9,
(d) (2,=1)

2,—1) i promieniu 7 = 3.
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Pytanie 2. Styczna do okregu 22 + y? = 25 w punkcie (—3,4)
ma réwnanie
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Pytanie 3. Okregi o réwnaniach 2%+ = 4 oraz 2> +y* — Sz —
20=10

(a) s3 styczne wewnetrznie,

(b) sa roztaczne,

(c) przecinaja sie w dwéch punktach
(d)

d) sg styczne zewnetrznie.
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Pytanie 4. O$ wielka elipsy %2 + %2 = 1 ma dtugosé
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Pytanie 5. Ogniska elipsy 3 =y %6 = 1 maja wspotrzedne
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Pytanie 6. Kierownica paraboli y> = 6z ma réwnanie

) x =

W

(a

(b)
()
(d)

&
I
N0

8
I
|
&

&
I
|
DO
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Pytanie 7. Styczna do paraboli y* = 2z w punkcie (2, —2) ma
rownanie

(a) z +2y = -2,
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Pytanie 8. Kierownice hlperboll L — ¥ =1 maja rébwnania

(a) z=—3 oraz z =

x:—%orazxz

8
I

——QOI’aZ.f:9

(b)
(c) — 30 oraz g = 10
(d) 5 5

5 5
d

8
|
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Pytanie 9. Prosta o réwnaniu y = %:1: +1

(a) jest styczna do hiperboli f—; _ ¥,

(b) przecina hiperbole f—; — %2 = 1 w jednym punkcie, ale nie jest
do niej styczna,

: : . 2
(c) jest roztaczna z hiperbola 7 — % =1,

(d) przecina hiperbole Qf—; — %2 = 1 w dwdch punktach.
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Pytanie 10. Trajektoriag komety poruszajacej sie w polu grawi-
tacyjnym stonca w przypadku, gdy catkowita energia £ uktadu
kometa-stonce jest rowna 0, jest

(a) prosta,




Miodziezouwe,

Universytety
]
KAPITAL LUDZKI Mi g UNIA EUROPEJSKA
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI IV EUROPEISKI
Mg FUNDUSZ SPOLECZNY o

Projekt wspolfinansowany przez Unie Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spolecznego

Klucz odpowiedzi:

1(d), 2(b), 3(a), 4(c), 5(c), 6(d), 7(a), 8(d), 9(b), 10(b).
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